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Introduction Définition. Exemples. Régles de calcul
Anneaux commutatifs intégres

Définition 1.1
©® Un anneau est un triplet (A, +,-), ol A est un ensemble et

+, - sont deux lci sur A (appelées addition respectivement
multiplication) telles que :
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©® Un anneau est un triplet (A, +,-), ol A est un ensemble et
+, - sont deux lci sur A (appelées addition respectivement
multiplication) telles que :
@ (A,+)estun groupe abélien. Son élément neutre sera
appelé l'élément nul de l'anneau et sera noté 05 ou 0.
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@ (A,+)estun groupe abélien. Son élément neutre sera
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Introduction Définition. Exemples. Régles de calcul
Anneaux commutatifs intégres

Définition 1.1
©® Un anneau est un triplet (A, +,-), ol A est un ensemble et
+, - sont deux lci sur A (appelées addition respectivement
multiplication) telles que :
@ (A,+)estun groupe abélien. Son élément neutre sera
appelé l'élément nul de l'anneau et sera noté 05 ou 0.
@ Llalci- est associative et admet un élément neutre. Cet
élément neutre sera appelé l'élément unité de 'anneau et
sera noté 1, ou 1.
@ Lalci- est distributive & gauche et a droite par rapport a la
lci +, i.e. pour tout (x,y,z) €A XA XA ona:

x-(y+z)=x-y+x-z,

(Y+z):x=y-x+z-x.
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Introduction Définition. Exemples. Régles de calcul
Anneaux commutatifs intégres

Définition 1.1
©® Un anneau est un triplet (A, +,-), ol A est un ensemble et
+, - sont deux lci sur A (appelées addition respectivement
multiplication) telles que :
@ (A,+)estun groupe abélien. Son élément neutre sera
appelé l'élément nul de l'anneau et sera noté 05 ou 0.
@ Llalci- est associative et admet un élément neutre. Cet
élément neutre sera appelé l'élément unité de 'anneau et
sera noté 1, ou 1.
@ Lalci- est distributive & gauche et a droite par rapport a la
lci +, i.e. pour tout (x,y,z) €A XA XA ona:

x-(y+z)=x-y+x-z,
(Y+z):x=y-x+z-x.

©® Un anneau (A, +,-) est dit commutatif si - est commutative.
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« commutatifs

Notations simplifiées :

Souvent on va omettre le symbole -, donc, pour deux éléments
X,y € A on va écrire xy au lieude x -y.
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Notations simplifiées :
Souvent on va omettre le symbole -, donc, pour deux éléments

X,y € A on va écrire xy au lieude x -y.

Souvent on va désigner un anneau (A, +,-) par A, en
sous-entendant qu’on a muni l'ensemble A de deux lci qui
définissent une structure d’anneau.

Andrei Teleman Anneaux. Théorie Générale



Introduction Définition. Exemples. Regles de calcul
Ann commutatifs ir

Notations simplifiées :
Souvent on va omettre le symbole -, donc, pour deux éléments

X,y € A on va écrire xy au lieude x -y.

Souvent on va désigner un anneau (A, +,-) par A, en
sous-entendant qu’on a muni l'ensemble A de deux lci qui
définissent une structure d’anneau.

Définition 1.2
Deux éléments x, y € A sont dit commutables (permutables) s
Xy = yX.
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Ann commutatifs ir

Notations simplifiées :
Souvent on va omettre le symbole -, donc, pour deux éléments

X,y € A on va écrire xy au lieude x -y.

Souvent on va désigner un anneau (A, +,-) par A, en
sous-entendant qu’on a muni l'ensemble A de deux lci qui
définissent une structure d’anneau.

Définition 1.2
Deux éléments x, y € A sont dit commutables (permutables) s
Xy = yX.

Donc un anneau (A, +,-) est commutatif si et seulement si tous
deux éléments de A sont permutables.
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Anneaux commutatifs intégres

©® Soit A un singleton dont l'élément sera noté 0. Les lci
(0,00, (0,0) >0

définissent une structure d’anneau sur A = {0} avec
0a =15 =0. Un tel anneau s’appelle anneau nul.
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©® Soit A un singleton dont l'élément sera noté 0. Les lci
(0,00, (0,0) >0

définissent une structure d’anneau sur A = {0} avec
0a =15 =0. Un tel anneau s’appelle anneau nul.

Un anneau A est nul si et seulement si 0y = 15. Pourquoi?
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Anneaux commutatifs intégres

©® Soit A un singleton dont l'élément sera noté 0. Les lci
(0,0)+50, (0,0)+> 0
définissent une structure d’anneau sur A = {0} avec

0a =15 =0. Un tel anneau s’appelle anneau nul.

Un anneau A est nul si et seulement si 0y = 15. Pourquoi?

® (Z+,)(0Q+-),(R,+,-), (C,+,-) sont des anneaux
commutatifs.
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Introduction Définition. Exemples. Régles de calcul
Anneaux commutatifs intégres

©® Soit A un singleton dont l'élément sera noté 0. Les lci
(0,0)+50, (0,0)+> 0
définissent une structure d’anneau sur A = {0} avec

0a =15 =0. Un tel anneau s’appelle anneau nul.

Un anneau A est nul si et seulement si 0y = 15. Pourquoi?

® (Z+,)(0Q+-),(R,+,-), (C,+,-) sont des anneaux
commutatifs.

© Soitn e N*. (Z/nZ,+,-) est un anneau commutatif.
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o Soit n € IN". (Mn,n (Z), +, '); (Mn,n (Q)) +, '), (Mn,n (IR); +, '),
(M (C), +,-) sont des anneaux. Pour n > 2 ces anneaux ne
sont pas commutatifs.
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o Soit n € IN". (Mn,n (Z), +, '); (Mn,n (Q)) +, '), (Mn,n (IR); +, '),
(M (C), +,-) sont des anneaux. Pour n > 2 ces anneaux ne
sont pas commutatifs.

© Soit E un espace vectoriel réel ou complexe. (End(E ), +, o)
est un anneau, non-commutatif pour dim(E) > 2.
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Introduction Définition. Exemples. Régles de calcul
Anneaux commutatifs intégres

o Soit n € IN". (Mn,n (Z), +, '); (Mn,n (Q)) +, '), (Mn,n (IR); +, '),
(M (C), +,-) sont des anneaux. Pour n > 2 ces anneaux ne
sont pas commutatifs.

© Soit E un espace vectoriel réel ou complexe. (End(E ), +, o)
est un anneau, non-commutatif pour dim(E) > 2.

@ Soit (G, +) un groupe abélien, Og son élément neutre.
(End(G), +, 0) est un anneau, en général non-commutatif.
Son élément nul est l'endomorphisme trivial x > Og et son
élément unité est idg.
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Anneaux commutatifs intégres

@ Soient (A,+,-) un anneau, X un ensemble et soit F(X,A)
'ensemble des applications X — A. Les lci +, - définies par

(f+g)(x) =f(x)+g(x), (f-g)x)=f(x) g(x)

définissent un structure d'anneau sur F(X,A). Cet anneau
est commutatif si (A, +,-) est commutatif.
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Introduction Définition. Exemples. Régles de calcul

Anneaux commutatifs intégres

@ Soient (A,+,-) un anneau, X un ensemble et soit F(X,A)
'ensemble des applications X — A. Les lci +, - définies par

(f+g)(x) =f(x)+g(x), (f-g)x)=f(x) g(x)

définissent un structure d'anneau sur F(X,A). Cet anneau
est commutatif si (A, +,-) est commutatif.

© Soient A, B deux anneaux dont les lci sont notées par les
mémes symboles. Alors les Lci

(), (x5y ) = (x+xy +y7), ((%y), (x,y) = (xx’,yy’)

définissent un structure d'anneau sur le produit cartésien
A x B. Généralisation pour une famille (A;);¢ d'anneaux.
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Soit A un anneau commutatif. On va noter par 0 son élément
nul et par 1 son élément unité.
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Anneaux commutatifs intégres

Soit A un anneau commutatif. On va noter par 0 son élément
nul et par 1 son élément unité.

Définition 1.3
L'ensemble des polynémes a coefficients dans A est défini par

A[X] = {(ak)k20| (VK EN, Ay EA)/\(E]N EN,VK >N, Ak :0)}

(a,0,0...) s"appelle le polynébme constant associé a a.
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Soit A un anneau commutatif. On va noter par 0 son élément
nul et par 1 son élément unité.

Définition 1.3
L'ensemble des polynémes a coefficients dans A est défini par

A[X] = {(ak)k20| (VK EN, Ay EA)/\(E]N EN,VK >N, Ak :0)}

(a,0,0...) s"appelle le polynébme constant associé a a.

Donc un polynéme a coefficients dans A est une suite de A
dont tous les termes sont nuls a partir d’'un certain indice.

Andrei Teleman Anneaux. Théorie Générale



Introduction Définition. Exemples. Régles de calcul
Anneaux commutatifs intégres

Soit A un anneau commutatif. On va noter par 0 son élément
nul et par 1 son élément unité.

Définition 1.3

L'ensemble des polynémes a coefficients dans A est défini par

A[X] = {(ak)k20| (VK EN, Ay EA)/\(E]N EN,VK >N, Ak :0)}

(a,0,0...) s"appelle le polynébme constant associé a a.

Donc un polynéme a coefficients dans A est une suite de A
dont tous les termes sont nuls a partir d’'un certain indice.

A[X] a une structure naturelle de groupe abélien, l'addition
étant donnée par

((ak)k=0) + (b )k >0) := (ak + by )k >0-
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Définition 1.4
La multiplication dans A[X]: ((ak )k>0)((b1)i>0) = (cn)n>0 OU

n n

Cn = Z agb = Zak b,k = Zan_lbl .

k+l=n k=0 =0
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Introduction éfinition. Exemples. Régles de calcul
commutatifs intégres

Définition 1.4
La multiplication dans A[X]: ((ak )k>0)((b1)i>0) = (cn)n>0 OU

n n

Cn = Z agb = Zak b,k = Zan_lbl .

k+l=n k=0 =0

Cette lci est associative, admet un élément neutre, a savoir le
polynéme constant (1,0,0...), est commutative, et est
distributive par rapport a U'addition. Il en résulte :
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Introduction Définition. Exemples. Régles de calcul
Anneaux commutatifs intégres

Définition 1.4
La multiplication dans A[X]: ((ak )k>0)((b1)i>0) = (cn)n>0 OU

n n

Cn = Z agb = Zak b,k = Zan_lbl .

k+l=n k=0 =0

Cette lci est associative, admet un élément neutre, a savoir le
polynéme constant (1,0,0...), est commutative, et est
distributive par rapport a U'addition. Il en résulte :

Proposition 1.5

Les opérations +, - introduites ci-dessus munissent 'ensemble
A[X] d'une structure d'anneau commutatif.
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On identifie a € A avec le polynéme constant (a,0,0,...) qui lui
correspond. En particulier on va utiliser la notation 1 pour
'élément unité (1,0,0,...) de A[X].
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Anneaux commutatifs intégres

On identifie a € A avec le polynéme constant (a,0,0,...) qui lui
correspond. En particulier on va utiliser la notation 1 pour
'élément unité (1,0,0,...) de A[X].

Notation X :=(0,1,0,...) € A[X]. On obtient facilement
X?=(0,0,1,0,...), X3=(0,0,0,1,0,...) et ainsi de suite.

(ak k>0 = Zakxk (nombre fini de termes non-nuls), x0.=1.
k>0
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Introduction Définition. Exemples. Régles de calcul
Anneaux commutatifs intégres

On identifie a € A avec le polynéme constant (a,0,0,...) qui lui
correspond. En particulier on va utiliser la notation 1 pour
'élément unité (1,0,0,...) de A[X].

Notation X :=(0,1,0,...) € A[X]. On obtient facilement
X?=(0,0,1,0,...), X3=(0,0,0,1,0,...) et ainsi de suite.

(ak k>0 = Zakxk (nombre fini de termes non-nuls), x0.=1.
k>0
Cette égalité fait la liaison entre la définition moderne de la
notion de polynéme et la définition élémentaire, comme
expression algébrique de la forme ag +a; X +--- +ayX\.
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Anneaux commutatifs intégres

On identifie a € A avec le polynéme constant (a,0,0,...) qui lui
correspond. En particulier on va utiliser la notation 1 pour
'élément unité (1,0,0,...) de A[X].

Notation X :=(0,1,0,...) € A[X]. On obtient facilement
X?=(0,0,1,0,...), X3=(0,0,0,1,0,...) et ainsi de suite.

(ak k>0 = Zakxk (nombre fini de termes non-nuls), x0.=1.
k>0
Cette égalité fait la liaison entre la définition moderne de la
notion de polynéme et la définition élémentaire, comme
expression algébrique de la forme ag +a; X +--- +ayX\.

En appliquant la construction A > A[X] : nouveaux anneaux
commutatifs : Z[X], Q[X], R[X], C[X], Z,[X].
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Soit (A, +,-) un anneau. Puisque (A, +) est un groupe abélien, on
va utiliser la notation nx (pour n € Z, x € A) introduite pour les
groupes avec lci en notation additive.
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Soit (A, +,-) un anneau. Puisque (A, +) est un groupe abélien, on
va utiliser la notation nx (pour n € Z, x € A) introduite pour les
groupes avec lci en notation additive.

En particulier 'élément symétrique par rapport a 'addition
('opposé) d'un élément x € A sera noté —x.
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Introduction Définition. Exemples. Regles de calcul
Ann commutatifs ir

Soit (A, +,-) un anneau. Puisque (A, +) est un groupe abélien, on
va utiliser la notation nx (pour n € Z, x € A) introduite pour les
groupes avec lci en notation additive.

En particulier 'élément symétrique par rapport a 'addition
('opposé) d'un élément x € A sera noté —x.

On va aussi utiliser les régles de calcul connues dans un
groupe en notation additive.
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Anneaux commutatifs intégres

Proposition 1.6 (Régles de calcul dans un anneau)

Soit (A, +,+) un anneau. Alors :

® Pour tout élémentx €A onax-0=0-x=0.
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Introduction Définition. Exemples. Régles de calcul
Anneaux commutatifs intégres

Proposition 1.6 (Régles de calcul dans un anneau)

Soit (A, +,+) un anneau. Alors :

® Pour tout élémentx €A onax-0=0-x=0.

© Pour tout (x,y) € A XA : x(=y) = (=x)y = —(xy).
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Introduction Définition. Exemples. Régles de calcul
Anneaux commutatifs intégres

Proposition 1.6 (Régles de calcul dans un anneau)

Soit (A, +,+) un anneau. Alors :

® Pour tout élémentx €A onax-0=0-x=0.
© Pour tout (x,y) € A XA : x(-y) = (—x)y = —(xy

© Pour tout (x,y) € A XA : (=x)(=y) =—=((- )y) ( (xy)) = xy.
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Introduction Définition. Exemples. Régles de calcul

Anneaux commutatifs intégres

Proposition 1.6 (Régles de calcul dans un anneau)

Soit (A, +,+) un anneau. Alors :
® Pour tout élémentx €A onax-0=0-x=0.
© Pour tout (x,y) € A XA : x(=y) = (=x)y = —(xy).
© Pour tout (x,y) € A XA : (=x)(-y) = =((=x)y) = =(=(xy)) = xy.
© Pour x € A et n € IN on définit 'élément x" € A par:

XX+...:x si n>0,
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Introduction Définition. Exemples. Régles de calcul

Anneaux commutatifs intégres

Proposition 1.6 (Régles de calcul dans un anneau)

Soit (A, +,+) un anneau. Alors :
® Pour tout élémentx €A onax-0=0-x=0.
© Pour tout (x,y) € A XA : x(=y) = (=x)y = —(xy).
© Pour tout (x,y) € A XA : (=x)(-y) = =((=x)y) = =(=(xy)) = xy.
© Pour x € A et n € IN on définit 'élément x" € A par:

XX+...:x si n>0,
—————
n._
S n fois
1 si n=0

Alors on a l'identité x™ - x" = x™

© PourxeA etneZonanx_(nlA) Xx=x-(n1p).
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Introduction Définition. Exemples. Régles de calcul

Anneaux commutatifs intégres

Proposition 1.6 (Régles de calcul dans un anneau)

Soit (A, +,+) un anneau. Alors :
® Pour tout élémentx €A onax-0=0-x=0.
© Pour tout (x,y) € A XA : x(=y) = (=x)y = —(xy).
© Pour tout (x,y) € A XA : (=x)(-y) = =((=x)y) = =(=(xy)) = xy.
© Pour x € A et n € IN on définit 'élément x" € A par:

XX+...:x si n>0,
—————
n._
S n fois
1 si n=0

Alors on a l'identité x™ - x" = x™

© PourxeA etneZonanx_(nlA) Xx=x-(n1p).

Dém: Exercice. [ |
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« commutatifs

Soient (A, +,-) un anneau, x,y € A deux éléments commutables.
Pour tous k, L € N les éléments x¥, yl sont aussi commutables.
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Ann commutatifs ir

Soient (A, +,-) un anneau, x,y € A deux éléments commutables.
Pour tous k, L € N les éléments x¥, yl sont aussi commutables.

Dém: Démonstration en deux étapes :

© En utilisant récurrence par rapport a k on démontre que
x¥ ety sont commutables pour tout k € IN.
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Ann commutatifs intégres

Soient (A, +,-) un anneau, x,y € A deux éléments commutables.
Pour tous k, L € N les éléments x¥, yl sont aussi commutables.

Dém: Démonstration en deux étapes :

© En utilisant récurrence par rapport a k on démontre que
x¥ ety sont commutables pour tout k € IN.

@ Fixons k € IN. En utilisant la récurrence par rapport a l on

démontre que x* et yl sont commutables.
|
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Introduction éfinition. Exemples. Régles de calcul
commutatifs intégres

Soient (A, +,-) un anneau, x,y € A deux éléments commutables.
Pour tous k, L € N les éléments x¥, yl sont aussi commutables.

Dém: Démonstration en deux étapes :

© En utilisant récurrence par rapport a k on démontre que
x¥ ety sont commutables pour tout k € IN.

@ Fixons k € IN. En utilisant la récurrence par rapport a l on

démontre que x* et yl sont commutables.
|

Proposition 1.8 (la formule du binébme dans un anneau)

Soient (A, +,-) un anneau, x, y € A deux éléments commutables

etnelN. Alors (x +y)" = Y ! _o(}) x kynk,
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Dém: Exercice. Utiliser le lemme 1.7, la récurrence par rapport
an et les identités :

)n+1

(x+y (x+y)"(x +y),

n+ n _n+1
k k+1] \k+1
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Anneaux commutatifs intégres

Définition 1.9
Soit (A, +,-) un anneau commutatif non-nul. On dit qu'un

élément a € A \ {0} est un diviseur de zéro si s’il existe
b € A\ {0} tel que ab =0.
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Anneaux commutatifs intégres

Définition 1.9
Soit (A, +,-) un anneau commutatif non-nul. On dit qu'un
élément a € A \ {0} est un diviseur de zéro si s’il existe

b € A\ {0} tel que ab =0.

Un anneau commutatif est dit intégre, ou anneau d’intégrité,
s’il est non-nul et ne posséde aucun diviseur de zéro.
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Anneaux commutatifs intégres

Définition 1.9
Soit (A, +,-) un anneau commutatif non-nul. On dit qu'un
élément a € A \ {0} est un diviseur de zéro si s’il existe

b € A\ {0} tel que ab =0.

Un anneau commutatif est dit intégre, ou anneau d’intégrité,
s’il est non-nul et ne posséde aucun diviseur de zéro.

Remarque 1.10

Un anneau commutatif non-nul (A, +,-) est intégre si et
seulement si

V(x,y)eAxA(xy:Oﬁ(x:O)V(y:O)).
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Anneaux commutatifs intégres

Définition 1.9
Soit (A, +,-) un anneau commutatif non-nul. On dit qu'un
élément a € A \ {0} est un diviseur de zéro si s’il existe

b € A\ {0} tel que ab =0.

Un anneau commutatif est dit intégre, ou anneau d’intégrité,
s’il est non-nul et ne posséde aucun diviseur de zéro.

Remarque 1.10

Un anneau commutatif non-nul (A, +,-) est intégre si et
seulement si

V(x,y)eAxA(xy:Oz(x:O)V(y:O)).

Préciser les diviseurs de 0 de (Z15,+,-).
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Anneaux commutatifs intégres

©® Les anneaux (Z,+,), (Q,+,-), (R,+,-), (C, +,) sont intégres.
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Introduction Définition. Exemples. Regles de calcul
Anneaux commutatifs intégres

©® Les anneaux (Z,+,), (Q,+,-), (R,+,-), (C, +,) sont intégres.

® Soitn € N*. L'anneau (Z,,,+,-) est intégre si et seulement
si n est un nombre premier.
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Introduction Définition. Exemples. Regles de calcul
Anneaux commutatifs intégres

©® Les anneaux (Z,+,), (Q,+,-), (R,+,-), (C, +,) sont intégres.

® Soitn € N*. L'anneau (Z,,,+,-) est intégre si et seulement
si n est un nombre premier.

© Soient (A,+,-), (B, +,-) deux anneaux commutatifs

non-nuls. Alors A x B (muni de sa structure d’anneau
produit) n‘est pas intégre.
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Introduction Définition. Exemples. Regles de calcul
Anneaux commutatifs intégres

©® Les anneaux (Z,+,), (Q,+,-), (R,+,-), (C, +,) sont intégres.

® Soitn € N*. L'anneau (Z,,,+,-) est intégre si et seulement
si n est un nombre premier.

© Soient (A,+,-), (B, +,-) deux anneaux commutatifs
non-nuls. Alors A x B (muni de sa structure d’anneau
produit) n‘est pas intégre.

@ Soient (A, +,:) un anneau commutatif non-nul et X un

ensemble. Si card(X) > 2 alors F(X,A) (muni de sa
structure naturelle d'anneau) n’est pas integre. Pourquoi?
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Introduction Définition. Exemples. Régles de calcul
Anneaux commutatifs intégres

©® Les anneaux (Z,+,), (Q,+,-), (R,+,-), (C, +,) sont intégres.

® Soitn € N*. L'anneau (Z,,,+,-) est intégre si et seulement
si n est un nombre premier.

© Soient (A,+,-), (B, +,-) deux anneaux commutatifs
non-nuls. Alors A x B (muni de sa structure d’anneau
produit) n‘est pas intégre.

@ Soient (A, +,:) un anneau commutatif non-nul et X un

ensemble. Si card(X) > 2 alors F(X,A) (muni de sa
structure naturelle d'anneau) n’est pas integre. Pourquoi?

On va montrer que, si A un anneau commutatif intégre, alors
A[X] est intégre.
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Introduction Définition. Exemples.
Anneaux commutatifs

Proposition 1.11

Soit A un anneau commutatif intégre. Alors A[X] est intégre.
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Introduction Définition. Exemples. Régles de calcul
Anneaux commutatifs intégres

Proposition 1.11

Soit A un anneau commutatif intégre. Alors A[X] est intégre.

Dém: La démonstration utilise la notion de degré d’'un

polynéme :

Définition 1.12
Soit P(X) =Y\ s0ak X € A[X].

deg(P(X)) := { maxik E_Hi' et : E&; "o
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Introduction Définition. Exemples. Regles de calcul
Anneaux commutatifs intégres

Proposition 1.11

Soit A un anneau commutatif intégre. Alors A[X] est intégre.

Dém: La démonstration utilise la notion de degré d’'un

polynéme :
Définition 1.12
Soit P(X) =Y\ s0ak X € A[X].

deg(P (X)) = { merdi a0} o PEO-

—00 si P(X)=

La formule connue deg(P (X)Q (X)) = deg(P (X)) + deg(Q (X))
reste vraie pour les polyndmes a coefficients dans un anneau
intégre (Exercice).
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Introduction Définition. Exemples. Régles de calcul
Anneaux commutatifs intégres

Cette formule montre : P(X)Q(X)=0= (P(X)=0) v (Q(X) = 0).
|
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Introduction Définition. Exemples.
Anneaux commutatif:

Cette formule montre : P(X)Q(X)=0= (P(X)=0) v (Q(X) = 0).
|

Calculer (2X +4)(3X +3) € Zg[X].
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Introduction Définition. Exemples. Reé de calcul
Anneaux commutatifs intégres

Définition 1.13
Soit (A, +,+) un anneau commutatif. Un élément x € A est dit
inversible, s’il est inversible par rapport a la multiplication, i.e.
s’il existe y € A tel que xy = 1.
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Introduction Définition. Exemples. Reé de calcul
Anneaux commutatifs intégres

Définition 1.13

Soit (A, +,+) un anneau commutatif. Un élément x € A est dit
inversible, s’il est inversible par rapport a la multiplication, i.e.
s’il existe y € A tel que xy = 1.

On va désigner par A* C A le sous-ensemble des éléments
inversibles.
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Introduction Définition. Exemples. Regles de calcul

Anneaux commutatifs intégres

Définition 1.13

Soit (A, +,+) un anneau commutatif. Un élément x € A est dit
inversible, s’il est inversible par rapport a la multiplication, i.e.
s’il existe y € A tel que xy = 1.

On va désigner par A* C A le sous-ensemble des éléments
inversibles.

Remarque 1.14

Soit (A, +,-) un anneau commutatif. Alors A* est stable par
rapport a la multiplication et (A%, -) est un groupe commutatif.
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Anneaux commutatifs intégres

Définition 1.13

Soit (A, +,+) un anneau commutatif. Un élément x € A est dit
inversible, s’il est inversible par rapport a la multiplication, i.e.
s’il existey € A tel que xy = 1.

On va désigner par A* C A le sous-ensemble des éléments
inversibles.

Remarque 1.14

Soit (A, +,-) un anneau commutatif. Alors A* est stable par
rapport a la multiplication et (A%, -) est un groupe commutatif.

Préciser les groupe des éléments inversibles dans les anneaux
commutatifs suivants (munis de leurs opérations usuelles) : Z,
Z12, Z[X], R[X].
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Introduction Définition. Exemples. Reé de calcul
Anneaux commutatifs intégres

Définition 1.15
Un anneau commutatif non-nul (A, +,-) s’appelle corps, si tout
élément x € A \ {0} est inversible.
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Introduction Définition. Exemples. Reé de calcul
Anneaux commutatifs intégres

Définition 1.15
Un anneau commutatif non-nul (A, +,-) s’appelle corps, si tout
élément x € A \ {0} est inversible.

Donc, un anneau commutatif non-nul (A, +,-) est un corps si et
seulement si A* = A \ {0}.

(Q,+,7), (R,+,), (C,+,-) sont des corps.
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Introduction Définition
Anneaux commutatifs intégres

Définition 1.15
Un anneau commutatif non-nul (A, +,-) s’appelle corps, si tout
élément x € A \ {0} est inversible.

Donc, un anneau commutatif non-nul (A, +,-) est un corps si et
seulement si A* = A \ {0}.

(Q,+,7), (R,+,), (C,+,-) sont des corps.

Dans un anneau commutatif non-nul un élément inversible
n‘est jamais diviseur de 0. Pourquoi? Il en résulte

Remarque 1.16

Tout corps (K, +,) est un anneau intégre.
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Anneaux commutatifs intégres

Proposition 1.17

Soit n € IN*. Sont équivalentes
©® Z/nZ est un anneau intégre.
©® Z/nZ est un corps.

© n est un nombre premier.
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Introduction Définition. Exemples. Reé de calcul
Anneaux commutatifs intégres

Proposition 1.17

Soit n € IN*. Sont équivalentes
©® Z/nZ est un anneau intégre.
©® Z/nZ est un corps.

© n est un nombre premier.

Dém: Exercice. |
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Introduction Définition. Exemples. Regles de calcul
Anneaux commutatifs intégres

Proposition 1.17

Soit n € IN*. Sont équivalentes

©® Z/nZ est un anneau intégre.
©® Z/nZ est un corps.

© n est un nombre premier.

Dém: Exercice. |

Soit (A, +,+) un anneau commutatif intégre. Identifions A avec
le sous ensemble de A[X] formé des polynémes constants.
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Introduction Définition. Exemples. Regles de calcul
Anneaux commutatifs intégres

Proposition 1.17

Soit n € IN*. Sont équivalentes
©® Z/nZ est un anneau intégre.
©® Z/nZ est un corps.

© n est un nombre premier.

Dém: Exercice. |

Soit (A, +,+) un anneau commutatif intégre. Identifions A avec
le sous ensemble de A[X] formé des polynémes constants.
Montrer qu’un polynéme P (X) € A[X] est inversible si et
seulement si P(X) € A*. En déduire que A[X] n‘est pas un corps.
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Introduction Définition. Exemples. Reé de calcul
Anneaux commutatifs intégres

Le sous-ensemble
Q[V2]:={a+bV2la,beQ)CcR

muni de 'addition et de la multiplication ordinaires est un
corps commutatif.
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Anneaux quotients

i . . Le premier théoréme d’isomorphisme
Sous-anneaux et idéaux. Anneaux quotients. Morphismes

Table of Contents

@ Sous-anneaux et idéaux. Anneaux quotients. Morphismes
e Sous-anneaux et idéaux dans un anneau commutatif.
Anneaux quotients
® Morphismes d’anneaux. Le premier théoréme
d’isomorphisme
® La caractéristique d'un anneau
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Sous-anneaux et idéaux. Anneaux quotients. Morphismes
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Dans ce chapitre (A, +,-) désigne un anneau commutatif.

Définition 2.1
Un sous-ensemble B C A est dit sous-anneau de (A, +,) si les
conditions suivantes sont vérifiées :

@® B est un sous-groupe du groupe abélien (A, +).
® V(x,y)eBxB, x-y€B.
@ 1A eB.
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1 Le premier théoréme d’isomorphisme
anneau

Sous-anneaux et idéaux. Anneaux quotients. Morphismes

21

Dans ce chapitre (A, +,-) désigne un anneau commutatif.

Définition 2.1
Un sous-ensemble B C A est dit sous-anneau de (A, +,) si les
conditions suivantes sont vérifiées :

@® B est un sous-groupe du groupe abélien (A, +).
® V(x,y)eBxB, x-y€B.
@ 1A eB.

Remarque 2.2

Si B est un sous-anneau de (A, +,-), alors B est stable par
rapport aux lci +, - et les opérations induites sur B définissent
une structure d'anneau sur B.
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Sous-anneaux et idéaux. Anneaux quotients
Morphismes d" 2aux. Le premier théoréme d’isomorphisme
Lac tique d’'un anneau

Remarque 2.3

Soit B C A. Sont équivalentes

® B estunsous-anneau de (A,+,:).

® 1,eBetV(x,y)eBxB, ((x—yeB)/\(x-yeB)).

Dém: Exercice. Utiliser la définition d’un sous-groupe. [ |
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Sous-anneaux et idéaux. Anneaux quotients. Morphismes

22

Remarque 2.3

Soit B C A. Sont équivalentes

® B estunsous-anneau de (A,+,:).

® 1,eBetV(x,y)eBxB, ((x—yeB)/\(x-yeB)).

Dém: Exercice. Utiliser la définition d’un sous-groupe. [ |

Remarque 2.4

Tout sous-anneau d’'un anneau intégre est un anneau integre.
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Sous-anneaux et idéaux. Anneaux quotients. Morphismes

22

Remarque 2.3

Soit B C A. Sont équivalentes

® B estunsous-anneau de (A,+,:).

® 1,eBetV(x,y)eBxB, ((x—yeB)/\(x-yeB)).

Dém: Exercice. Utiliser la définition d’un sous-groupe. [ |

Remarque 2.4

Tout sous-anneau d’'un anneau intégre est un anneau integre.

@ A est toujours un sous-anneau de (A, +,-) mais, si A est
non-nul, {0} ne sera pas un sous-anneau de (A, +,-).
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Sous-anneaux et idéaux. Anneaux quotients. Morphismes

22

Remarque 2.3

Soit B C A. Sont équivalentes

® B estunsous-anneau de (A,+,:).

® 1,eBetV(x,y)eBxB, ((x—yeB)/\(x-yeB)).

Dém: Exercice. Utiliser la définition d’un sous-groupe. [ |

Remarque 2.4

Tout sous-anneau d’'un anneau intégre est un anneau integre.

@ A est toujours un sous-anneau de (A, +,-) mais, si A est
non-nul, {0} ne sera pas un sous-anneau de (A, +,-).

® Z c QcCRRcCsontdes inclusions de sous-anneau.
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23

Identifions A avec le sous ensemble de A[X] formé par les
polynémes constants. Alors A devient un sous-anneau de
(A[X] +,).
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23

Identifions A avec le sous ensemble de A[X] formé par les
polynémes constants. Alors A devient un sous-anneau de
(A[X] +,).

Définition 2.5
Soit | C A. On dit que | est un idéal de A si

@ | est un sous-groupe du groupe abélien (A, +).
® V(ax)eAxl, a-xel.

Question : est-ce qu’un idéal | C A peut étre un sous-anneau?
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23

Identifions A avec le sous ensemble de A[X] formé par les

polynémes constants. Alors A devient un sous-anneau de
(A[X],+,-).

Définition 2.5
Soit | C A. On dit que | est un idéal de A si

@ | est un sous-groupe du groupe abélien (A, +).
® V(ax)eAxl, a-xel.

Question : est-ce qu’un idéal | C A peut étre un sous-anneau?
La remarque suivante montre que le seul idéal de A qui est un
sous-anneau est A lui méme.
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Sous-anneaux et idéaux. Anneaux quotients. Morphismes

24

Remarque 2.6

Soit| C A unidéal de (A, +,-). Sont équivalentes :
® | =A.

@® | est un sous-anneau.

@ 1,€l.

@

| contient un élément inversible.
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Sous-anneaux et idéaux. Anneaux quotients. Morphismes

EQLEET]

24

Remarque 2.6

Soit | C A un idéal de (A, +,). Sont équivalentes :
® | =A.

@® | est un sous-anneau.

@ 1,€l.

@

| contient un élément inversible.

Soit a € A. Le sous-ensemble
aA:={a-x|xeA}CA

est un idéal de (A, +,-). Cet idéal s’appelle l'idéal principal
engendré par a et sera aussi noté (a).
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Définition 2.7
Un anneau commutatif (A, +,) est dit anneau principal s’il est
inteégre et tout idéal de A est principal.
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25

La caractéris = anneau

Définition 2.7
Un anneau commutatif (A, +,) est dit anneau principal s’il est
inteégre et tout idéal de A est principal.

Remarque 2.8

L'ensemble des idéaux de (Z,+,-) est {nZ| n € IN}. En particulier
(Z,+,-) est un anneau principal.
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25

La caractéris = anneau

Définition 2.7
Un anneau commutatif (A, +,) est dit anneau principal s’il est
inteégre et tout idéal de A est principal.

Remarque 2.8

L'ensemble des idéaux de (Z,+,-) est {nZ| n € IN}. En particulier
(Z,+,-) est un anneau principal.

Dém: Soit | € Z un idéal de (Z, +,-). Puisque | est un idéal, il est
un sous-groupe du groupe abélien (Z, +).
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La care S = anneau

25

Définition 2.7

Un anneau commutatif (A, +,) est dit anneau principal s’il est
inteégre et tout idéal de A est principal.

Remarque 2.8

L'ensemble des idéaux de (Z,+,-) est {nZ| n € IN}. En particulier
(Z,+,-) est un anneau principal.

Dém: Soit | € Z un idéal de (Z, +,-). Puisque | est un idéal, il est
un sous-groupe du groupe abélien (Z, +). Mais tout
sous-groupe de (Z,+) s’écrit sous la forme nZ avec n € IN
(exercice).
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La care S = anneau

25

Définition 2.7
Un anneau commutatif (A, +,) est dit anneau principal s’il est
inteégre et tout idéal de A est principal.

Remarque 2.8

L'ensemble des idéaux de (Z,+,-) est {nZ| n € IN}. En particulier
(Z,+,-) est un anneau principal.

Dém: Soit | € Z un idéal de (Z, +,-). Puisque | est un idéal, il est
un sous-groupe du groupe abélien (Z, +). Mais tout
sous-groupe de (Z,+) s’écrit sous la forme nZ avec n € IN
(exercice). Réciproquement, tout sous-ensemble de la forme
nZ est un idéal de (Z, +,-). Pourquoi? [ ]

Andrei Teleman Anneaux. Théorie Générale
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Définition 2.9
Unidéall de (A,+,-) est dit maximal si| # A et pour tout idéal J
difféerent de | qui contientl ona J =A.
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26

Définition 2.9

Unidéall de (A,+,-) est dit maximal si| # A et pour tout idéal J
difféerent de | qui contientl ona J =A.

L'idéal nZ de (Z, +,-) est maximal si et seulement sin est un

nombre premier.
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Définition 2.9

Unidéall de (A,+,-) est dit maximal si| # A et pour tout idéal J
difféerent de | qui contientl ona J =A.

L'idéal nZ de (Z, +,-) est maximal si et seulement sin est un

nombre premier.

En effet, on peut supposer n > 2. Tout idéal de Z s’écrit sous la
form mZ avec m € IN. Nous avons les équivalences

nZcmZomn,nZ=mZom=n mZ=Z<m=1.
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Définition 2.9

Unidéall de (A,+,-) est dit maximal si| # A et pour tout idéal J
difféerent de | qui contientl ona J =A.

L'idéal nZ de (Z, +,-) est maximal si et seulement sin est un

nombre premier.

En effet, on peut supposer n > 2. Tout idéal de Z s’écrit sous la
form mZ avec m € IN. Nous avons les équivalences

nZcmZomn,nZ=mZom=n mZ=Z<m=1.

Conclusion : nZ n'est pas maximal si et seulement s’il existe un
diviseur m e IN* de n telque m =1 et m # n, donc si et
seulement si n n‘est pas un nombre premier.
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1 x. Le premier théoréme d’isomorphisme
tique d’'un anneau

Sous-anneaux et idéaux. Anneaux quotients. Morphismes

27

Proposition 2.10

Soit (I )ses une famille d’'idéaux de A. Alors lintersection ﬂ I

seS
est un idéal de A.

Dém: Exercice. [ |
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Sous-anneaux et idéaux. Anneaux quotients
1 Le premier théoréme d’isomorphisme
EGLEET

Sous-anneaux et idéaux. Anneaux quotients. Morphismes

27

Proposition 2.10

Soit (I )ses une famille d’'idéaux de A. Alors lintersection ﬂ I

seS
est un idéal de A.

Dém: Exercice. [ |

Définition 2.11
Soit S C A un sous-ensemble. L'idéal engendré par S est
lUintersection de tous les idéaux de (A, +,) qui contiennent S :

| idéal de A
Scl
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1 Le premier théoréme d’isomorphisme
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27

EQLEET]

Proposition 2.10

Soit (I )ses une famille d’'idéaux de A. Alors lintersection ﬂ I

seS
est un idéal de A.

Dém: Exercice. [ |

Définition 2.11
Soit S C A un sous-ensemble. L'idéal engendré par S est
lUintersection de tous les idéaux de (A, +,) qui contiennent S :

| idéal de A
Scl

Donc l'idéal engendré par S est le plus petit idéal (au sens de
Uinclusion) de A qui contient S.
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i . . Mor| 3 E . Le premier théoréme d’isomorphisme
Sous-anneaux et idéaux. Anneaux quotients. Morphismes ,
stique d’'un anneau

28

Remarque 2.12

Soit S C A un sous-ensemble. Alors
k

(S):{Zsi xilk €N, (s1,...,5¢) €S¥, (x1,..., %) € Ak}
=il
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Sous-anneaux et idéaux. Anneaux quotients

" . R Morph E Le premier théoréme d’isomorphisme
Sous-anneaux et idéaux. Anneaux quotients. Morphismes L
a carc S c anneau

28

Remarque 2.12

Soit S C A un sous-ensemble. Alors
k

(S):{Zsi xilk €N, (s1,...,5¢) €S¥, (x1,..., %) € Ak}
=il

Dém: Démonstration en deux étapes :
@ Le sous-ensemble

k

I ::{;si -xi|k €N, (sq,...,5¢) €S, (xl,...,xk)eAk}
i=

est un idéal de (A, +,-) qui contient S. Ceci implique
Uinclusion (S) C .
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Sous-anneaux et idéaux. Anneaux quotients. Morphismes ,
LEI carc que d’un anneau

28

Remarque 2.12

Soit S C A un sous-ensemble. Alors
k

(S):{Zsi xilk €N, (s1,...,5¢) €S¥, (x1,..., %) € Ak}
=1l

Dém: Démonstration en deux étapes :
@ Le sous-ensemble

k
| := {Zsi x|k €N, (S1,...,5¢) €SX, (xq,...,%¢) eAk}
i=1
est un idéal de (A, +,-) qui contient S. Ceci implique
Uinclusion (S) C .
@ Toutidéal de (A,+,-) qui contient S doit contenir |. Ceci
implique | C (S).
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Sous-anneaux et idéaux. Anneaux quotients
Morphismes d’anneaux. Le premier théoréme d’isomorphisme
Lac tique d’'un anneau

Sous-anneaux et idéaux. Anneaux quotients. Morphismes

29

Définition 2.13
Un idéal | de A est dit idéal de type fini s’il est engendré par un
ensemble fini, donc s’il existe k € N et sq,...,s € A tels que

k

[ :{Zsi - X (xl,...,xk)eAk}.

i=1
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Sous-anneaux et idéaux. Anneaux quotients
1 Le premier théoréme d’isomorphisme
anneau

Sous-anneaux et idéaux. Anneaux quotients. Morphismes

29

Définition 2.13
Un idéal | de A est dit idéal de type fini s’il est engendré par un
ensemble fini, donc s’il existe k € N et sq,...,s € A tels que
k
| = {Zsi Xi| (X150, XK) eAk}.
i=1
Soient |, J deux idéaux de A. La somme | +J est l'idéal :

l+J:=(UJd)={x+y|xel, yed}
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Mor| d’anneaux. Le premier théoréme d’isomorphisme
La ca stique d’'un anneau

Sous-anneaux et idéaux. Anneaux quotients. Morphismes

29

Définition 2.13
Un idéal | de A est dit idéal de type fini s’il est engendré par un
ensemble fini, donc s’il existe k € N et sq,...,s € A tels que
k
| = {Zsi Xi| (X150, XK) eAk}.
i=1
Soient |, J deux idéaux de A. La somme | +J est l'idéal :

l+J:=(UJd)={x+y|xel, yed}

Pour une famille finie (l;)1<j<x d’idéaux de A on pose
k
li+...+ 1= U...Ulk):{in|xi €l pour 1 <i sk}.
i=1
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Morphism ‘anne . Le premier théoréme d’'isomorphisme
La cz

Sous-anneaux et idéaux. Anneaux quotients. Morphismes

30

Unidéall C A est maximal siet seulementsil #A et pour tout
aeA\lonaaA+I|=A.
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" . R Morph E Le premier théoréme d’isomorphisme
Sous-anneaux et idéaux. Anneaux quotients. Morphismes

30

La caractéris = anneau

Unidéall C A est maximal siet seulementsil #A et pour tout
aeA\lonaaA+I|=A.

Définition 2.14

Un idéal | de A est dit premier si| = A et l'implication suivante
estvraie:(a-bel)=(ael)Vv(bel).
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Sous-anneaux et idéaux. Anneaux quotients. Morphismes

La care

30

Unidéall C A est maximal siet seulementsil #A et pour tout
aeA\lonaaA+I|=A.

Définition 2.14
Un idéal | de A est dit premier si| = A et l'implication suivante
estvraie:(a-bel)=(ael)Vv(bel).

Proposition 2.15

@ Lidéal nul {0} est premier si et seulement si A est intégre.

@® Tout idéal maximall C A de A est un idéal premier.
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Sous-anneaux et idéaux. Anneaux quotients. Morphismes

La care

30

Unidéall C A est maximal siet seulementsil #A et pour tout
aeA\lonaaA+I|=A.

Définition 2.14
Un idéal | de A est dit premier si| = A et l'implication suivante
estvraie:(a-bel)=(ael)Vv(bel).

Proposition 2.15

@ Lidéal nul {0} est premier si et seulement si A est intégre.

@® Tout idéal maximall C A de A est un idéal premier.

Dém: 1. Evident.
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Sous-anneaux et idéaux. Anneaux quotients. Morphismes

Lac = = anneau

30

Unidéall C A est maximal siet seulementsil #A et pour tout
aeA\lonaaA+I|=A.

Définition 2.14
Un idéal | de A est dit premier si| = A et l'implication suivante
estvraie:(a-bel)=(ael)Vv(bel).

Proposition 2.15

@ Lidéal nul {0} est premier si et seulement si A est intégre.

@® Tout idéal maximall C A de A est un idéal premier.

Dém: 1. Evident. 2. Soient | maximal et a, b € A tels que ab €1.
Siagl,alorsaA+1=A,doncdx €A dzel telsqueax+z =1.
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" . R Morphis . Le premier théoréme d’isomorphisme
Sous-anneaux et idéaux. Anneaux quotients. Morphismes

Lac = = anneau

30

Unidéall C A est maximal siet seulementsil #A et pour tout
aeA\lonaaA+I|=A.

Définition 2.14
Un idéal | de A est dit premier si| = A et l'implication suivante
estvraie:(a-bel)=(ael)Vv(bel).

Proposition 2.15

@ Lidéal nul {0} est premier si et seulement si A est intégre.

@® Tout idéal maximall C A de A est un idéal premier.

Dém: 1. Evident. 2. Soient | maximal et a, b € A tels que ab €1.
Siagl,alorsaA+1=A,doncdx €A dzel telsqueax+z =1.
Onadoncb =abx +bz €l (parcequeab el etz €l). [ |

Andrei Teleman Anneaux. Théorie Générale



Sous-anneaux et idéaux. Anneaux quotients

o . K Morphi: 2aux. Le premier théoréme d’isomorphisme
Sous-anneaux et idéaux. Anneaux quotients. Morphismes ,
= tique d’'un anneau

31

Exemple 2.4

L'idéal principal XZ[X] engendré par le polynéme X dans
lanneau Z[X] (muni des opérations usuelles) est premier, mais
n‘est pas maximal.
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Morphismes d’anneaux. Le premier théoréme d’isomorphisme
La caractéristique d'un anneau

Sous-anneaux et idéaux. Anneaux quotients. Morphismes

31

Exemple 2.4

L'idéal principal XZ[X] engendré par le polynéme X dans
lanneau Z[X] (muni des opérations usuelles) est premier, mais
n‘est pas maximal.

XZ[X] est premier : P(X) =Y, a, XX € XZ[X] si et seulement si
ag = 0. Il en résulte facilement :

P(X)Q(X) € XZ[X] = (P(X) € XZ[X]) v (Q(X) € XZ[X]))
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Sous-anneaux et idéaux. Anneaux quotients. Morphismes P , F P
Lac ara('rer\anue d’'un anneau

31

Exemple 2.4

L'idéal principal XZ[X] engendré par le polynéme X dans

lanneau Z[X] (muni des opérations usuelles) est premier, mais
n‘est pas maximal.

XZ[X] est premier : P(X) =Y, a, XX € XZ[X] si et seulement si
ag = 0. Il en résulte facilement :

P(X)Q(X) € XZ[X] = (P(X) € XZ[X]) v (Q(X) € XZ[X]))

XZ[X] n'est pas maximal : XZ[X] est contenu dans l'idéal
2Z[X]+XZ][X] et les deux inclusions

XZ[X] C 2Z[X]+XZ[X], 2Z[X]+ X Z[X] c Z[X]

sont strictes. Pourquoi?
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Morph e Le premier théoréme d’isomorphisme
La care S = anneau

Sous-anneaux et idéaux. Anneaux quotients. Morphismes

32

Remarque 2.16

Soient | C A unidéal de A et (A/l,+) le groupe quotient du
groupe abélien (A, +) par le sous-groupe |. La formule

(Xl Iy 1) = [x -yl

définit une lci sur A/l (notée par le méme symbole -) et (A/I,+,-)
est un anneau commutatif dont l'élément unité est la classe

(1]

Dém: Exercice.
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" . . Mor| dann . Le premier théoréme d’isomorphisme
Sous-anneaux et idéaux. Anneaux quotients. Morphismes P P

Le c S : EGLEET

32

Remarque 2.16

Soient | C A unidéal de A et (A/l,+) le groupe quotient du
groupe abélien (A, +) par le sous-groupe |. La formule

(Xl Iy 1) = [x -yl

définit une lci sur A/l (notée par le méme symbole -) et (A/I,+,-)
est un anneau commutatif dont l'élément unité est la classe

(1]

Dém: Exercice.

Définition 2.17 (Anneau quotient)

L'anneau (A/l, +,-) défini dans la remarque 2.16 s’appelle

'anneau quotient de (A, +,-) par l'idéal I.
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Morph € Le premier théoréme d’isomorphisme
La carz

Sous-anneaux et idéaux. Anneaux quotients. Morphismes

33

L'anneau quotient de (Z, +,-) par l'idéal nZ est précisément
lanneau (Z/nZ,+,-) des entiers modulo n.

Proposition 2.18

Soient (A, +,-) un anneau commutatif et | C A un idéal. Alors

© | est unidéal maximal si et seulement si A/l est un corps.

@ | est unidéal premier si et seulement si A/l est intégre.

Dém: Exercice.
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Morphismes d’anneaux. Le premier théoréme d’isomorphisme
La caractéristique d'un anneau

Sous-anneaux et idéaux. Anneaux quotients. Morphismes

34

Définition 2.19
Soient A et B deux anneaux. Une application f : A — B est dite
morphisme d’anneaux si :

® f(1a)=1s.
@ Vix,y)eAXA, f(x+y)="Ff(x)+f(y)etf(xy)="f(x)f(y).
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Morphismes d’anneaux. Le premier théoréme d’isomorphisme
La caractéristique d'un anneau

Sous-anneaux et idéaux. Anneaux quotients. Morphismes

34

Définition 2.19
Soient A et B deux anneaux. Une application f : A — B est dite
morphisme d’anneaux si :

® f(1a)=1s.

@ VY(xy)eAxA, f(x+y)="f(x)+f(y)etfxy)=Ff)f(y).
Un morphisme f : A — B est dit monom. (épim., isom.) si f est
injective (resp. surjective, bijective).
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Sous-anneaux et id x. Anneaux quotients
Morphismes d’anneaux. Le premier théoréme d’isomorphisme
La caractéristique d'un anneau

Sous-anneaux et idéaux. Anneaux quotients. Morphismes

34

Définition 2.19
Soient A et B deux anneaux. Une application f : A — B est dite
morphisme d’anneaux si :

® f(1a)=1s.

@ VY(xy)eAxA, f(x+y)="f(x)+f(y)etfxy)=Ff)f(y).
Un morphisme f : A — B est dit monom. (épim., isom.) si f est
injective (resp. surjective, bijective).

Un endomorphisme de A est un morphisme A — A.
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Morphismes d’anneaux. Le premier théoréme d’isomorphisme
La caractéristique d'un anneau

Sous-anneaux et idéaux. Anneaux quotients. Morphismes

34

Définition 2.19
Soient A et B deux anneaux. Une application f : A — B est dite
morphisme d’anneaux si :

® f(1a)=1s.

@ Vix,y)eAXA, f(x+y)="Ff(x)+f(y)etf(xy)="f(x)f(y).
Un morphisme f : A — B est dit monom. (épim., isom.) si f est
injective (resp. surjective, bijective).
Un endomorphisme de A est un morphisme A — A.

Un automorphisme de A est un isomorphisme A — A.
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Morphismes d’anneaux. Le premier théoréme d’isomorphisme
La caractéristique d'un anneau

Sous-anneaux et idéaux. Anneaux quotients. Morphismes

34

Définition 2.19
Soient A et B deux anneaux. Une application f : A — B est dite
morphisme d’anneaux si :

@ f(1p)=1s.
@ Vix,y)eAXA, f(x+y)="Ff(x)+f(y)etf(xy)="f(x)f(y).
Un morphisme f : A — B est dit monom. (épim., isom.) si f est
injective (resp. surjective, bijective).
Un endomorphisme de A est un morphisme A — A.
Un automorphisme de A est un isomorphisme A — A.

Le noyau d’'un morphisme f : A — B est l'idéal de A défini par :

ker(f):={x € A| f(x) = Og}.
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Morphismes d’anneaux. Le premier théoréme d’isomorphisme
La caractéristique d'un anneau

Sous-anneaux et idéaux. Anneaux quotients. Morphismes

35

Exemple 2.6

Soient A un anneau commutatif et | C A un idéal. La surjection
canonique p : A — A/l est un épimorphisme d’anneaux, qui
s’appelle l’épimorphisme canonique.
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Morphismes d’anneaux. Le premier théoréme d’isomorphisme
La caractéristique d'un anneau

Sous-anneaux et idéaux. Anneaux quotients. Morphismes

35

Exemple 2.6

Soient A un anneau commutatif et | C A un idéal. La surjection
canonique p : A — A/l est un épimorphisme d’anneaux, qui
s’appelle l’épimorphisme canonique.

Remarque 2.20
Soientf : A —» B, g : B — C morphismes d'anneaux. Alors :

® gof:A — C estun morphisme d'anneaux.
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Morphismes d’anneaux. Le premier théoréme d’isomorphisme
La caractéristique d'un anneau

Sous-anneaux et idéaux. Anneaux quotients. Morphismes

35

Exemple 2.6

Soient A un anneau commutatif et | C A un idéal. La surjection
canonique p : A — A/l est un épimorphisme d’anneaux, qui
s’appelle l’épimorphisme canonique.

Remarque 2.20
Soientf : A —» B, g : B — C morphismes d'anneaux. Alors :
® gof:A — C estun morphisme danneaux.

@ Sif estunisomorphisme, alors l'application réciproque
f1:B - A estun isomorphisme.
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Morphismes d’anneaux. Le premier théoréme d’isomorphisme
La caractéristique d'un anneau

Sous-anneaux et idéaux. Anneaux quotients. Morphismes

35

Exemple 2.6

Soient A un anneau commutatif et | C A un idéal. La surjection
canonique p : A — A/l est un épimorphisme d’anneaux, qui
s’appelle l’épimorphisme canonique.

Remarque 2.20
Soientf : A —» B, g : B — C morphismes d'anneaux. Alors :
® gof:A — C estun morphisme danneaux.

@ Sif estunisomorphisme, alors l'application réciproque
f1:B - A estun isomorphisme.

Dém: Exercice. [ |
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Morphismes d’anneaux. Le premier théoréme d’isomorphisme
La caractéristique d’'un anneau

Sous-anneaux et idéaux. Anneaux quotients. Morphismes

36
Proposition 2.21

Soit f : A — B un morphisme d’anneaux. Alors :
@® f(0p)=0g.
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Morphismes d’anneaux. Le premier théoréme d’isomorphisme
La caractéristique d’'un anneau

Sous-anneaux et idéaux. Anneaux quotients. Morphismes

36
Proposition 2.21

Soit f : A — B un morphisme d’anneaux. Alors :
@ f(04)=0s.
@ Pour tout x € A on a f(—x) = —f(x).
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Morphismes d’anneaux. Le premier théoréme d’isomorphisme
La caractéristique d’'un anneau

Sous-anneaux et idéaux. Anneaux quotients. Morphismes

36
Proposition 2.21

Soit f : A — B un morphisme d’anneaux. Alors :
@® f(0p)=0g.

@ Pour tout x € A on a f(—x) = —f(x).

@ SixeAX alorsf(x)eBXetf(x™1)=(f(x))
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Sous-anneaux et id x. Anneaux quotients
Morphismes d’anneaux. Le premier théoréme d’isomorphisme
La caractéristique d’'un anneau

Sous-anneaux et idéaux. Anneaux quotients. Morphismes

36
Proposition 2.21

Soit f : A — B un morphisme d’anneaux. Alors :
f(0a) = Og.

Pour tout x € A on a f(—x) = —f(x).

Six € A%, alors f(x) e BX et f(x71) = (f(x))L.

Soit A’ C A un sous-anneau de A. Alors l'image f(A’) est
un sous-anneau de B.

6 6 € 6
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Morphismes d’anneaux. Le premier théoréme d’isomorphisme
La caractéristique d’'un anneau

Sous-anneaux et idéaux. Anneaux quotients. Morphismes

36
Proposition 2.21

Soit f : A — B un morphisme d’anneaux. Alors :
f(0a) = Og.

Pour tout x € A on a f(—x) = —f(x).

Six € A%, alors f(x) e BX et f(x71) = (f(x))L.

Soit A’ C A un sous-anneau de A. Alors l'image f(A’) est
un sous-anneau de B.

© 6 6 6é 6

Soit | C A unidéal de A. Si f est surjective, alors l'image
f(l) est un idéal de B.
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. Le premier théoréme d’isomorphisme
ristique d’'un anneau

Sous-anneaux et idéaux. Anneaux quotients. Morphismes

36
Proposition 2.21

Soit f : A — B un morphisme d’anneaux. Alors :
f(0a) = Og.

Pour tout x € A on a f(—x) = —f(x).

Six € A%, alors f(x) e BX et f(x71) = (f(x))L.

Soit A’ C A un sous-anneau de A. Alors l'image f(A’) est
un sous-anneau de B.

Soit | C A unidéal de A. Si f est surjective, alors l'image
f(l) est un idéal de B.

Soit B’ € B est un sous-anneau de B. Alors l'image
réciproque f~1(B’) est un sous-anneau de A.

e e 66 ée 6
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Morphismes d’anneaux. Le premier théoréme d’isomorphisme
La caractéristique d’'un anneau

Sous-anneaux et idéaux. Anneaux quotients. Morphismes

36
Proposition 2.21

Soit f : A — B un morphisme d’anneaux. Alors :
f(0a) = Og.

Pour tout x € A on a f(—x) = —f(x).

Six € A%, alors f(x) e BX et f(x71) = (f(x))L.

Soit A’ C A un sous-anneau de A. Alors l'image f(A’) est
un sous-anneau de B.

Soit | C A unidéal de A. Si f est surjective, alors l'image
f(l) est un idéal de B.

Soit B’ € B est un sous-anneau de B. Alors l'image
réciproque f~1(B’) est un sous-anneau de A.

Soit | C B est un idéal de B. Alors f~1(1) est un idéal de A.

e e e 6 e e e
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Proposition 2.21

Soit f : A — B un morphisme d’anneaux. Alors :
f(0a) = Og.

Pour tout x € A on a f(—x) = —f(x).

Six € A%, alors f(x) e BX et f(x71) = (f(x))L.

Soit A’ C A un sous-anneau de A. Alors l'image f(A’) est
un sous-anneau de B.

Soit | C A unidéal de A. Si f est surjective, alors l'image
f(l) est un idéal de B.

Soit B’ € B est un sous-anneau de B. Alors l'image
réciproque f~1(B’) est un sous-anneau de A.

Soit | C B est un idéal de B. Alors f~1(1) est un idéal de A.

e e e 6 6 66

f est injectif si et seulement ker(f) = {04 }.
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Dém: Exercice. [ |

En général 'image directe d'un idéal par un morphisme
d’anneaux n‘est pas nécessairement un idéal. Par exemple
l'image de Z par le morphisme d’inclusion Z <> Q n’est pas un
idéal de Q.
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Dém: Exercice. [ |

En général 'image directe d'un idéal par un morphisme
d’anneaux n‘est pas nécessairement un idéal. Par exemple
l'image de Z par le morphisme d’inclusion Z <> Q n’est pas un
idéal de Q.

L'anneau quotient est caractérisé par une propriété
universelle. Sa démonstration utilise la méthode utilisée pour
la propriété universelle du groupe quotient.
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Théoreme 2.22 (la propriété universelle de 'anneau quotient)

Soient A, B anneaux commutatifs, | unidéalde A, p: A — A/l
'épimorphisme canonique et f : A — B un morphisme.

© |l existe un morphisme f: A/l > B telquefop =f siet
seulement si | C ker(f).
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Théoreme 2.22 (la propriété universelle de 'anneau quotient)

Soient A, B anneaux commutatifs, | unidéalde A, p: A — A/l
'épimorphisme canonique et f : A — B un morphisme.

© |l existe un morphisme f: A/l > B telquefop =f siet
seulement si | C ker(f).
A—5B

| A

A/l

© Si cette condition est vérifiée, alors
@ f est unique, ker(f) = ker(f)/I etim(f) = im(f).
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Théoreme 2.22 (la propriété universelle de 'anneau quotient)

Soient A, B anneaux commutatifs, | unidéalde A, p: A — A/l
'épimorphisme canonique et f : A — B un morphisme.

© |l existe un morphisme f: A/l > B telquefop =f siet
seulement si | C ker(f).
A—5B

| A

A/l

© Si cette condition est vérifiée, alors
@ f est unique, ker(f) = ker(f)/I etim(f) = im(f).
@® f est un monomorphisme si et seulement si | = ker(f).
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Théoreme 2.22 (la propriété universelle de 'anneau quotient)

Soient A, B anneaux commutatifs, | unidéalde A, p: A — A/l
'épimorphisme canonique et f : A — B un morphisme.

© |l existe un morphisme f: A/l > B telquefop =f siet
seulement si | C ker(f).

A— B

| A

A/l

©® Si cette condition est vérifiée, alors
@ f est unique, ker(f) = ker(f)/I etim(f) = im(f).
@® f est un monomorphisme si et seulement si | = ker(f).
© f est un épimorphisme si et seulement sif est un
épimorphisme.
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Comme dans la théorie des groupes on obtient un théoreme
d’isomorphisme pour les morphismes d’anneaux :

Théoréme 2.23 (le ler th. d'isomorphisme pour les anneaux)

Soient A, B anneaux commutatifs et f : A — B un morphisme
d’anneaux. Alors la formule ¢([x],) := f(x) définit un
isomorphisme

@ : A/ker(f)= im(f).
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Comme dans la théorie des groupes on obtient un théoreme
d’isomorphisme pour les morphismes d’anneaux :

Théoréme 2.23 (le ler th. d'isomorphisme pour les anneaux)

Soient A, B anneaux commutatifs et f : A — B un morphisme
d’anneaux. Alors la formule ¢([x],) := f(x) définit un
isomorphisme

@ : A/ker(f)= im(f).

Soient K[X] l'anneau des polynémes a coefficients dans un
corps K et f : K[X] — K le morphisme défini par f(P (X)) := P(0).
Nous avons ker(f) = (X), donc K[X]/(X) ~ K.
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Soit A un anneau. L'application
Ya:Z— A, ya(n):=nlp

est un morphisme d’anneaux.
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40

Soit A un anneau. L'application
Ya:Z— A, ya(n):=nlp

est un morphisme d’anneaux.
C’est l'unique morphisme d’anneaux de Z vers A.
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40

Soit A un anneau. L'application
Ya:Z— A, ya(n):=nlp

est un morphisme d’anneaux.

C’est l'unique morphisme d’anneaux de Z vers A.

Son noyau est un idéal de Z, donc s’écrit sous la forme cy Z
pour un nombre cy € IN qui dépend seulement de 'anneau A.
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40

Soit A un anneau. L'application
Ya:Z— A, ya(n):=nlp

est un morphisme d’anneaux.

C’est l'unique morphisme d’anneaux de Z vers A.

Son noyau est un idéal de Z, donc s’écrit sous la forme cy Z
pour un nombre cy € IN qui dépend seulement de 'anneau A.
On a donc

or = 0 si ker(ya)=1{0},
A7) min{k e IN*|k1a =0p} =ord(1a) si ker(ya)={O}.
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que d’'un anneau

40

Soit A un anneau. L'application
Ya:Z— A, ya(n):=nlp

est un morphisme d’anneaux.

C’est l'unique morphisme d’anneaux de Z vers A.

Son noyau est un idéal de Z, donc s’écrit sous la forme cy Z
pour un nombre cy € IN qui dépend seulement de 'anneau A.
On a donc

or = 0 si ker(ya)=1{0},
A7) min{k e IN*|k1a =0p} =ord(1a) si ker(ya)={O}.

Définition 2.24
Le nombre naturel cy défini par l'égalité ker(ya) = caZ

s’appelle la caractéristique de 'anneau A.
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Le ler théoréme d’isomorphisme donne un isomorphisme

YA IZ/CAZ —>11’1’1()/A) = {klAl k EZ}

Remarque 2.25

Si A est un anneau intégre (en particulier un corps) alors cp
est soit 0, soit un nombre premier.

Dém: Exercice. Pour la 2eme affirmation utiliser la remarque
2.4 et la proposition 1.17.

©® Z, O, R, Csont des anneaux de caractéristique 0.

@ Z, et Z,[X] sont des anneaux de caractéristique n.
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