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1 Dualité

1.1 Le dual et le bidual d’un espace vectoriel

Définition 1.1.1 Soit E un K-espace vectoriel. Une forme linéaire sur E est une application linéaire f : E — K.
L’ensemble des formes linéaires sur E a une structure naturelle de K -espace vectoriel. Cet espace vectoriel sera
noté L(E,K) ou E*.

Supposons que E est de dimension finie n et soit B = (v1,...,v,) une base de E. Pour z € E, soit x = Y, | z;v;
sa décomposition par rapport & B. Pour une forme linéaire f : F — K on a
n n
flz) = Z zif(vi) = Z Qi
i=1 i=1

ou a; == f(v;). Réciproquement, toute application f: E — K donnée par une telle formule est une forme linaire
sur E.

Remarque 1.1.2 Le noyau ker(f) d’une forme linéaire f : E — K est soit un hyperplan de E (si f # 0), soit
coincide avec E (si f =0).

Soit B = (v1,...,v,) une base de E. Pour 1 < j <n considérons la forme linéaire v} € E* définie par
n
UJ*(Z Tv;) = xj.
i=1
Remarquer que
Se=10 % 17

donc v;‘ est 'extension par K-linéarité de I’application B — K définie par le membre droit de la formule ci-dessus.



Proposition 1.1.3 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finien et B = (v1,...,v,) une base de E. Alors
B* = (vf,...,v¥) est une base de E*. En particulier, si E est de dimension finie, alors E* sera aussi de

r n

dimension finie et dim(E*) = dim(FE).

Démonstration: Pour démontrer que B* est libre, soit (x1,...,2,) € K™ t.q.
n
Z zjvf = 0.
j=1
Soit i € {1,...,n}. En appliquant les deux membres & v; on obtient 2; = 0. Donc z; = 0 pour 1 < i < n.

Pour démontrer que B est une famille génératrice, soit f € E*. Pour tout = Y, z;v; € E nous avons

f@) =Y flog)ej = 3 Fo)v} (@),

Jj=1 Jj=1

done f =37, a;v¥, ot aj = f(v;). [

Définition 1.1.4 La base B* = (vf,...,v¥) de E* définie ci-dessus s’appelle la base duale de la base B de E.

Le dual E** de E* s’appelle le bidual de E. Nous avons une application linéaire canonique (i.e. naturelle,
définie de la méme maniére pour les espaces vectoriels)

cp: E— E*, cp(x)(f) = f(2).

Remarque 1.1.5 Soit E un K-espace vectoriel.
1. L’application linéaire cg : E — E** est injective.

2. Si E est de dimension finie, alors cg est un isomorphisme, donc le bidual E** est canoniquement iso-
morphe a F.

Démonstration: 1. On va montrer qu’aucun vecteur non-nul de E n’appartient & ker(cg). Soit y € E\{Og} et
soit F' un sous-espace supplémentaire de la droite vectorielle Ky dans EE La projection p : E — Ky par rapport
a la décomposition en somme directe £ = Ky @ F s’écrit p(z) = f(x)y, ou f : E — K est une forme linéaire sur
E ayant évidemment la propriété f(y) = 1. Donc y ¢ ker(cg).

2. Si E est de dimension finie n, alors, d’aprés la proposition dim(E*) = n et dim(E**) = n; cp :
E — E** est donc une application linéaire injective entre espaces vectoriels de méme dimension, donc est un
isomorphisme. [ ]

Remarque 1.1.6 En choisissant une base B = (v1,...,v,) de E, on obtient un isomorphisme E 22, E* tel
que ¢p(v;) = vf pour 1 < i < n. Si E est non-trivial, cet isomorphisme dépend de B ; E et E* ne sont pas
canoniquement isomorphes.

Définition 1.1.7 Soit ¢ : E — F une application linéaire entre K-espaces vectoriels. L’application transposée

tp . F* — E* de ¢ est définie par '¢(f) = f o ¢.

Exercice : Supposons que F, I’ sont de dimensions finie et soient B, C' bases de E et F respectivement.
Démontrer que pour toute application linéaire ¢ : ¥ — F on a

Mcxpx (') = "Mpc ().

Donc 'opération de transposition pour les applications linéaires correspond a l'opération de transposition pour
les matrices.

1. Pour tout espace vectoriel E et tout sous-espace vectoriel F' — F il existe un supplémentaire de F' dans E. La démonstration
s’appuie sur le théoréme de la base incompléte ; si E' est de dimension infinie, la démonstration de ce théoréme est plus difficile.



1.2 Sous-espaces annulateurs

Soient E un K-espace vectoriel et E* son dual

Définition 1.2.1 1. Soit S ¢ E un sous-ensemble. L’annulateur de S dans E* est le sous-espace vectoriel
de E* défini par
Anng«(S) = {f € E*| Vz e S, f(z)=0}.

2. Soit T < E* un sous-ensemble. L’annulateur de T dans E est le sous-espace vectoriel de E défini par
Amng(T) ={ze E|VfeT, f(x)=0}.

Donc Anngs(S) est le sous-espace des formes linéaires qui s’annulent sur S et Anng(7T) est l'espace des
vecteurs de F sur lesquels s’annulent toutes les formes de T', c’est & dire

Anng(T) = m ker(f).

Notations utilisées dans la littérature mathématique : S == Anngx (S), T = Anng/(T).

Exemple : Soit T' = {fi1,..., fx} < E*. Alors Anng(T) est 'ensemble des solutions du systéme linéaire ho-
mogene

fl (1’) = 0

fu(@) =0

Proposition 1.2.2 Soient E un K -espace vectoriel, S ¢ E, T < E*. Alors
1. Anng«(S), Anng(T) sont bien des sous-espaces vectoriels de E* et E respectivement.
2. Anng«(S) = Anngs (Vect(S)), Anng(T) = Anng(Vect(T)).
3. 85cS cE,TcT cE*, alors Anngs(S) D Anng«(S’), Anng(T) > Anng(1").
4. On a T < Anngx«(S) si et seulement si S < Anng(T).

Démonstration: Exercice. |

Proposition 1.2.3 Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n et F un sous-espace vectoriel de F.
Alors

1. dim(Anngx(F)) = n — dim(F).

2. Anng(Anngx(F)) = F.

Les propriétés similaires sont vraies pour un sous-espace vectoriel G < E*.

Démonstration: 1. Posons k := dim(F). Soit B = (vy,...,v,) une base de F telle que (vy,...,v;) soit une
base de F. Nous avons Anngx (F) = Anng« ({v1,...,v;}). Pourquoi?

Une forme linéaire f = Z?:1 ajv¥ appartient donc & Anngx (F') si et seulement si f(v;) = 0 pour 1 <i <k,
i.e. si et seulement si a; = 0 pour 1 <7 < k.
On a donc Anngs (F) = Vect(v} ..., v%), donc dim(Anngs(F)) =n — k.

2. Remarquer d’abord que l'inclusion F' < Anng(Anngs(F)) est vraie en toute généralité (pour un espace
vectoriel E arbitraire, pas nécessairement de dimension finie). Pourquoi ?

Si E est de dimension finie n, alors, d’aprés (1), on aura
dim (Anng(Anng«(F))) =n— (n — k) = k.

F est un sous-espace vectoriel k-dimensionnel de l'espace vectoriel k-dimensionnel Anng(Anngs(F')), donc il
coincide avec cet espace. |



2 Formes bilinéaires. Formes quadratiques

2.1 Applications multilinéaires

Soient Ej,...,Fy, F des K-espaces vectoriels de dimension finie.

Définition 2.1.1 Une application f : Ey X --- X Ey — F est dite k-linéaire si elle est linéaire par rapport &
chaque argument, c’est & dire si pour 1 <i <k, vj, v/ e F; et o/, 0" €K on a

for, .., dv + v, oo o) = flog, oo, vl, oo og) + flog, vl oo o)

Dans ce cours on va étudier en détail le cas k = 2, dans lequel la définition ci-dessus devient :

Définition 2.1.2 Une application f : E1 x Ey — F est dite bilinéaire si pour tous vy, vy, v{ € Ey, vy, v},
vieFEy, o, a"eKona

fle'vy + v, v2) = o/ f(v1,v2) + " f(v],02) et f(vr,a'vh + 0"v5) = o f(v1,v5) + o f(v1,05) -

On va utiliser la notation L*(Ey,..., Ex; F) := {f : Ey x -+ x Ep — F| f est k-linéaire}. Cet ensemble a une
structure naturelle de K-espace vectoriel. Pour k& = 1 et deux K-espaces vectoriels E, F', on obtient ’espace
L(E, F) des applications linéaires f : E — F. Nous savons que, en choisissants des bases dans les deux espaces,
cet espace s’identifie & I’espace des matrices My, ,,(K), ot dim(E) = m, dim(F') = n.

Dans le cas By = --- = Ej, = E on va utiliser la notation simplifiée L*(E, F) au lieu de L*(E, ..., E; F).

k fois

Définition 2.1.3 Une application k-linéaire f € L¥(E, F) est dite
1. symétrique, si elle est invariante par rapport auxr permutations de deux arguments, c’est a dire si pour
1<i<j<ketvecteursvse E (1<s<k)ona

flor, v 05,00, 08) = f(o1, 00,05, 000, U, L, Ug).
t 1 1
ime erle ime jme

2. alternée, si elle est anti-invariante (change de signe) par rapport & la permutation de deux arguments,
c’est o dire si pour 1 <i<j <k etvecteursvse F (1<s<k)ona

flor, o005, 00 0k) = —f(U1, 005, i, UE).
t 1 t
ime jrile me Jjme

Pour k = 2 on utilise aussi la terminologie "anti-symétrique”, au lieu de "alternée’.
k

On va désigner par Lsym(E, F), respectivement L’;lt (E, F) les espaces des applications k-linéaires symétriques
(respectivement alternées) définies sur E X --- x E & valeurs dans F.
[N ——
k fois
Notons pour toute permutation ¢ € & on a
v Vo, ) = f(vi,...,ug) si [ est symétrique,
gt toR/ ) sign(o) f(v, ..., v) s f est alternée.
Pour k = 2, les deux conditions deviennent trés simples : Une application bilinéaire f € L?(E, F) est
1. symétrique si pour tous vy, v2 € E on a f(vg,v1) = f(v1,v2),

2. alternée (anti-symétrique) si pour tous vy, vo € F on a f(ve,v1) = —f(v1, v2).

Exemples :
1. Le produit scalaire standard {-,-) sur R™ est une application bilinéaire symétrique (-, : R x R — R :

{u,vy = Z:‘l:1 Ui V5.

2. Le produit vectoriel A est 'application R? x R? — R? définie par

€1 U1 v
Uz V2 uyp V1 uy U1
UANV:=| €2 Uy Vg |= e — eg + es ,
us Us us U3 Uz V2
€3 U3 U3



ot (e1, ez, e3) désigne la base canonique de R3. Cette application est bilinéaire alternée (anti-symétrique). Justifier
cette affirmation.

3. L’application déterminant dét : M,, ,,(K) — K peut étre regardée comme une application K" x --- x Kj — K,

n fois
parce qu'une matrice carrée d’ordre n est déterminée par ses colonnes, donc par un systéme de n vecteurs de

K". En utilisant cette interprétation, dét devient une application n-linéaire alternée. Justifier cette affirmation
en utilisant les propriétés du déterminant.

Notons que L (E, F), L¥ (E, F) sont des sous-espaces vectoriels de I'espace vectoriel L*(E, F'). Pour k = 2

sym
ces sous-espaces donnent une décomposition en somme directe :

Proposition 2.1.4 Les sous-espaces Lgym(E,F), L% (E,F) donnent une décomposition en somme directe de
L?(E,F).

Démonstration: (i) On montre que L2, (E,F), L2 (E,F) sont en somme directe : En effet, si f € L?(E, F)

sym
est a la fois symétrique et anti-symétrique, alors on a pour tous vecteurs u, v e E

f(u7’()) = f(’(),’u) = —f(u,v) 5
donc 2f(u,v) = 0, c’est & dire f(u,v) = 0.

(ii) On montre que L2, (E,F) + L2, (E,F) = L*(E,F) : En effet, soit f € L?>(E,F). Nous définissons f; :

sym

ExFE—F, f,: ExE— F par

Falu) = S(F(,0) + F0,w) , falu) = S(F(,0) — fo,w)

C’est facile de voir que fs € L2 (E,F) et f, € L2 (E, F). D’autre part on a évidemment f = fs + f,. Donc tout

Sym a
élément f de L?(E, F) s’écrit comme la somme d’un élément de L2, (E, F) et d’un élément de L2, (E, F), c’est
a dire 12, (E, F) + L2, (E, F) = L*(E, F). m

2.2 Formes bilinéaires

Dans la suite on va se concentrer au cas o I'espace d’arrivé est K, donc on va étudier I'espace L?(E x F; K)
des application bilinéaires ¢ : E x F' — K. Une telle application s’appelle forme bilinéaire sur £ x F. Si E = F
on dit briévement forme bilinéaire sur E (au lieu de "sur E x E"), mais on sous-entend toujours une application
bilinéaire définie sur £ x E a valeurs dans K.

Remarque 2.2.1 Soit p : E x F' — K une forme bilinéaire. L’application ¢ : E — F* donnée par

Pv)(w) = p(v, w)

est linéaire.

Réciproquement, pour toute application linéaire f : E — F* Uapplication f : Ex F — K définie par f(v,w) =
f(v)(w) est bilinéaire. ) )

Les applications L*(E, F;K) — L(E,F*), L(E,F*) — L*(E, F;K) données par ¢ — @, f — f sont des
isomorphismes mutuellement réciproques d’espaces vectoriels. )

Donc la donnée d’une forme bilinéaire : E x F — K est équivalente a la donnée d’une application linéaire
E — F*.

Définition 2.2.2 Soit ¢ : E x F — K une forme bilinéaire, B = (e1,...,en) une base de E et C = (f1,..., fn)
une base de F'. Les coefficients de ¢ par rapport auzx bases B, C' sont définis par ¢;; = ¢(e;, f;).

La matrice de la forme bilinéaire ¢ par rapport aux bases B, C' est la matrice formée avec ces coefficients,
donc la matrice Mpc(p) = (@(ei, f;))i1<i<m,. Si E=F et B=C, on va écrire Mp(p) au liew de Mpg(p).

1<j<n



Si on connait la matrice de la forme ¢ dans la une B, on peut reconstituer la forme. En effet, soient u =
211 ue; € B v = Z;-L:l v; f; € F' décomposés par rapport aux bases B, C. En utilisant la propriété de bilinéarité

on obtient
n

pu,0) = oD wier, D vify) = D) D wwvgplen fi) = D) pigtav;. (1)
i=1 1=1j=1

j=1 1<i<m
1<j<n

Donc les scalaires ¢;; apparaissent comme coefficients dans 1’expression de ¢(u,v) obtenue en décomposant u, v
en coordonnées (obtenue en décomposant u, v dans les bases choisies). En regardant la somme Y 1<i<m ©i;u;v;

1<j<n
comme une matrice avec une ligne et une colonne, on peut ’écrire sous la forme
U1
. t
Z YUV = (U1 [ um) P : ="ud Vv,
1<is<m
1<j<n Un
ot & = Mpc(p) et u e K™ v e K" sont les vecteurs de K", K" formés avec les coordonnées de u et v

respectivement.
Réciproquement, pour toute matrice

¢ = (@ij)1<¢<m € M, »(K)
1I<j<sn

la formule définit une forme bilinéaire sur F x F.

Remarque 2.2.3 Nous avons Mpc(p) = *Mpc+ (@), donc la matrice d’une forme bilinéaire ¢ : E x F — K par
rapport aux bases B, C coincide avec la transposée de la matrice de application linéaire associée @ par rapport
aux bases B, C*, ot C* est la base duale de C.

Démonstration: Posons ® = My (¢). Alors
Blej) = D) Puif¥
s=1

donc pj; = p(ej, fi) = @lej)(fi) = 2oa_y Psj fE(fi) = 2oy Psjbsi = Pij- [

Si on passe du couple de bases (B, C) au couple (B’ = BP,C" = CQ), ou P € GL(m,K), Q € GL(n,K) sont
les matrices de passage, alors les coefficients de ¢ par rapport aux nouvelles bases seront

m n
e Loy — . : - ) - b :
pij = (e, fj) = @(Z Dsi€s, Z Grjft) = 2 DsiPstqty = Z PisPstqj
s=1 t=1 1<i<m 1<ig<m
1<j<n 1<j<n

et donc la matrice ® associée a ¢ dans les nouvelles base sera ® = PT®Q. Donc

Remarque 2.2.4 Soient B, C bases de E, F respectivement. Alors Uapplication ¢ — Mpc(p) est un iso-
morphisme d’espace vectoriels L*(E,F;K) — My, ,(K). La formule de changement de bases est Mpc/(p) =
PTMBc((p)Q, ou B’ = BP, C' = CQ

Remarque 2.2.5 Soit B = (ey,...,e,) une base fivrée de E. La donnée d’une forme bilinéaire p € L*(E,K),
comme la donnée d’un endomorphisme ¢ € End(FE), est équivalente d la donnée d’une matrice carrée d’ordre n a
éléments dans K, mais les lois de transformation pour un changement de base sont différentes :

Mp/(¢) = "PMp(p)P, Mp/(9) = P~ Mp(9)P.

Dans les exemples concrets on a d’habitude £ = F = K™ et une forme bilinéaire ¢ : K" x K® — K sera donnée
par une formule du type

p(z,y) = D) iy

i,7=1

dans la base canonique (eq,...,e,) de K™.



Exemples : 1. Le produit scalaire canonique ¢ : R” x R” — R sur R" est donné par ¢(z,y) = Y., iV,
donc les coefficients de cette forme bilinéaire sont ¢;; = d;; (1 < 4,7 < n), donc la matrice de ¢ dans la base
canonique coincide avec la matrice unité I,.

2. Considérons la forme bilinéaire ¢ : R? x R?® — R définie par

o(x,y) = 2x1y1 + 5x1Yy2 — 621Y3 + 4x2y1 + BLays — Tays — 3x3y1 + 3T3Y2 — T3Ys3.

La matrice des coefficients de cette forme dans la base canonique (eg, g, e3) est

2 5 —6
d = 4 5 -7
-3 3 -1

Pour calculer la matrice ¥ de ¢ dans une autre base, par exemple B = (f1, fa, f3) := (e1 + €2,€1 — ea,e3), on a
deux méthodes :

(i) on utilise la définition de la matrice des coefficients, par exemple le coefficient 7 sera

Y = o(f1, f1) = p(e1 + ea,e1 +e2) = p(er,e1) + pler, e2) + @(ea, e1) + p(e2, e2) = Y11 + Y12 + Y21 + Y22 = 16,

(ii) on détermine la matrice de passage P de la base canonique & la base B et on utilise la formule ¥ = PT®P.

Remarque 2.2.6 Soit B une base de E. Une forme bilinéaire p : E x E — K est symétrique (respectivement
anti-symétrique) si et seulement si sa matrice Mp(p) est symétrique (respectivement anti-symétrique).

Démonstration: Exercice. ]

Définition 2.2.7 Soit ¢ : E x E — K une forme bilinéaire symétrique. Le noyau de ¢ est le sous-espace vectoriel
de E défini par
N(p) =ker(¢) ={ue E|YveE on a ¢(u,v) = 0}.

Le rang de ¢ est défini par
rang(y) = rang(p) = dim(F) — dim(N(p)).

Comment on détermine explicitement le noyau et le rang d’une forme bilinéaire symétrique ? La remarque

[2:2:3] et la définition [2.2.7] montrent que

Remarque 2.2.8 Dans une base fizée B = (f1,..., fn) de E, le noyau N () s’identifie a l’espace des solutions
du systeme linéaire homogéne associé a la matrice ® = Mp(p) de ¢ dans la base B. En plus, le rang rang(p)
coincide avec rang(®).

Donc, comme pour les applications linéaires, le calcul du noyau d’une forme bilinéaire symétrique se réduit a
la résolution d’un systéme linéaire homogéne.

Soit ¢ : E x E — K une forme bilinéaire symétrique. On utilise souvent la notation (u, v), au lieu de p(u,v),
mais il ne faut pas croire qu’il s’agit nécessairement d’un produit scalaire.

Deux vecteurs u, v € E sont dits ¢-orthogonaux (orthogonaux par rapport a ¢), et on écrit u_L,v si ¢(u,v) = 0.
Le sous-espace @-orthogonal d’un vecteur v € E est défini par

vie = {ue E| p(u,v) = 0}.
Le sous-espace @-orthogonal d’un sous-ensemble S < E est défini par

Ste .= {ue E|Ywe S p(u,w) =0} = ﬂvl*".

veS
Remarque 2.2.9 Soit S © E un sous-ensemble. Alors S*te = (Vect(S))*#. En particulier, si (wy, ..., wy) est
un systéme de générateurs d’un sous-espace vectoriel ' < E, on a
-
Fle = {w, ..., wp}te = ﬂwi .
i=1



L

Soit B = (f1,..., fn) une base de E; le sous-espace v+ s’identifie a I'espace des solutions de I’équation linéaire

vy ®u =0, (2)
o v € K" est le systéme des coordonnées de v par rapport & B. Pour un sous-espace F' = Vect(ws,...,wg), le
sous-espace orthogonal F*¢ = {w;, ..., wy} ¢ s’identifie & 'espace des solutions du systéme linéaire homogéne

‘w;Pu=0, 1 <i<k.
Notons aussi que
N(p) = E*e, 3)

donc le noyau de ¢ coincide avec le sous-espace p-orthogonal a tout ’espace vectoriel E.

Définition 2.2.10 Soit E un R-espace vectoriel. Une forme bilinéaire symétrique ¢ : E x E — R s’appelle
1. positive, si pour tout v € E on a p(v,v) = 0.

négative, si pour tout v € E on a ¢(v,v) < 0.

définie, si pour tout v € E la relation p(v,v) = 0 impliqgue v = 0.

définie positive, si elle est positive et définie, c’est a dire si pour tout v € E\{0} on a ¢(v,v) > 0.

A N N

définie négative, si elle est négative et définie, c’est a dire si pour tout v e E\{0} on a ¢(v,v) < 0.

La notion de forme bilinéaire symétrique définie positive est trés importante : on va voir qu'une telle forme
s’appelle produit scalaire sur E. Pour décider si une forme bilinéaire symétrique est définie positive, nous avons
un critére trés simple.

Proposition 2.2.11 (le critére de positivité de Sylvester) Soit ¢ € L7, (E,R) une forme bilinéaire symétrique
sur Ex E, B=(f1,...,fn) une base de E et ® := Mpg(yp) la matrice de ¢ dans cette base. Alors ¢ est définie
positive si et seulement si les n déterminants Ay, = dét((pij)1<i j<k) sont tous strictement positifs.

Les déterminants Ay = dét((pij)1<ij<k) s'appellent les mineurs principaur dominants de la matrice ®. Donc

une forme ¢ € L2, (E,R) est définie positive si et seulement si les n mineurs principaux dominants de la matrice

de ¢ sont strictement positifs.
Exemple : La matrice de la forme bilinéaire symétrique ¢ : R? x R? — R définie par

o(z,y) = 2x1y1 + T1Y2 + Tay1 — 3T1Y3 + STaye — TToys — 3x3y1 — TT3Y2 — T3Ys

dans la base canonique (e, ez, e3) est

2 1 -3
o = 1 5 =71,
-3 -7 -1
et les déterminants Ag qui nous intéressent sont :
2 1 -3 0 -9 11
A1_|2|_2>0,A2_'? é‘_9>0,A3_ 1 5 -71=]1 5 -7 —‘89 _1212‘_—110<0,
-3 -7 -1 0 8 =22

donc ¢ n’est pas définie positive, parce que Az < 0.

2.3 Formes quadratiques

Définition 2.3.1 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Une forme quadratique sur E est une applica-
tion q : E — K telle qu’il existe une forme bilinéaire p : E x E — K telle que pour tout v e E on a q(v) = p(v,v).
Dans ce cas on va dire que q : FE — K est la forme quadratique associée a la forme bilinéaire ¢ : E x E — K et
on va la noter q,.

Remarquer donc qu’'une forme quadratique est une application d’une seule variable vectorielle, tandis qu’une
forme bilinéaire est une fonction de deux variables vectorielles. Le sous-espace {(v,v)| v € E} ¢ E x E} s’identifie
a E et s'appelle la la diagonale du produit cartésien £ x E. On peut donc dire qu'une forme quadratique est
donnée par la restriction o la diagonale d’une forme bilinéaire.



En coordonnées : si dans une base B = (f1,..., f,) de E la forme bilinéaire ¢ est donnée par

n n

(D uwifis Y vifs) = D) e

i=1 j=1 ij=1
alors la forme quadratique g, associée & ¢ sera donnée par

n

Euzfz Z Pijuity = Zcp“u + Z (ij + wji)uing (4)

i=1 i,j=1 I<i<j<sn

donc par un polyndéme homogéne du 2me degré en (uq,...,u,). Réciproquement, en présence d’une base B =
(f1,-..,fn) de E, toute application ¢ : E — K qui est donnée par une fonction polynomiale homogéne du
2me degré des coordonnées (uq,...,u,) associée a cette base, est une forme quadratique. La forme générale en
coordonnées d’une forme quadratique est donc

Q(Z uzfz) = Z QiU Uj = Z anu + Z QiU -
1<) i<j
Exemple : Considérons de nouveau la forme bilinéaire symétrique ¢ : R? x R® — R donnée par

o(x,y) = 2x1Y1 + Sx1Y2 — 621Y3 + 4T2y1 + DTaye — TTays — 3x3y1 + 3T3Y2 — T3Ys -
La forme quadratique associée sera
qo(x) = 2273 4 5129 — 62113 + 401 + 525 — Troxs — 3x371 +3T300 — 13 = 207 + 92120 — 97 23 + 513 — dxow3 — T3

Remarquer que g, est bien donnée par un polynéme homogéne du 2me degré de (z1,...xy,).

2.3.1 La polaire d’une forme quadratique

Soit Q(FE) l'espace des formes quadratiques sur E, muni de sa structure naturelle de K-espace vectoriel. Nous
avons donc défini une application linéaire surjective (donc un épimorphisme)

Q: L*(B,K) - Q(E)

donnée par Q(¢) := q,. Cette application n’est pas injective.
Exercice : En utilisant la formule montrer que ker(Q) = L2, (E,K) .

Par contre, la restriction Q‘ 2

sym

(EK) L2,,(E,K) — Q(E) est a la fois injective et surjective, donc est un

isomorphisme d’espaces vectoriels. Plus précisément :

Proposition 2.3.2 Pour toute forme quadratique q : E — K sur E il existe une unique forme bilinéaire symé-
triqgue ¢ : E x E — K dont la forme quadratique associée est q (i.e. telle que ¢ = q,,). Cette forme bilinéaire est
donnée par la formule

1
plu,v) = S (q(u+v) —q(u) = q(v) ()
et s’appelle la forme polaire de q et sera notée ;.

L’isomorphisme réciproque P : Q(E) — L2, (E,K) de I'isomorphisme Q‘ L2

sym

(EX) Lfym(E K) —» Q(F) est
E K).

ym

donné donc par la formule ¢ — ¢4 qui associe & une forme quadratique g € Q(F) sa forme polaire ¢, € Lsym(

Démonstration: (de la Proposition)

Existence : Soit ¢ : E — K une forme quadratique sur F. Par définition, il existe une forme bilinéaire ¢ : Ex E —
K t.q. ¢ = gy. Soit ¢ : E x E — K la forme bilinéaire définie par ¢(u,v) = (¢ (u,v) + ¢(v,u)). Il suffit de
remarquer que g, = ¢y = ¢ et que ¢ est symétrique.

Unicité : Soit ¢ : E x E — K bilinéaire symétrique t.q. ¢ = g,. Pour tout (u,v) € E x E on a

(o + v, u + v) — p(u,u) — p(v,v)) =

|~

(g +v) — (u) — g(0) =



= %(@(u, u) + @(u,v) + (v, 1) + 9(v,v) = @(u,u) — 9(v,v)) = p(u,v).

Cette égalité montre que I'unique forme bilinéaire symétrique ¢ t.q. g, = ¢ est donnée par la formule . [ ]

Pour le calcul de la polaire d’une forme quadratique nous avons deux méthodes :

1. En appliquant la formule donnée par la proposition [2.3.2]:
1
plu,v) = Sg(u+v) = g(u) —q(v))
2. Par la méthode du dédoublement : Si g : E — K est donnée dans une base B = (fi,..., fn) par
n
(J(Z u; f;) = Z QiU = Z aiiu; + Z Qijuity,
i<j i=1 i<j
alors on remplace formellement chaque carré u? par u;v; et chaque produit w;u; (i # j) par %(uivj +u;v;).
Ainsi on obtient une formule explicite pour ¢q(u,v) = (> uifi, >, v, f;)
2 1
oq(u,v) = Z UiV + 5 Z ai; (wivj + u;v;)
i=1 1<j
Exemple : Considérons la forme quadratique ¢ : R?® — R donnée par
q(z) = 223 + 9z129 — 921203 + Si — dwow3 — T3

En appliquant la premiére méthode on obtient :

alo) = 3late +) ~ a0) = 4(0)) = 5|21+ 1) 4 91 + e + 1) — 9ar + ;) + ) + ez + 32

—A(zo+y2) (w3 +ys) — (x3+y3)* — (207 + 92120 — 91 23+ 573 —4wow3 —23) — (203 +9y1y2 — Y1 Y3 +5y5 —4yayz —y3) |-

En réduisant cette expression et en remarquant que tous les carrées se détruisent on obtient

9 9
vq(z,y) = 22191 + 5(55192 + T2y ) — 5(33193 + x3y1) + w2y — 2(22y3 + 3Y2) — T3Y3-

qui coincide avec I'expression obtenue plus rapidement par la méthode du dédoublement.

2.3.2 Le coOne isotrope d’une forme quadratique

Définition 2.3.3 Le cone isotrope d’une forme quadratique q : E — K est défini par

Clq) :={ve E[ q(v) = 0} .

La terminologie "cone" utilisée ici ne correspond pas & la notion élémentaire de cone. On va voir que C(q)
peut se réduire au singleton {Og}, & une réunion de deux droites, & une réunion de deux plans, etc. On utilise la
notion de "cone" pour mettre en évidence la propriété générale suivante de C(q) : si v € C(q)\{0g}, alors toute
la droite Kov est contenue en C(q). Donc soit C(q) se réduit & {Og}, soit est une réunion de droites vectorielles.

Exemples :

1. (le cas n = 2) Soit ¢ : R? - R, ¢(z) = az? + bx179 + cx3 une forme quadratique sur R%. Supposons ¢ # 0.
Puisque ¢ # 0 on constate que le seul point x € C(q) avec z; = 0 est 'origine Ogz. On va déterminer donc les
points z = (z1,72) € C(q) avec z; # 0. En divisant 'equation g(z) = 0 par 2% # 0 on obtient

2
a—l—bg:?—&-c(m) =0.

€1 1

En posant p := i—f (la pente de la droite vectorielle Rz) on obtient a + bp + cp? = 0, qui est une équation du 2me
degré pour p, dont le discriminant A est A = b — 4ac.

10



a) A < 0. Dans ce cas I'équation a + bp + cp? = 0 obtenue pour la pente p = ;—f n’admet pas de solution réelles,
donc C(q) = {Og2}.

b) A = 0. Dans ce cas notre equation a une seule solution, disons py, et le cone isotrope C(q) se réduit a la droite
vectorielle d’équation xzo = poxzy (soit, en utilisant la notation traditionnelle pour les coordonnées dans le plan,
Y = pox).

¢) A > 0. Dans ce cas notre equation a deux solutions distinctes p;, ps et le cone isotrope C(q) se réduit a la

réunion de deux droites vectorielles :
C(q) = dy v da,

ott d; © R? est la droite vectorielle d’équation zo = p;x1, i = 1, 2.

2. Soit ¢ : R? — R le forme quadratique sur R3 définie par

q(x) = 2} + 23 — 3.

Pour décrire le cone isotrope C(q) de cette forme quadratique, on étudie 'intersection de ce cone avec :
1. le plan "du tableau", a savoir le plan d’équation z; = 0 (donc le plan de coordonnées z50x3).
2. les plans "horizontaux", donc les plans d’équation z3 = ¢, c € R.

Dans notre cas, l'intersection C(q) n (z20z3) est donnée par 'équation 23— 23 = 0, soit (vg+z3)(z2 —23) = 0,
donc cette intersection coincide avec la réunion d; U dy des deux droites

dll Tr3 = T2, dQZ Tr3 = —X9g.

A

L3

v

FIGURE 1 — Le cone isotrope de q(z) = 23 + 23 — 23

L’intersection de C(q) avec le plan x3 = ¢ (le plan horizontal d’altitude x5 = ¢) est la courbe d’équation
2?2 + 13 — 2 située dans de plan. La projection de cette courbe sur le plan x10x9 est le circle d’équation
2?2 + 23 = 2, donc le circle de centre Og2 et de rayon |c| (attention, ¢ peut étre négatif!). On obtient donc un
vrai cone avec deux nappes, dont le sommet est I’origine Ogs, dont I’axe de symétrie est la droite Ox3, et dont la
base est un circle.

Remarquer que le cone isotrope
1. de la forme quadratique q : R? — R,g(z) = 2% + 23 + 2%, se réduit au singleton {Ogs},
2. de la forme quadratique ¢ : R® — R, q(x) = 2% + 23, se réduit a la droite vectorielle Reg,

(
3. de la forme quadratique ¢ : R® — R, g(x) = 22, se réduit au plan d’équation x; = 0.
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2.3.3 La loi d’inertie de Sylvester. La réduction de Gauss d’une forme quadratique

Le théoréme important suivant concerne la classification des formes quadratiques.

Théoréme 2.3.4 (loi d’inertie de Sylvester, cas réel) Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie n et
q: E — R une forme quadratique sur E. Alors

1. Il existe une base B = (f1,..., fn) de E par rapport a laquelle q s’écrit sous la forme :
s+t
2 xzfz 2 T; — 2 .’E (6)
i=1 Jj=s+1

2. Une telle base n’est pas unique, mais le couple (s,t) € N x N dépend seulement de q, donc est indépendant
de la base B.

Donc le théoréme de Sylvester affirme qu’il existe une base B de E dans laquelle g est réduite & une somme
de carrés avec les coefficients +1.

Définition 2.3.5 Le couple (s,t) € N x N s’appelle la signature de q, le nombre t de termes & coefficient négatif
s’appelle lindice de q et la somme r := s +t s’appelle la rang de q.

Remarque 2.3.6 Le rang 7 = s +t d’une forme quadratique ¢ : E — R coincide avec le rang rang(yp,) de la
forme polaire pq : E x E — R, donc avec le rang de la matrice de pq dans une base arbitraire de E.

Réduire une forme quadratique ¢ : £ — R signifie trouver sa forme réduite, en particulier spécifier sa signature
et son rang. On demande parfois aussi de spécifier une base B dans laquelle ¢ s’écrit sous forme réduite.

Notons que, pour réduire une forme quadratique, il suffit de la réduire au sens de Gauss (la diagonaliser) c’est
a dire Pécrire (dans une base B convenable) sous la forme

g mifi) = Z a;z?, ag #0. (7)

i=1
En effet, en utilisant le changement de coordonnées

_ «/|aii|zi Si Z'g’l"
Z;

)

si t>r
qui correspond au changement de base :
L fi si i<r
= vV @i ,
f,j si i>r

on arrive & une expression de la forme (10) dans une nouvelle base (g1, ..., g,). Ecrire une forme quadratique
q sous la forme s’appelle réduction de Gauss (ou diagonalisation) de ¢. En utilisant une telle réduction, la
signature de ¢ s’obtient facilement en comptant le nombre des coefficients a;; positifs et le nombre des coefficients
a;; négatifs.

L’algorithme de Gauss fournit une méthode pour réduire une forme quadratique ¢ a la forme diagonale .
Nous expliquons cette méthode en détail :
Supposons que ¢ est donnée dans une base (fi,..., fn) par

q(z xifz Z a”l‘ + Z Qi Tq2 5.

I<i<j<n

L’algorithme de réduction de Gauss consiste en ’application successive, dans un certain ordre, des deux opé-
rations fondamentales :

I. Cette opération s’applique dés que dans Iexpression de ¢ il existe 7 tel que a;; # 0, i.e. dés qu'il existe
un carré a coefficient non-nul. Supposons pour simplicité que a;; # 0. Dans I'expression de ¢ nous écrivons

12



d’abord la somme de tous les termes contenant la variable z;. En utilisant 'identité 22 + 22y = (v +y)? — y% on

obtient : N "
ai;
q(z xifi) = a1 (1‘% 127, Z 2az T > + Z ajjx? + Z AjkT;Ty =
i=2 2911 =2 2<j<k<n
(S —
L(za,...,Tn)
2 n
= ail (xl +L(I’2,...,In)) + [anL(:pg,...,xn)z + Z ajjx? -+ Z ajkIjIk]a
j=2 2<j<k<n
Q(za,...,xyn)
ou L est une forme linéaire et () est une forme quadratique des n — 1 variables xo, ..., z,. Les formules
Y1 I A W 2]
Y2 0 1 0 0 T2
Yy = I +L(I2,..:,an) soit | U3 | = 0 0 1 0 T3
Yy, = x;pour2<j<n, . . . . . . .
définissent un nouveau systéme de coordonnées, qui correspond & une nouvelle base (g1,...,9,) de E. Pour

trouver explicitement cette base on utilise la formule de passage

(917"'7971) = (fla"'?fn)Pa

ou
1 X2 i3 aj \ !
2(111 2a11 e 2(111
0 1 0 0
p_lo o 1 0
0 O 0 1

Dans cette base ¢ aura la forme

q> vigi) = a1y + QWas - un) » Qo yn) = D biyi + > bikvk
j=2

2<j<k<n

et le probléme se réduit & la diagonalisation de la forme quadratique de n—1 variables définie par ). On continue,
en appliquant a cette forme 1'une des opérations I, II.

IT. Cette opération s’applique seulement si ¢ # 0 et dans 'expression de ¢ tous les coefficients a;; sont nuls.
Dans ce cas il existe dans I’expression de g un terme de la forme a;;z;2; ol 7 < j et a;; # 0. Supposons pour
simplicité que ¢ = 1, j = 2. Dans I’expression de g on écrit tous les termes contenant z; et xo et on utilise les
identités : 1

T179 + Ary + Brg = (21 + B) (22 + A) — AB, UV = E((U + V)2 —(U-V)?).

On obtient :
g wifi) = apmime + 1 Y. anwk + T2 ), Gk + D G =
k>3 k>3 3<k<l<n
a1k a2k
aio (xlacg + 21 Z a—mk +T2 2 a—xk ) + Z ARl TRT] =
k=3 12 k=3 12 3<k<l<n
N— ~—
Li(zs,...,xn) La(z3,...,2n)

a12(x1 + Lo(x3,...,20))(xe + L1 (23,...,2p)) + [ —aioLy(z3,. .. ) La(xs, ..., 20) + Z aklozkxl]

3<k<I<n

Q(wzﬁt‘,wn)

2 2
= CL412[<$1 +I2+L1($3,...7$n,)+L2($37...,In)> — (1‘1172Ll(Ig,...,Zn)+L2(l‘3,...,$n)) ]+

+Q(zs3,...,Tn),
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ou L1, Lo sont des formes linéaires et () une forme quadratique de x3, ..., x,.
Les formules

1 1 aiz+ass aiatasa a1n+azn
1 iy Lar ce e
_ 23 —a13 24 —Q14 2n —Qd1n
Yy = I1 +$2+Ll(x3a"'7x7l)+L2(z3a"'7'r'n) Y2 1 1 a2 aiz a2
ya = x1—x9— Li(xs,...,2p) + Lo(z3,...,2,) soit | Y3 | = 0 0 1 0 0
Yy = x; pour 3 < j <n, : Do : : :
Yn 0 0 0 0 e 1
définissent un nouveau systéme de coordonnées, qui correspond a une nouvelle base (g1,...,9,) de E. Pour

trouver explicitement cette base on utilise la formule de passage

(915--59n) = (f1,-.., fn) P,

ou
1 1 aiztass aiatazq . aintasy\ ~1
1 _1 (123:1120413 a24alzal4 aZnal%lln
aiz a2 e aiz
p=10 0 1 0 . 0
0 O 0 0 1
Dans cette base ¢ aura la forme
n
ai2 ai2 N
Q(Zyigi) = TZJ% - Tyg +Q3:---,Yn), oWQ(Ys, ..., Yn) = Z bkkyjz + Z briYryi
k=3 3<k<l<n

et le probléme se réduit a la diagonalisation de la forme quadratique de n — 2 variables définie par . On continue
en appliquant & cette forme 1'une des opérations I, II.

Attention : L’opération II doit étre appliquée seulement si dans l’expression de la forme quadratique consi-
dérée il n’existe aucun carré a coefficient non-nul. Autrement dit : L’opération I est prioritaire, donc on est obligé
de appliquer si c’est possible de ’appliquer.

Exemple : Réduire la forme quadratique ¢ : R?* — R, q(x) = 22179 — 27923 — 27123. Spécifier sa signature et
son rang.

La formule donnée exprime ¢ dans la base canonique (e1, €2, e3) de R?, qui est notre base de départ. Puisque
Pexpression de g ne contient aucun carré a coefficient non-nul, on est obligé d’appliquer 'opération II :

3
1
q(z) = q(>] wie;) = 2(xy — 23) (w2 — w3) — 205 = 3 [(551 — a3+ 29 —x3)? — (21 — 23 — T2 + m3)2] — 223 =
=1

1
= 5 |:(:I,‘1 + T2 — 21}3)2 — (.Z‘l — 1‘2)2] — 21)%.

Nous introduisons un nouveau systéme de coordonnées dans R?

yl = X1 +$2 721‘3
Y2 = 1 —2X2
Yys = z3,

qui correspond & une nouvelle base (f1, f2, f3) de R3. (Exercice : Déterminer cette base.) On obtient

1 1
Q(Zyifi) = gy% - 5?/5 - 2y§ :
Donc rang(q) = 3 et sign(g) = (1,2). Notre forme quadratique n’est ni positive, ni négative.
Exemple : Soit ¢ : R* — R donnée par

q(z1, T2, T3, 24) = x? + 33:% + 5:6% + 5:&21 —2x1%o + 421273 + 4124,
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On regroupe tous les termes qui contiennent x et on applique 'opération I :
q(z1, T2, 03, 24) = 254221 (—22+203+224) +305+525+527 = (v1—22+223+4w4)* —(—w2+223+224)* + 325 +525+-523

= (z1 — T2 + 223 + 4day)? + 222 + x% + 22 + 4xox3 + da0xy — ST3T4.

On pose
U =x1 —To+2x3+4T4 , Us =To , U3 = T3 ,Uq = Tg .

Dans la base (f1, f2, f3, f4) qui correspond a ce nouveau systéme de coordonnées on a
q(uy fr4us fatus fatugfr) = ui+2us+us+ui+dusus+4usug—Suzuy = ui+2(us+2us (uz+uy))+ui+ui—8uzuy =
= u? + 2(ug + uz + ug)? — 2(uz + ug)? +ul +u — Suzug = ut + 2(ug + uz + ug)? —ui — ui — 12uzuy.
En posant oy = uq, as = us + us + ug, az = usz, oy = u4 on obtient dans la base correspondante :
q(a1g1 + azgo + asgs + augs) = o2 + 202 — (a3 + 6a4)? + 3503,
Avec une derniére transformation de coordonnées (laquelle ?) on arrive a
q(Bih1 + Baha + Bshs + Baha) = 57 + 265 — B3 + 3541,
donc rang(q) = 4 et sign(q) = (3,1).

Définition 2.3.7 Soit ¢ € L2, (E,R) une forme bilinéaire symétrique. Une famille (v1,...,v) est dite o-
orthogonale si ¢(v;,vj) = 0 pour tout couple (i,7) tel que i # j.

Remarquons qu’une base B = (f1,..., f,) de E est p-orthogonale si et seulement si la matrice Mpg(yp) est
diagonale.

Corollaire 2.3.8 Soit p € Lbym (E,R) une forme bilinéaire symétrique. Alors E admet une base p-orthogonale.
Démonstration: En effet, soit B = (fi,..., f,) une base qui réduit la forme quadratique g, au sens de Gauss.

Dans cette base on aura
n

4D wifi) = Z azy,

=1
(expressions dans laquelle exactement r = rang(yp) coefficients a;; sont non-nuls). Puisque ¢ est la polaire de g,

on a
n n n
e wifi, Y, uifi) = ) aiwiy;,
i=1 j=1 i=1
ce qui montre que Mp(p) est bien diagonale, donc B est g-orthogonale. [ ]
D’une maniére similaire on peut introduire la notion de base p-orthonormale. Une base B = (f1,..., fn) est

dite p-orthonormale si ¢(f;, f;) = 0;; pour 1 < i,j < n, i.e. si Mp(p) = I,,. Le théoréme d’inertie de Sylvester
montre que :

Corollaire 2.3.9 Soit E un R-espace vectoriel de dimension n, et ¢ € L2
orthonormale si et seulement si la signature de ¢ est (n,0).

(E,R). E admet une base -

sym

Remarquons que la signature de ¢ est (n,0) si est seulement si ¢ est définie positive. Pourquoi ?

Le version complexe de la loi d’inertie de Sylvester est trés simple. Attention, il est important & cet égard
qu’il n’y ait pas de confusion entre ce théoréme de classification pour les formes quadratiques complexes, et le
théoréme d’inertie de Sylvester pour les formes hermitiennes (voir le théoréme [3.2.7)).

Théoréme 2.3.10 (la classification des formes bilinéaires quadratiques complexes) Soit E un espace vectoriel
complexe de dimension finie n, et ¢ : E — C une forme quadratique sur E. Alors Il existe une base B =
(f1,---, fn) de E par rapport & laquelle q s’écrit sous la forme :

n

Z zifi) = Z ) (8)

i=1 =1

ou r est le rang de la forme polaire de q.
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Pour trouver une base dans laquelle ¢ est donnée par la formule ¢(3 ;| z:fi) = Di_, 22, on peut utiliser la

7
méme méthode que dans le cas réel : dans une premiére étape on utilise I’algorithme de Gauss pour arriver a une
base (f1,..., fn) dans laquelle ¢ s’écrit sous la forme diagonale

.
2
gD wifi) = ) aiw;
i=1
avec a;; € C*, puis on choisit une racine carrée a; € C* de ay; ) <1< t :
ii , P i i pour ¢ < ¢ < r et on pose :

1 . .
07le si i<r

fi si 1>r.

o;w; sio1<r
Zi = .
! w; sl i>7r

, ce qui correspond au changement de base : g; := {

3 Espaces euclidiens. Espaces hermitiens

3.1 Espaces euclidiens

Remarque 3.1.1 Soient E un espace vectoriel réel de dimension n et ¢ : E x E — R une forme bilinéaire
symétrique. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. ¢ est définie positive,

2. la forme quadratique associée q, : E — R satisfait
Vv e E\{0} on a q,(v) >0,

3. sign(q,) = (n,0), i.e. le rang de g, est n = dim(FE) et tous les coefficients d’une forme réduite de q, sont
strictement positifs.

Démonstration: Exercice. n
Nous avons donc deux méthodes pour vérifier si une forme bilinéaire symétrique ¢ est un produit scalaire :

(1) avec le critére donné par la Proposition [2.2.11] (qui utilise les mineurs principaux dominants de la matrice de
¢ dans une base) ; (2) on réduit la forme quadratique g, et on vérifie si sa signature est (dim(£), 0).

Définition 3.1.2 Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie. Un produit scalaire sur E est une forme
bilinéaire, symétrique, définie positive p : Ex E — R (voir la déﬁnitz’on. Un espace euclidien de dimension
n est un espace vectoriel réel de dimension n muni d’un produit scalaire, i.e. un couple (E, ), ot E est un espace
vectoriel réel de dimension n et ¢ est un produit scalaire sur E.

On va utilise souvent la notation (u,v), (ou simplement (u,v) si ¢ est fixé) au lieu de p(u,v).

Exemples : 1. Nous avons déja introduit le produit scalaire standard sur R”™ :
n
<xay>st = Z TiYi <-, '>st R”" x R” - R.
i=1
2. La forme bilinéaire symétrique ¢ : R? x R? — R définie par

1 1

o(x,y) == r1y1 + 5331192 + §$2y1 + Z2Y2

est un produit scalaire, parce que la, forme quadratique associée est donnée par

1 3
qpo(x) = 22 4 r1x0 + 23 = (27 + 53:2)2 + 1:1:3,

et sa signature est bien (2,0).

Définition 3.1.3 Soit ¢ un produit scalaire sur E. La norme associée & @ est définie par
[0 1= v/, ) = /2, (v),

et la distance associée 4 ¢ est définie par

d(u,v) = o =l .
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Une famille de vecteurs (fi,..., fi) est dite p-orthogonale si ¢(f;, fj) = 0 (soit fiLl,f;) pour i # j.

Notons que toute famille g-orthogonale de vecteurs non-nuls est toujours libre. Une famille (f1,..., f) est
dite g-orthonormeée, si elle est p-orthogonale et pour tout i € {1,...,k} ona | fi|, = 1, i.e. si (fi1,..., fr) est dite
p-orthonormale si

<fi7 fj> = 6ij VZ, ] € {1, ceey ]{3}
Une base est dite p-orthogonale (@-orthonormale) si elle est p-orthogonale (respectivement @-orthonormale) en

tant que famille. S’il s’agit d’un espace euclidien (F, ¢) fixé, on dit simplement "orthogonale" et "orthonormale"
au lieu de "p-orthogonale" et "p-orthonormale".

Remarque 3.1.4 (les coordonnées par rapport & une base orthonormée) Soit (f1,..., fi) une base orthonormée
de (E, ). Pour tout ve E on a

v = Z<fi7 V) fi,
-1

donc les coordonnées par rapport & une base orthonormée (f1,...,fr) coincident avec les produits scalaires
<fi7x></9'
Démonstration: Exercice. |

Soit (E, ) un espace euclidien et F' — E un sous-espace vectoriel. Le sous-espace orthogonal
Fte:={ve E, Ywe F on avl, w}
est un supplémentaire de F', donc on a une décomposition en somme directe
E=F®F.

Une telle somme directe s’appelle somme directe orthogonale.

Puisqu’il s’agit d’une décomposition en somme directe, pour tout v € E il existe un unique couple (w,w’) €
F x Fte¢ telle que v = w + w'. L’application prp : E — F qui associe a tout v € E le premier terme w € F de
cette somme est linéaire et s’appelle la projection orthogonale sur F. Nous avons évidemment

ker(prp) = FLe, im(prp) = F, prp|p = idp.

Proposition 3.1.5 (la formule de la projection) Soit (E, ) un espace euclidien, F' un sous-espace vectoriel de
E et (f1,..., fr) une base orthonormée de F'. Alors

k
pry(v) = Z<fivv>fi-

Démonstration: Exercice. |

Définition 3.1.6 Soit (E, ) un espace euclidien. Un automorphisme f € GL(E) est dit orthogonal s’il préserve
le produit sclaire ¢, i.e. si

V(va) €E’ona QD(f(U),f(’UJ)) = @(va) .

Le sous-ensemble O(E) < GL(E) des automorphismes orthogonauz est un sous-groupe de GL(E) qui s’appelle le
sous-groupe orthogonal de Uespace euclidien (E, p).

Proposition 3.1.7 Soit (E,¢) un espace euclidien, B une base orthonormée de (E,p) et f € GL(E). Les
conditions suivantes sont équivalentes :

1. f est orthogonal,

2. f préserve la norme | - |, :
Vve E onalf(v)e = vfe-

3. f est une isométrie de lespace métrique (E,d,), c’est a dire f préserve la distance d, :

Yo, we E on ad,(f(v), f(w)) =d,(v,w).
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4. La matrice Mg (f) est orthogonale, c’est a dire Mg(f)tMp(f) = I,,.

L’ensemble des matrices orthogonales d’ordre n est désigné par O(n). On a donc par définition
O(n) ={Ae M, ,(R)| A'A=1,} = {Ae M, ,(R)| Aestinversible et A~' ='A} = {Ae M, ,(R)| 'AA=1,}.

Proposition 3.1.8 Soit (E,¢) un espace euclidien et B = (f1,..., fn) une base orthonormale de (E,p). Alors
1. L’application fp : R"™ — E donnée par fg(x):= Y, | z;f; est un isomorphisme d’espace euclidiens, c’est
a dire
V.T, Yy e R™ on a <fB(m)a fB(y)><P = <x?y>st-
2. L’application f — Mp(f) définit un isomorphisme de groupes O(E) — O(n).

Done, dans la présence d’une base orthonormée, notre espace euclidien (F, ) s’identifie & ’espace euclidien
standard (R™,{,-, )st), et le groupe orthogonal O(E) de E s’identifie au groupe O(n).

En utilisant le corollaire [2.3.9] on obtient :

Théoréme 3.1.9 (la classification des espaces euclidiens)
1. Tout espace euclidien admet une base orthonormale,

2. Tout espace euclidien de dimension n est isomorphe (en tant qu’espace euclidien) a l’espace euclidien stan-
dard (R™,{-, Yst). Plus précisément, pour toute base orthonormale B = (f1,..., fn) de (E,v), Uapplication
fB :R™ — E donnée par fg(z) =Y, x;f; est un isomorphisme d’espaces euclidiens.

L’algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

Théoréme 3.1.10 Soit (E, @) un espace euclidien et (g1,...,gn) une base arbitraire de E. Alors il existe une
unique famille de nombres réels (a;k)1<i<k<n telle que la base (f1,..., fn) donnée par les formules

k—1

fk:gk+2aikfi pourl<k<n
i-1

soit orthogonale.

L’algorithme de Gram-Schmidt fournit par récurrence (par rapport a k) la famille (a1, ak, . .., ax—1,%) des
coefficients qui interviennent dans la décomposition de f5. Implicitement on obbtient une démonstration du
théoréme [3.1.10] Posons fi := ¢;. La condition fo L, f; devient

92, /00 92, f1)e
15 e If1%

On obtient une unique solution, donc f5 est déterminé. Supposons maintenant f; et fo connus. Les conditions
faLyf1, faLlyfo deviennent

0= g2+ ar2f1, f1)p = {92, f1)p + a12{f1, [1)p < a12 =

_<g3af1>t,0 _ _<937f1><p
{f1 fe 102

{93, f2)¢ <g3,f2>9o.

0={g35+azf1 + a23f2af1>g0 = <937f1>¢ + a13<f17f1>¢ < a3 =

0={g3+azfr + a23f27f2>cp = {93, f2), + a23<f2,f2>¢ < a3 = _<f2 ) = — TAE
»J2)¢ ®
Par récurrence on obtient la formule générale :
ask=fw pour 1 < s<k—1.
| £61IZ

Remarque 3.1.11 Pour obtenir une base orthonormée il suffit d’orthonormaliser la base orthogonale fournit

par le théoréme|3.1.10}, donc de poser h; := Wfi
ille
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Version alternative : Nous avons une version alternative équivalente de 1’algorithme de orthonormalisation
de Gram-Schimidt, méthode qui utilise la formule de la projection (la proposition : Considérons les sous-
espaces vectoriels F; ¢ E donnés par

Fy, := Vect(g1, .-, gxk)-

F; est donc le sous-espace engendré par les premiers k vecteurs de la base donnée. Nous avons évidemment
Fl = Rgl, Fk (e Fk+1, Fn = E .

Nous construisons, par récurrence, une base orthogonale (f1,. .., fx) et une base orthonormée (hy, ..., hy) de Fy
(1 € k < n) de la maniére suivante :

Pouri=1: f; :=g1, hy := Hflll\vfl'

Pouri=2: f3:= g9 — erl(gg) = g2 — (h1, 9200, ho = mfg
Le cas général (le passage de k — 1 a k) : fr := g — erk_l(gk) =g — Zf;i(hs,gk%hs, hy = Wfk'
Donc, & chaque étape, on soustrait de gi sa projection sur Fyi_1 et on normalise le résultat.

Corollaire 3.1.12 Soient (E, @) un espace euclidien et B = (g1, ..., gn) une base de E. Alors

1. 1l existe une unique matrice supérieure triangulaire © avec 1 sur la diagonale telle que la base BO soit
orthogonale.

2. 1l existe une unique matrice supérieure triangulaire T o éléments diagonauz strictement positifs telle que
la base BT soit orthonormée.

Démonstration: 1. D’aprés le théoréme [3.1.10] il existe une unique famille de nombres réels (a;x)1<i<k<n telle
que la base (f1,..., fn) donnée par les formules

k—1

fk:9k+2aikfip0ur1<k<n (9)
i=1

soit orthogonale. On obtient les colonnes de © par récurrence & partir de la famille (a;x)1<i<k<n, €N exprimant
chaque vecteur f; intervenant a droite dans @D en fonction des vecteurs g;, ¢g;—1, g1 (en utilisant les formules
précédentes). L’unicité de © résulte de I'unicité de la famille (a;x)1<i<k<n-

2. Résulté de 1 en posant t;, = Hf—lkueik. [ |

Exercice (récapitulatif) Soit ¢ : R* — R la forme quadratique donnée par q(z) = 22175 — 2z023 — 271 23.
1. Déterminer la forme polaire f; de ¢, et la matrice A de f; dans la base canonique.
2. Déterminer le noyau et le rang de f,.

1
3. Soit v = [ 1| € R3. Déterminer le sous-espace orthogonal m = v17 := {z € R?| f,(v,z) = 0} de v par
1
rapport & la forme bilinéaire symétrique f,.

4. Déterminer le polynome caractéristique de A.
5. Déterminer les valeurs propres de A, leur multiplicités algébriques.

6. Déterminer les espaces propres de A (associés & chaque valeur propre) et les multiplicités géométriques
des valeurs propres. Préciser une base pour chaque espace propre.

7. En appliquant l'algorithme de Gram-Schmidt orthonormaliser par rapport au produit scalaire standard les
deux bases obtenues a la question précédente.

8. En déduire une base (f1, fo, f3) de R3 formée de vecteurs propres de A, qui sont orthogonaux deux & deux
par rapport au produit scalaire standard de R>.

9. Déterminer la matrice de f,, 'expression de f, et I'expression de ¢ dans la base (fi, fz, f3) trouvée a la
question précédente ; remarquer que cette base diagonalise & la fois le produit scalaire standard et la forme
bilinéaire symétrique fq,
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10. Déterminer la signature de g. Est-ce que f; est un produit scalaire ?
11. Préciser la matrice du produit scalaire standard (-, -) de R? dans la base (fi, f2, f3)-
12. Déterminer le cone isotrope de ¢ dans la base (f1, f2, f3),

13. Déterminer une forme diagonale (standard) de ¢ en utilisant 1’algorithme de Gauss. Utiliser cette forme
pour déterminer la signature de ¢ et comparer le résultat obtenu avec celui trouvé a la question [10]

1. Avec la méthode du dédoublement on obtient :

fq(l'»y) = T1Y2 + T2Y1 — T2Y3 — T3Y2 — T1Y3 — T3Y1,

et la matrice de cette forme bilinéaire symétrique dans la base canonique est la matrice des coefficients par
rapport dans cette base, donc
0 1 -1
A=|1 0o -1
-1 -1 0

2. Le noyau de f, est le sous-espace des solution du systéme linéaire homogéne associé & la matrtice A, donc
du systéme

T2 —xr3 = 0 T —Tr3 = 0 T —T3 = 0
LioLs L3—Ls+Ly

T —xr3 = 0 — T2 —xr3 = ) ——— ) —T3 = 0
—I1 —X2 = 0 —Tr1 —X2 = 0 —To —T3 = 0

X1 —XI3 = 0

L3—L3z+L
—atet, vz —wy = 0,
—2$3 = 0

qui une seule sulution z = 0. Donc

N(fq) = {Ors} , rang(fy) = rang(A) = 3.
3. Par la définition de 'orthogonal et en utilisant la formule connue , on obtient

0 1 -1 1
r=vt ={zeR? f,(v,2) =0} =S zeR} (LLI)[ 1 0 —1|[z]=0}=
-1 -1 0 T3

T
=<{zeR? (0,0,-2) [z | =0} = {z e R? x5 =0} = Vect(ey, e2).
T3
4.0n a
Li—>Li+XLs )
XL g, 012X X 1-X2 —-1-X X?2-1 X+1
PaX) =11 =X -1 = L =X Lolm Tl x - x T T x4l x40
-1 -1 -X 0 -1-X —-1-X

(X=X +1)? = (X +1)?] = (X +1)*(X —2).

5. Les racines du polynome caractéristique sont -1 et 2, donc Spec(A) = {—1,2}. On a évidemment m,(—1) = 2,
me(2) = 1.

6. Pour les espaces propres :

X1 +xo —x3 = 0
E_1 =ker(A — (—1)I3) qui est 'espace des solutions de 1 +x2 —x3 = 0
—r; —x9 +z3 = 0

Les trois équations sont équivalentes, donc on peut garder seulement la premiére et, en choisissant zo = «,
r3 = 8 comme inconnues secondaires, on obtient

T 7OL+ﬂ -1 1
T9 | = « =al|l 1 |+8(0],
Z3 B 0 1

20



donc E_; = Vect 1 ],10] et mg(—1) =2 =mg(-1).
0 1
—2(E1 +Z9 —X3 =
E5 = ker(A — 21I3) qui est 'espace des solutions de 1 —2x5 —x3 = 0 Lrola,
—x1 —x2 —21}3 = 0
T —2x9 —x3 = 0 Lo—Ly+2L, TG -2 —x3 = 0 r1 —2x2 —x3 = 0
—2x1 +2x2 —I3 = 0 M -3z —3xz3 = 0 — T +x3 = 0.
—X1 —X2 72%3 = 0 *3‘%2 *3.%3 = 0 0 = 0
On prend z3 = o comme inconnue secondaire, et on obtient
1 - -1
o |l=—-al=al|-1],
T3 a 1
-1
donc FEy = Vect [ —1 | et my(2) = 1 = m,(2).
1
7. Posons
-1 1
g1 = 1 y 92 = 0
0 1
En appliquant I'algorithme de Gram-Schmidt on pose f1 = g1, fo = g2 + af1 et la condition f; | fo donne
1 ~1 1
1 1
:_<g2,f;>:7’f2: P P i %
T AR AR
En normalisant les vecteurs f1, fo on obtient la base orthonormée cherchée (hq, hs) de E_q :
1 1 (1 1 (3 2 (3
hyi=—=fi=2 hy i =-—=f=—7|[35]|=4/351|5
2 ’ 312 312
i 0 %l 3\ 2
Une base orthonormée de la droite vectorielle Es est (h), o h := mg ol g = | —1 | est le générateur trouvé
1
de cette droite. Donc
1 -1
h=—1-1

AR

8. Les deux espaces propres F_; et Ey sont orthogonaux par rapport au produit scalaire standard (a vérifier!) et
donnent une décomposition en somme directe (orthogonale) de R3. Nous avons déterminé une base orthonormée
de chacun des deux sous-epaces ; la base concaténée B := (hq, ha, h) des deux bases ainsi obtenues sera donc une
base orthonormée de R3 par rapport au produit scalaire standard.

9. Notons hg := h, donc la base trouvée a la question précédente s’écrit B = (hi, ho, h3). La matrice de f,
dans la base B (voir la question 8) est ® = (¢;;)1<i,j<3, OU @i := fq(hi, h;). Notons par A; la valeur propre qui
correspond & h;, donc Ay = Ao = —1, A3 = 2. On a

)\i si i:j
Folhio ) = Ha(ARs) = i Ay = Chas sy = Ashashy = Aot = { 3 5 157
donc
-1 0 O
b= 0 -1 0
0 0 2
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10. On a sign(g) = (1,2), donc f; n’est pas un produit scalaire.

11. La base B est orthonormée par rapport au produit scalaire standard, donc la matrice du produit scalaire
standard dans cette base est I3.

12. On a

q(> S yihi) = o wiha, D yshy) = D falha, hy)yiy; = Y eiyiv; = —yi — y3 + 2u3.
Le cone isotrope de ¢ dans cette base peut étre décrit avec les mémes méthodes que pour la forme quadratique
donnée par la formule 23 + x3 — 23 (voir la figure [1), et le résultat sera similaire. La seule différence est que
I'intersection de C(gq) avec le plan y3 = ¢ est un circle de rayon v2¢2 = 1/2|c|, tandis que pour la forme étudiée
avant on a obtenu un cone de rayon |c|.

13.

3

1
q(x) = q(Z zie;) = 2(w — x3) (T2 — 13) — 223 = 3 [(xl — 23+ 12 —x3)* — (21 — T3 — 20 + x3)2] — 213 =
i1

1
= 5 |:(331 + To — 2.1‘3)2 — (.Z‘l — xQ)Q] — 2%‘%

Nous introduisons un nouveau systéme de coordonnées dans R?

21 = X1 T2 —2x3
Z2 = T1 —I2
zZ3 = zs ,

qui correspond & une nouvelle base (ki1, ko, k3) de R3. Ezercice : Déterminer cette base. On obtient

1 1
q(Z ziki) = 52% - izg — 222,

Donc rang(q) = 3 et sign(g) = (1, 2), le méme résultat que celui obtenu a la question 10.

3.2 Espaces hermitiens

Définition 3.2.1 Soit E un espace vectoriel complexe de dimension n. Une application ¢ : E x E — C est dite

1. sesquilinéaire, si elle est anti-linéaire par rapport au premier argument et linéaire par rapport au deuxiéme
argument, i.e. si pour tous o, B € C, u, v, we E on a

oo+ fu,w) = ap(u,w) + fp(v,w) , pw, au+ Bv) = ap(w,u) + fp(w,v),
2. hermitienne, si elle est sesqilinéaire et pour tous u, v € E on a o(v,u) = p(u,v),
3. produit scalaire hermitien, si elle est hermitienne et définie positive, i.e. o(u,u) > 0 pour tout u € E\{0}.
Exemple : Le produit hermitien standard sur C™ est défini par (u,v)s := >, ; 4;v;. Veérifier quil s’agit bien

d’un produit scalaire hermitien.

Soit ¢ : E x E — C une forme sesqulinéaire et B = (f1,..., f,) une base de E. La matrice de ¢ dans la base
B (la matrice des coefficients de ¢ dans la base B) est définie par

Mp(p) = (pij)1<isn , o0 @i = @(fi, f;).

<J<sn
Comme dans le cas des formes bilinéaires, on obtient la formule
- -T
SO(Z uifin'Ujfj) = Z(pi_j'u/ivj =1’ dv,
i J ,J

ouue C”, veC" sont les vecteurs formés avec les coordonnées de u et v. Si on passe d’une base B a une base
B’ = BP, les matrices de ¢ dans les deux bases seront reliées par la formule

Mp: () = PT Mp(p)P.
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Remarque 3.2.2 Soit B = (f1,..., fn) une base de E. Une forme sesquilinéaire ¢ : E x E — C est hermitienne
st et seulement si la matrice ® := Mp(p) est une matrice hermitienne, i.e. satisfait la condition

T = | 501t i = @i pour 1 <4, j < n.
Définition 3.2.3 Soit ¢ : E x E — C une forme hermitienne. Le noyau et le rang de ¢ sont définis par
N(p):={ve E|Vze E on a ¢(v,z) =0}, rang(p) := dim(E) — dim(N(¢)).

Comme dans le cas des formes bilinéaires symétriques on a rang(p) = rang(Mp(p)) pour toute base B de E.

Remarque 3.2.4 Soit ¢ = E x E — C une forme hermitienne. Alors pour tout ve E on a p(v,v) € R.

En effet, la propriété de symétrie hermitienne p(v,u) = @(u,v) donne, pour u = v, p(v,v) = (v,v), ie.
o(v,v) € R.

Définition 3.2.5 Une forme quadratique hermitienne sur E est une application q : E — R telle qu’il existe une
forme hermitienne ¢ : E x E — C telle que q(v) = p(v,v) pour tout v e E.

Pour une forme quadratique hermitienne g : £ — R il existe une unique forme hermitienne ¢ : £ x £ — C
qui satisfait I'identité ¢(v) = ¢(v,v). Cette forme hermitienne s’appelle la forme polaire de g, sera notée ¢, et
est donnée par la formule

©q(u,v) = (q(u +v) —qlz —y) +ig(u —iv) —ig(u + w))

==

(I'identité polaire pour les formes hermitiennes). Exercice.
Nous avons une version hermitienne du
1. Critére de positivité de Sylvester (voir la proposition :
Proposition 3.2.6 (le critére de Sylvester pour les formes hermitiennes) Soit B une base de E. Une forme

hermitienne ¢ : E x E — C est définie positive (donc un produit scalaire hermitien sur E) si et seulement si tous
les mineurs principaur dominants Ay = dét((pi;)1<ij<k) de la matrice ® = Mp(yp) sont strictement positifs.

2. Théoréme d’inertie de Sylvester (comparer avec le théoréme [2.3.4) :

Théoréme 3.2.7 (loi d’inertie de Sylvester pour les formes quadratiques hermitiennes). Soit E un espace vec-
toriel complexe de dimension finie n et ¢ : E — R une forme quadratique hermtienne sur E. Alors

1. Il existe une base B = (f1,..., fn) de E par rapport o laquelle q s’écrit sous la forme :
n s+t
o> 5 f) = 2 = Y 5l (10)
=1 Jj=s+1

2. Une telle base n’est pas unique, mais la paire (s,t) d’entiers positifs dépend seulement de g, donc est
indépendante de la base B.

Donc le théoréme de Sylvester affirme qu’il existe une base B de E dans laquelle ¢ est réduite & une somme
(et différence) des carrés des valeurs absolues des coordonnées.

Définition 3.2.8 La paire (s,t) € N x N s’appelle la signature de q, le nombre t de termes & coefficient négatif
s’appelle lindice de q, et la somme r := s+t s’appelle la rang de q.

Remarque 3.2.9 Le rang r = s + t d’une forme quadratique g : E — R coincide avec le rang rang(p,) de la
forme polaire ¢, : E x E — R, donc avec la rang de la matrice de ¢, dans une base arbitraire de E.

Définition 3.2.10 Un espace hermitien est un espace vectoriel complexe E de dimension finie muni d’un produit
scalaire hermitien.
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Comme dans le cas des espaces euclidiens on introduit les notions de famille orthogonale et famille orthonor-
male (orthonormée) dans un espace hermitien. En utilisant le théoréme d’inertie de Sylvester pour les formes qua-
dratiques hermitiennes on obtient (comme dans le cas euclidien) un théoréme d’existence d’une base orthonormée
dans tout espace hermitien. Ce théoréme d’existence nous permets de classifier les espaces hermitiens & isomor-
phisme prés. Soit (E, @), (E', ¢’) deux espaces hermitiens. Un isomorphisme d’espaces hermitiens f : E — E’ est
un isomorphisme d’espaces vectoriels complexes tel que, pour tous u, v € E on a ¢'(f(u), f(v)) = ¢(u,v).

Théoréme 3.2.11 (la classification des espaces hermitiens)
1. Tout espace hermitien admet une base orthonormale,

2. Tout espace hermitien de dimension n est isomorphe (en tant qu’espace hermitien) a l'espace hermitien
standard (C™,{-,-)st). Plus précisément, pour toute base orthonormale B = (fi,..., fn) de (E, ), Uappli-
cation fp: C" — E donnée par fg(z) := Y, | z;f; est un isomorphisme d’espaces hermitiens.
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