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I - Introduction : la loi de Hardy-Weinberg

BUT : étude de 1’évolution du patrimoine génétique d’une population

On considere un gene avec 2 alleles A1 et Ay
~» fréquence des génotypes A1A1 (p,), A1As (2q) et AsAs (p,)

Fréquence des génotypes aux générations suivantes ?
génération 1 : génération 2 :
AA; ((pi+9)?) AA; ((pi+9)?)
AtAs (200 +9)(g+p2) ) ArAz (200 +9)(g+p2) )
A2Az ((q+p.)*) A2Az ((q+p.)?)




Loi de Hardy-Weinberg

Stabilité de la répartition des génotypes des la 2°*¢ génération

> AlAl (052 ), A1A2 < 20&(1 —Ck) ) et A2A2 < (1 —()4)2 )

Remarque : fortes hypotheses sur la population
- panmixie
- population de grande taille

- population isolée (ni migrations, ni mutations)




II - Modele de Wright-Fisher

1 - Hypotheses

On suppose : - population diploide de taille constante N
- fécondations au hasard et indépendantes
- population isolée (pas de migrations)

- ni mutation, ni sélection

On note X; le nombre d’alleles A; portés par la génération ¢, ¢ € IN.

~> génération initiale : N individus et X alleles A4

~> génération t . N individus et X; alleles A

AXt est une variable aléatoire!

On connalit ’ensemble des valeurs possibles pour X; (0, 1, 2--- ou 2N),

ainsi que les fréquences respectives.
Mais la valeur prise va dépendre de ’expérience.




2 - Loi de X;

BUT : calculer la loi de X1 connaissant X;

~» Effectif des génotypes a la génération t :
AlAl (nl), A1A2 (2m) et A2A2 (??,2) — Xt = 2711 + 2m

~> Fréquence des génotypes a la génération t :

A1A; (B), A1As (22) et AgAy (22)

~» Fréquence des génotypes a la génération suivante ?
Soit Z; = nb d’alleles A du k®*° individu de la génération t + 1

AiA,: TP(Z, =2) — (5(_1\157)2

A1As: P(Zp=1) _ 2%(1_%)

AzAz . IP(Zk — O) ( B 5(—]\?)2




Rappelons que X; est connu. On

Comme IP(Z; =2
1
0 =1

» 2N

alors la loi de Zj sachant X; = ¢ est une loi binomiale B (2 U )

On répeéte une expérience aléatoire plusieurs fois (on examine chaque chromosome du k€™M€ individu)
et on compte le nombre de fois ou un critére particulier ¢ apparait ( ¢ = allele Aq).

Les résultats doivent étre indépendants

2éme

(le fait que le chromosome porte ou non Aj ne dépend pas de l’état du 1er).

On obtient une loi binomiale B(nb de répétitions de ’expériences , probabilité que ¢ apparaisse).

On veut calculer X311 = Z1+ 2o+ -+ 2y

= la loi de X;;; sachant X; = 7 est une loi binomiale 8(2]\7 : ﬁ)

(on considere les 2N alléles des individus de la génération t+1 et on compte le nombre de fois ou
I’allele Aq apparait)




3 - Stabilité moyenne de la fréquence de ’allele A,

Comme X;yq sachant X; = ¢ suit la loi binomiale 5 (ZN : ﬁ), alors

: , : . N\J CN2N—j
a) (X1 =X =i) = Chy (o) (1- o)
~» (X}); est une chaine de Markov de matrice de transition

| \J -\ 2N
P = (Py)i; avec Py = Cyy (ﬁ) (1 B ﬁ)

La valeur future de Xt—|—1 ne dépend du passé que par la valeur présente de Xg¢.

b) E(Xip | Xy =1i) = 2N X 5% =i
~» effectif constant en moyenne ; stabilité de Hardy-Weinberg ?

Le nombre moyen d’apparitions du critéere ¢ au cours des expériences indépendantes est :

nombre de répétitions de 'expérience X probabilité d’apparition de c

C) VCL’I“(Xt_|_1‘Xt:Z) IQNXﬁX(l—ﬁ) :z( —ﬁ)




4 - Perte définitive d’un allele

La chalne de Markov a 2 états absorbants : 0 et 2N
Tous les autres états sont transients.
= perte définitive d’un allele.

a) Combien de temps avant le dérive génique ?

On note 7' 'instant de perte d’un allele.

T est un temps d’arréet.

L’instant d’arrét ne dépend que du passé et du présent.

2N 2N 2N

B(T) = 4N | (1-5) (1= 5¢) + 3¢ In(39)




b) Quel allele reste ?

]E(Xt_|_1 ‘Ft) — ]E(Xt_|_1 ‘Xt) car (X¢)¢ est une chaine de Markov
2N 2N

Y (XX = )y = 3 il - X
1=0 1=0

~ (X¢)¢ est une martingale

Connaissant le comportement passé de (X¢)¢ : X, X1, X¢,

la meilleure prédiction qu’on puisse faire pour la valeur future de Xt—|—1 est Xy.

PaI' CODSéquent, Vt 6 ]N, ]E(Xt) — XO En moyenne, une martingale est constante.

Et aussi, E(X7) = Xj
avec [E(X7p)=0xP(Xpr=0)+2NIP(Xp =2N)

—> IP(A. disparait ) = gf_]{}




III - Application aux mutations

1 - Probabilité de fixation d’une mutation

instant initial = apparition d’une mutation

On note A4 lallele muté et Ao 'ensemble des autres alleles.

Soit X; le nombre d’alleles A portés par la génération ¢, ¢t € IN.
Remarque : Xg =1

D’apres précédemment,
IP( fixation de la mutation ) = IP(Aq disparait ) = 52
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2 - Théorie de ’horloge moléculaire

Le taux d’apparition des mutations est constant
(indépendant de t et du locus considéré).

Notons i le taux de mutation par locus, par génération
et fo la proportion de mutations neutres (non létales).

~» nombre moyen de mutations neutres par locus, par génération
= 2N fopu. On note g = 2N fou.

Soit S; = nombre de mutations neutres apparues en ¢t générations.

Alors (S;)s>0 est un processus de Poisson de taux &.

On observe 'occurence d’événements qui surviennent avec un taux constant ;
les nombres d’occurences sur deux intervalles disjoints sont indépendants;
il ne se produit pas 2 occurrences de 1‘événement simultanément.

Le temps d’attente entre deux occurrences successives est sans mémoire.

Remarque : pour des considérations phylogéniques, on mesure le

temps en unités de générations ou de 2N générations.
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~ taux de mutation neutre = 2N fyu x IP( fixation d’une mutation ).

— taux d’évolution kg = fou.

Soit K = nombre de mutations neutres apparues en 1" générations
susceptibles d’etre fixées.

Alors K suit une loi de Poisson P(koT )

Remarque : IE(K) est indépendant de la taille de la population !

On observe 1'occurence d’événements indépendants qui surviennent avec un taux constant ;

le temps entre deux occurences successives est sans mémoire.
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IV - Différences entre séquences d’ADN
1 - Hypotheses

On suppose : - population diploide de taille constante N
- fécondations au hasard et indépendantes
- population isolée (pas de migrations)

- pas de sélection

IP( 2 chromosomes de la génération t+1 soient issus du méme
chromosome de la génération t ) = -

Soit M = nombre de générations écoulées depuis ’ancétre commun.

Alors M suit une loi géométrique G (ﬁ)

On répéte une expérience aléatoire plusieurs fois (on examine les générations antérieures)
et on compte le nombre de fois ol on répéte ’expérience avant d’obtenir un succeés (ancétre commun).

~> temps moyen d’attente = IE(M) = 2N générations.
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2 - Temps de coalescence

On s’intéresse au temps de coalescence de 2 chromosomes.

M

T3 = temps de coalescence = 5% : unité de 2V générations.

Comme P(M =m) = (1—ﬁ)m_1 (ﬁ)a

2Nx

2Nx
alors IP(Th) <x) = P(M=m) = 1—(1— L
2N
m=1

On se place dans le cadre d’une population de grande taille.
alors IP(Th <x) ~1—e "
donc le temps de coalescence T5 suit une loi exponentielle £(1).

De méme que la loi géométrique, la loi exponentielle est sans mémoire.
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3 - Nombre de mutations depuis la divergence

Population ancestrale composée de N4 individus.
Il y a I générations, divergence en 2 sous-populations.
Considérons 1 séquence d’ADN dans chaque sous-population.

Q sous-population 1

/ (N1)

Population ancestrale Q divergence
(Na) 1 N

ancétre (N3)
commun O sous-population 2

Depuis I'instant de divergence, chaque séquence a subi
indépendamment une évolution due a des mutations.
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Soit K; = nombre de mutations neutres apparues en 1’ générations
sur la séquence 1, susceptibles d’etre fixées.

horloge moléculaire = K, suit une loi de Poisson P(kOT )

Remarque : Le taux d’évolution kg = fou ne dépend pas de 'effectif

des populations N7 et Ns.

Ainsi, K1 + K5 suit une loi de Poisson P(ZkOT) (ko = fop ).

— IE(K1+K2> = 2f0,uT et V&T<K1+K2) = 2f0uT
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4 - Nombre de mutations ancestrales

On note x le chromosome transmis par ’ancétre commun.

Population ancestrale (2N4 chromosomes) ~~» 2 sous-populations

XX

XX
XX /

t = T divergence

XX N

ancetre Ce XX

commun XX

A La mesure du temps est rétrograde!

17



Depuis 'instant de coalescence, chaque séquence a subi

indépendamment une évolution due a des mutations.

Soit K} = nombre de mutations neutres apparues en ¢t générations
sur la séquence 1, susceptibles d’etre fixées.

horloge moléculaire = (K});>o processus de Poisson ( fou)

Ainsi, (K} + K?)i>0 est un processus de Poisson, de parametre 2 fq .

— ity temps d’attente entre deux mutations susceptibles

d’étre fixées sur 'une ou 'autre des séquences,

loi exponentielle £ (2 fo ,u)

temps d’attente en unités de 2N, générations

loi exponentielle £ (HA) (QA — 4NAf0,u)
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ancétre commun séquence 1
I Ka

Population ancestrale _ __ divergence

T

coalescence

Les séquences 1 et 2 sont issues de populations qui ont divergé.

L’ancétre commun se trouve donc dans la population ancestrale.
D’ou T2 Z T.

T est sans mémoire = P(Ty > T + 5|1y > T) =1P(15 > s).

Le temps d’attente de la coalescence, depuis ’instant de divergence suit une loi £(1).
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T> et Th; sont indépendantes, avec Th ~ E(1) et Thy ~ E(04)

Le temps d’attente avant la coalescence ne dépend pas du nombre de mutations

opérées sur le chromosome.

donc IP(Ty < Ts) = 1ing

K, = nombre de mutations ancestrales

(entre la divergence et la coalescence)
L’événement {Tp; < To} est un échec répété k fois avant le premier succes {T);y > To}.
1
1+ 6, .

On répete donc l'expérience k-+1 fois avant d’obtenir le premier succeés de probabilité

Ainsi, K +1 ~ loi géométrique G ( - +19A)

Alors, IP(Ka=k) = ( 04 )k 1

14+60 4 14+60 4
et IE(KA) =04, V(LT(KA) — 04 (1—|—9A)

La translation des données translate le moyenne, mais le coefficient de dispersion est identique.
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Autre point de vue : file M/M/1

Temps de service = To ~ £(1)

Processus arrivée clients (mutation susceptibles d’étre fixées)

= (S¢)¢>0 processus de Poisson de parametre 6 4.

T5 est indépendant du processus d’arrivée des mutations.

On compte le nombre de clients K 4 qui arrivent pendant le temps de

service d’un client :

P(Ks=Fk) = / P(S, = k|To = t) et dt
0

9k+1 o0
A tk:—l—l 6—(9A—|—1)t
k+ 1) J,

(55)
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5 - Nombre de mutations totales

K = nombre de mutations totales (depuis la coalescence).

ancetre commun
L Ka
Population ancestrale _ __ divergence

T

coalescence

Alors, K = K, + K, + K5, somme de variables indépendantes.

et  Var(K) = Var(Ka)+Var(Ki+ Ky) = 04(1+04) +2ufoT
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Conclusion :

Malgré ’hypothese de ’horloge moléculaire, le processus du nombre
de mutations susceptibles d’étre fixées depuis la coalescence n’est pas

un processus de Poisson si la population ancestrale a divergé.

Si c’était le cas, K suivrait une loi de Poisson,
et on aurait [E(K) = Var(K).

Var(K) 05 +0a+2pfoT
- Oa+2pfeT

Or,

avec 04 = 4N 4 fou.
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V - Sélection naturelle

1 - Hypotheses

On suppose : - population diploide de taille constante N

- fécondations au hasard et indépendantes

- population isolée (pas de migrations)

Coefficient de sélection s qui mesure 'aptitude des génotypes.

s tient compte de : - la probabilité de survie jusqu’a 1’age adulte

- la fertilité

Coeflicient de dominance A qui ajuste s pour les hétérozygotes.

Remarque s et h sont >0 ou <0;

s et sh sont de ’ordre du %.
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Soit p la fréquence de 'allele A pour les adultes de la génération O.

On étudie la fréquence des génotypes a la génération suivante.

Pour 'exemple, on suppose s = —0.05, h=0, p=0.9, N = 100.

Génotype A1A1 A1A2 A2A2
Fréquence (nais.) p? (81%) 2p(1 —p) (18%) (1 —p)* (1%)
Aptitude 14 2s (0,9) 14 2sh (1)

Nombre (adulte) Np®(1+2s) 2Np(1—p)(1+2sh)
(73) (18)

p” (1+2s) 2p(1—p) (1+2sh)

Fréquence (adulte)

(79%) (20%)

avec w = p? (1 +2s) + 2p(1 —p) (1 + 2sh) + (1 — p)?
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2 - Evolution de la fréquence de ’allele A4

X; = nombre d’alleles A, portés par la génération adulte ¢,

(apres sélection) avec t € IN.
Alors X;1 sachant X; = ¢ suit la loi binomiale B (2]\7 : %)-
. . : - 2N —j
]P(Xt+1:]’Xt:%) = Ciy i’ (L—vpy)"

(1—|—23) + 55 (1= 5%) (1 + 2sh)
ﬁ2(1+25) + 250 (1 — 550 (14 2sh) + (1 — 55)2

avec P; =

~» (X¢)¢ est une chaine de Markov de matrice de transition

P = (Py)i; avec Py =Chy/ (1 -

>2N—j

La chaine de Markov a 2 états absorbants : 0 et 2V
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x; = fréquence de l'allele A, dans la génération adulte ¢,
(apres sélection) avec t € IN.

2% (14 28) + 2¢(1 —x4) (1 + 2sh)

Alors x;41 =

22 (14 28) 4+ 2x4(1 — x4) (1 + 2sh) + (1 — x4)?

Les fréquences o = 0 et 1 sont les seuls points d’équilibre.
Si s<0 =— Ajs’éteint; si s>0 — A, s’éteint.

Si s=0 = IP(fixation del'alltle A; ) = 22.
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3 - Approximation par une diffusion

Si D'effectif de la population est grand,

on approche la chaine de Markov par une diffusion.

a) Moyenne et variance de ’accroissement de la fréquence

Notons M; 'accroissement moyen de la fréquence entre t et ¢t + 1.
Mo - B(% - 5| xi-)
v E( X —i| Xy, =14)
ﬁXQN%—ﬁ:%—ﬁ

Xi¢41 sachant X; = ¢ suit la loi B(2N, ;).
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Et aussi V; = variance de 'accroissement de la fréquence.

Xet1 Xy g
Vi Var( SN S Xt—z)

2
ﬁm((xm =)’ X =i) - o (IE(XtH —i| X =i))

.2
IE(Xt+1 ’Xt—Z) + JW — 2N2 E(Xt+1|Xt—’L)

)

Remarque : M; et V; ne dépendent pas de la génération ¢ considérée,

mais seulement de 72 et de N.
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b) Calcul sur des exemples

On note x =

e |0,1].

Cas d’une population de tres grande taille.

72
aNy &

On cherche un équivalent lorsque x — 0; on les note Mg, et Vi,.

Rappel : My = ¢; —x et Vi = ¢Z(;N¢ i)

_ z(1—x)

e ni mutation, ni sélection : ¢, = =— My, =0et Vs, N

z? (142s) + x(1—x) (1+2sh)
22 (142s) +2x(1—=x) (14+2sh) + (1—x)?

— Ms, ~ 2sz(1 —2)((1 —2h)x+h) et Vip = z(l-z)

2N

e sélection, dominance : v; =

e mutation réciproque A1 —— As et As —— A,

Vvi=1—x)v+z(l—p)
— Ms,=(1—x)v—zp et Vs =~ =
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c) Introduction d’une EDS

Exemple : évolution dynamique d’une population isolée.

X; = eflectif de la population a I'instant ¢.
t
_ _ Xy
’Xt_XO+/pXT( k)?“.
0

t
~ X; = Xo + /0 m(X,.)dr, avec m(x):px(l—%).

e Modélisation de l'aléa par le mouvement brownien (Wy)i>o.

t t
EDS:X; = Xo + / m(X,) dr + / o(X,) dW;
0 0

Remarque : X, est une variable aléatoire !
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Equation Différentielle Stochastique (EDS)

¢ ¢
X: = Xo T+ /0 m(X,)dr + /0 o(X,)dW,

D’apres le calcul stochastique,

1
m(x) = ll_I)% . E(X, 1 — X, ‘ X, = ©) = accroissement infinitésimal
1

o*(w) = lim = B (X, —X,)"|x, =)

e—0

On mesure le temps par échelle de 2N générations.

. X r ’ \ , ’ .
Ici, X, = 55~ lafréquence a la génération E(2NT), et € = ﬁ

donc m(x) = Nlirfrl 2N My, et o?(x) = Nliril 2N (Vsy + Ms,”)
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Rappel : m(x) = Nl—igloo 2NMs, et o?(x) = N]_i)I_Ii_lOO 2N (Vs + Ms,° )

:1:(1 x)

e ni mutation, ni sélection : My, =0 et Vi, SN

= X, = Xo+/0 VX=X, dW

e sélection, dominance : M, ~ 2sz (1 — x)((1 — 2h)z + h)

pour h = =, ona Ms,~ sx(l —x) et V(;a;NM

t
— X = XO+/()&XT(1_XT dT—|—/ \/XT]‘_XT

Le coefficient de sélection s est de Iordre de = ~ -

On pose a = 2sN ; s et 52N sont négligeables.
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e mutation réciproque A4 ., Ay et Ay —— Ay

Ms, =v(l —x) — ux et Vgi,;%x(;—&x)

t
— Xt — XO+/O <’Y1(]‘_XT>_’Y2XT dT+/ \/XT 1_XT

Les coefficients de mutation p et v sont de 'ordre de N'

On pose 1 = VN et 79 = VN ;
2N 1?2, 2N v? et 2N pv sont négligeables.
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4 - Lien avec les EDP

a) Formule de Feynman-Kac

Rappel : X, = XEZ(]QVN ) la fréquence a la génération E(2Nr)

t t
X: = Xo + /O m(X,)dr + /O o(X,)dW,, (0<x,<1).

On note 7, = inf {t > 0] X, = 0 ou 1 sachant que X, =z}

e X, =0oul = IE(x,) =P(x, =1), noté u(z)

m(z) o (z) + %a%) W(z) = 0,

u(0) =0 et u(l) =1

est solution de

e [£(7,), noté v(x) est solution de
/ 1 1!

m(x) v (x) + 5 o’ (z) v (z) = —1

v(0) =0 et v(l) =0
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b) Probabilité de fixation

~ IP(x, atteigne la valeur 1 avant la valeur 0 | x, = )

1
m(x) u'(z) + 502(x) u'(z) = 0, si0<z<1

solution de

e ni mutation, ni sélection : m(z) =0 et o*(2) = 2(1 —2) = u(x) = x

~» [P ( fixation allele Ay | Xo = x ) = x et IP( fixation mutation ) = ﬁ

e sélection, dominance (h = %) :m(z) =~ ax(l —z) et o?(z) =~ z(1 — )

= 2ax
— U(SIJ) = 11_66—_2(1, avec o = 2N s.

. . ___—2s
~s ]P( fixation mutation ) = 11—6+4N ~ 1_62—_54]\,
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Importance de la sélection : N = 10°, z; = %

(}énotype f&lel 1%1[&2 1&2!&2
Aptitude 142s 14 2sh 1

Absence de sélection (s = 0) Sélection faible (s = 107°)

w(3) = 0,5 w(l) = 1= ~ 0,88

1—e—4

u(ﬁ) ~ 2 x 107°
Ainsi, méme si s est faible, 'influence sur la probabilité de fixation
d’un allele ou d’une mutation est grande

(car a I’échelle de nombreuses générations).
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c) Temps de fixation

~ ]E( temps d’atteinte d’une des valeurs 0 ou 1 ’ Xo = x)

1 2 17 .
—o“(x) vV (x si0<zxz<1
solution de 2 (z) v(@)

v(0) =0 et v(l) =0

e ni mutation, ni sélection : m(z) =0 et o”(z) = z(1 — )

— v(z) = —2(zhz+(1-2z)In(l—2)) >0car 0 <z < 1.

~» [E( temps de fixation d'un des alleles A; ou Ag | Xg =)
= — 4N (z Inz + (1 — z) In(1 — z)) générations.

1

Si = 5, on obtient le temps maximal d’attente :

temps moyen de fixation d’un des alleles ~ 2,8 N générations.

38



d) Evolution de la fréquence en fonction du temps

Notons ¢(t,z) = P(2L <z| 22 =p)

¢ est solution de 1’équation de Kolmogorov backward

99 (t, ) — p(x)22(t, ) — Lo2(x) L4 (t,x) = 0
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e) Conclusion sur la sélection

théorie de ’horloge moléculaire

~» détection de mutations sélectionnées

— nombre de mutations neutres sélectionnées apparues en t

générations et susceptibles d’étre fixées.
Alors, IE(K) = 2Npfot — 5w

On a supposé s = cste,
on peut supposer que s suit une loi de densité f donnée

(exponentielle, normale...)
oo 25

2N f(s)ds.

Dans ce cas, E(K) = 2N,uf0t/

— 00
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