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1 Functions with several variables

Exercice 1. Representer graphiquement les ensembles de points suivants:

{(z,y) eR*: >0 et y>u}

1

2.
{(y) eR?: z+y-1>0} ©)
3.
{(z,y) €ER?: z4+y—1>0 et >0 et y <1} 3)
4.
{(z,y) eR?: 2® +4° <1} (4)
5.
{(x,y) eR?: 1< 22 +42 <4} (5)
6.
{(,9) €R?: z+y—1>0 et 2+2y+1>0 et y<1} (6)
Exercice 2. Determiner les domaines de definition des fonctions suivantes et les representer graphiquement:
2
Tz Yy T z? —y
L) =2+ L 2 fen) =van 5 S = (14 2), a4 s =[S
Exercice 3. Calculer les limites suivantes si elles existent ou montrer quelles nexistent pas :
3 3 ;
: Ty : 2 2 2 21 . sin(z — )
1. lim —_— 2. lim ¢ +y°)In(z* +y*)2, 3. lim —,
(z,y)—(0,0) = —y (Zyy)H(O,O)( ) ) (z,9)=(2,2) /|z — y|
A . 1 1 5 i sin(1/z) 6 y 4y? — 22
. im ———exp— | — |, . im " . im .
(,9)—(0,0) /22 + 92 Va2 + 42 (@,9)—(0,0) \/]z — y] (@)—(2,1) (z — 2y)3
Exercice 4. (Relation entre la limite et la limite en coordonnées polaires) Soit f une fonction a valeurs réelles définie

sur une partie ouverte D (ceci va nous permettre de definir la limite a n’importe quel point de D) de R2. Soit (xg, yo) € D.

En utlisant la définition de la limite, prouver que lim f(z,y) =1 est equivalent a lim sup f(xo + rcosb,yo +

z,y)—(x0,Y0) r=0g¢[0,27[
rsinf) = 1.

Exercice 5. Trouver les derivees partielles d’ordre 2 au point (0,0) pour les fonctions suivantes:




zy(a® — y?)
) = 5 5 ) 070 )
Fly) =T @) #0.0)
f(0,0) = 0.
2.
f(z,y) = z? arctan y_ y? arctan E, z#0,y#0

z Yy

flz,y)=0, =0 ou y#O0.

Exercice 6. Considérons la fonction f definee par

LAV (a,y) # (0,0)
x,y) = z2ty .
e { 0, (z,4) = (0,0). (7

1. La fonction f est-elle continue en (0, 0)?

2. Calculer derivées partielles d’ordre un f. La fonction f est-elle de classe C1?

Exercice 7. Considerons

2_ .2
devle=yT) | (z,y) # (0,0)

fl@,y) = 224y (®)
0, (z,y) = (0,0).
.y ) of of
1. Calculer les derivées partielles 8—(330, Y0), a—(mg,yo) pour (zo,yo) # (0,0).
T Y
. . af of 0% f 9% f
2. Calculer les derivées partielles —(0,0), —(0,0), 0,0), 0,0).
veesp 8:}0( ) ay( ) axay( ) 8y8:}c( )
Exercice 8. Soit f une fonction a valuers reelles et differentiable sur R2. la fonction f est dite homogene de degré k si
pour tout x € R2 et A >0, on a
fO@) = N f(a).
1. Soit oo > 0 donnée. Verifier que la fonction suivante est homogeéne de degré 1 (un):
fla,y) =ay'™®
2. Montrer que toute fonction f homogene de degré k, elle verifié
af of
ox oy
Exercice 9. Soit f une fonction a valuers reelles et de classe C2(R?). Considerons la fonction h definie par:
h(r,0) = f(rcos@,rsinb).
Montrer I'identité suivante:
1 1
fac:c + fyy = hrr + 7h90 + *hr~ (9)
T r
Exercice 10. Soit p € N et considérons la fonction f definee par
(Zl‘ + y)p sin ;7 (:L'a y) 7£ (07 0)
flz,y) = Vaity? (10)

0, (z,y) =(0,0).



1. Disculter suivant les valeurs de p la continuité et la differentiabilié de f.

2. Pour quelle valeur de p, la fonction f de classe C1?

Exercice 11. Méme questions de ’exercice precedent pour la fonction suivante (utliser deux methodes differentes)

z? 2)P gin ———, (=, 0,0
flz,y) = (z* +y*) NZzEy (=, y) # (0,0) )

0, (z,y) = (0,0).

Exercice 12. Considérons la fonction F' definee par

F(z,y) = max(xQ,yQ,zy). (12)

1. La fonction F est-elle differentiable au point (0,0). ?

2. Soit a > 0. Montrer que F' n’admet pas des derivees partielles au point (a, a).

Exercice 13. Soit p > 0 et considérons la fonction F' definee par

F(z,y) = |zyl?. (13)

1. Calculer les derivees partielles au point (0, 0).

2. Pour quelle valeur de p, la fonction F est differentiable au point (0,0) ?

2 Les séries numériques

Exercice 14. Determiner la nature des series dont les termes generaux sont
2 a\n® 2 1\
1. Uy = exp (an®) (1—7) , 2.Un="Yn-1, 3. Up=(1—-cosln)Vinn, 4. U,= (nsinf)
n n
Exercice 15. Calculer la somme des sries dont le terme general u, est donné par
2 1 5™
1.Un:nn(n7+),n21. 2. Uy = , n>0. 3. Up=——, n>3.
(n+1)2 (n+1)(n+2)(n+3) 8n—3
1
4. Up=In(142*"), n>0, 0<z<1l. 5. U=— n>0 14
" ( ) = " Bn+1D)@Br+4) T (14)
Exercice 16. En utilisant une comaraison avec une serie geometrique, determiner la nature des series dont les termes
generaux sont
3" 4+ nt cosh(2n) ( 1 1 )”
1.0, —_— 2. =—= 3 Uy=|(-+— 4. Uy, = tanh(n + a) — tanh(n
" 5n 4 70 " 7 cosh(3n) " 2 2n " ( ) (n)
1 ny—n
5. Un = T a2n’ 6. Un =B+ (-1)™")"". (15)
Exercice 17. En utilisant une comparaison avec une serie de Riemann, determiner la nature des series dont les termes
generaux sont
1 _1-2 1 2 Inn
1.Up, = 1l—cos—, 22.U,=7 -1, 3. Up=n n, 4. U, =exp|(cos— | —exp|cos— |. 5. U, =2
n n+1 n n

5. Up = n2a¥", a > 0. (16)



Exercice 18. En utilisant les regles de Cauchy et Alembert, determiner la nature des series dont les termes generaux

sont
n! n! a™ 1\" a™
1.U, = —, 22U,=—, 3. Up=—, 4. Uy, = — | . 5 Up=
" an T " pe " (a+n) "7 (A+a)(1+a?)...(1+a")
xz\—n? sin?n\"
5. Uy = (1 + 7) 6. Up = (7) , (17)
n n
Exercice 19. En utilisant une comparaison avec une serie de Bertrand, determiner la nature des series dont les termes
generaux sont
1 1 —a
l.Un:(1fexp(—)>\/lnn7 2. Up,=—, 3. Up,=n" -1, a>0.
n2 Inn!
Exercice 20. Determiner la nature des series dont les termes generaux sont
3
1\\ " (n)2 (n!)2 n* 1
1. Up = (cosh| — , 2. Uy = , 3. U= , 4. U, = , 5. Up=
" ( (n)) "7 (2n)! " on? " pb—1 " ln"n
1 1 n3 1424...+n
6. Up=—-—, Up=—F———, 8 Up,=——, >-1,, 9. Uy=—F—"FF7""—
" (In™)Inn " In(n2 +n+1) " 14+ o)™ @ " 124224+ ... 4+n2
™41 1 1 1
10. Up = 274_, 11. U, = 2_ﬁ, 12. Up = ————=, 13. U, =exp (7) —exp( ) , a>0.
a™ +n vnn+1)(n+3) n n+a
Exercice 21. Soit ¢ une fonction de classe C? sur un intervalle contenant 0. Etudier la nature de la serie dont le terme
general est 1 1
Un = f(=) + f(==) — 2£(0). (18)
n n
Exercice 22. Determiner I’ensemble des (a, b, ¢) pour lesquelles la serie dont le terme general suivant est convergente
1 c
Uy = - —. 19
" an+b n (19)
Exercice 23. En utilisant les criteres d’Abel et Leibnitz, determiner la nature des series dont les termes generaux sont
" 1 1" b
1. (=) arctan —, 2. sin7r<n+g), 3. ¥(a;ﬁ0), 4. m, a>0et ad2nZ
n n n n® 4+ (=1 o
—-1H" in 2
_EDr (71)”( n2+1fn), 7. 1n(1+cosn), g, —>men (20)
n+2sinn vn nZ—n+1
3 Suites de fonctions
Exercice 24. Considerons la suite de fonctions (fn)n definies par:
nx
x) = , z€0,1]. 21
In(@) = 7 e o] (21)
1. Tracer sommairement les courbes de f1, f2, et de f3.
2. Verifier que la suite f;, converge simplement vers une fonction f a determiner.
3. Cette convergence est-elle uniforme 7
4. donner quelques ensembles ou la convergence est uniforme.
Exercice 25. Considerons la suite de fonctions (fn)n definies par:
T
x) = , x€][0,1]. 22
In(@) = =1 e o] (22)



1. Montrer que f, converge uniformement vers la fonction nulle notée par f..

2. Verifier par les calcules que nous avons bien:

Jim /01 fn(x)da::/ol F()da. (23)

n—oo

Exercice 26. Etudier la convergence simple et uniforme des suites de fonctions suivantes sur I’ensemble I
1.
T
fn(z) = , I=[0,1], I=10,4o0]. (24)
T+n
2.
nx
fn(w):mv I'=R. (25)
3.
T
fn(z) = 2 I=R. (26)
4. 3
fn(z) = w, I = [07 1}. (27)
1+ nx
5.
2 —1
fn(z) = porSEE I=R, I=]l,400[, I=][a,+oo[,a>1. (28)
g sin?? x — 1
= """ =R 29
Fa(2) sin?” z + 1 (29)
7. ,
sin” (nx) 7
fowy = | S o €] ma\0) 50)
0, x =0.
8.

n3, r=n.

fn(m){ 0, z € R\ {n} (1)

9. Sur [0, 1] et puis sur [0,a] avec 0 < a < 1

fn(@) = n(@" —2"*) (32)
10. Sur Rt
fn(z) =nzexp (—nz), a>0. (33)
11. Sur R
Jn(x) = T a2’ In(z) = %, fn(z) = zarctan(nz). (34)

12. Sur [0, 4o0| et puis sur [a, +oo| avec 0 < a

7w+ n2x?
=sin | —— 35
o) =sin (TELE) (35)
Exercice 27. Considerons la suite de fonctions (frn)n definies par:
2"
=—"— _ zelo1] 36
@) = s, @ e 0,1] (36)
1. Montrer que f, converge simplement vers une fonction notée par f.
2. Comparer
1 1
lim fn(z)dr et / f(z)dx. (37)

En deduire que la convergence de f, n’est pas uniforme.



Exercice 28. Considerons la suite de fonctions (frn)n definies par:

™ +n”
Ful@) = e

z € [0, +oo]. (38)
1. Montrer que f, converge simplement vers une fonction notée par f.
2. At-on la convergence unifome sur [0, +oo[ ?

3. Montrer 'inegalité suivante, pour tout o, 8 > 0:

o+ 2
7’8 < . (39)
a?2+p2 7 a+p
4. Utliser l'inegalité (39) pour montrer la convergence uniforme sur tout intervalle [a, +oo[ avec a > 0.
Exercice 29. Considerons la suite de fonctions (frn)n definies par:
fo(z) =z "z, ze€[-1,1]. (40)
1. Justifier que f, converge simplement vers une fonction f a determiner.
2. Montrer la convergence unifome de f, vers f.
1
3. En deduire la limite de la suite U, = / fn(z)dx.
-1
Exercice 30. Considerons la suite de fonctions (fn)n definies sur [0, 1] et verifié la relation reccurente suivante:
1 2
fnp1=1- 1 (fn)", (41)
avec
fo(x) =z, =z €][0,1]. (42)
1. Justifier que f, converge simplement vers une fonction constante f a determiner.
2. Montrer que: 1
3. En deuire la convergence unifome de f, vers f.
Exercice 31. Soit up, une suite de limite u et v, > 0 une suite de limite v > 0. Montrer que la suite de fonctions (fn)n
definies sur [0, +o0[ et verifié la relation reccurente suivante converge uniformement sur [0, +-o00[:
T+ u
frti(@) = ——. (43)
x + vn
Exercice 32. Soit f,, une suite de fonction converge uniformement vers f sur R.
1. Montrer que si f est bornée, alors exp(fn) converge uniformement vers exp(f) sur R.
2. Donner un contre exemple si f n’est pas bornée.
Exercice 33. Soit f une fonction continue sur [0, 1] telle que f(0) = 0 et ¢, une suite de fonctions continues sur [0, 1]

qui verifiée les deux proprietés suivantes:

1. La suite ¢n est bornée (rappelons que pour chaque n, la fonction ¢, est continue sur le compact [0, 1]. Elle est donc

bornée et atteint ses bornes, i.e. existe My > 0 tel que m[ax] lon(z)] < My), existe M > 0 telle que:
z€[0,1
|90’ﬂ($)| S M7 Vo € [07 1]
2. Pour tout « €]0, 1], ¢ converge uniformement sur [a, 1]
Montrer que le suite de fonctions f¢, converge uniformement sur [0, 1].

Exercice 34. Considerons la suite de fonctions
fn(z) = n(cosz)”sinz, =z €0, g[

Etudier la convergence et uniforme.



4 Series des fonctions

Exercice 35. Considerons la serie de fonctions definie par:

>\ exp (—nx) sin(nx)
Z In(1+n) ’ (44)

n=1
1. Etudier la convergence simple de cette serie sur [0, +ool.

2. Etudier la convergence uniforme de cette serie sur [a, +oo|, avec a > 0.

Exercice 36. Considerons la serie de fonctions definie par:

Z sin:;x). (45)
n=1

1. Montrer que cette serie converge vers une fonction notée f pour tout = € R.
2. Montrer que f est continue.

3. Montrer que

™ el 1
f(z)dz =2 —_—.
/ 2 G
, > cos(nx)
VzER, fl(x) =Y —5—.
n=1
0 n=1 n n=1 (2n + 1)
Exercice 37. Considerons la serie de fonctions definie par:
et (46)
n n4+1
n=1

1. Montrer que cette serie converge uniformement sur [—1, 1].

2. Montrer que cette serie converge normallement sur [0, 1] mais pas sur [—1,0]

Exercice 38. Considerons la serie de fonctions definie par:
o0
1
Z 1+ n’ (47)
n=1 z
1. Montrer que cette serie converge vers une fonction notée f pour tout = €]1, +oo|.
2. Montrer que f est continue.
3. Montrer que f est de classe C1.
4. Expliquer pour quoi f est de classe C*°.
5. Montrer qule lim f(z) = 4o0.
z—1t
Exercice 39. Montrer que la fonction suivante est continue sur ]0, |
ad 1
T) = _ 48
/(@) Z n!sin” z (48)
n=0
. . . . . . (=)™
Exercice 40. Montrer que la series suivantes est uniformement convergente sur [—1, 1] (Utliser le fait que Z
n

n>1

est convergente.):

=n"
. (49)
g n+xn

Exercice 41.



cos(nx)

1. Montrer que la serie Z est normalement convergente sur R. Soit S(z) sa somme.

=1 n(n+1)
2. Calculer S(0).
Exercice 42. Etudier la convergence Simple, Absolue, Uniforme, Normale) des series suivantes
1.
Z Vnzexp (—n?z), RY.
n>1
2.
> a™(nx)?, [0,1].
n>1
3.
Z % exp (—n2a?), [0, +ool.
n>1
4.



