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Exercice 1. Considerons la suite de fonctions (fyn)rn definies par:

fn(z) , = €[0,1].

ne
- 1+ nx
1. Tracer sommairement les courbes de f1, fa2, et de fs3.

2. Verifier que la suite f;, converge simplement vers une fonction f a determiner.
3. Cette convergence est-elle uniforme 7

4. donner quelques ensembles ou la convergence est uniforme.

Exercice 2. Considerons la suite de fonctions (fy)n definies par:

fn(z)

T
= s € [0,1].
1+nz @ €[0.1]

1. Montrer que f, converge uniformement vers la fonction nulle notée par f..

2. Verifier par les calcules que nous avons bien:

lim /01 fn(z)dz = /01 f(z)dz.

n—o0

Exercice 3. Etudier la convergence simple et uniforme des suites de fonctions suivantes sur I’ensemble T
1.
T
fn(z) = porpng I=1[0,1], I=10,+o0].
2.
nx
=——— I=R.
n(@) 1+ x2n?
3.
T
fn(z) = m7 I=R.
4. 3
o) = M H DR gy
1+ nz
5. o2
fn(z) = porSEE I=R, I=]l,400[, I=]a,+oo[,a>1.
6.
sin®"? ¢ — 1
=———, I=R
Fn(@) sin®” ¢ + 1
7. i
) = { S e - mal\{o}
0, x =0.
8.

n3, r=n.

fn(m)_{ 0, z € R\ {n}
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9. Sur [0, 1] et puis sur [0,a] avec 0 < a < 1

10. Sur Rt
fn(z) =nzexp(—nz), a>0.
11. Sur R
fuld) = s a0 = S f(e) = warctan(na).

12. Sur [0,4o0| et puis sur [a,+oo| avec 0 < a

) T+ n2x?
r) =sin | ——
fn(a) ( 1+ n?z )
Exercice 4. Considerons la suite de fonctions (fy)y definies par:
2"
In(®) = Tgngzr w1

1. Montrer que f, converge simplement vers une fonction notée par f.

2. Comparer

n—oo

lim /1 fn(x)dz et /1 f(x)dx.
0 0

En deduire que la convergence de f, n’est pas uniforme.

Exercice 5. Considerons la suite de fonctions (fyn )y definies par:
™ +n”
fn(z) = 2z © € [0, +ool.

1. Montrer que f, converge simplement vers une fonction notée par f.
2. At-on la convergence unifome sur [0, +oo[ ?

3. Montrer 'inegalité suivante, pour tout o, 8 > 0:

a+pB < 2

ey

4. Utliser l'inegalité (19) pour montrer la convergence uniforme sur tout intervalle [a, +oo[ avec a > 0.

Exercice 6. Considerons la suite de fonctions (fy)rn definies par:
folz) =2 2"z, z€[-1,1].
1. Justifier que f, converge simplement vers une fonction f a determiner.
2. Montrer la convergence unifome de f, vers f.

1
3. En deduire la limite de la suite U,, = / fn(z)dz.
-1

Exercice 7. Considerons la suite de fonctions (fyn)n definies sur [0, 1] et verifié la relation reccurente suivante:

fn+1 =1- i (fn)27

avec

fo(x) =z, =z €][0,1].

1. Justifier que f, converge simplement vers une fonction constante f a determiner.

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)

(21)

(22)



2. Montrer que: )
[fn(@) = f(@)] < o» Ve e [0,1].

3. En deuire la convergence unifome de f, vers f.

Exercice 8. Soit uy, une suite de limite u et vy, > 0 une suite de limite v > 0. Montrer que la suite de fonctions (fn)n

definies sur [0, +00[ et verifié la relation reccurente suivante converge uniformement sur [0, +ool:

T+ un

frti(z) = : (23)
x + vn
Exercice 9. Soit fn, une suite de fonction converge uniformement vers f sur R.
1. Montrer que si f est bornée, alors exp(fyn) converge uniformement vers exp(f) sur R.
2. Donner un contre exemple si f n’est pas bornée.
Exercice 10. Soit f une fonction continue sur [0, 1] telle que f(0) = 0 et ¢, une suite de fonctions continues sur [0, 1]

qui verifiée les deux proprietés suivantes:

1. La suite ¢n est bornée (rappelons que pour chaque n, la fonction ¢y, est continue sur le compact [0, 1]. Elle est donc

bornée et atteint ses bornes, i.e. existe My > 0 tel que m[ax] lon(z)] < My), existe M > 0 telle que:
z€[0,1
|90”7«(x)| S M7 Vo € [07 1]

2. Pour tout « €]0, 1], ¢ converge uniformement sur [a, 1]

Montrer que le suite de fonctions fy, converge uniformement sur [0, 1].



