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Exercice 1.

1. Determiner la transformée de Fourier de la fonction suivante:

flx)=1, |z|<La, (1)
et
f@) =0, |2| >a. @)
2. En utilisant le résultat obtenu pour evaluer

/°° sin(aa) cos(ax) da 3)

o0 M t
/ 0P . (4)
0 t

et

Solution Exercice

1. Notons par F(f) = f la transformee de Fourier de f. Comme f est paire, on a

fla)y = x f(t) exp(—iat)dt =

2m )

\/g/:o f(t) cos(at)dt

\/g/oa cos(at)dt. (5)
Flay =2 8ntee) ©)

—1 . . .
2. Notons par F. - la transformee inverse cosinus de Fourier. Donc

FUH®) = @), VtER\{~a,a} (M

Par consequent

et
FHW =5, vie {—a.a) ®)
Ceci donne
\/?/ f(a) cos(at)da = f(t), Vte R\ {—a,a} (9)
™ Jo

et
2 [, 1
= f(a)cos(at)da = =, Vte {—a,a} (10)
™ Jo 2

On remplace f par ’expression obtenu dans (6) pour trouver

/"O sin(aa) cos(at)
0

doo= Zf(t), VteR\{—a,a} (11)
o 2



et

/oo sin(aa) cos(at) dov — f7 Vi € {—a,a}.
0 « 4

sin(aa) cos(at)

Comme la fonction o +— est paire alors

«

/Oo %ﬂmm)da — nf(t), VtER\ {—a,a}

—o0

et
/°° sin(aa) cos(at)
- da =

E, vVt € {—a,a}.
o @ 2

Prenons a =1 et ¢t = 0 dans (11) pour trouver que
oo H
s
/ sin() T
0 e} 2
Exercice 2.

1. Calculer la transformee de Fourier des fonctions suivantes:

e Fonction Porte.

I(z) =1, |z| <=,
et
II(z) =0, |z|> %
e Fonction Triangle.
Ax)=1-la|, |2| <1,
et
Az) =0, |z|>1.

2. Verifier que 1 1
A(z) = H(z + 5) —I(z — 5)
3. En utilisant (20), verifier encore le resultat de transformee de Fourier de A obtenu dans la question 1.

4. Verifier que
IIxII = A.

5. En utilisant (21), verifier encore le resultat de transformee de Fourier de A obtenu dans la question 1.

Solution Exercice

1. Calcul des transformees de Fourier

e La fonction IT est presque la méme fonction f definie a I’exercice 1 avec a = 1/2. Donc
N 2 sin(&
II(a) =4/ — ﬁ
T o«

F(A)(a) = A(a)

e La fonction A est paire. Donc

1 oo
— / A(t) exp(—iat)dt =
27 J — oo

\/g/:o A(t) cos(at)dt
\/2/01(1 — t) cos(at)dt.

F(A)o) = Al) = ,(u)

Utilisons une integration par partie, on trouve

™ «

2 sin% 2
T a '

Il
o
I

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)

(21)

(22)

(23)

(24)



2. Avec un calcul direct, on trouve (20).

3. Appliquons le transformee de Fourier F aux deux cotes de (20) et utlisons le fait que F(¢')(a) = iaF(¢)(a) pour
tout ¢ assez reguliere et verifie lim ¢(z) = 0, pour trouver
|z|—+oo
’ C A 1 1
F(A) (o) =ialA(a) = F :1:»—>H(x+§) - F xHH(xfi) . (25)
Pour ¢ assez reguliere, nous avons la regle suivante qui concerne la transformee de la translation d’une fonction
F(z— oz +9)) = exp(ida)F (z — ¢(z)) . (26)

Utilisons cette derniere regle, 'expression (25) devient

F) ) =iah) = (ew()—ew(-)) () (@)
= 2isin(g)ﬁ(a). (27)

Ce qui implique, en utlisant (22)

>
&
|
)
2.
o | A&
n[R
VRS
e
2.
=
o |~
N]])
N~

™ «

) (%)2, (28)

Ceci confirme bien le resultat obtenu dans (24).

4. A T'aide d’un calcul simple et la definition suivante de convolution, on peut verifier (21).

oo
Flown)t) = [ it~ a)b(o)da. (20)
5. On utlise la regle suivante de la transformee de Fourier de Convolution:
Flextp) = V2rF (o) F (). (30)

Appliquons (29) pour ¢ = II = 4 et utilisant (21), on trouve

N 2
F(A) (o) = \/2#(1’[((1))
e\ 2
- ()
T o«
[2 /sin(2)\?
— 9,/=Z (ﬂ) . (31)
s «a
Exercice 3. Calculer Is transformees de Laplace suivantes:

1. L((t+2)ut) + 4+ 3)u(t —2)), 2.L ((t2 +t+1) exp(—?t)u(t)) , 3. L((cos(2t) — sin(t)) exp(—3t)u(t)), (32)
avec u est la fonction de Heaviside:
uwt)=1, t>0 (33)

et
u(t) =0, t<0. (34)

RAPPEL

£M0) = (3)

1

L(exp(at))(p) = b




a

L(sin(at))(p) = P ra (37)
L (cos(at))(p) = ﬁ (38)
L)) = (5. (39)
L(exp(at)f(t))(p) = F(p — a). (40)
L(f(t+ a))(p) = exp(at)F(p). (41)
avec I designe
F(p) = L(f)(p) (42)
L(z')(p) = —x(0) + pX(p) and  L(z'1)(p) = =2’ (0) — px(0) + p*X (p). (43)
avec X designe
X(p) = L(z(t)(p) (44)
Solution Exercice
1. Comme L est lineaire, on £ ((t + 2)u(t) + (t + 3)u(t — 2)) = L ((t + 2)u(t)) + L ((t + 3)u(t — 2)). Donc
L((t+2)u(t) + (¢ + 3)u(t — 2)) (p) = L (tu(t)) (p) + 2L (u(?)) (p) + exp(—2p)F(p), (45)
F(p) = L(f(t)(p), (46)
et
ft—2)=(t+3)u(t—2). (47)
Ceci donne
f(t) = (t+5)u(t). (48)
Nous avons alors 1 ) 1 5
L(E+2)ult)+(E+3)ult—2)(p) =5 +-+ (7 + 7) exp(—2p). (49)
p p p p
2. On utlise la relation suivante:
L ((t* +t+ 1) exp(—2t)u(t)) (p) = F(p + 2), (50)
F(p) = L((&* +t+Dut)(p)
. (51)
P prop
Par consequent 9 1 1
2 _ _
£( 44D ep(-20u0) ) = g+ g oy (52)
3. On utlise la relation suivante:
L ((cos(2t) — sin(t)) exp(—3t)u(t)) (p) = F(p+ 3), (53)
F(p) = L(cos(2t) —sin(t))u(t))(p)
_ _°P 1
T op24+4 pro41 (54)
Par consequent 43 1
£ ((cos(2t) — sin(t)) exp(~3t)u(t)) (p) = — (55)

(p+32+4 (p+3)2+1



Exercice 4. Calculer les originaux suivantes:
2 -1
e (i) () (2m)
(p+3)(p+4) (p+2)? pP+2p+5
Solution Exercice

1. A l’aide de la decomposition en elements simple des fractions, nous avons

p+2 o« n B
(p+3)p+4) p+3 p+4

=  aexp(—3t) + Bexp(—4t).

D’ou

2. A Tlaide de la decomposition en elements simple des fractions, nous avons

I 1 2

P+2? p+2 (p+2)?

exp(—2t) + 2t exp(—2t)

(1 + 2t) exp(—2t).

D’ou

3. Nous avons

p—1 p+1 2
PPH2p+5 (p+1D2 44 (p+1)2 44
D’ou
-1 1 2
c! (72 P ) & = £t (75" . ) (t)— £ (72 ) )
P> +2p+5 (p+1)?+4 (p+1)*+4
= exp(—t)cos(2t) — exp(—t) sin(2t)
= (cos(2t) — sin(2t)) exp(—t).
Exercice 5. En utilisant la transformee de Laplace, resoudre les equations differentielles suivantes:

2 (t) + z(t) = exp(t) cos(t),

z(0) = 2'(0) = 0.

2/ () + z(t) = tu(t) — tu(t — 1),
z(0) = 0.

Solution Exercice

1. Applications la Transformee de Laplace aux deux cotes de (63), utilisons le fait que £ (exp(t) cos(t))
et utilisons le fait que z(0) = z/(0) =0

2 p—1
+1D)Xp) = —— .

(r” +1)X(p) o111

D’ou

p—1

X = e

(56)

(57)

(58)

(59)

(60)

(61)

(62)

(63)

(64)

__ p=1
S (p-1)2+1

(65)

(66)



A Taide de la decomposition en elements simple des fractions, nous avons

p—1 _ ap + f8 p+4
((p—1)2+1)(p%+1) (p—12+1 p*+1
p—1 1 P 4
a +b + + : 67
pP-1D2+1 (-12+1 p>+1 p2+1 (67)
D’ou
- -1 ap + B vp+0
) =LV (X(p) (t) = L - +
O=L7XNO = G+ G-l e
p—1 1 P 4
= a + + +
pP-12+1 (p-12+1 p>+1 p?+1
= (acos(t) + bsin(t)) exp(t) + v cos(t) + I sin(t). (68)

Applications la Transformee de Laplace aux deux cotes de (64), utilisons le fait que L (tu(t) —tu(t — 1)) (p) =
1 1 1

— — (= + =) exp(—p), et utilisons le fait que z(0) =0

p p p

0+ DX(p) = p% - (% + %)exm—p). (69)
Donc
1
X = ot Eexp(fp)
1 1
T P ey 2O
- z% - % zﬁ - ]%exp(—p)- (70)

Appliquons maintenant la Transformee inverse de Laplace aux deux cotes de (70), on trouve

z(t) = tu(t) — u(t) +exp(—t)u(t) — (t — 1)u(t — 1)
= (t—1+exp(—t))u(t) — (t —1u(t—1). (71)
Exercice 6. En utilisant la transformee de Laplace, resoudre ’equation integrale suivante
x
f(z) =sinz + 2/ cos(t — z) f(t)dt. (72)
0

Solution Exercice

On peut prouver a travers des prolongements par zero que

£ ([ coste = onpteyae) () = £ co) D (1) ) (73)
0
Appliquons maintenant la Transformee inverse de Laplace aux deux cotes de (72) et utilisons (73), on trouve
1 2p
X(p) = + X(p)- (74)

_p2+1 p2+1

Ce qui donne

2
p°—2p+1 P
3 X)) =5~ (75)
p?+1 p°+1
Donc 1
X(p)=—3 (76)
(p—1)?
Ceci donne
/(@) = wexp(a). (77)
Exercice 7. En utilisant la transformee de Laplace, calculer I’ integrale suivante
oo
/ x exp(—2z) cos zdx. (78)
0
Solution Exercice
Remarquons que
o0
G(p) = / zcoszexp(—px)de = L(xcosz)(p)
0
d
= ——L(cosz)(p)
dp
!
_ _(_»r
(p2 + 1)
p* -1

= (79)



Ce qui donne
/ zexp(—2z) coszdx = G(2) = 3/25.
0

Exercice 8. Claculer la transformee de Fourier pour les fonctions suivantes
1 T

f(z) = exp(—ma?), g(z) = 1122 h(z) = m

Solution Exercice

1. Calcul de F(f)(e) = f(c). Nous avons
~ 1 Rl 2
a) = —— exp(—7t?) exp(—iat)dt.
flo) = <= [ exp(omt?) exp(—iat)
De plus, on utilisons la regle de la derivee de transformation de Fourier

1 2
—— texp(—nt?) exp(—iat)dt
T [ p( ) exp(—iat)

- i / (e"p ‘”2)> exp(—iat)dt.

Ceci avec une integration par partie implique

f'(a)

fll@) = fiﬁ(fia) /_0:0 exp(—mt?) exp(—iot)dt

o /oo (—7t2) exp(—iat)dt
- exp(—7t®) exp(—icx
27V2Tm J — o P P

= Aaf(a),

avec
1
21
Ce qui donne apres la resolution d’une equation differentielle

Oé2
f@) = xexp(S),

avec 7y est une constante reelle.

Calculons maintenant la constante . Prenons a = 0 dans ( 5), on trouve

Mais

Par consequent
fla) =

2. Calcul de F(g)(a) = g(«). Nous avons, comme g est paire

\/2/00 g(t) cos(at)dt
A

Pour calculer §(a), considerons la fonction ¢ definie par

9(a)

o(t) = exp (—t]).

\/g /0 ~ o(#) cos(at)dt

Comme ¢ est paire, nous avons

/‘Q
£
[

(80)

(81)

(82)

(83)

(84)

(85)

(86)

(87)

(88)

(89)

(90)

(91)



On utilise la Transformee inverse de cosinus pour avoir
2 o0
— / &(t) cos(at)da
T Jo

On replace ¢(a) par sa valeur (91) dans (92) pour obtenir

/00 cos(at) do = T exp (—|t|)
0

o(t)

exp (—[t])-

1+ a2 2
Consequent
*° cos(at) ™
dt = —e —|al).
| R = S e (—la)
Donc

i) = /7 e ().

3. We come back to compute the Fourier transform of h(z) = ﬁ

Exercice 9.

1. Soit f une fonction T-periodique. Montrer que

1

L(f)(p) = m

T
/0 £(t) exp(—pt)dt.

Solution Exercice

Nous avons

thw = [ () exp(—pt)dt

(k+1)T
= > /k f(t) exp(—pt)dt.

k>0 kT

Faisons un changement de variable t :=t — kT et utilisons le fait que f une fonction T-periodique, on trouve

T

T
= exp(—pkT) /0 F(t) exp(—pt)dt.

On remplace cette expression dans (98) pour trouver

L(f)(p)

T
> exp(—pkT) /O f(t) exp(—pt)dt

k>0

1 T
= e ), e

(k+1)T T
/ F() exp(—pt)dt / F(8) exp(—p(t + KT))dt
k (0]

(92)

(93)

(94)

(95)

(96)

(97)

(98)

(99)

(100)



