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Exercice 1 (Equation non linéaire scalaire, f croissante. Barème 10 points). On considère le problème suivant :

∂tut(x, t) + ∂xf(u(x, t)) = 0, x ∈ IR, t ∈]0, T [, (1)
u(x, 0) = u0(x), x ∈ IR, (2)

avec T > 0, f ∈ C1(IR, IR) croissante et u0 ∈ L∞(IR). On suppose aussi que u0 est à support compact. On note
L = max{|f ′(s)|, s ∈ A, B} et A, B deux nombres réels tels que A ≤ u0 ≤ B p.p..

1. Rappeler la définition de solution entropique de (1)-(2).
On se donne un pas de temps, k, avec k = 1

N+1 (N ∈ IN), et on pose tn = nk, pour n ∈ {0, . . . , N + 1} ;
On se donne des points de discrétisations en espace, (xi)i∈ZZ , et on suppose que xi est le centre de la maille
Mi = [xi− 1

2
, xi+ 1

2
], pour i ∈ ZZ . On pose hi = xi+ 1

2
− xi− 1

2
et hi+ 1

2
= xi+1 − xi. Soient α, β ∈ IR󰂏

+. On suppose
que, pour un certain h ∈ IR, αh ≤ hi ≤ βh, pour tout i ∈ ZZ . Pour discrétiser le problème (1)-(2), on considère
le schéma suivant (schéma “décentré amont”)

hi
un+1

i − un
i

k
+ f(un

i ) − f(un
i−1) = 0, n ∈ {0, . . . , N}, i ∈ ZZ , (3)

u0
i = 1

hi

󰁝

Mi

u0(x)dx, i ∈ ZZ . (4)

On suppose dans toute la suite qu’il existe ζ ≥ 0 tel que

k ≤ (1 − ζ)αh

L
. (5)

2. (Stabilité L∞)
Montrer que, pour tout n ∈ {0, . . . , N + 1} et tout i ∈ ZZ , on a A ≤ un

i ≤ B.
[On pourra commencer par écrire le schéma sous la forme un+1

i = un
i + Cn

i (un
i−1 − un

i ).]
3. (Stabilité BV )

On suppose, dans cette question, qu’il existe C ne dépendant que u0 (et donc indépendant que k et h) tel
que 󰁛

i∈ZZ
|u0

i − u0
i−1| ≤ C. (6)

Montrer que, pour tout n ∈ {0, . . . , N + 1} et tout i ∈ ZZ , on a
󰁓

i∈ZZ |un
i − un

i−1| ≤ C.

[Utiliser la formule donnée à la question 2.]
Dans la suite, on ne suppose plus (6).

4. (Inégalité BV -faible) On note φ une primitive de l’application s 󰀁→ sf ′(s).
(a) Montrer que, pour tout a, b ∈ [A, B], on a

b(f(b) − f(a)) − (φ(b) − φ(a)) =
󰁝 b

a

f ′(s)(b − s)ds ≥ 1
2L

(f(b) − f(a))2.
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(b) On suppose que ζ > 0 (dans (5)). Montrer que

N󰁛

n=0
k

󰁛

i∈ZZ
(f(un

i ) − f(un
i−1))2 ≤ L

ζ
󰀂u0󰀂2

2. (7)

[Avec (3), montrer que hi

2 [(un+1
i −un

i )2 +(un+1
i )2 −(un

i )2]+k(f(un
i )−f(un

i−1))un
i = 0. Utiliser encore

(3), puis la question 4a et sommer sur n et i.]

5. (Convergence) On pose T = (Mi)i∈ZZ et on définit la solution approchée sur [0, T ] × IR, uT,k, donnée par
(3),(4), par uT,k(t, x) = un

i , si x ∈ Mi et t ∈ [tn, tn+1[.
On suppose que uT,k converge vers v dans L1

loc(IR × [0, T [) quand h → 0, k vérifiant (5) avec ζ > 0 (les
nombres α, β et ζ sont fixés).
(a) Montrer que v est solution faible de (1)-(2).

[Soit ϕ ∈ C1
c (IR × [0, +∞[). On pourra, par exemple, raisonner ainsi : multiplier (3) par kϕn

i avec
ϕn

i = ϕ(xi, tn), remplacer dans le terme en espace ϕn
i par ϕn

i− 1
2
+(ϕn

i −ϕn
i− 1

2
) avec ϕn

i− 1
2

= ϕ(xi− 1
2
, tn),

sommer sur i et n et utiliser (7) et l’inégalité de Cauchy-Schwarz.]
(b) Question subsidiaire difficile, hors barème. Montrer que v est la solution entropique de (1)-(2).

Exercice 2 (Système des équations de Saint-Venant. Barème 10 points). On considère, dans cet exercice, le
problème de Riemann pour le système des équations de Saint Venant à une dimension d’espace, c’est-à-dire le
système suivant :

∂th(x, t) + ∂x(hu)(x, t) = 0, x ∈ IR, t ∈ IR+, (8)

∂t(hu)(x, t) + ∂x(hu2 + h2

2 )(x, t) = 0, x ∈ IR, t ∈ IR+, (9)

avec les conditions initiales :

h(x, 0) = hg, u(x, 0) = ug, x < 0, (10)
h(x, 0) = hd, u(x, 0) = ud, x > 0, (11)

où hg, hd ∈ IR󰂏
+ et ud, ug ∈ IR sont donnés. On pose qg = hgug, qd = hdud, cg =

󰁳
hg, cd =

√
hd.

On rappelle que les inconnues de ce système sont les fonctions h : IR × IR+ → IR󰂏
+ et u : IR × IR+ → IR.

On introduit 2 nouvelles inconnues, q et c, définies par q = hu et c =
√

h.

On note également U =
󰀗
h
q

󰀘
, F (U) =

󰀗
q

q2

h + h2

2

󰀘
, p = h2

2 et D =
󰀋 󰀗

h
q

󰀘
∈ IR2, h > 0

󰀌
.

Le système (8)-(9) s’écrit donc aussi

∂tU(x, t) + ∂x(F (U))(x, t) = 0, x ∈ IR, t ∈ IR+. (12)

Rappel du cours :
— Les valeurs propres de la matrice jacobienne de F au point U sont λ1(U) et λ2(U) avec λ1(U) = u − c et

λ2(U) = u + c

— Les invariants de Riemann associés à λ1 er λ2 sont r1(U) et r2(U) avec r1(U) = u + 2c et r2(U) = u − 2c.
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On suppose que ud − ug < 2(cg + cd) (sinon le problème de Riemann n’a pas de solution). On rappelle que si
2|cg − cd| ≤ ud −ug, il est possible de constuire une solution faible de (12), (10)-(11) formée de 2 détentes reliées
par un état “intermédiaire", noté (h󰂏, u󰂏), avec h󰂏 > 0. On s’intéresse maintenant au cas 2|cg − cd| > ud − ug.
On pose

S =

󰁶
(hd − hg)(h2

d − h2
g)

2hghd
.

1. (Calcul d’un choc) On suppose dans cette question qu’il existe σ ∈ IR, tel que

U(x, t) = Ug si x < σt, U(x, t) = Ud si x > σt.

(a) Montrer que U est solution faible de (12), (10)-(11) si et seulement si ud = ug ± S et σ(hd − hg) =
(qd − qg).
Définition 1 (Condition de Lax). Cette solution faible est un 1-choc si λ1(Ug) > σ > λ1(Ud) et
c’est un 2-choc si λ2(Ug) > σ > λ2(Ud).

Montrer que U est un 1-choc si et seulement si ud = ug − S et hg < hd. Montrer que U est un 2-choc
si et seulement si ud = ug − S et hg > hd.
[On pourra commencer par montrer que la condition de Lax et la valeur de σ imposent ud < ug.]
Corrigé – La fonction U est solution faible si et seulement il existe σ tel σ[h] = [hu] et σ[hu] = [hu2+p],
ce qui est equivalent à [hu]2 = [h][hu2 + p].
Comme

[hu]2 = (hdud − hgug)2 = h2
du2

d + h2
gu2

g − 2hghdugud et
[h][hu2 + p] = h2

du2
d + h2

gu2
g − hdhg(u2

g + u2
d) + [h][p],

la fonction U est solution faible si et seulement hdhg(ug − ud)2 = [h][p], c’est-à-dire (ug − ud)2 = S2.

Pour x ≥ 1, on pose ϕ(x) =
󰁴

(x−1)(x2−1)
x

.
i. Montrer que ϕ est strictement croissante. En déduire que pour tout ug, hg et hd, avec hd > hg, il existe

un seul ud tel que U soit un 1-choc.
(b) On suppose dans cette question que ug − ud < S et hd < hg. Montrer qu’on peut construire une solution de

(12), (10)-(11) formée d’une 1-détente et d’un 2-choc reliés par un état “intermédiaire”, noté (h󰂏, u󰂏).
[Remarquer qu’on cherche (h󰂏, u󰂏) tel que u󰂏 + 2c󰂏 = ug + 2cg, u󰂏 = ud +

√
hdϕ( h󰂏

hd
), h󰂏 > hd et qu’il faut

ug − cg < u󰂏 − c󰂏 < σ où σ est la vitesse du 2-choc.]
(c) Question subsidiaire, hors barème. On suppose dans cette question que ug − ud < S et hd > hg. Montrer

qu’on peut construire une solution de (12), (10)-(11) formée d’une 1-choc et d’un 2-détente.
(d) Question subsidiaire, hors barème. On suppose dans cette question que ug − ud ≥ S. Montrer qu’on peut

construire une solution de (12), (10)-(11) formée d’un 1-choc et d’un 2-choc.
On s’intéresse maintenant à un problème Riemann linéarisé. Si (h, u) est une solution régulière de

(8)-(9), on pose V =
󰀗

u
2c

󰀘
et on remarque que V est solution du système

Vt(x, t) + B(V )Vx(x, t) = 0, x ∈ IR, t ∈ IR+, avec B(V ) =
󰀗
u c
c u

󰀘
. (13)

i. (Problème de Riemann linéarisé) On pose u = (ug + ud)/2 et c = (cg + cd)/2.
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On remplace dans le problème de Riemann (12), (10)-(11), l’équation (12) par l’équation sui-
vante :

∂tV (x, t) + B(V )∂xV (x, t) = 0, x ∈ IR, t ∈ IR+. (14)

Contruire la solution du problème (14), (10)-(11). Donner, quand cela est possible, la valeur de
V (0, t) en fonction de ug, cg, ud et cd.
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