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Exercice 1 (Eq. lin., sol. faible, conv. du schéma VFDA)
Soit ug € L*(IR) et T € IR, . On considére le probleme suivant :

up(x,t) +uz(z,t) = 0,z€R,t€|0,T], 1)

u(z,0) = wug(x). 2

Ce probleme admet une et une seule solution faible, notée u. On se donne un pas de temps, k, avec k = ﬁ (N € N), et
on pose t,, = nk, pour n € {0,..., N +1}; On se donne des points de discrétisations en espace, (x;);cz , et on suppose
que z; est le centre de la maille M; = [xi_%,xi_%], pouri € Z.Onpose h; = x; 1 —x; 1 ethy 1 = Ty — ;.

Soient «, 8 € IR. On suppose que, pour un certain h € IR, ah < h; < h, pour tout : € ZZ. On considere le schéma
(3),(4) (appelé VFDA) :

4+ (u—uly) = 0,ne{0,....N},ieZ, 3)

0 1 ‘

u = — uo(x)dz, i € Z . )
hi Mi

1. (Stabilité L>°) Montrer que k < ah = |u?| < ||ug|loo, VR € {0,..., N+ 1}, Vi€ Z.

2. (Estimation "BV faible") Soient ¢ > 0 et K un compact de [0,7] x IR]. Onnote Zx = {i € Z;z; € K}.
Montrer que :

k<(l—Qah= > >k —ul)? < C,
n€f0,...,N+1} i€ Zx
ou C ne dépend que de ¢, ug et K.
3. (Convergence) On pose T = (M;);c z et on définit la solution approchée sur [0, T'] X IR, w7 , donnée par (3),(4),
par ur i (t, ) = ul,siz € M ett € [ty, tnt].
Montrer que w7y, — u, pour la topologie faible-etoile de L°°(]0, T'[xIR), quand h — 0, avec k < (1 — {)ah (¢
fixé).
Remarque : On peut aussi montrer (cf. la suite du cours...) que la convergence est forte dans L} (]0, T[xIR),
pour tout p < oc.

Exercice 2 (Eq. non lin., convergence par la méthode “estimation BV”’)
Soient f € C?(IR,IR), T > Oetuy € L>(IR) N BV(IR) ; on cherche une approximation de la solution de I’equation
hyperbolique avec condition initiale :

w(z,t) + (f(u)z(z,t) =0,z € R, t € [0,T],
u(z,0) = up(x), z € R.

On note h (resp. k = NLH) le pas (constant, pour simplifier) de la discrétisation en espace (resp. en temps), et u;* la valeur

approchée recherchée de u au temps nk dans la maille M; = [(i — 1)h, (i + 2)h], pourn € {0,...,N + 1} eti € Z.
On consideére le schéma obtenu par une discrétisation par volumes finis explicite a trois points :

n+1 _amn

h%ﬂ;;%—fl."_%)zo,ne{o,...,N},ieZ, (5)
1
u?zﬁ/ ug(x)de, i € Z, (6)
M;

avec fi’;% = g(ul',ul,), o g € C*(R,IR).
1. On étudie, dans cette question, le schéma de Godunov, c’est-a-dire que qu’on prend

g(a,b) = min{f(s), s € [a,b]} sia <,
g(a,b) = max{f(s), s € [a,b]} sia > b.



(a) Montrer que le schéma (5), (6) peut s’écrire :
uptt =i + Ci(ufyy — i) + Di(ujy —uf)

kf) —gaputy) o kgl al) - fur)

n _an n _an
h up g — U h ul - ug

avec C; =

> 0.

(b) On pose A = ||ugllocs M = sup |f'(s)|, et h le pas (constant) d’espace. On suppose que k et h vérifient
se[—A,A]
la condition h
E< —. 7
S 57 (N

On note u™ la fonction définie par : () = (ul’) si z € M; ; montrer que, pour tout n,

(Stabilité L°°) [|[u"]|oe < [|u°]/00, (®)
(Stabilité¢ BV) ||[u™|| gy < ||u’|Bv. )

On rappelle que, comme " est une fonction constante par morceaux, on a :

lullpv = > Jullyy —ul|.

ez
(c) Montrer, avec la condition (7), la convergence du schéma de Godunov.

2. On suppose maintenant f(u) = u et on prend g(a,b) = (a + b)/2 (schéma centré).
Montrer que pour tout couple k, h, les inégalités (8) et (9) sont fausses, ¢’est-a-dire qu’il existe ug(€ L N BV)
tq- f[ut oo Z [lu°]locs et [u'l| By £ u°[| By
3. On étudie maintenant un schéma de type "MUSCL". On suppose que f’ > 0 et on prend dans le schéma (5)
Ty = fud + 5pf), ot

E; . N .
[ Srmin(ur el Al - a?l 4 - ), otel = sign(uly, - uly)

pi = sisign(up,, —uf ) = sign(uj,; —uf) = sign(uy —uj’ ;)
0 sinon.
(a) Montrer que %( i’jr% - fl,”_%) est une approximation d’ordre 2 de ( f (u))gﬂ(ml, t,) aux points ot u € C? et
ug 7 0.
(b) Montrer que sous une condition de type k < Ch, ou C ne dépend que de ug et f, les inégalités (8) et (9) sont
vérifiées.

Exercice 3 (Probleme de Riemann)
Soient f € C'(R,R), uy € IR et ug € IR. On considere le probléme suivant :

ue(z,t) + (f(u))z(z,t) =0, x € R, t € [0, 0],
u(z,0) = ug, pour z < 0,u(z,0) = uq, pour z > 0.
On admet le théoreme d’existence et d’unicité de la solution entropique. On note w cette solution (on rappelle, en particu-
lier, que u € C ([0, oc[, L}, .(R)), et que u(., t) € [ug, ua) (0u [ug, ug)), p-p., pour tout ¢ € [0, 00[).
1. On suppose que f est convexe, calculer u.

2. On admet que u est une "fonction de z/¢", et est "continue par morceaux”. On note v* la valeur de (0, t) (indé-
pendante de t) (en supposant qu’elle existe, sinon on prend w (0", ¢) ou w(0~, ¢)). Montrer que (u* — u,)(f(u*) —
f(ug)) < 0etque (u* —ug)(f(u*) = f(ua)) > 0.

Exercice 4 (Stabilité de schémas numériques)
Soient f € C*(IR,IR), ug € L>(IR) et T’ € IR’;.. On considere le probleme suivant :

us(x,t) + (f(u))z(x,t) =0, x € R, ¢t € [0,T), (10)
u(z,0) = up(x). (11)

On utilise ci dessous les notations du cours.



1. On discrétise le probleme (10),(11) par le schéma de Rusanov (vu en cours). Montrer qu’il existe M (dépendant
de f et ug) tel que (8) et (9) sont vraies (pour tout n) si M % <1

2. On discrétise le probleme (10),(11) par I’'un des schémas de décomposition de flux vus en cours. Montrer qu’il
existe M (dépendant de f; f5 et ug) tel que (8) et (9) sont vraies (pour tout n) si M % <1

3. On discrétise le probleme (10),(11) par le schéma de Murman-Roe (vu en cours). Montrer qu’il existe M (dépen-
dant de f et ug) tel que (8) et (9) sont vraies (pour tout 1) si M % <1.

4. On suppose ici que f(s) = s, pour tout s € IR. On discrétise le probleme (10),(11) par le schéma de Lax-Wendroff
(vu en cours). Montrer que si < 1, on a (pour tout n) I’estimation (8) avec la norme euclidienne au lieu de la
norme infini.

t] h f—
Montrer que, pour tout k et h, il existe ug tel que ||ul||oo > [|u°]|oo-

Exercice 5 (Convergence de VFDA avec la méthode “BV-faible”, f croissante)
Soient f € C*(IR,IR), T > O etug € L*(IR) , on suppose que f est croissante et que A < ug < B, p.p.. On cherche
une approximation de la solution de 1’equation hyperbolique avec condition initiale :

up(2,t) + (f(u))z(2,t) =0, z € R, t € [0,T7, (12)
u(z,0) = up(x), z € R. (13)

On se donne un pas de temps, k, avec k = NL-H (N € IN), et on pose t,, = nk, pourn € {0,..., N + 1}; On se donne
des points de discrétisations en espace, (z;);c z , et on suppose que x; est le centre de la maille M; = [zi_% , zi+%], pour
1 € Z .Onpose h; = Tip1 — ;1 et hi+é = z;y1 — x;. Soient «, 5 € IR. On suppose que, pour un certain h € IR,

ah < h; < Bh, pour tout i € Z . On considere le schéma (14),(15) (appelé VFDA) :

wttt — oy
P n _fm _ .
hi=— + (s = fiy) 0,nec{0,...,N},iec Z, (14)
1
u) = f/ ug(z)dz, i € Z (15)
h Ju,

avecf+1 = f(ul).
On pose M = sup{f’(s); A < s < B}.
1. (Stabilité L°>°) On suppose que M % < 1, montrer que A < u}’ < B, pour tout n et ¢.

2. (Estimation "BV faible") Soient ¢ > 0 et K un compact de [0,7] x IR]. Onnote Zx = {i € Z;z; € K}.
Montrer que :

k<@=Qah= > > kR(f)) - ful )<,
n€{0,...,N+1} i€Zx

ot C' ne dépend que de (, f,ug et K.

3. Soitu € L*°(IRx]0,T[x]0, 1]. On suppose que ur  — u, quand h — 0, avec k < (1 — {)ah (¢ > 0 est fixé) au
sens suivant :

/ / (ur k(z, 1)) p(x, t)dzdt —>/ / / u(z,t,a))e(x, t)drdtda, Yo € L* (IR x]0,T]).

Montrer que u vérifie, pour tout n € C1 (IR, R), convexe, et ¢ t.q. ¢’ =1’ f' :

/ / / (z,t,a))pe(x, t) + d(u (z,t,a))gpz(z,t))dzdtdaJr/ N(ug(z))e(x,0)dz > 0, (16)

R

Yo € CH[0, T[xR,R,).

4. Montrer que w7 — u, quand b — 0, avec k < (1 — {)ah (¢ > 0 est fixé), dans LY (IR x]0,T[), pour tout
p < 00, ou est la solution entropique de (12)-(13).

[On admettra que si u est solution de (16) alors u ne dépend pas de a.]



