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On se propose ici de démontrer la convergence d’un schéma de type "Volumes Finis" pour une équation hyper-
bolique en deux dimensions d’espace avec une discrétisation spaciale utilisant des triangles.
On considere le probleme suivant :

ut(z, t) + div(v f(u(z,t))) =0, 2cR*tc]0,T] (1)
u(z,0) =wuo(z), =€lR? (2)

avec T' > 0 et les hypotheses suivantes sur les données T, v, f, ug :

V= (Ulva) € OI(IRz X [OvT]lez)v (3)
sup [v(z,t)] =V < 400, (4)
(z,t)€R?x[0,T]
2
divv(z,t) = Zaxivi(x,t) =0, for all (z,t) € R? x [0,T7, (5)
i=1
up € L (R?), (6)
f = fl + f23 f17f2 € CI(IRvR)a f{(S) 2 Oa fé(s) S Oa Vs € R. (7)

Soient T un maillage formé de triangles et k un pas de temps (supposé constant). Soit N € IN t.q. (N — 1)k <
T < Nk. On discrétise — avec le schéma d’Euler explicite en temps et un schéma de Volumes Finis en
espace. Les inconnues discretes sont ul, n € {0,...,N}, K € 7, données par le schéma numérique —@[)
(décrit ci-dessous). Soit K € T, on note S(K) la surface du triangle K, Tk les trois triangles de T ayant un
cOté commun avec K, ag i, le co6té commun a K et K, (quand K, € Tg), et ng la normale & la frontiére
de K, extérieure a K. Soit A I'ensemble des cotés du maillage; pour a € A, I(a) est la longueur de a, n, un
vecteur normal & a, K! et K2 les deux triangles de T ayant a pour coté. On peut maintenant définir le schéma
numérique :

RS () 4 S e e, (Vi) P o) () + (i)
(o o (venge)=do)(faluf) + fi(u,)) =0, ®)
VK € T,¥n € {0,...,N — 1},
uly = % /Kuo(ac)d:c, VK € 7. (9)

Dans , do désigne la mesure de Lebesgue 1-dimensionnelle sur la frontiere de K.
La solution approchée au temps ¢,, est définie par : u™(z) = v’k si # € K. La solution approchée est définie sur
IR? x [0, 7] par :

ug p(z,t) = u™(z), for t e [nk,(n+ 1)k, zcR> (10)

Soient a, 3 € R fixés. On suppose qu'il existe h € IR’ , (le pas d’espace) satisfaisant :



ah? < S(K) <ph?, V KeT,

ah < lla) <ph, V¥V a€A

On suppose que le pas de temps vérifie alors la condition (de stabilité) :

ah
k< m(l—@, (12)
ou ¢ > 0 est donné, M = sup(My, Mz), My = sup(fi(s),s € [A, B]), My = sup(—f}(s),s € [A, B]), avec A, B

t.q. A <wug < B p.p. dans R?.
. (Stabilité L*)
Soient v, f et ug satisfaisant (3)-(7), et T, k satisfaisant (LI) et (12). Soient u et ug  définis par (§)-(9)
et . Montrer que :

< < < -1 1
?g}ul{ }(nért}uK r}{l(‘e%uK ma§uK, v n e {0,. 1, (13)
en déduire :
Jug klloo < lluofoo- (14)

(||l est la norme usuelle dans LP(IR?) ou LP(IR? x [0,T7]), pour 1 < p < 00.)
Ce résultat est encore vrai avec ( = 0 dans la condition .
2. (Estimation "BV-faible")

Soient v, f et ug satisfaisant ( . . et T, k satisfaisant (11)) et (12). Soient u}, et ug j définis par . @[)
et . Smt r > 0. Montrer qu’il existe C,. > 0, dependant seulement de f,ug, C et r t.q.

Zk > ( /IV n,|do)((fi(ufe;) — fi(uke))? + (fa(uky) — fa(ukz))?) < Cr, (15)
— aeﬂ a

ot A, = {a € A, t.q. a € B(0,7)}, B(0,7) = {x € R?,||z| < r}.

[Pour montrer ce résultat, on pourra procéder ainsi :

Soit ¢ : R? — IR une fonction de classe C, & support compact, t.q. 0 < ¢ < 1, et ¢ = 1 dans K
si KN B(0,r) # 0. On note K la valeur moyenne de ¢ dans K. On définit Fy et Fy par : Fi(§) =

fOSf1 )ds, Vﬁe]R Fy(¢ f05f2 )ds, V¢ € R.
En multipliant (8) par u K<pK et en utilisant divv = 0 montrer que :
+1

w” —um 2 un+1 2
(( » 2k &) +( ’Ek) (uﬁ) )S(K)SDK

e U e, (Vi) Do (Ba(u,) = Falue) + 5 (e = 5)f3(5)ds) (16)
S eme U o, (venre) s (Fi(ufe,) — Fi(u) — [t (ue — 9)fi(s)ds) =0,

(fl( ) — fi(a))?, si a,b € [A, B] (et la propriété analogue

En utilisant le fait que f; f1(s)(b — s)ds
pour fa), montrer ]

3. (Passage a la limite)
On admet ici le résultat suivant :



Proposition 1. Soit (up)new une suite bornée dans L®(IR*x]0,T[). Il existe alors une sous suite
de (un)ne, encore notée (un)new, et il existe p € L=®(IR*x]0,T[x]0,1[) t.q. pour toute fonction g €
CIR,R) on ait :

lim g(un(z,t))p(z, t)dxdt = / g(u(z,t, a))p(z, t)dedtda, (17)
N0 JIR2x]0,T[ R2x]0,T[x]0,1[
pour toute fonction ¢ € L'(IR*x]0,T]).

On suppose que les hypothéses (|3 . sont vérifiées. Soit (T;, ki)iew une suite de maillages et de pas
de temps satisfaisant ( . ) et ( ., montrer qu’ il existe une sous suite, encore notée (Ty, k;)iew, et p €
L= (IR*x]0, T[]0, 1]) t.

(a) La solution approchée définie par @D et (10), c.a.d. ug, x,, converge vers y au sens suivant :
Jim g, (o)), ot = [ 9(u(z, 0))p(z, )dadida,  (18)
0 JIR2x]0,T[ R2x]0,T[x]0,1]

pour tout ¢ € L'(IR*x]0, T']).
(b) w est une "solution processus entropique" de —, c.a.d. que p vérifie :
/ / / wlx,t,a))ps(x,t) + P(u (x,t,a))v(x,t).gradgo(m,t))dozdtdm +

/::2 (up(z))p(x,0)dz > 0,
v Y e C&(IRQ X [0,T[,IR,+),

(19)

pour toute fonction, 7, de IR dans IR, convexe et de classe C!, et ® € C*(IR,IR) une fonction t.q.
(I)/ — f/,r]/.
Indications :

La premiére partie du résultat précédent (c.a.d. la convergence vers p) est une conséquence de ((14) et de
la proposition [T} Pour démontrer la deuxiéme partie, on pourra procéder ainsi :

(a) (Equation) Montrer avec 1)(s) = s (pour tout s € R), = au lieu de > et p € C}(IR? x [0, T[,R).
Pour ceci on multiplie (avec k = k;, et T = T;) par ulkp(x,t,), avec ¢ € CY(R? x [0,T[,Ry)
donné et on passe a la limite quand 7 — oo en utilisant, en particulier, .

(b) (Entropies) Montrer dans le cas général. Pour ceci, soient 7 € C*(IR,IR) une fonction convexe
et 1,0y € CH(IR,IR), t.q. D) = n'f] et ), = 1’ f,. On pose k = k; et T = T;. Montrer que (ceci
n’est pas facile...) :

D) ) 4 5 e emre U e, (Vo) T dor) (@1 () + B (u))
_(faK,Kv (v.ng)~do) (P2 (ulk) + (I>1(uK )) <0, (20)
VK € T,¥ne{0,...,N —1}.

On multiplie alors (avec k = k; et T = T;) par o(z,t,), avec une fonction donnée ¢ € C1(IR? x
[0,T[,IR ) et on passe & la limite quand ¢ — oo en utilisant, en particulier, .

4. (Convergence)

On admet ici le résultat (d’unicité) suivant :



Théoréme 1. Sous les hypothéses (@ @ il existe une unique solution processus entropique p de ( (@
(c.a.d. satisfaisant (@) De plus, il existe une fonction u € L=(IR*x]0,T|) t.q. u(z,t) = p(z,t, ), p.p.
en (z,t,a) € R*x]0,T[x]0,1[. La fonction u est donc l'unique solution faible entropique de (1))-

On suppose que les hypotheses 1 sont satisfaites. Soit u I'unique solution faible entropique de (|| .
Soit (k,T) satlsfalsant ) et (12 ﬁ, et ¢ sont fixés). On définit ugy ; par @ et (| . Montrer que
ug ) — u, dans LV (]R ]RJr pour tout p € [1, 00[, quand h — 0.

loc

Noter que la méthode étudiée ici permet aussi de démontrer ’existence et I'unicité de la solution faible entropique

de (1)-(2).



