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On considere, dans cet exercice, le systeme des équations de Saint Venant a une dimension d’espace, c’est-a-dire
le systéme suivant :

Oh(z,t) + 0 (hu)(z,t) =0, z € R, t € Ry, (1)
Or(hu)(z,t) + 0y (hu? + ah®)(z,t) =0, z € R, t € Ry, (2)

ol v est un nombre donnée, o > 0 (on pourra se limiter a étudier le cas o = %)
Les inconnues de ce systéme sont les fonctions b : R x Ry — R} et u: R xRy — IR. On introduit 2 nouvelles

inconnues, ¢ et ¢, définies par ¢ = hu et ¢ = v2ah (noter donc que ¢ : R x IR -+ IR% et ¢: R x R4 — IR).
On note également U = [Z], V= [ ],p:ozh2 et D= { [Z} e R?, h>0}.
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1. (Forme équivalente) En définissant F' : D — IR? convenablement, montrer que le systéme — sécrit
aussi

AU (2,t) + 0 (F(U))(x,t) =0, s € R, t € R, (3)

Dans toute la suite F' est la fonction définie dans cette premiere question.

2. (Hyperbolicité) Pour tout U € D, calculer les valeurs propres de la matrice jacobienne de F' au point U et
donner une base de IR? formée de vecteurs propres de cette matrice jacobienne. Montrer que le systéme
(3) est strictement hyperbolique dans le domaine D.

3. (Nature des champs) Montrer que les deux champs du systéme sont VNL (c’est-a-dire Vraiment Non
Linéaire) dans tout le domaine D.

4. (Invariants) Calculer les invariants de Riemann associés & chacun des deux champs du sytéme .

5. (Entropie) Pour tout U = Z] € D, on pose n(U) = %hu2 + p (on rappelle que ¢ = hu et p = ah?).
Montrer que n(U) est une entropie du systéme, c’est-a-dire que 1 est convexe et qu’il existe une fonction
® telle que 0yn(U) + 9,(®(U)) = 0 pour toute solution réguliere de (I)-(2) (et donc de (B)).

6. (Limite de solutions visqueuses) On ajoute des termes de régularisation dans le systéme —, c’est-a-

dire —ehg, pour la premiere équation et —cu,, pour la deuxiéme équation (avec € > 0). On note h. et
u. les solutions de ce nouveau systéme. On suppose que ce sont des fonctions régulieres, bornées (pour
e > 0) dans L=®(IR x IR,) et qu’elles convergent dans L} (IR x IRy ), quand ¢ — 0, vers des fonctions h

loc

et u (avec h > 0). Montrer que le couple (h,u) est solution de (I])-(2) et vérifie, au sens des distributions,
On(U) + 9:(®(U)) < 0.

7. (Forme équivalente de — pour des solutions réguliéres) Soit (h,u) une solution réguliére de —.

Montrer que V = est solution du systéme
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Vi(z,t) + BV)Vy(z,t) =0, z € R, t € Ry, avec B(V) = [z ﬂ . (4)



On s’intéresse maintenant au probleme de Riemann, c’est-a-dire au systéme — (équivalent a ) avec la
condition initiale

h(z,0) = hy, u(z,0) = uy, <0, (5)
h(x,O) = hda U(ZE,O) =uq, v >0, (6)

ot hy, hq € ]R: et ug, ug € IR sont donnés. On pose ¢4 = hgug, g4 = hattd, ¢g = \/20thg, cqa = v/2ahg.
On suppose que ug — ug < 2(cq + cq) (cette condition est nécessaire pour que le probleme , —@ ait une
solution prenant ses valeurs dans D, c¢’est la condition de “non apparition du vide”).

8. (Deux détentes) On suppose, dans cette question, que 2|c, — ¢4 < uq — uy. Construire la solution du pro-
bleme de Riemann (3)), (5)-(6). [Cette solution est formée de 2 détentes reliées par un état “intermédiaire’,
noté (hy,u), avec h, > 0. On pourra chercher la solution dans les zones de détente avec u et ¢ sous la
forme de fonctions affines de x/t.]

9. (Autres cas, question difficile) On suppose, dans cette question, que 2|cy — cq| > uq — ug et on pose

- \/a(hg — ha)(3 — )

hoha

Construire la solution du probléeme de Riemann , —@ dans les trois cas suivants :
(a) ug —uqg < S, hq < hy. [La solution est formée avec une 1-détente et un 2-choc.]
(b) ug —uq < S, hg < hq. [La solution est formée avec un 1-choc et une 2-détente.]

(c) ug —uq > S. [La solution est formée avec un 1-choc et un 2-choc.]

2“@ , U= (ug+uq)/2 et ¢=(cqg+ca)/2.

On remplace dans le probleme de Riemann , -@, I’équation par I’équation suivante :

10. (Probléme de Riemann linéarisé¢) On pose V =

oV (x,t) + BV)9,V(x,t) =0, z € R, t € Ry. (7)

Contruire la solution du probleme , —(@.

N.B. : On remarque que, grace a la condition ug — ugy < 2(¢y + ¢q), ce nouveau probléme de Riemann
admet une solution avec un état intermédiaire (u4, 2¢,) t.q. ¢, > 0, et donc ¢, = /2ah, avec un h, > 0.
(Ceci n'est pas le cas si ug —ug > 2(cq +¢q).) Ce fait que h, > 0 est important lorsque que 1'on remplace
dans le schéma de Godunov la résolution du probleme de Riemann par la résolution de ce probleme de
Riemann linéarisé.



