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0 Introduction

Ce texte contient des notes d’un cours donné au master Mathématiques et Applications,
Aix-Marseille, durant I’hiver 2011. Ces notes ont été rédigées au fur et a mesure de l’avan-
cement du cours, et sont donc trés loin d’étre parfaites. Elles évolueront au fur et a mesure
que lauteur (et les lecteurs) y trouveront des défauts ou erreurs, et des améliorations pos-
sibles.

0.1 Généralités

Par convention, on notera sous la forme f : ¢ — f(¢) les fonctions d’une (ou plusieurs) variable(s)
continue(s), et x : n — x[n] les suites, en réservant les notations du type e, pour l'indexation des
éléments d’une base par exemple.

On précise ci-dessous quelques notations qui seront utiles pour la suite.

0.2 Notations : normes et quasi-normes :

1/p
| ]lp = (Z Ix[nﬂp>

définit une norme pour p > 1, et une quasi-norme pour p < 1. Rappelons qu’une quasi-norme
sur un espace linéaire E est une application v € E — //v// € C telle que //Av// = |\ //v//,
//v// = 0 implique v = 0, et il existe une constante ¢ telle que //x +y// < c(//x// + //y//) pour
tous z,y € E.

1. Vecteurs, suites :

Il est possible de démontrer que la g-ieme puissance de la quasi-norme ¢9 induit une métrique
sur CV, définie par
d(z,y) = [z -yl -

i1, =( \f(t)lpdt>1/p

2. Fonctions :

0.3 Notations : Fourier

1. Transformation de Fourier finie (TFF) : 2 = {z[0],...2[N —1]} e CN — 2 e CV

N—-1
#lk] =Y afn]e”@™N k=0, N -1
n=0
Transformation inverse :
1 N—1 .y
LL‘[TL] —_ i[k‘}ekan N
N k=0
Formule de Parseval : )
(x,y) = N(ﬁc,@ , Va,y € cN
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2. Transformation de Fourier discrete (TFD) : x € ¢*(Z) — 2 € L*([—m,n])

o0

(w) = Z z[nle™™ | w € [-m, 7] .

n=—oo

Transformation inverse : coeflicients de Fourier

1 (7 ;
x[n] / T(w)e"™dw, nez.

:% .

Formule de Parseval :

1

<$7y>€2(Z) = g(j:ﬁwLQ([—mTr]) ) Va,y € EQ(Z) :

3. Transformation intégrale de Fourier : z € L*(R) — & € L*(R)

Bw) = / " e(te“t dr

—0o0

Transformation inverse : Lo
z(t) = / i(w)e™ dw ,
27 J_ o
ot I’égalité est & prendre au sens de la convergence dans L?(R).
Formule de Plancherel :

1

(T, Y)r2®) = %<£7@>L2(R) ) Vr,y € L*(R) .



1 Représentation des signaux, échantillonnage,
codage

Un signal peut étre défini comme & peu pres n’importe quel support susceptible de stocker ou
transmettre des informations. Il peut s’agit d’un son ou d’une onde électromagnétique (les signaux
analogiques les plus courants), ou d’une série de nombres stockés sur un disque ou dans la mémoire
d’un ordinateur. Les deux questions qui se posent le plus généralement sont

— Comment représenter un signal, ou une classe de signaux, de facon la plus efficace possible ?

— Comment extraire de signaux les informations pertinentes ?

La technique de base (qui est par exemple a la base du format “standard” pour le codage des signaux
audio sur les CD) porte le nom d’échantillonnage. On verra par la suite que se substituera a la no-
tion d’échantillonnage celle d’acquisition (sensing en anglais), qui consiste a faire des mesures sur les
signaux, mesures a partir desquelles on cherchera a reconstituer le signal Is plus fidelement possible.

1.1 Echantillonnage, échantillonnage généralisé

L’un des points essentiels du traitement numérique des signaux est celui de ’échantillonnage, que
I’on peut formuler ainsi : étant donné un signal, quelles mesures doit-on faire pour le caractériser, au
moins approximativement (avec une erreur controlée) ?

Si un signal est modélisé comme une fonction (éventuellement aléatoire) d’une variable réelle, di-
sons f, I'approche la plus immédiate consiste a en faire des mesures “ponctuelles”, c’est a dire a
considérer des valeurs f(nd), n € Z, pour un certain pas d’échantillonnage 5. On appelera fréquence
d’échantillonnage l'inverse n = 1/ du pas d’échantillonnage.

FiGURE 1.1: Echantillonnage

L’opération
fe&—{f(n/n), neA}

est appelée échantillonnage, ou conversion analogique-numérique. Ici, £ est un espace de fonctions a
bien choisir pour que 'opération d’échantillonnage ait un sens, et A est un index adapté, a préciser
également.

1.1.1 De Cauchy et Dirichlet a Shannon

Le cas le plus simple est celui des signaux analogiques de longueur finie. Prenons le modele H =
L?([0,T]). La théorie des séries de Fourier nous dit que 'application

z € L*([0,T)) — {ca(z), n € Z}
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est multiple d’une transformation unitaire : elle est bijective, et préserve (a une constante pres) la
norme et le produit Hermitien. Plus précisément, Vo € L?([0, T]), en notant

1 [T ;
cn(z) = T/o x(t)e= 2T gy

les coefficients de Fourier correspondants, on a la formule de Parseval

1

T<C'n($),cn(y)>f2(z) = <$7y>L2([O,T]) , Vr,y € L2([07T]) )

et la convergence de la série de Fourier au sens de L? : en notant

N

(L’N(t): Z cn(az)eQi”"t/T

n=—N

la série partielle, on a

lim |z —ay| =0, Vze L*([0,T]).
N—o0

On notera

Pn([0,T]) = {f € L*([0,T]), cn(f) =0 V¥|n| > N}

I’espace des polynomes trigonométriques de degré inférieur ou égal a N. Cet espace se préte bien a
I’échantillonnage

Théoréme 1 (Cauchy-Dirichlet) Soit © € Pyn([0,T]). Alors x est entiérement caractérisé par ses

valeurs ponctuelles
nT
z[n] =z <2N—|—1> , n=0,

au sens ou il existe une formule d’interpolation

2(t) = 2Nl+1,;Jm[nm(%’?’T <t_ 2131';1)) 7

ot D est le noyau de Dirichlet

sin[(N +1/2)t
Do) — S +1/2)
sin(t/2)
Preuve : Il faut tout d’abord remarquer qu’un polynoéme trigonométrique est continu par construction,
de sorte que les valeurs ponctuelles z[n] ont un sens. De plus, la série de Fourier est finie et donc converge
point par point, on a donc

N
x[n] — Z Cn(x)einkn/(ZN-i-l).
k=—N
Calculons maintenant
2N 2N N
Zx[n] —2imln/(2N+1) Z Z 2171'k On/(2N+1) _ (2N+1)C@( )
n=0 n=0 k=—
Donc
N
l‘(t) — Z Ck( ) 2imkt/T _ 2N+1 Z Z —2i7rkn/(2N+1)e2i7rkt/T’
k=—N —N n=0



1.1 Echantillonnage, échantillonnage généralisé

et il reste & évaluer la somme

N 2N i .
Z e—ika — eiNa Z e—ika — eiNal —¢€ N2 — Sln((N + 1/2)0&)
_ ol : ’
Pt — l1—e sin(a/2)
ce qui finit la démonstration, en prenant o = 27n /(2N + 1) — 27t/T. [ )

Le cadre traditionnel du théoréeme d’échantillonnage des fonctions a support non borné est I'espace
des signaux a bande limitée, ou espace de Paley-Wiener

PW,, ={z € L*(R), #(w) = 0 pour tout w ¢ [—wo, wo] } (1.1)

11 est facile de voir que PW,, est un espace de fonctions continues, de sorte que les valeurs ponctuelles
des fonctions de PW,,, sont bien définies. On peut alors introduire l'opérateur d’échantillonnage F,
associé a la fréquence d’échantillonnage 7 : si z € PW,,,

n

(Bx), = x<n> . nez. (1.2)

Théoréme 2 (Kotel’nikov, Raabe, Whittaker, Nyquist, Shannon, ...) Soit x € PW,,, et soit
n > 0 la fréquence d’échantillonnage. On consideére la suite des échantillons x[n] = x(n/n).

1. Si ™ < wo, la suite des échantillons x[n] ne permet pas de déterminer la fonction x sans
hypothése supplémentaire.

2. Simn > wg, alors il existe une infinité de formules d’interpolation de x a partir des échantillons.
Quel que soit ¢ telle que $ € C®°, ¢p(w) = 0 pour tout w & [—mn,mn] et ¢(w) = 1 pour tout

w € [—wo,wp]. Alors on a
=3 71755(:;) ¢<t - Z) . (1.3)

n=—oo

3. St ™ = wo, alors il n'existe plus qu’une seule formule de reconstruction de x a partir des

échantillons :
B Zoo . n sin(mn(t — n/n))
wl) = <77> m(t—n/n) (14)

n=—oo

La preuve du théoreme utilise le résultat intermédiaire suivant, qui se démontre par un calcul explicite
de coefficients de Fourier.

Lemme 1 Soit

MNw) = Z Z(w + 2kmn) .
k

T € L2([-mn, ™)), et ses coefficients de Fourier sont donnés par

0= (3)

Preuve du théoréme (résumée) : La connaissance des échantillons z(n/n) est donc équivalente a la
connaissance de la fonction I'. Donc si il est possible de reconstruire Z a partir de I, il sera possible
de reconstruire = & partir des échantillons. Supposons que Z ait son support inclus dans [—wp, wp]. Si
wp > 7, la restriction de I' & 'intervalle [—wp, wp] redonne Z ; on peut alors écrire

#(w) =T (w)ww) ,

pour toute fonction w telle que w(w) = 1 sur [—wp, wo] et w(w) = 0 & Pextérieur de [—mn, 7n]. Dans ce
cas, w peut étre choisie C°. Une transformation de Fourier inverse redonne x a partir de I', et donc
des échantillons z(n/n).

Si wo = 77, la situation est la méme, sauf que w est nécessairement 'indicatrice de [—wy, wo).

Si ™ < wp, 'argument ne fonctionne plus. [
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FIGURE 1.2: Illustration du phénomene de repliement de spectre

1.1.2 Sous-échantillonnage, repliement

On a jusqu’a présent traité uniquement le cas des signaux analogiques, modélisés comme des fonctions
d’une variable réelle. Des problématiques similaires peuvent se poser dans le cas de signaux numériques.
Par exemple, étant donné un signal numérique = € ¢?(Z), sa TFD est une fonction 2m-périodique,
caractérisée par sa restriction a l'intervalle [0, 27]. Considérons un signal sous-échantillonné y défini
par
y[n] = z[2n] .

Il est possible de démontrer que

. 1/, /w (W
i =5 (2(3) +2(5+7))
de sorte que cette opération de sous-échantillonnage mélange des morceaux de Z. Une illustration de ce
phénomene, appelé repliement de spectre se trouve en FIGURE On y voit en particulier que la
partie “centrale” de la transformée de Fourier de z (figure du haut) a été correctement reproduite dans
7y (figure du bas), & une dilatation pres, mais que le “créneau” négatif de & présent dans les valeurs
positives de I'axe fréquentiel se retrouve “replié” dans les parties négatives de 'axe fréquentiel de g,
au milieu de la premiere partie. On comprend bien dans ces conditions, reconstruite Z (et donc z) a
partir de ¢ est impossible, sans hypothese supplémentaire.
Similairement, on montre qu’'un sous-echantillonnage d’un facteur p induit p—1 termes de repliement.

Remarque 1 Afin de pallier ce probleéme, le sous-échantillonnage doit toujours étre précédé d’une
opération permettant d’éliminer les termes de repliement. Dans ’exemple considéré, il s’agira de faire
en sorte que #(w/2+7) = 0 pour tout w € [—7, w]. Ceci peut se faire en multipliant & par une fonction
m telle que m(w) = 0 pour tout |w| > 7/2. Cette opération, qui peut s’écrire

Tz[n] ! /7r m(w)e™ i (w) dw

:% .

est appelée filtrage passe-bas. En pratique, il est préférable d’utiliser une fonction m (appelée fonction
de transfert) plus réguliere que l'indicatrice évoquée ci-dessus.

1.2 Représentations Hilbertiennes

La représentation d’une suite par ses valeurs peut étre vue comme sa représentation par les coefhi-
cients de son développement sur la base canonique, aussi appelée base de Kronecker. Les techniques

10



1.2 Représentations Hilbertiennes

modernes de codage des signaux utilisées par exemple dans les codeurs par transformation de type
JPEG ou MP3 utilisent plutot la représentation par les coefficients du développement du signal sur
des bases plus adaptées.

1.2.1 Rappels sur les bases Hilbertienne, et applications
Bases Hilbertiennes

Dans cette section, H est un espace de Hilbert séparable. Un systéeme orthonormal dans H est une
famille {e) € H, A € A}, telle que

1 siA=p
exs eu) = { 0 sinon (1.5)

Ici, A est un index au plus dénombrable (si A est infini, on prendra A = 7).

Théoréme 3 (Riesz-Fischer) Soit {ex,\ € A} un systéme orthonormal dans H, et soit F C H
lespace des combinaisons linéaires finies des ex, A € A.

1. Pour tout x € ‘H, on a l'inégalité de Bessel :

D e < lzl* . (1.6)

AEA

2. L’application x € H — {ex, X € A} est linéaire, continue de H dans ¢*(A\) et sa restriction a F
est une isométrie de F sur (2(A).

Les bases orthonormées (aussi appelées bases Hilbertiennes) peuvent étre caractérisées de la fagon
suivante.

Théoréme 4 Soit {ex, A € A} un systéme orthonormal dans H. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. {ex, A € A} est une base orthonormée de H.
2. La famille {ex, A € A} est compléte dans H.

3. Pour tout x € H, on a la formule de Parseval :

] = [z el . (1.7)

AEA

4. Pour tous z,y € H, on a

(z,5) = 3 (@, ex)er ) - (L8)

AEA

Ainsi, le choix d’'une base orthonormée dans un espace de Hilbert établit de fait une transformation
linéaire unitaire

v € H— {{v,ex, A € A} € 2(A)

appelée application coefficient.
Par ailleurs, étant donné un sous-ensemble Ag = {A1,... A} de l'index A, en notant Hy le sous-
espace de H engendré par {ey, A € Ap}, la base permet de donner une forme explicite au projecteur

orthogonal 11y, : H — Ho :
K

IIy,v = Z(v,exﬁe)\k )
k=1

11



1 Représentation des signaux, échantillonnage, codage
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FIGURE 1.3: Quelques vecteurs de base MDCT

Application au codage des signaux : codage par transformation

Le codeur MP3 pour les sons Le codeur MP3 utilise une base de Fourier locale [6], définie comme
suit. Dans ¢2(Z), les vecteurs de base sont indexés par deux indices : un indice temporel k € Z et un
indice fréquentiel £ = 0,...L — 1. Les vecteurs de base u¥*) € ¢2(Z) ont pour composantes

W50 ] = \}Zw[n — kL] cos (7r <€ + 2) z _LkL> :

ol w est une suite, appelée fenétre, essentiellement localisée dans Uintervalle {0,...L — 1}, et a la-
quelle on impose certaines conditions de symétrie (voir ci-dessous). Ces suites sont essentiellement des
sinusoides, localisées a ’aide de copies translatées de la fenétre w, comme on peut le voir en FIGURE
Les conditions imposées a la fenétre w sont les suivantes (voir par exemple [21], 23], [16] pour plus de
détails) : on suppose qu'il existe un entier positif n < L/2 tel que
wln] =1 pour tout n=mn,...L —1—n,
w[n] = 0 pour tout n # —n,...L—1+mn,
w[N + 1 — n] = w[n| pour tout n,
— et une condition de normalisation pour assurer que la base est normée.

Remarque 2 Dans RN ou CV, la construction est la méme, & deus petites différences preés :
— L’indice temporel varie maintenant dans un index fini : k=0,... K —1
— Les fenétres pour k =0 et k = K — 1 doivent étre modifiées, pour tenir compte des bords.

Remarque 3 Il existe des constructions similaires de bases MDCT dans L?([a,b]) et L*(R), les condi-
tions imposées aux fenétres sont similaires.

Etant donné un signal 2 € RY, on effectue alors les opérations suivantes :
— Décomposition de x sur une base MDCT :

K-1L

I
—

w u (ké)

k=0

~
Il
o

— Projection sur un sous-espace de dimension inférieure, équivaut & un “forcage a zéro” des coeffi-
cients de la décomposition sur le sous-espace complémentaire. Ici le sous-espace retenu est donné
par les vecteurs de base w** pour des indices fréquentiels ¢ inférieurs & un certain Lo fixé :

K—-1Lo—1

app_zzxukﬁ k:K)

k=0 (=0

12



1.2 Représentations Hilbertiennes

I’erreur d’approximation introduite ici étant donnée par

K-1L-1

lz —2®P2 =" Y [z, u®O)P

k=0 ¢=Lg

et peut étre controlée si |(z, u9)| décroit suffisamment vite en fonction de .

— Quantification et codage des coefficients retenus : les coefficients sélectionnés (z,u"9) sont des
nombres réels (ou complexes), mais doivent étre stockés avec une précision finie (codés sur un
nombre fini de bits). Ceci résulte en une approximation supplémentaire, appelés quantification,
définie comme une fonction non-linéaire

Q:zeR— Q) € {zo,...29r_1} ,

R étant le nombre de bits utilisés pour encoder x (appelé taux).

1.2.2 Signaux aléatoires, bases de Karhunen-Loéve
On s’intéresse ici a des signaux aléatoires, et a leur représentation sur une base.
Définition 1 1. SoitU =R ou U = (0,7 ; soit (A, F,P) un espace probabilisé. Un signal aléatoire

sur (A, F,P) indexé par U est une collection de variables aléatoires Xy : a € A — Xi(a) indexée
part e U.

2. X est du second ordre si pour tout t € U, X; € L*(Q,P) (en d’autres termes, E {|X;|*} < 00).

3. X est continu en moyenne quadratique si X est du second ordre et si la fonction (t,s) —
E{XtXS} est continue.

Etant donné un signal aléatoire du second ordre, il est clair que E{X;} existe pour tout ¢t € U. On
supposera que le signal est centré

E{X;} =0, VteU,

et on s’intéresse a sa fonction d’autocovariance C'x définie par

Cx(t,s) = E{X,X,} .

Lemme 2 Cx est une fonction semi-définie positive : pour tous ty,...t, € U et ay,...a, € C,

N
> m@nCx(tm,tn) =0 .

m,n=1

Cx est le noyau d’un opérateur Cx, appelé opérateur de covariance, qui est donc semi-défini positif.

Supposons que X, défini sur [0,7] soit du second ordre, continu en moyenne quadratique, et soit
{n, n € Z} une base orthonormée de L?(R). Il est possible de montrer que X admet une décomposition
sur la base, de la forme

X = i anna

n=—oo

ou les Z,, sont des variables aléatoires définies par

T _
T = (X, 1) = /O X5, (#) dt |

13



1 Représentation des signaux, échantillonnage, codage

et sont des variables aléatoires du second ordre (E {|Z,|?} < oo). On montre alors, par un argument
de type “Fubini”, que E{Z,} = 0 pour tout n, et que

T T
E{Z,Zn) = /O /0 Colt, ), (o () dtds = (Cxtbm, tn) |

ce qui conduit aux éléments de matrice de 'opérateur de covariance dans la base considérée. Des lors, il
est naturel de s’attendre a ce qu’'une base diagonalisant ’opérateur Cx puisse jouer un role intéressant
dans cette histoire.

Considérons le cas ou U = [0, T, et supposons que C'x soit continue en t et s. Rappelons le théoreme
de Mercer :

Théoréme 5 (Mercer) Soit K un noyau Hermitien semi-défini positif, [a,b] x [a,b] — C, continu.

Soit T Uopérateur intégral sur L*([a,b]) défini par

b
Tf(t) :/ K(t,s)f(s)ds .

Alors il existe une base orthonormée {er} de fonctions propres de T, de valeurs propres Ay réelles
non-négatives
Ter = Arex

et on a

K(t,s) =Y Arer(t)er(s) ,
k=1

ot la somme converge absolument et uniformément. De plus, les fonctions propres ep sont continues
sur [a, b].

Revenons au signal aléatoire X. Cx admet donc une base orthonormée de fonctions propres ¢;, telle
que Cxp; = \ip;. Cette base est appelée base de Karhunen-Loeéve (voir [20] pour plus de détails).

Théoréme 6 Soit X un signal aléatoire du second ordre indexé par [0,T], centré, et continu en
moyenne quadratique. Les variables aléatoires Z; définies par

T
Zi:/ X, (t)dt, i=1,2,...
0
sont du second ordre, centrées et décorrélées :
E{Z}=0, E {Ziij} = X\idij -

Par ailleurs, on a B
E{X:Z;} = Nipi(t) ,

et on obtient le développement suivant de Xy :
o
Xi=> Zigi(t) ,
i=1

ot la série est convergente dans L?(A,P) pour tout t € [0,T].
Cette décomposition est parfois appelée décomposition biorthogonale , car elle fait intervenir une base

orthonormée (au sens de L2([0,T])) {pi, i = 1,...00} et une famille orthogonale (au sens de L?(A,P))
de variables aléatoires.
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1.2 Représentations Hilbertiennes

Exemple 1 On dit qu'un signal aléatoire du second ordre indexé par U = [0,7] est cycliquement
stationnaire si

E{X:} =E{Xo} Vt, E { X (148)modr] X (s+6)[modr] } = E{X: X}, Vt, 5,0 €[0,T] .

On peut montrer que dans ce cas, la base de Karhunen-Loéve associée est une base trigonométrique :

1
k() = —= exp{2int/T} .
Pult) = 7 exp{2imt/ T}
La base de Karhunen-Loeéve est importante en pratique car elle fournit des approximations optimales
de plus basse dimension.

Proposition 1 (Eckart-Young) Soit {X;,t € [0,T]} un signal aléatoire du second ordre sur (A, F,P),
continu en moyenne quadratique. Soit {p,, n = 1,2,...} la base de Karhunen-Loéve associée. Soit
En un sous-espace de L*([0,T]) de dimension N, et soit lg, le projecteur orthogonal associé. Alors
l’espace de dimension N qui minimise ’erreur de projection, en moyenne quadratique

E{[|X — ey X|*}

n’est autre que le sous-espace de L*([0,T]) engendré par les N premiers vecteurs de la base de Karhunen-
Loéve. L’approzimation optimale (en ce sens) de X est donc

M
X(M) = Z<X’ (Pm>90m s

m=1

et lerreur, mesurée en moyenne quadratique, vaut

E{HX—X(M)H?} - f: Am -
m=M

Remarque 4 La construction de la base de Karhunen-Loeve effectuée ci-dessus est bien plus simple
dans le cas de signaux aléatoires de longueur finie. En effet, la fonction d’autocovariance définit une
matrice Hermitienne, semi-définie positive, et dont la diagonalisation est donc élémentaire.

Le cas de signaux a temps continu et support non borné peut par contre étre plus complexe, la
diagonalisation pouvant conduire & des difficultés techniques demandant un traitement plus élaboré.

1.2.3 Retour sur MP3... et JPEG

Compte tenu de la Proposition [1} si on accepte 1'idée de modéliser les signaux audio comme des
réalisations d’un signal aléatoire, on s’attend a ce que 'erreur d’approximation due a la projection sur
un sous-espace soit minimisée en utilisant la base de Karhunen-Loeve associée a ce signal aléatoire.

L’idée sous-jacente aux codeurs audio de la famille MPEG est que les signaux audio ne peuvent
pas étre considérés stationnaires, mais que si on les analyse sur des durées suffisamment courtes (de
Pordre de 20 & 40 millisecondes), ils peuvent raisonnablement étre approximés par des signaux station-
naires. D’ou l'idée d’utiliser, sur ces laps de temps, la base de Karhunen-Loeve associée aux signaux
stationnaires, qui n’est autre que la base trigonométrique. Ceci conduit donc au choix des bases trigo-
nométriques locales.

Similairement, le codeur JPEG utilisé pour comprimer des images fixes repose sur la constatation
empirique que des imagettes de taille environ 8 pixels par 8 pixels peuvent raisonnablement étre
considérées comme stationnaires. Ceci conduit alors a représenter chaque imagette par les coefficients
de sa projection sur un sous-espace engendré par un sous-ensemble d’'une base trigonométrique locale
2D.

Pour plus de détails sur le codage de signaux par transformation et les choix les plus apprpriés de
base orthonormée, on pourra par exemple consulter [16, 21].
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1 Représentation des signaux, échantillonnage, codage

1.2.4 Un exemple étrange

Comme on l’a vu, la base de Karhunen-Loeve s’introduit assez naturellement lorsqu’il s’agit de
coder des signaux aléatoires. Cependant, ca n’est pas obligatoirement le choix optimal, comme le
montre 'exemple suivant dit & Y. Meyer [18].

Considérons le signal aléatoire X; construit de la fagon suivante : soit Uy ~ U([0, 1]) une variable
aléatoire, et soit

t si0<t< U
X = .
t—1 siUy<t<l1

On voit facilement que X; est continu sauf en Uy. Un calcul explicite permet de montrer que
E{X:} =0Vte]0,1], E{X:Xs} = min(s,t) — st .
Notons que ces deux moments sont identiques a ceux du pont Brownien (centré)
P, =W, —tW,,

ces deux processus admettent donc la méme base de Karhunen-Loeve.

30 06
0.4
20
02
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0 0.2 /
200 400 600 800 1000 200 400 600 800 1000

FIGURE 1.4: Deux signaux aléatoires possédant la méme base de Karhunen-Loeve : réalisation d’un
pont Brownien (gauche) et d’une fonction “rampe” (droite).

Base de Karhunen-Loéve

Lemme 3 La base de Karhunen-Loéve associée a l’autocovariance
Cx(t,s) = min(s,t) — st , t,s €0,1]
est donnée par
©n(t) = V2sin(nrt) |
et les valeurs propres correspondantes sont

1
An = , ezt .
"= (wn)? "

Supposons maintenant que I'on cherche & approximer le signal X le plus précisément possible par sa
projection sur ou sous-espace de dimension N. En notant En un tel sous-espace, et Il le projecteur
orthogonal sur Ey, calculons

o0
E{IInX|"} =) AnlTvenl® .

m=1
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1.2 Représentations Hilbertiennes

Les Ay, étant positifs ou nuls, et ordonnés par ordre décroissant, on peut voir que le maximum de cette
expression est obtenu pour |[IIxp.,|| =1 pour tout m=1,... N H Ainsi, le sous-espace de dimension
N de L*(R) qui maximise E {||[IIyX|?} n’est autre que le sous-espace engendré par les N premiers
éléments de la base de Karhunen-Loeve. L’approximation optimale de X est donc de la forme

N
ONX =Y Znpm

m=1

et l'erreur d’approximation peut ainsi étre estimée par

[e.e] [e’e) 0o
1 1 " dx 1 [*dz 1
2
X -mexfl = 2 h= Y ansn 3 [ S-S E ey
n=N+1 n=N+1 neNg17/n1 N

ce qui donne une convergence tres lente.

Ondelettes Considérons maintenant une base orthonormée d’ondelettes de L%([0,1]), {1k, j € ZT, k =
0,...2/ —1}. Il s’agit essentiellement de copies translatées et dilatées 2//2¢)(27t — k) d’une ondelette de
base 1, que I'on doit modifier sur les bords pour qu’elles restent supportées dans [0, 1]. Il est possible
de construire de telles familles de sorte que les propriétés suivantes soient satisfaites : (voir [4} [16] pour
plus de détails)

~ La famille {¢;), j € ZT,k =0,...27 — 1} est une base orthonormée de L?([0, 1]).

— Les ondelettes t — 1) (t) sont de classe C([0,1]).

— Elles ont ¢ moments nuls : fol tPep;1(t) dt = 0 pour tout entier p < ¢ — 1, quels que soient j, k. Les

ondelettes sont donc aveugles aux polynomes de degré inférieur ou égal a q.

Il est en fait possible de construire une base d’ondelettes telle que pour chaque valeur de la variable
d’échelle j, seul un petit nombre de coefficients d’ondelettes soit non-nul. Par exemple, supposons que
1) possede ¢ = 2 moments nuls. Alors tous les coeflicients d’ondelettes (Xy, ;1) tels que le support de
;1 ne contienne pas Uy sont nuls. Il est possible de démontrer que

— Le nombre de telles ondelettes a chaque échelle est borné par une (petite) constante K.

— A Déchelle j, ces coefficients sont bornés par |(X,1ji)| < ci/2,
Mettant ces estimations ensembles, on montre qu’en se limitant aux M = K.J coefficients correspon-
dants aux plus petites valeurs de j, ’erreur d’approximation est de la forme

E S Clz—aJ ,

qui donne une décroissance bien plus rapide que celle obtenue dans le cas précédent. Il faut noter
qu’elle est également indépendante de la réalisation de Uy.

Comparaison La comparaison faite ci-dessus peut étre visualisée en analysant la décroissance des co-
efficients de Karhunen-Loeve et d’ondelettes d’'une réalisation de la fonction étudiée (voir Figure.
ou on peut voir la trés nette différence entre les deux vitesses de décroissance).
Ceci dit, elle n’est en fait pas vraiment fair play :
— Dans le premier cas, ’approximation sur la base de Karhunen-Loéve est obtenue par projection
sur un sous-espace de dimension N, toujours le méme quelle que soit la réalisation de Uy.
— Dans le second cas, Papproximation est adaptative : le choix des vecteurs de base (ondelettes)
retenus dépend de Uy, et peut donc s’adapter. Il ne s’agit pas d’une projection sur un sous-espace
de L?([0,1]).
La différence entre ces deux types d’approche (projection et approximation par les vecteurs de base
“les plus significatifs”) tient a une notion un peu différente, appelée parcimonie.

1. C’est le théoreme d’Eckart-Young, qui peut notamment se montrer en utilisant un développement sur une base
orthonormée arbitraire
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1 Représentation des signaux, échantillonnage, codage

Karhunen-Loéve Ondelettes

400 600 800 1000 200 400 600 800 1000

FIGURE 1.5: Décroissance des coefficients du développement de la fonction “rampe” sur la base de
Karhunen-Loeve (gauche) et une base d’ondelettes (droite).

1.2.5 Approximation non-linéaire et parcimonie

Etant donnée une base B = {¢,k = 1,2,...} d’'un espace de Hilbert H, et un vecteur x € H, on
distingue deux formes différentes d’approximation de x de “dimension” N :
— Approximation linéaire : projection de x sur le sous-espace engendré par N éléments fixés de B,
par exemple les premiers :

) =

M=

(L
Ty

<‘T7 wn>d)n 9

n=1

et Perreur d’approximation linéaire est donnée par

o = D @l

n>N+1

— Approximation non-linéaire : notons ni,ns, ... les indices tels que

{2, n)| 2 ({2, o) | 2 ({2 ong)[ =,

on définit alors

N
CUE\I;IL) = Z<x’ wnk>¢nk P

k=1

et Perreur d’approximation non-linéaire est donnée par

oW = 3 )

k>N+1
On vérifie facilement (en conséquence de la formule de Parseval) que

AV <)

mais la question principale est la suivante : existe-t-il des hypothéses assurant que la vitesse de conver-
gence de 'approzimation non-linéaire soit supérieure a la vitesse de convergence de l’approrimation
linéaire ?

La réponse est positive, et correspond a la notion de parcimonie. En quelques mots, on dit d’un
signal qu’il est représenté de fagon parcimonieuse dans une base (ou un repere, voir plus loin) s’il
peut étre caractérisé, a une bonne approximation pres, par une petite fraction des coefficients de son
développement sur la base. On dit qu’il est compressible s’il existe une base ol un repere dans lequel
il est représenté de fagon parcimonieuse.

Comme on va le voir, on associe souvent la propriété de parcimonie & ’appartenance de la suite des
coefficients a un espace de type /7.
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1.3 Exercices

1.3 Exercices

1.3.1 Maths

1.

Démontrer le Théoreme [2 dans le cas critique wg = 7wn. On pourra commencer par construire
une transformation unitaire entre PW,,, et L?([—wo,wo]), puis utiliser la base trigonométrique
de LQ([*LL}(), wo]).

. Montrer que le systeme trigonométrique, constitué des N vecteurs €¥, k = 0,... N — 1 de com-

posantes
1
k _ 2imkn/N
n| = ——e
"= Tw
est une base orthonormée de CV. Expliciter les coefficients de la décomposition d'un signal
x € CN sur cette base.

€

Montrer que le systéme DCT-II, constitué des N vecteurs e¥, k = 0,... N — 1 définis par

ek[n]zﬁcos<w<k+;>;>, n=1,. N-1, ek[O]:\/IN

est une base orthonormée de RY.

Meéme question pour le systeme DCT-IV, défini par

Soit € CV, soit p un diviseur de N. Soit y € CN/? défini par

yln] =z[pn], n=0,...(N/p)—1.

Exprimer g en fonction de Z.

Démontrer la Proposition [I} On pourra considérer génériquement une famille orthonormée de
N vecteurs et le sous-espace qu’elle engendre, et montrer que I'optimum est obtenu quand cette
famille est constituée des N premiers vecteurs de la base de Karhunen-Loeve (si Ay est non-
dégénérée). Cette démonstration peut étre trouvée dans [16].

Montrer que la base de Karhunen-Loéve du mouvement Brownien sur [0, 1], d’autocovariance
Cw(t,s) = min(t, s)

est donnée par
on(t) = V2sin(r(k + 1/2)t) ,

et expliciter les valeurs propres correspondantes.

8. Démontrer le Lemme 21

10.

Démontrer le Lemme [3]

Un signal aléatoire sur [0, 1] est cycliquement stationnaire en moyenne d’ordre deux si sa fonction
d’autocovariance C'x est telle que

Cx ((t + 0)[mod 1], (s + 0)[mod 1]) = Cx(t,s) , Vt,s,6€[0,1].

Calculer la base de Karhunen-Loéve d’un signal cycliquement stationnaire en moyenne d’ordre
deux.
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1 Représentation des signaux, échantillonnage, codage

1.3.2 Applications numériques

20

1. L’un des outils de base en analyse harmonique numérique est la transformation de Fourier rapide,
algorithme qui permet de calculer la TFF d’un vecteur de longueur N en C'N log(N) opérations,
ou C est une constante. Sous Matlab cet algorithme est implémenté dans la fonction £ft, et la
fonction ifft effectue une TFF inverse (avec le méme algorithme).

Tester la fonction £ft sur des signaux sinusoidaux. Par exemple :

£0=64;

X = sin(2xpi*f0*[1:512]);

Xchap = fft(X);

plot (abs(Xchap));

plot (fftshift (abs(Xchap)));

La fonction fftshift permet de réordonner un vecteur (transformé de Fourier) de sorte que
I’élément de fréquence nulle se trouve au milieu du vecteur.

On pourra faire plusieurs essais en variant la valeur de £0

. Pour visualiser les effets du sous-échantillonnage, on pourra procéder comme ci-dessus, et ne

garder qu'un échantillon de X sur deux :

Y

= X(1:2:N);

et effectuer les mémes opérations.

Méme questions pour un sous-échantillonnage d’un facteur p.

. Implémenter I'exemple simple (et “étrange”) ci dessus. Calculer ses coefficients de Fourier (en

utilisant “fft”).



2 Principes d’incertitude et décomposition
parcimonieuse

2.1 Parcimonie, redondance

La parcimonie est devenue une notion centrale en traitement des signaux. Voici quelques exemples

— Les appareils photo prennent maintenant des photos en couleur (codées sur les 3 couleurs fonda-
mentales R, G, B) d’une dizaine de millions de pixels. Chaque pixel étant codé sur 1 octet, cela
représenterait environ 30 Mo par photo. Les fichiers, généralement codés au format JPEG, sont
bien plus petits que cela.

— Sur un CD audio standard, une heure de musique (échantillonnée a 44100 valeurs par seconde et
par canal, chaque valeur étant codée sur 2 octets) représente environ 44100 x 2 x 3600 x 2, soit
environ 630 Mo. Le format MP3 produit des fichiers bien plus petits.

— En imagerie médicale, on est de nouveau confronté a de gigantesques masses de données, qui
doivent étre codées de fagon efficace.

La clé qui permet un codage efficace des signaux est la notion de parcimonie. Supposons qu’'un signal
soit constitué d’un vecteur dans RY, et soit B = {¢1,...¢xN} une base orthonormée de RV. On dira
que le signal z € RY est représenté de facon parcimonieuse dans la base B si & peut étre caractérisé
par un petit nombre n < N de coefficients (x, ¢, ) de son développement sur la base 8.

2.1.1 Bases orthonormées, repéres

On utilisera souvent dans ce qui suit des bases orthonormées élémentaires telles que
— La base canonique, ou base de Kronecker A = {dp,...0n_1}

dnln] =1, nlk] =0Vk #n
— La base de Fourier finie & = {¢, ...ey—_1} définie par

1 .,
ep[n] = ——=e2mn/N n=0,...n—1

VN
Remarque 5 Le cadre des bases orthonormées est souvent insuffisant quand il s’agit de représenter
des signaux un tant soit plus complexes. Prenons '’exemple de = €, + dp,, pour kg et ng fixés. x
n’est représenté parcimonieusement ni dans la base canonique ni dans la base de Fourier; par contre
il est représenté parcimonieusement dans un systeme constitué de 'union de ces deux bases.
Le probléeme qui se pose dans ce cas est que par rapport a ce systéme £ U A, x admet une infinité
de développements possibles

N-1 N-1
€T = Zan6n+ Zﬁkek .
n=0 k=0

Une heuristique de simplicité (ou de parcimonie) nous dit que la “bonne” représentation est celle
donnée par oy, = 0pn, €t B = Ok ky, Mmais comment concrétiser cela?

Au dela des unions de base, on utilisera plus génériquement la notion de repere (que 1'on appelle
parfois structure oblique ou trame :
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2 Principes d’incertitude et décomposition parcimonieuse

Définition 2 Un repére dans un espace de Hilbert séparable H est une famille {ox, A € A} d’éléments
px €H, ou A est un index donné, telle qu’il existe deux constantes 0 < A < B < oo vérifiant, Vo € H

Allz)® <Y [z, o) < Blla|l? .
A€A

Remarque 6 On utilise parfois le nom de dictionnaire pour désigner un repere (bien que stricto
sensu, un dictionnaire ne soit pas nécessairement complet, c’est a dire peut étre tel que A = 0.

On associe naturellement a un repere les opérateurs suivants :
— Opérateur d’analyse :

U:x€H— Uz = {{x,0)), A€ A} € £2(A)
— Opérateur de synthese, défini comme 'adjoint V = U* de U :

U*:a € P(A) — Ura = ZQA(P)\ .
AEA

— Opérateur de repere :
R=UU:zeH+— Z(m,g@,\><p,\ .
AEA

On montre facilement le résultat suivant :

Proposition 2 1. R est auto-adjoint et défini positif, son spectre est inclus dans lintervalle [A, BJ.

2. 1l existe une famille {px, N\ € A} d’éléments de H, constituant un repére de H (appelé dual
canonique du repere initial), telle que pour tout x € H, on ait

L= Z<‘T’§0)\>¢>\ = Z<xv¢>\>90>\ . (2'1)

AEA AEA

On notera
Oég = <.%', 95)\> = <R71$7 90)\>

les coefficients de la décomposition obtenus avec le repere dual canonique.

2.1.2 Pourquoi choisir un repére plutot qu’une base ?

Considérons I’exemple simple suivant : dans CV,
€r = 5n0 + €k >

pour un certain ng et un certain kg. Clairement, chacune des deux “composantes” de x est représentée
parcimonieusement (par un unique coefficient non nul) dans la base de Kronecker et la base de Fourier
respectivement. Cependant, aucune des deux bases ne donne une représentation parcimonieuse de x
(aucun coefficient n’est nul).

Par contre, il est facile de montrer que 1'union de ces deux bases est un repere de CVV, et que z peut
étre représenté par seulement 2 coefficients non-nuls dans ce repere. Par contre, la décomposition de
x dans ce repere n’est pas unique, il va donc falloir travailler pour développer une méthode qui puisse
sélectionner la “bonne” décomposition.

Plus généralement, ’heuristique est la suivante : plus un repere est “riche” (c’est a dire, redondant),
plus un z donné peut étre représenté parcimonieusement dans ce repere. Par contre, plus difficile sera
la tache de sélectionner la meilleure représentation.
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2.2 Algorithmes de décomposition parcimonieuse

Probléeme : étant donné x € H, et un repere de H, trouver la décomposition

T = ZOéASOA

AEA

telle que le nombre de coefficients «, non nuls soit le plus faible possible. En introduisant la quasi-norme

ledlo = #{A e A: ax # 0}
on est donc amené a considérer le probléeme

(PO) min ||al|p  sous contrainte x = Z axPy -
AEA

Ce probleme est souvent impossible a résoudre pratiquement, et on lui substitue le probleme relaxé
obtenu en substituant & la quasi-norme ¢° une (quasi-)norme ¢? plus facile & appréhender. Rappelons
que pour p > 1, Papplication z — ||z, = [>2, |zA[?]"/? définit effectivement une norme, qui est donc
convexe. Comme on va le voir, le cas p = 1 a un statut particulier, qui conduit & la parcimonie.

2.2.1 Méthode des reperes : p = 2

La méthode des repeéres est basée sur la norme ¢2. le probleme

(P2) min ||a|l2  sous contrainte x = Z axpn -
A€A

est un probleme d’optimisation d’une forme quadratique sous contrainte linéaire, qui peut en fait se
résoudre exactement.

Proposition 3 La solution du probléme (P2) est donnée par
_ s\ _ 0

ay = (z,$5) = ay
ot {@x, A € A} est le repére dual du repére {py, A € A}.
Preuve : On sait déja d’apres la Proposition [2] qu’il existe une fagon canonique de décomposer x sur
le repere, donnée par le repére dual canonique : o = (z,¢,) = (R 1z, ¢,). Donc o’ € U(H), U étant
lopérateur d’analyse. Soit maintenant « tel que z = U*a. o se décompose de maniere unique sous la
forme a = a® + a!, avec a! € U(H)*, et on a

led® = 1la® ] + fla"1*

d’ol1 le minimum est obtenu pour a! = 0. '
Malheureusement, la méthode des reperes ne permet pas d’obtenir de représentation parcimonieuse
en général, comme on peut le voir sur I'exemple |2 discuté ci-dessous.

2.2.2 Basis pursuit (BP) : p=1
Basis pursuit utilise la formulation

(P1) min ||a|l;  sous contrainte x = Z axey -
A€A
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FIGURE 2.1: Décomposition de x = 0y, + €, sur le repere “Kronecker U Fourier”. Haut : le signal;
bas : coefficients de la décomposition obtenus par la méthode des reperes (bleu) et Basis
Pursuit (rouge).

ot on a introduit la norme ¢!

lafls = laal -

AEA

Ce probleme peut se formuler comme un probleme de programmation linéaire, pour lequel il existe
des algorithmes efficaces. On n’entrera pas ici dans le détail des algorithmes. On utilisera en pratique
une implémentation dans le paquet logiciel sparselab développé sous Matlab, dans lequel BP est
implémenté dans la fonction SolveBP.

Exemple 2 On considere le cas simple z = J,, + €x,, pour lequel on recherche une décomposition
parcimonieuse a l'aide de la méthode des reperes et de Basis Pursuit. La Figure[2.1]ci dessous représente
un signal, somme d’une sinusoide e, et d’un pulse d,,, ainsi que les coefficients de la décomposition
sur le repere constitué de 'union de la base de Kronecker et de la base de Fourier. Comme on le
voit, Basis Pursuit est capable d’identifier les deux coefficients significatifs, tous les autres étant nuls
(points rouges sur la figure du bas), alors que la méthode des repeéres ne génere pas de parcimonie
(points bleus), et les deux coefficients. importants sont sous-estimés.

2.2.3 Matching pursuit (MP)

Le matching pursuit [I7] est un algorithme itératif, de conception assez simple, qui recherche des
approximations de plus en plus précises de la solution par optimisations unidimensionnelles. Supposons
qu’on dispose d’un repere {¢y, A € A}, normalisé de sorte que ||| = 1 pour tout A. Le principe de
I’algorithme est de rechercher a chaque itération k le vecteur ) dont la contribution au résidu courant
1) est 1a plus grande, et soustraire cette contribution, générant un nouveau résidu rk),

Dans certaines situations, cette stratégie n’est pas appliquable, et on ne peut que rechercher un
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2.2 Algorithmes de décomposition parcimonieuse

vecteur ) tel que
[(r®, o] = ol (r® on)| WX

ol 0 < a <1 est un parametre fixé.
— Initialisation : #(©) = z, (0 = 0.
— Itération : tant que le critere d’arrét n’est pas atteint
— Recherche de I’élément optimal : & 'étape k, r*) est connu et on cherche

Aee {Ae A 16® o] = alr®.pn)] V)

— Mise a jour de I'approximation au rang k

2 = 20 4 (10 o) Vo,

et du résidu
P+ — 0 (D) (R) (,a(k)7 O )P, -
En sortie d’algorithme, x s’exprime sous la forme d’une série télescopique

K

r= ZVM‘PM + rl) )
k=0

ou les coefficients vy, sont issus du calcul

,Y)\k - <T(k)7 90)\]9) :
Il est a noter qu’a chaque étape, on a

(k+1)||2 k)||2

I = lr®? = el

de sorte que la norme du résidu est décroissante. La convergence est donnée dans le cas général par le
résultat suivant

Théoréme 7 Soit D = {px, A € A} un repére dans ’espace de Hilbert H. Alors
lim [|r™] =0.
n—oo

Si H est de dimension finie, il est possible de préciser davantage la convergence, en utilisant la mesure
suivante de corrélation :

I(D) = inf supM .
vetrer ||z

I(D est en fait le cosinus de l'angle maximum d’un élément quelconque x € H avec un élément
quelconque du repere.

Lemme 4
I(D)>0.

Preuve : Supposons que ce soit faux. Alors il est possible de trouver une suite de réels u,, — 0 et une
suite de vecteurs x,, tels que ||z,| =1 et

€n :;relg\(xn,cp)] < Uy .

L’ensemble des vecteurs de norme 1 est une variété compacte dans H. On peut donc extraire une
sous-suite convergente z, — x, et on a donc

= li < i =0.
(o) = Tim [{zg,, ox)] < Tim ug, =0

Comme le repére est complet, on a nécessairement x = 0, d’ou contradiction. '
On en déduit le résultat suivant :

25



2 Principes d’incertitude et décomposition parcimonieuse

Proposition 4 Avec les notations ci-dessous, la norme du résidu est bornée comme
Ir® ) < |z [1 = oT(D)*M2
Preuve : A l'itération n, on choisit A, tel que

[(r™), o) 2 orsup [(r™, x| = aI (D)™ .

Donc
D2 = 2 — [0, 00, )2 < P (1= 21(D)?)

ce qui prouve la proposition. 'y
Notons qu’en dimension finie, si D est de taille finie, on peut prendre o = 1.

Dans le paquet logiciel SparseLab, le matching pursuit est implémenté dans la fonction SolveMP.

2.2.4 Matching pursuit orthogonal

Le principe de base reste le méme que celui du matching pursuit. La seule chose qui change est
la mise a jour de l'approximation, et donc du résidu. Dans ce qui suit, on notera I1g 'opérateur de
projection orthogonale d’un espace de Hilbert sur un sous-espace F.

L’algorithme de Matching pursuit orthogonal fonctionne comme suit :

— Initialisation : #(© = z, (0 = 0.

— Itération : tant que le critere d’arrét n’est pas atteint

— Recherche de I’élément optimal

A\ = argmax | (r(k) o]
A

— Mise a jour de l'approximation au rang k : soit Fj le sous-espace engendré par les vecteurs
sélectionnés aux k premieres itérations. On pose

2B = g, x

et le résidu est mis a jour par

P o (k1)

=z
Remarque 7 1. II faut noter que contrairement a ce qui se passe dans le cas du matching pursuit, le
résidu r(™ & I’étape n appartient au sous-espace orthogonal a I’espace engendré par les n vecteurs
sélectionnés. Ainsi, lorsqu’un vecteur du repere a été sélectionné, il ne le sera plus jamais. OMP
effectue de fait une réduction de dimension.
2. La contrepartie est la nécessité de calculer a chaque étape une projection orthogonale sur un sous-
espace de dimension de plus en plus grande, ce qui devient coliteux lorsque I’'indice n augmente.
En effet, on peut écrire

N

n=0

ou le vecteur v = {7, ...yn} des coefficients est donné par
v=G Wz = UU* Uz,

G =UU" = {{pxr, ¢)), \, N € A} étant la matrice de Gram de la famille {p),,... ¢y, }, dont
on peut montrer qu’elle est inversible. G est une matrice N x N, de sorte que son inversion peut
poser probleme quand N est grand.

Un exemple de convergence de MP et OMP se trouve en Figure Un signal parcimonieux a été
généré a partir de 50 coefficients non-nuls dans un repere “Fourier+Kronecker” et les coefficients ont
été identifiés par MP et OMP. Comme prévu, OMP a besoin d’exactement 50 itérations, alors que MP
demande un peu plus.
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2.2 Algorithmes de décomposition parcimonieuse

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

10 T T

0 10 20 30 40 50 G0 70 80 90 100

FIGURE 2.2: Exemple d’application de MP et OMP : signal parcimonieux (haut) et vitesses de conver-
gence des deux algorithmes (bas) : MP (bleu, trait plein) et OMP (rouge, tirets).

2.2.5 LASSO, ou basis pursuit denoising

L’algorithme du LASSO, aussi appelé basis pursuit denoising, peut étre vu comme une version
relaxée du Basis Pursuit. L’idée est de rechercher une décomposition parcimonieuse d’un signal a une
petite erreur pres. Le probleme de LASSO peut se formuler de trois fagons équivalentes :

(P1a/) min ||«||;  sous contrainte ||z — Z axpa|| <€
AEA 2
(P1V) min ||z — Z P sous contrainte |l <&
A€A 2
. 2
(P1c) min 31T~ ZOQSO)\ + pllela
A€A 2

pour des valeurs compatibles de €, § et A.

Lemme 5 Lorsque {px, A € A} est une base orthonormée de l’espace considéré, le probleme (P1°)
posséde une solution explicite :

eiarg«x#’)\)) x, — si x, >
ax =S, ((z, 1) = { . [[{z, )| — 4] Sjn(|)§1 x| =

La fonction Sy, est appelée seuillage doux, par opposition au seuillage dur.

_ oz osizzp
D“(z)_{ 0 sinon
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2 Principes d’incertitude et décomposition parcimonieuse

Remarque 8 Lorsque le repere {¢y, A € A} n’est plus une base orthonormée mais est redondant, c’est
a dire quand Ker(U*) # {0}, la solution du probléme n’est plus donnée par un simple seuillage doux.
Cependant, le probléme peut étre résolu numériquement par seuillage doux itératif [7], une méthode qui

tombe dans la famille des itérations de Landweber. Partant d’une initialisation o(?) = {a&o), A€ A},
la mise a jour s’effectue via ’expression

aE\nH) =S, (af\n) —eU (U*a(") — 1’)) ,

dont on peut démontrer la convergence pour des valeurs de € suffisamment petites.

2.3 Principes d’incertitude et identifiabilité

Un principe d’incertitude est un résultat qui traduit généralement 1'impossibilité pour un ob-
jet (vecteur, suite, fonction,...) d’étre représentées de facon parcimonieuses simultanément dans des
représentations différentes. Ceci se traduit généralement par une inégalité qui limite un produit de
deux mesures de parcimonie, ou concentration.

Il s’avere que les principes d’incertitude jouent un réle fondamental dans les problemes d’approxi-
mation parcimonieuse.

2.3.1 Inégalités dans le domaine continu
L’inégalité d’Heisenberg
La premiere formulation connue du principe d’incertitude est associée a l'inégalité d’Heisenberg, qui

utilise I'intégrale de Fourier : si f € L?(R),

fo)= [ e

Théoréme 8 Soit f € L2(R), f # 0. Soient e et vy la valeur moyenne et la variance de f, définies

par
1 [ R
s = [ MORd = [ e PiroR

1
. A >
Uf Uf 162,

Alors

avec €galité si et seulement si f est une fonction Gaussienne, de la forme
—bt? ict+dt?
f(t) = ae™ " ettt
pour des constantes a € C, b € RT et ¢,d € R.

L’inégalité de Donoho-Stark

L’inégalité d’Heisenberg utilise une notion de variance pour mesurer la concentration de f et f .
L’inégalité de Donoho-Stark [10] utilise des mesures de concentration différentes, définies comme suit :
soient f € L?(R), et € > 0; f est e-concentrée dans I’ensemble mesurable £ C R si

1/2
< / |f<t>|2dt) < eI/l
R\E
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2.3 Principes d’incertitude et identifiabilité

Théoréme 9 Supposons que f € L*(R) soit ep-concentrée dans T, et que f soit ep-concentrée dans
F'; alors

ITLIF] = (1= (er +ep)?
ot on a noté |T| la mesure de Lebesque de l’ensemble T

Preuve : Commencons par introduire les opérateurs (linéaires) de localisation temporelle et fréquentielle.
Soient 7', F' deux sous-ensembles mesurables de R. Sans perte de généralité, on peut supposer que T
et F' sont de mesure finie (Dans le cas contraire le résultat est trivialement vérifié). On note

e ={ 30 ST Pes(0) = [ Jomar . jer®).

Pr et Pp sont deux projecteurs orthogonaux; donc f est ep-concentrée dans T si et seulement si
|f — Prfl| <er, et f est ep-concentrée dans F si et seulement si ||f — Ppf| < ep.
On a de plus

|f = PrPrfll=\f—Prf+Prf—PePrf| <|f—Prfll+If—Prfl,
car ||Pp|| < 1. De plus
If = PePrfl = £l = IPrPrfl
d’olt on déduit
|[PrPrfll 21— (ep +er) .

PrPr est la composition de deux projecteurs orthogonaux sur des domaines bornés, qui sont des
opérateurs de Hilbert-Schmidt, c’est aussi un opérateur de Hilbert-Schmidt. Il existe donc d’apres le
théoréme des noyaux une fonction £ € L*(R?) telle que PpPrf(t) = [* k(t,s)f(s)ds. Un calcul
explicite donne

PrPrf(t) :/ezmyt/ f(s)e 2imvs dsduz//ezm’(s_t) dv f(s)ds,
F T TJF

dot |
Kt ) = [pe?™dy sis#T
’ 0 sinon

Calculons maintenant

/ |K(t, s)|* dtds = / ( / eZi“”(t_s)du> ( / e—%f”’“—s)du’) dtds .
RxT Rx F F

En notant w — I7(u) l'indicatrice de I’ensemble mesurable U, on a

/ MmWﬁ=:b@/‘/ / () Ip(V)e2 =)= gy d
o roo oo poo -
= IT(S)/ / / Ir(W)Ip()e?™ =Y dudy du

= IT(S)/ Ir(v)dv
= [FlIr(s),
d’ou la norme Hilbert-Schmidt de PrPr vaut

o oo
1PePrlfys = [ [ )P aeds = | PLIT]
—0o0 — 0o

On sait par ailleurs que
|1PePr| < ||[PrPr|as

on obtient donc
|FIT| < ||PpPr|* < [1 = (ep +er)]?

ce qui est le résultat désiré. [
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2 Principes d’incertitude et décomposition parcimonieuse

Application : reconstruction d’un signal a bande limitée a partie d’'une observation tronquée

Ce résultat, en apparence négatif, a des conséquences positives. On considere le probleme pratique
suivant. Supposons que x € L?(R) soit & bande limitée & F (c’est & dire supp(f) C F, et qu’on dispose

d’observations de la forme
_fx@)+n(t) sitgT
y(t) = { 0 sinon ,

oit T est un sous-ensemble mesurable de R et n € L?(R) est un bruit inconnu.

Corollaire 1 Si |T|.|F| < 1, il est possible de trouver un algorithme de reconstruction d’une approxi-
mation T de x & partir de y, stable au sens ou il existe une constante C' telle que

1 —z|| < Cllnl| .
Preuve : On considere 'opérateur
Q= (1 — PTPF)fl .

@ est bien défini si |T|.|F| < 1. Clairement, y = (1 — Pr)z + n, de sorte que, puisque x = Ppx, en
définissant & = Qy,
r—T=x—Qy=x—Q(zx— PrPpx) — Qn=—-Qn .

Par ailleurs, ||Q] = ‘ (1-— PTPF)*1H, et comme pour tout opérateur A tel que ||A|| < 1, on a [|(1 —
A)7 < 1/(1 - ||A]). on en déduit

1

1= /IFLIT]

Pour ce qui concerne ’algorithme proprement dit, il suffit d’utiliser la série de Neumann (qui converge
des que ||PrPr| < 1)

12—z < ]l -

o0
Qu=> (PrPp)"y ,
n=0
et de poser
o0
#®) = (PrPp)"y .
n=0
On a alors

i) —y = PpPpaF1)
ce qui suggere d’utiliser un algorithme itératif basé sur la récurrence
70—y PP

qui n’utilise que les deux opérateurs de projection orthogonale Pr et Pp. [

2.3.2 Inégalités en dimension finie

Concretement, le traitement du signal numérique concerne des signaux de longueur finie, et donc
des espaces de dimension finie. La notion de cohérence ci-dessous joue un réle important.

Définition 3 Soit ® = {p\, A € A} un repére d’un espace de Hilbert séparable H. La cohérence de ®
est la quantité

p= p(®) = sup [(ox, oa)| -
AEN

30



2.3 Principes d’incertitude et identifiabilité

Lemme 6 Soit ® = {p), A\ € A} un repére de H, Hilbert de dimension N, normalisé de sorte que

lloall = 1 pour tout X. Alors
Al =N
N S @) <1
N(IA[-1)

Remarque 9 Dans H = CV, pour N premier différent de 2 ou 3, il est possible de trouver un repere
® formé de N? vecteurs tels que

M(‘I’):ﬁ :

Il est constitué de vecteurs translatés en temps-fréquence
(Pké[n] _ 62iﬂ£n/N(p[n o ]ﬁ]

d’un vecteur appelé séquence d’Alltop, défini par

1 )
go[n]:\/—NeZZ”"?’/N, n=0,...N—1,

tres utilisé en détection radar. Ce repere n’est pas tres éloigné de l'optimum, qui est dans ce cas
1/vVN +1.
L’inégalité de Donoho-Huo : repére <« Kronecker U Fourier >

La premieére version connue était une version de dimension finie de I'inégalité d’Heisenberg, concer-
nant les représentations temporelle et fréquentielle [9]. Dans CV, on note {Jo,...dx_1} la base cano-
nique, et {€g,...eny—1} la base de Fourier finie. On s’intéresse & la décomposition parcimonieuse de
signaux sur le dictionnaire formé de 'union de ces deux bases. Donoho et Huo ont été les premiers a
faire un lien réel entre ce probleme et les relations d’incertitude.

Théoréme 10 (Donoho-Stark) Soit z € CV, x # 0, et notons ||z||o et ||Z||o les tailles des supports
respectifs de x et . Alors

lzlo-[|Z]lo = N
lzllo + lZll0 > 2VN

On omettra la preuve ici, car elle est un cas particulier de I'inégalité d’Elad-Bruckstein ci-dessous.

Exemple 3 Le signal “cloture” joue un role fondamental dans cette construction, dans la mesure ot
il apparait comme cas limite pour ces inégalités. Soit N = p? un carré parfait, et soit

znpl=1, n=0,...p—1, xm|=0sim#np.
Il est facile de voir que
zlkpl=1, k=0,...p—1, z[]=0sil#kp.
Ainsi, dans ce cas, [|z]|o. ||Z]]o = N et 'inégalité est une égalité.

Corollaire 2 (Donoho-Huo) Soit

N-1 N-1
x = Z a[n)d, + Z Blm]em € CV .
n=0 m=0
Si
lello + 118110 < VN

alors le probléme (P0) a une solution unique. Cependant, il existe N et x € CN tel que lleello + || Bllo =
VN et que le probléme (P0) n’admette pas de solution unique.
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2 Principes d’incertitude et décomposition parcimonieuse

Preuve : Notons pour simplifier D = {¢x, k = 0,...2N — 1} le repere constitué de I'union des deux
bases (Kronecker et Fourier), et soit U I'opérateur d’analyse correspondant. Soient v! = (a!, 8!) et
72 = (a2, 5?) tels que

N—-1 N—1 N1 N1
x = Z ol [n)é, + Z B m)em = Z o?[n)6, + Z B2[mlem
n=0 m=0 n=0 m=0

Alors
Yt =22 e N = Ker(U*) .
N-1

La structure de N peut étre caractérisée facilement. Soit v = (u,v) € N. On a Y 5 u[n]d, +
SNl wimlen, = 0, don

m=0
v[k] = <§_: v[m]em,ek> =— E_: u[n](On, €x) = — E_: ulnlegn] = —\/%ﬁ[k] .

m=0 n=0 n=0

Donc N = {(u, —a/V'N), u € CV}, soit
N = {(u,—a), ue CN}, ou @ =1u/VN . (2.2)

D’apres I'inégalité de Donoho-Stark ci-dessus, les éléments de A ont donc au moins 2¢/N composantes
non-nulles. On a donc
2VN < 7" = 2[lo < 7 lo + [7?1lo

ce qui est incompatible avec ||y¢|lo < v/N pour i = 1,2, sauf si v =42,
Pour ce qui est de la non-unicité, reprenons ’exemple |3] qui montre que le signal “cloture” = admet
deux représentations également parcimonieuses de longueur p = v/N si N = p? est un carré parfait. @
Ce résultat, qui porte sur le probleme (P0), est de faible portée pratique, dans la mesure ou le
probleme (P0) est difficile a résoudre numériquement, au contraire du probleme (P1), auquel s’applique
le résultat suivant. Introduisons tout d’abord la mesure suivante de concentration : étant données deux
parties T, F C {0,... N — 1}, on note

2ter YU+ 2 er 9LS]] _

Ml(Ta F) = =
yeCN y£0 lylle + 171l

(2.3)

Corollaire 3 Soient T, F C {0,...N — 1}, et soit x € CV tel que

v =Y oftlé+ > _ Blfles -

teT fer

Si T, F sont tels que
1
m (T, F) < B

alors v = (a, B) € C?N est l'unique solution du probléme (P1).

Preuve : Soit donc z € RY, soit D le repere formé de 1'union de la base de Fourier et de la base de
Kronecker, et soit v € C2V tel que x = U*y, U* étant I'opérateur de synthese du repere. Dire que ||7||;
est minimale revient a dire que

v +6llt = Iyl >0, Vo eN ,

ou N = Ker(U*). Notant Sy C {0,...2N — 1} le support de ~ et 5., 'ensemble complémentaire, on a

v+ 6l =Myl = D 1o+ D (ol =D = D 16— D 16a] -

€S, AESy €S, AESy
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2.3 Principes d’incertitude et identifiabilité

Donc 'unicité sera assurée des que
D Ioal> D 10 VeN,
AES, AESy

soit aussi
6] >2 > |65 VoeN .
AES,
Rappelons maintenant que N = {(u, —@), u € CV}. Cette condition devient donc, en notant 7" et F'
les parties temporelle et fréquentielle du support de vy (S, =T U F)

lulls + Nl > 2 |3z + > 1341 ]

teT fer

ce qui conclut la démonstration. [

Donoho et Huo montrent ensuite le résultat suivant [9]

Proposition 5 Avec les mémes notations que ci-dessus,

On en déduit imédiatement

Corollaire 4 Awvec les mémes notations que ci-dessus, si

lello + 11 Bllo <

alors v = («, B) est l'unique solution de (P1).

Comme on va le voir ci-dessous, la constante 1/2 du corollaire ci-dessus n’est pas du tout optimale, la
valeur optimale étant v/2 — 1/2 ~ 0.914.

L’inégalité d’Elad-Bruckstein : repére < union de deux bases orthonormées B; U B, >

Cette inégalité [12] généralise I'inégalite de Donoho-Huo & des représentations par les coefficients de
décompositions sur des bases orthonormées.

Théoréme 11 Soient ® = {pg,...on_1} et ¥ = {2g,...9yn_1} deuz bases orthonormées de CN.

Soit x € CVN, tel que ||x|| = 1; x admet les décompositions
N-1 N-1
z=Y alnlpn = Blnlvn .
n=0 n=0
Alors 5
lerllo + 118llo = 24/ llexllo- 1| Bllo = WU

Preuve : notons
po=p(®U W) =max |{pn, )]

la cohérence du repere ® U W. Soit 2 € CV, tel que ||z|| = 1. D’apres la formule de Parseval, on a
N-1 N-1 N—-1
bt =1 = {3 allen. 3 ) = 3 ol )
n=0 n=0 m,n=0
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2 Principes d’incertitude et décomposition parcimonieuse

d’ou Nt
1< Y o]l [BIm]]|{@n, )] < pllalh 18] -
m,n=0

On a de plus ||af| = ||8|| = 1. Notons A = ||af|p et B = ||]|o. Sans perte de généralité on peut supposer
afA] =af[A+1]=---=a[N—-1] =0et f[B] =pB[B+1] =--- = B[N — 1] = 0, et que tous les
coefficients sont réels positifs. On a donc

L<p) ofd > Blb].

Pour chercher le minimum du membre de droite, sous contrainte ||«|| = ||| = 1, introduisons deux
multiplicateurs de Lagrange A4 et Ap, et optimisons la quantité

A-1 B-1 A-1 B-1
> ofd] Blb] + Aa <Z ala]? - 1) + AB (Z B[b)% — 1> .
0 b=0 a=0 b=
Les équations variationnelles conduisent a
1 1
aa:Ctezi, b:Ctezi,
a o Al 75

de sorte que ’on obtient

1< uvAB,
ce qui est la premiere inégalité. La seconde résulte de I'inégalité arithmético-géométrique. »

L’inégalité d’Elad-Bruckstein a une conséquence importante : si un signal admet une représentation
suffisamment parcimonieuse dans un dictionnaire formé de I'union de deux bases orthonormées, alors
il n’en existe pas de plus parcimonieuse. Plus précisément,

Proposition 6 Soit D = ® U ¥ 'union de deux bases orthonormées. Soit x € CN et soient

N-1 N-1 N-1 N-1
=Y a'Mlen+ Y Bmlvm =D Pllen+ Y B2 mlvm

0 0 0

deuz décompositions de x sur D. Alors, en posant v* = (o', B°)

2
1 2

Yo+ 117 llo 2 —=y
17" llo + [l D)

Preuve : Avec les notations ci-dessus, on obtient facilement

S ('] - 0nl)gn = — 3 ('] — B[] -
n=0 n=0

d’ou d’apres le résultat précédent

2
lat = a?llo + 118" = B2l0 > — -

(D)
Supposons que [lat]lo + [|8Mlo < 1/u(D) et [|o?|lo + |8%(lo < 1/u(D), alors

2
1 2 1 2

o —alo+ |67 =B < —5
I llo + 11 I (D)

d’ou contradiction. ®
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2.3 Principes d’incertitude et identifiabilité

Corollaire 5 (Unicité) Soit x = 2711\/:—01 aln]en + ZnN;Ol [n)Yn, € CN, avec x # 0. Si ||allo+ ||B]lo <
1/u(D), alors (o, B) € C*N est l'unique solution de (P0).

Remarque 10 Elad et Bruckstein fournissent aussi des conditions assurant que la solution de (P0)
soit aussi solution de (P1). On n’abordera pas ces aspects ici, mais on y reviendra dans la section
consacrée aux propriétés de noyeau ci-dessous.

Comme on l’a vu, la cohérence joue un role fondamental dans ces bornes. Cette quantité ne peut étre
rendue aussi petite que 1’on voudrait :

Lemme 7 Soient ® = {g,...on_1} et ¥ = {to,...¢ny_1} deur bases orthonormées de CN. Alors

p(@uUw) >

5

Remarque : Cette borne est en fait atteinte pour le cas des bases de Kronecker et de Fourier.

L’inégalité de Donoho-Elad : repére quelconque

Les résultats d’Elad et Bruckstein permettent de généraliser ceux de Donoho et Huo au cas de la
représentation sur I'union de deux bases quelconques, plus nécessairement la base canonique et la base
de Fourier. On peut naturellement se poser la question de I'existence d’un résultat équivalent dans le
cas d’'un repere quelconque. Il est pour cela nécessaire d’intrioduire la notion de rang de Kruskal,
ou spark d’un repere.

Définition 4 Etant donnée une matrice M, son rang de Kruskal, ou spark, est le plus petit nombre
o tel qu’il soit possible de trouver o colonnes de M linéairement dépendantes.

Proposition 7 Soit D un repére de CV, et soit o(D) le rang de Kruskal de la matrice de son opérateur
de synthése V. =U*. Si x € CN admet deuz représentations

N-1 N-1
=Y ykler=>_ VKo,
k=0 k=0

alors
7 o + 17%llo > (D) .

Preuve : Soit § = y' — 2. Alors § appartient au noyau de U*, d’out ||§||o > o. Par ailleurs, la quasi-
norme (° vérifie I'inégalité triangulaire, donc |72 — |0 < [|[7! o + [|[7*]l0, ce qui conclut la preuve.

[ )

On en déduit immédiatement le résultat d’unicité suivant :
Corollaire 6 Soit
N—

T = vIE]pr -
=0

[y

Si ||vllo < 0(D)/2, alors x n'admet pas de représentation plus parcimonieuse dans D.

Ainsi, le rang de Kruskal joue ici, un réle similaire au réle joué par la cohérence p dans le cas de reperes
constitués d’unions de bases orthonormées. Il est intéressant de comparer précisément ces quantités.
C’est I'objet du théoréme suivant, dont la preuve se trouve dans [§].
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Théoréme 12 (Donoho-Elad) 1. Soit u(D) la cohérence du repere D. Alors

Remarque 11 La référence [§] fournit en outre des conditions supplémentaires permettant d’assurer
que la solution du probleme (P0) est obtenue en résolvant (P1), pour lequel il existe des algorithmes
efficaces. On n’entrera pas ici dans ces raffinements... mais il est conseillé de jeter un oeil a l'article.

2.4 Propriétés de noyau (NSP)

2.4.1 NSP et identification

Nous avons déja vu apparaitre a divers endroits, notamment dans la démonstration du Corollaire
des propriétés du noyau de l'opérateur de synthese. On se focalise ici sur ces propriétés, dans le cadre
du probleme général d’optimisation

(Pq) min [|af[; sous contrainte z = Z ey
AEA

ol = € C™ représente I’observation, o € CV est le vecteur des coefficients du développement, supposé
parcimonieux, et D = {¢), A € A} est un repere de C"™ constitué de N = |A| vecteurs. En représentant
a et x par des vecteurs colonne, ce probleme s’écrit matriciellement sous la forme

(Pq) min ||«|, sous contrainte = =Va,

A € M,, n étant la matrice de 'opérateur de synthese V' = U* du repere.

Avant d’aller plus loin, il est utile d’introduire quelques notations. Pour un sous-ensemble Ag C A
de I'index A, on notera Ay son complémentaire. Pour un vecteur o = {a, A € A}, on notera ay, =
{ax, A € Ag} sa restriction a Ag.

Définition 5 Soit s un entier positif. Le repére D (ou la matrice correspondante A) satisfait la pro-
priété du noyau d’ordre s par rapport a %, (notée NSPq) si pour tout a € ker(A)\{0} et pour tout
Ao C A tel que ||Xo] < s, la condition ci-dessous est satisfaite :

lleeaollg < llegs g -

Notons que cette propriété est équivalente a
gLy q
laao Iz < 5 lledlg -

La propriété (NSPq) est une condition suffisante permettant d’assurer I'identification de .

Proposition 8 Avec les mémes notations que ci-dessus, soit s un entier positif. Tout vecteur a tel
que |lallo < s est identifié en résolvant (Pq) si et seulement si la matrice A satisfait la propriété du
noyau NSPq d’ordre s par rapport a 9.
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2.4 Propriétés de noyau (NSP)

Preuve : i) Supposons que pour tout « tel que |allp < s, la résolution du probleme (Pq) donne
a comme solution unique. Soit 0 € ker(A)\{0}, et soit Ay C A tel que |Ag| < s. Il est clair que
Adp, = —Adz-; comme [[04,]lo < s on a nécessairement [|d5-llg > 1[04, lo-

ii) Supposons maintenant (NSPq) a lordre s, et soit « tel que Aa = z, avec ||allp < s. On note Ag le
support de a. Soit 8 # « tel que Af = x, alors § = a — 8 € ker(A4)\{0}. Calculons

lellg = lla = Bag + Baollg < llev = Baollg + 118ao g < 11085115 + 118017 = 1185511 + 1840 G = 15115 »
ce qui montre que o minimise la quasi-norme #4. [

Remarque 12 En plus des résultats d’identification ci-dessus, il est également possible de démontrer
des résultats complémentaires (voir [I4] pour plus de détails, et des démonstrations). Par exemple :

1. Si ¢ =1, il est possible de trouver un vecteur a une seule composante non-nulle tel qu’il ne soit
pas la solution de (Pq).

2. Si « est idéntifié en résolvant (Pq), alors o est également identifié en résolvant (Pr) pour tout
r <gq.
2.4.2 Le cas p =1 : lien avec la cohérence
Dans le cas p = 1, il est possible de faire un lien avec la cohérence.

Corollaire 7 Soit D un repére tel que ses éléments sont normalisés (||@al|l2 = 1 pour tout \), et soit
w(D) sa cohérence. Si

D
( )<28_1

pour un certain entier positif s, alors tout « tel que |alo < s est identifié en résolvant (P1).

Preuve : Il suffit de montrer que D vérifie (NSP1) d’ordre s. Pour cela, soit o € ker(A). Pour tout
£ on a alllpe — — Y.y alklgr, de sorte que aff]] = |4 alkl(wrs 2ol < u(D)lllals — ald]). Done

|1+ (D)) < p(D)lelly, et

VAo C A, tel que |Ag| <5, |laa,li < 1.

HP) )
S—||&x
1+ u(D)

Par conséquent, si
L)
1+ u(D)

la propriété (NSP1) a l'ordre s est vérifiée, ce qui donne le résultat. [

<1
27

Remarque 13 En fait, il est possible de vérifier que cette borne est tres restrictive. Par exemple,
considérons le systeme d’Alltop décrit dans la Remarque [9] : un repere en dimension N, constitué
de n = N? vecteurs, de cohérence 1 = v/N. Un petit calcul montre que si N est de 'ordre de 100
(rappelons que N doit étre premier différent de 2 et 3), la cardinalité des vecteurs identifiables doit
étre telle que s < 5, ce qui est vraiment faible. En fait, cette borne est bien trop restrictive, il est
possible d’en démontrer de plus fines, mais les démonstration sont bien plus techniques.

2.4.3 Stabilité : instance optimalité

Nous n’avons jusqu’ici considéré que le cas idéal ou le signal x s’écrit exactement sous forme
d’une combinaison linéaire parcimonieuse d’éléments du repere. En pratique, la situation est souvent
différente, et il a plus de sens de modéliser le signal observé sous la forme

r=Aa+e¢e,

ol € est inconnu, et peut représenter toutes sortes de perturbations (erreurs de mesure, bruits,...).
Deux pistes sont alors possibles :
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2 Principes d’incertitude et décomposition parcimonieuse

— Utiliser la méme approche qu’auparavant (par exemple résoudre (P1) en utilisant Basis Pursuit, ou
Orthogonal Matching Pursuit), et démontrer des résultats de stabilité. En notant o* la solution de
(P1) fournie par I’algorithme (BP ou OMP), on peut essayer de borner ||a — a*|| par une quantité
dépendant de e.

— Modifier I'algorithme, en cherchant a résoudre par exemple le probleme (P1’) (a l'aide de LASSO,
ou Matching Pursuit avec un nombre limité d’itérations).

On se limitera ici a discuter la premiere piste, pour laquelle on utilisera la notion d’instance opti-

malité introduite dans [5]. Pour o € R™, on note

os(a)g = zleng la = zllq
S

sa distance au plus proche élément de X5, mesurée en (quasi-)norme ¢9.

Définition 6 Un algorithme de reconstruction est instance optimal si pour tout o € X la solution o
satisfait

lo® = ally < Cos(@)q

pour une certaine constante C'.

Proposition 9 Soit 0 < ¢ < 1, et supposons la propriété du noyau (NSPq) satisfaite a lordre s. Alors
tout algorithme résolvant (Pq) satisfait la propriété d’instance optimalité.

Preuve : Supposons (NSPq) satisfaite & Iordre s. Soit § € ker(A) NSY, o Y est la sphere unité

dans CV, par rapport & la quasi-norme £4
N N
Sy =1{0ecCy, |lly=1} .
Alors on sait que pour tout Ay tel que [Ag| <'s, ||da, |4 < 1/2. Soit maintenant

¢ =2 sup sup  [|0a, ]l < 1.
[Ao|<s d€ker(A)\{0}

On a alors
c 1-c¢
19allg < SH01IG = ——lollg = 1Ioacllg < l19551lg — (1 = )lId1Z

Soient maintenant a, a*, et posons 6 = a —a*. On a ||a|; > ||a*|4, et

lellg = llanollg + llagglle = [ = 0)aollg + [1(er = O)z5llG = llenollg = 190115 = llazsllg + 0z 1 »

donc
1055115 < 1040l + 2llexg 17 < [10a011§ + 205()g -
Ainsi
1611 = 11680 1§ + + 1055117 < [165511G — (L = )I6]1F + 1940 1§ + 205 ()g < ¢l|d]]§ + 205(c)]
d’ou
2 1/q
I R
ce qui conclut la démonstration. [
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2.5 Exercices

2.5 Exercices

2.5.1 Maths

1.
2.

Démontrer la Proposition 2l On pourra prendre ¢y = R~ 1p,.

Montrer que la matrice de Gram
G=UU" = {{pr, o)), \, N € A}

d’un repere {py,, ... @ay, } est inversible.

3. Démontrer la Proposition

4. Démontrer le Théoreme @ On pourra supposer vy, v § < 00 (sinon D'inégalité est trivialement

vérifiée), et appliquer I'inégalité de Cauchy-Schwarz a

/ootdt (If@®)[?) dt .

Démontrer le Lemme [7] et montrer que la borne est atteinte pour le case des bases de Kronecker
et de Fourier.

Soit A € M,, v une matrice satisfaisant la propriété (NSPq) a l'ordre s.

a) Soit B € M, n, et soit A€ Mp4r N la concaténation verticale de A et B. Montrer que A
vérifie toujours (NSPq) & lordre s (indication : comparer le noyau de A au noyau de A).

b) Soit C' € M, »,, une matrice non-singuliére, et soit A=CAc¢c M, n. Montrer que A vérifie
toujours (NSPq) a l'ordre s.

Montrer que la cohérence du systeme d’Alltop (voir Remarque [J) en dimension N (premier,
différent de 2 et 3) vaut 1/v/N. Le calcul est long, et pas vraiment intéressant... il peut étre
trouvé dans [14], page 43.

2.5.2 Numérique

On va tester les diverses méthodes de reconstruction parcimonieuse proposées par la toolbox

Sparselab

développé par le département de statistique de ’Université de Stanford, en particulier SolveBP,
SolveMP et SolveOMP.

Dans les exercices ci-dessous, les reperes considérés sont représentés par la matrice de leur opérateur
de synthese U* (ou parfois la matrice adjointe, qui correspond a l'opérateur d’analyse U). On pourra
télécharger ’archive se trouvant sur le site MOODLE du cours, qui contient

1.

Quelques exemples de script, exploitant les fonctions de SparseLab.

Deux fichiers .mat, a charger en utilisant 'instruction load, et contenant les matrices associées a
deux bases MDCT : ce sont les matrices des opérateurs de synthese U*, les matrices des opérateurs
d’analyse sont donc leurs conjuguées Hermitiennes. Ces fichiers existent en deux versions : petite
taille et grande taille.

Etude de la décomposition d’un signal simple avec une base MDCT : en prenant deux exemples
de signaux, par exemple HiSine et Bumps, calculer les coefficients de leur développement sur les
deux bases MDCT (individuellement). Ci dessous les instructions & suivre si on utilise les fichiers
issus de M2PS_petit.mat.
>> coeffl = wmatl’*HiSine’;

produit les coefficients du développement de HiSine (qui doit étre transposé car il est sous la
forme d’un vecteur ligne) sur une base MDCT de R°?* associée & 32 indices temporels et 32
indices fréquentiels. On pourra la visualiser par
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>> coeffl = reshape(coeffl1,32,32);

>> imagesc(abs(coeffl)); axis xy
wmat?2 est la matrice de I'opérateur de synthese d’une base MDCT de R!%?* associée & 8 indices
temporels et 128 indices fréquentiels.
Dans le cas ou M2PS.mat est utilisé, les instructions sont les mémes, mais les signaux sont de
longueur 2048, wmatl est la matrice de l'opérateur d’analyse d’une base MDCT a 32 indices
temporels et 64 indices fréquentiels, et wmat2 est la matrice de 'opérateur d’analyse d’une base
MDCT a 8 indices temporels et 256 indices fréquentiels.

. Alternativement, les fonctions RealDiracFourierMatrix.met DiracFourierMatrix.m permettent

de générer les matrices des opérateurs de synthese des dictionnaires Dirac U Cosinus et Dirac U
Fourier. On utilisera plutot le premier.

. Un vecteur parcimonieux dans le repere représenté par la matrice V de son opérateur de synthese

U™ peut étre construit de la fagon suivante :

— Générer un vecteur a de longueur 2NV, contenant m coefficients non nuls. Par exemple :
>> alpha = zeros(2+*N,1);
>> locs = randperm(N);
>> locs = locs(l:m);
>> alpha(locs) = randn(m,1);

— Générer le vecteur X = U*a correspondant :
>> X =V * alpha;

On pourra tracer X, pour voir...

. Effectuer la décomposition parcimonieuse de vecteurs ainsi générés a ’aide de SolveBP, SolveMP

ou SolveOMP. Ne pas hésiter a utiliser le help pour connaitre la syntaxe des différentes fonctions.
Dans chaque cas, on pourra calculer ’erreur de reconstruction.

. pour ceux qui ne sont pas tres a I’aise, les scripts MPdemoscript .m (Matching Pursuit et Matching

Pursuit Orthogonal) et SparseDecompTest.m (comparaison de MP, OMP et BP) peuvent étre
utilisés... et modifiés.



3 Echantillonnage Compressif

Dans ce chapitre, on revient sur le probleme d’échantillonnage, en abordant (de fagon succinte)
une approche récente, appelée échantillonnage compressif (compressed sensing en anglais). Le
domaine est devenu tres vaste durant ces derniéres années, avec notamment des applications impres-
sionnantes, par exemple I’appareil photo & pixel unique [11] ou encore en astronomie (voir [19]). On se
contentera ici d’une introduction et de quelques résultats représentatifs. On pourra voir par exemple [3]
pour une introduction compréhensible a ’échantillonnage compressif, et [14] pour un exposé plus com-
plet.

3.1 Echantillonnage compressif

Comme on ’a vu, le concept de base de ’échantillonnage était de considérer des valeurs ponctuelles
d’une fonction (ou suite) & échantillonner (ou sous-échantillonner). A cette notion basique a succédé
une notion plus élaborée, qui est la notion d’acquisition, ou de mesure (sensing en anglais), qui a suscité
des questions d’un type différent. Par exemple, une question que 'on peut se poser est la suivante :
supposons que 1’on sache qu'un signal z € CV soit représenté parcimonieusement dans un repere D de
taille n, par exemple qu’il puisse s’écrire comme combinaison linéaire de s < n éléments du repere.

— Si D est une base orthonormée, et si N = n est tres grand, on n’a pas nécessairement la possibilité
(ni l'envie) de calculer tous les coefficients du développement de x sur D, sachant qu’ils sont
quasiment tous nuls.

— Si D n’est pas une base, il semble également inutile (et peut étre impossible) de calculer toutes
les décompositions possibles pour sélectionner celle qui sera parcimonieuse.

La question est alors : comment estimer de facon la plus efficace les coefficients de la décomposition
parcimonieuse ?

Plus concretement : étant donné un repere D = {p1,...p,} et un entier positif s, on note

Y(D)={zcCN z= ZOO\SO)” [A] < s}
AEA

I’ensemble des signaux de CV qui peuvent s’écrire comme combinaisons linéaires d’au plus s élements
de D. On dira que ces signaux sont s-parcimonieux dans D. On notera en particulier X4 ’ensemble
des vecteurs « ne possédant pas plus de s composantes non-nulles.

Remarque 14 Il est important de noter que X4 n’est pas un espace linéaire. On voit facilement en
particulier que X5 + X5 = X9;. En fait, 34 est 'union de C; sous-espaces de dimension s de R™.

Etant donné un signal s-parcimonieux x € ¥4(D), on consideére un systéme d’acquisition effectuant des
mesures sur x de la forme

yp = Lig(z) = (z,¢) , k=1,...m
pour certains vecteurs ¢, € CV. On a donc

n

vk = (0, Yr)au

/=1

soit sous forme matricielle
y = Aa,
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3 Echantillonnage Compressif

on A € M,,, est la matrice des produits scalaires des vecteurs ¢, du repere D et des vecteurs
de mesure 1. Le probleme de I’échantillonnage compressif peut se formuler ainsi : Est-il possible
de construire des systémes de mesure {¢1,...1¢,,} capables d’identifier tout vecteur s-
parcimonieux a € ¥4(D)? La réponse sera positive ou négative, en fonction des valeurs de m et
s.

Un premier élément de réponse est donné par le résultat suivant. Supposons qu’il existe deux vecteurs
a,af € Yy tels que y = Aa = Ad/. Alors a — o/ € ker(A) N Xys. Inversement, tout § € g peut
toujours s’écrire sous la forme § = a — o’ avec o, @’ € Xz. Supposons 0 € ker(A) et o # 0, on a alors
nécessairement Aa = Ao’ et donc pas unicité pour la solution s-parcimonieuse de y = Aa. On a donc
montré

Lemme 8 Une condition nécessaire et suffisante pour que tout vecteur s-parcimonieur o soit identifié
de facon unique a partir des mesures y = Aa est que

Yos(I) Nker(A) = {0} .
Notons que ce résultat, pour intéressant qu’il soit, ne dit pas comment résoudre le probleme!

Corollaire 8 Tout vecteur s-parcimonieur o € C" peut étre identifié de facon unique a partir des
mesures y = Aa € C™ seulement si
m > 2s .

A partir de maintenant, on se focalisera sur la matrice A, et on essaiera d’identifier des conditions
suffisantes assurant que le probleme d’échantillonnage compressif puisse étre résolu.

3.2 Propriété d’isométrie restreinte

La question est de savoir dans quelle condition les méthodes d’identification que nous avons vues
dans le chapitre précédent, et en particulier BP, sont capables de résoudre le probleme d’échantillonage
compressif.

Une propriété centrale dans la théorie de I’échantillonnage compressif est la propriété d’isométrie
restreinte (RIP), définie de la fagon suivante.

Définition 7 Soit A € M,,,,. A satisfait la propriété d’isométrie restreinte d’ordre s si il existe une
constante 05 €]0, 1] telle que pour tout o € X, on ait l’encadrement

(1= d9)llel3 < [l Aall3 < (1 + )3 -

En d’autres termes, la propriété RIP d’ordre s avec une valeur de ¢ proche de 1 signifie A préserve
approximativement la norme de tout vecteur s-parcimonieux.

On va montrer que la propriété RIP est une condition suffisante pour permettre de résoudre le
probleme de I’échantillonnage compressif. Avant d’en arriver 13, il est utile d’introduire une version
forte de la propriété (NSPq).

Définition 8 Une matrice A € My, r, satisfait la propriété forte du noyau (SNSPq;p) d’ordre s par
rapport aux normes €4 et (P si pour tout o € ker A, a # 0 et tout Ag C {1,...n} tel que |Ag| < s, on
a linégalité
1
lanolly < ml!am\q :
Le résultat suivant est un résultat classique de dimension finie.
Lemme 9 Si0<q¢<p<oo, ona

lall, < llelly < KYP~Y4||a|, ,Ya e CK .
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3.2 Propriété d’isométrie restreinte

Corollaire 9 Si A satisfait la propriété (SNSPq;p) d’ordre s, alors résoudre le probléme (Pq) identifie
toute solution de l’équation x = Aa avec o € Xg.

Preuve : On sait que pour tout « € ker(A)\{0} et tout Ay tel que [Ag] < s, on a
lanollg < 879 aun [l -
Donc si de plus (SNSPq;p) est satisfaite, on a bien (NSPq)
leaollg < llaggllg

qui entraine le résultat d’identifiabilité. [
Cette préparation nous permet de démontrer le résultat principal de cette section.

Théoréme 13 Soit A € M,, ,, une matrice satisfaisant la propriété d’isométrie restreinte d’ordre 2s,
et telle que

1
0as < g .
Alors A wvérifie la propriété (SNSP1;2) a lordre s :
1
ker(A Ag| < — .
Va € ker(A)\{0} , V[Ao| <5, [lanll2 < 2\/§|!04Hl

Preuve : On se place pour simplifier dans le cas de R™. L’extension au cas complexe est possible.
Supposons satisfaite la propriété (RIP) d’ordre 2s. Soit o € ker(A), avec a # 0. Notons tout d’abord
qu’il suffit de montrer la propriété (SNSP1;2) pour Ag constitué des s plus grandes composantes de «
(en valeur absolue), la propriété pour Ay arbitraire en découle ensuite.

On considere une partition du complémentaire Ag de la forme

A70:A1UA2UA3U... ,

N

ol
— A; est le sous-ensemble de A contenant les s plus grandes composantes de Ry

— Ay est le sous-ensemble de Ag contenant les s plus grandes composantes suivantes de axy

Comme « € ker(A), on a

AaAO = — E ACKAk s
k>1

et la propriété (RIP) implique

1 1
laao 13 < WHAQA()H% = WZVMM, —Aay,) -
s $ j>1

Introduisons maintenant les vecteurs unitaires uy tels que ap, = [lap |, u0 et ap, = —[lap, |, ux- On
peut donc écrire, grace a l'identité de polarisation (voir exercice [3| ci-dessous)

(Aang, —Aap,) = [langllo-llaa ll2-(Auo, Auy,)

1
= gllesll2-llagllz- [1A(uo + )3 = [[A(uo — we)2]

IN

1
EHQAO\b-HOZAkHz [(1+ 02s)[Juo + ugll3 — (1 — das)[luo — ugll3]

IN

1
2lanoll2-llan ll2-492s
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3 Echantillonnage Compressif

on a donc

02
laollz < 5 _3 > lloag 2 -
2s k>1

Nous n’avons pas encore utilisé la définition des Ay, il est temps... On remarque que si ¢ € Aj et
jE€AN;,_1,0na

1 2 1 2
<ol = ol < anc i = llan B < Cllaa I

et donc

1 1
> langllz < =3 e, I = ol

k>1 k>0
On a donc montré que
dos 1
< — .
ool < 25— ol
Donc si d25 < 1/3, d25/(1 — d25) < 1/2 et on a bien vérifié la propriété (SNSP1;2). [ )

3.3 Matrices aléatoires

Un probleme majeur de la théorie de I’échantillonnage compressif tient a la difficulté de construire
pratiquement des matrices satisfaisant la propriété d’isométrie restreinte, et de vérifier celle-ci. En fait,
on ne connait pas de construction déterministe générique produisant de bonnes matrices de mesure.
Par contre, comme on va le voir, des matrices aléatoires dans une classe bien choisie vérifient avec tres
grande probabilité la propriété RIP. Les résultats ci-dessous s’appuient fortement sur des techniques
développées dans le cadre du lemme de Johnson-Lindenstrauss [15], qui démontre 'existence de pro-
jections d’espaces Euclidiens de grande dimension sur des espaces de dimension plus faible préservant
(& une petite erreur pres) les distances entre un certain nombre de points si celui-ci n’est pas trop
élevé. Le lien avec ’échantillonnage compressif a été éclairci dans [I], et la démonstration ci-dessous
est fortement inspirée de cet article.

3.3.1 RIP et matrices aléatoires

Théoréeme 14 Soit A € M,, ,, une matrice aléatoire, telle que sa distribution de probabilités satisfait
pour tout o € R™, inégalité de concentration

P{|ll 4]} — lal3] > clal3} < 2¢7¢O™ Ve o, 1],

ot C(e) est une constante positive ne dépendant que de €. Alors pour tout 6 €)0,1[ il existe des
constantes Cy(0) et C1(0) telles que

P{3a €%y : (|l Aafl3 - [laf3] > dllafl3} < 2e” @™,

des que
m > sC1(9)In(en/s) .

Ce résultat montre en particulier que (& un logarithme pres), le nombre de mesures a effectuer est
proportionnel au nombre de coeffficients a identifier.
La preuve du théoreme repose sur le résultat suivant :
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3.3 Matrices aléatoires

Lemme 10 Dans R", muni d’une norme quelconque || - ||, soit S = {z € &, ||z|| = 1} la sphére unité.
Soit § > 0. Il existe un sous-ensemble U = {uy,...ur} de S tel que pour tout x € S,

min ||z —ul| <0,
uel

et que la cardinalité de U peut étre controlée comme

2\ "
< - .
U| < <1+5>

Preuve du lemme : Soient ug,...u; € S une famille maximale telle que ||u; — ;|| > ¢ pour tous
i,7 =1,...1 (c’est a dire que lui ajouter un vecteur, quel qu’il soit, viole cette propriété). Alors pour
tout g € S, on a

i =Bl <6 .
i

goe

Soit B la boule unité par rapport a la norme considérée. Remarquons tout d’abord que les ensembles
u; + gB sont deux & deux disjoints. En effet, soit v € (u; + gB) N (uj + %B) ; on a alors

lui = wjll < flui = ol + fuj =l <4,

d’ol1 contradiction.
Notons aussi que pour tout v € B, on a pour tout ¢ =1,...71

o

0
< luill + 5ol + 5

J
ui—i-gv

N

d’ou 5 5

Sovi (s 25) =1 (2) < ((142) ) - (1+2)

d’ou on déduit finalement .
2
I<{|1+ -
< ( n 5) |

qui conclut la démonstration. [
Preuve du théoréme : soit A € M,, ,,, on notera ay,...a, € R™ ses colonnes. Supposons l'inégalité
de concentration satisfaite. Soit s un entier positif fixé, soit Ay un sous-ensemble de A = {1,...n}, de
cardinalité |Ag| = s, et soit £p, l'espace linéaire engendré par les vecteurs ay, A € Ag et Sp, la sphere
unité dans &y,

Ainsi, on a

Eng =14 > alNay, a€R° 5, Spy={ucéy,, lullz=1} .
AEAY

D’apres le lemme ci-dessus, on sait qu’il existe un sous-ensemble U/ de Sy, tel que pour tout z € Sy,
vérifiant

5
3 . < —

s (os ) ()

et que
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3 Echantillonnage Compressif

Il résulte de I'inégalité de concentration que
2 2 0, 12 81"
P{3ucl: ‘HAqu — HuHQ‘ > ZHUHQ <2(3+ 5 exp{—C(6/4)m} .

Montrons tout d’abord que si pour tout v € U on a ’HAUH% - ||u||%‘ < (6/4)||u|3 alors tout a € Ex,
satisfait ’'encadrement (RIP) avec constante ¢. Supposons donc que

5
Vued, |[lAuls - flullz| < lluls -

Soit & le plus petit réel positif tel que pour tout a € Ex,, on ait |Aa||3 < (14 §)||a/|3. Nous allons
tout d’abord montrer que ¢’ < 4.
Soit av € Sy, et soit u € U tel que ||[u — af|2 < /(5 +4). On a alors

)
|Aalle < ||A(a —w)||2 + ||Aull2 < V14 || — ulls + [Julle < V1+ 5’m +1+6/4.

Par définition de §’, on a

V144 < ¢1+5/&+\/1+5/4,
d’ou on déduit )
1+6/4> (146 (1+> ;
et
5\ 3

1+ < <1+4> <1494,

d’ott ¢’ < 4. On a donc, pour tout « € &y,
|Aa]l3 = [lall3 < dllall3 .

Reste maintenant & montrer I'autre inégalité ||Aul|3 — ||ull3 > —d||ul|3/4. Avec les mémes notations,
on a

1Aal > (| Aull2 — | A(a = w)ll2)* > |[Aull - 2] Aull2.[|A(a — )|z

> (1_5/4)_2\/1+5/\/1—5/4L5
> (1-4/4)—2(1+4/2) 1‘5/445+5
> 1-6/4—6/2(1+6/2)>1-35.

Nous avons donc montré que ’encadrement RIP pour tout u € U, avec constante d’isométrie restreinte
d/4 implique I'encadrement RIP pour tout o € &y, avec constante d’isométrie restreinte o.
Finalement, rappelons que ¥, est I'union de C; sous-espaces de la forme £,,. En notant que

eny\ s
S < _
Cn < ( s ) ’
on en déduit
eny\ s 8\°
P3ac s (Aol Jalf] 2 slal) < 2(%)"(3+3) exwi-Clo/m)
< 2exp{s[ln(en/s) +1n(3+8/9)] — C(6/4)m} .

On aura donc
P{3ae L, : [|Aal}— [lal] > dlal3} < 2e-CO/m/2
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3.3 Matrices aléatoires

des que

qui est assuré des que

ol on a pris

2(1 + In(3 + 8/5))
C(6/4) '

3.3.2 Matrices Gaussiennes

Le cas le plus simple de matrice satisfaisant les inégalités de concentration exigées sont des matrices
Gaussiennes i.i.d. Rappelons que si X est une variable aléatoire A'(0,c2) alors pour tout ¢t € R, on a

E {etX} — o2
De plus, on vérifie facilement que

E{etXQ} = \/1—1W .

Soit A € My, telle que ses coefficients de matrice a;; soient des variables aléatoires N(0,0?)
indépendantes et identiquement distribuées. On note, pour a € R",

n
Xi: E Qi Qg izl,...m,

les X; sont alors Gaussiennes N'(0,02||a||?), et i.i.d. On pose pour simplifier v = o2||c||?, et
V= X2oE{XP} = xP -,
de sorte que la quantité qui nous intéresse s’écrit
m
lAal3 = ma?|lal® = Vi,
et nous allons chercher & borner
m m
P{|||Aa|]®* — mo?||a|’| > emo?||a|®} = IP’{ZYZ > em’y} + P{ZYZ < —em’y} )
i=1 i=1
Bornons tout d’abord le premier terme. Pour tout ¢t € R,

etzzzm} m

" . E{
e B (TR S
i=1

i=1
ou on a utilisé 'inégalité de Markov, puis I'indépendance des Y;. Calculons

1
v1—=2+t

p(t) =E {etyi}e_t“ =E {etxiz}e_t(l'“)7 = e~ tFe)y
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3 Echantillonnage Compressif

La majoration étant valable pour tout ¢, cherchons la valeur de ¢ qui minimise la borne. Le minimum
de p(t) est obtenu pour

Pty =1 —29)%2 — (1 +e)y(1—2yt) =0,

qui correspond a

On a alors

On en déduit
P{ZY; > em’y} < e—m(52/4—e3/6) .
i=1

Le second terme se traite de facon similaire : on calcule

m E{e_tzzi1yi} m
=1 i=1

puis
1

——
V1429t

Le méme calcul que précédemment montre que la valeur de ¢t qui minimise cette quantité est

q(t) —F {e—tYi}e—te'y - F {e_tXiQ }et(l—e)'y _ t(l—e)y ]

Loty = g =€
TT T e Tyl e

ce qui conduit a la borne
q(t*) < 6—62/4—63/6 < e—(€2/4—63/6)

)

et donc
P{in < —emfy} < e (e /4=E2/6)
i=1
En prenant 02 = 1/m, nous avons donc montré :

Théoreme 15 Soit A € M, ,, une matrice réelle, dont les coefficients sont des variables aléatoires
N(0,1/m) indépendantes identiquement distribuées. Alors A satisfait l’inégalité de concentration

P{[[|Aa]l3 - [lall3| > ellal3} < 2670 e €]o, 1] .

3.3.3 Une classe de matrices aléatoires répondant au signalement...

Comme on le voit dans le calcul ci-dessus, I'essentiel de 'argument est basé sur le controle des
premiers moments des variables aléatoires X;, et des quantités E {etX 2}. Il est possible de démontrer

les mémes estimations que ci-dessus pour une classe plus large de matrices, a savoir les matrices dont
les coefficients sont des variables aléatoires strictement sous-gaussiennes.

Définition 9 1. Une variable aléatoire X est sous-Gaussienne si il existe a € R tel que
E{etX} < ea2t2/2

pour tout t € R.
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3.4 Une conclusion... temporaire
2. En notant -
r(X)=inf{acR: E{eX} <2 vieR)
X est strictement sous-Gaussienne st
E{X?} =7(X)*.

Lemme 11 1. Si X est sous-Gaussienne, alors

E{X}=0, E{X?}<7(X)*.
2. S8t X est strictement sous-Gaussienne, alors
E{X’}=0, E{X'}<3E{X?}".
Lemme 12 1. Soient X1,...X, des variables aléatoires sous-Gaussiennes indépendantes. Alors

X1+ Xo---+ X, est également sous-Gaussienne, et
T(X)? < 7(X1)* 4 7(X2)* + -+ 7(Xn)?

2. 8t X1,...X,, sont des variables aléatoires strictement sous-Gaussiennes indépendantes, alors
X1+ X9+ X, est strictement sous-Gaussienne.

Exemple 4 On dispose de nombreux exemples de variables aléatoires sous-Gaussiennes. Par exemple
1. Une variable aléatoire Gaussienne centrée est strictement sous-Gaussienne.

2. Une variante uniformément distribuée sur [—1, 1] est strictement sous-Gaussienne.

Les ingrédients ci-dessus sont suffisants pour adapter la preuve du théoréme précédent au cas stric-
tement sous-Gaussien.

Théoréme 16 Soit A € M,, ,, une matrice réelle, dont les coefficients sont des variables aléatoires
indépendantes identiquement distribuées strictement sous-gaussiennes, de variance o = 1/m.. Alors
A satisfait linégalité de concentration

- me2 —63
P{|[|Aall3 — [lal3] > elal3} < 2770 e efo, 1] -

Les détails de la démonstration peuvent étre trouvés dans [14].

3.4 Une conclusion... temporaire

Nous avons vu dans ces pages comment la notion de parcimonie a fait évoluer la notion d’échantillon-
nage, depuis ses origines (calcul de valeurs ponctuelles d’un signal) jusqu’a I’échantillonnage compressif,
qui revient a essayer d’effectuer un nombre le plus petit possible de mesures sur le signal.

Les difficultés inhérentes a I’échantillonnage compressif tiennent a la difficulté de vérifier les différentes
propriétés qui assurent I'unicité d’une décomposition parcimonieuse. En grandes dimensions, les pro-
priétés liées a la cohérence donnent des bornes assez éloignées de 'optimum, alors que les propriétés de
type RIP sont invérifiables, car elles demandent d’analyser un trop grand nombre d’ensembles Y5 (qui
sont des unions de sous-espaces). Le coté positif est lié aux derniers résultats discutés, qui montrent
en fait que les matrices d’acquisition vérifiant la propriété RIP sont en fait une majorité écrasante :
une matrice tirée au hasard avec une distribution assez standard vérifie la condition, avec une énorme
probabilité... mais on ne peut pas le vérifier... Beaucoup de travaux a ’heure actuellent portent sur
des tentatives de constructions déterministes (1’état de 1’art a ’heure actuelle est une construction de
J. Bourgain et ses collaborateurs [2]), mais celles-ci sont encore tres loin du compte.

Il est important de signaler que I’échantillonnage compressif n’est pas la seule alternative a I’échan-
tillonnage classique, et il faut en particulier mentionner I’échantillonnage a taux d’innovation fini [22],
qui repose sur des idées tres différentes, ainsi que différentes techniques d’échantillonnage irrégulier
(voir par exemple [13] et les références incluses).
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Exercices

50

1.

2. Démontrer le Lemme [0

Démontrer le Corollaire

. Démontrer I'identité de polarisation dans le cas d’un espace Hilbertien réel :

(u,0) = 2 [llu+ol* = flu =] ,

A~ =

et dans le cas d’'un espace de Hilbert complexe

(u,v) = 2 [llu+vl? = llu— vl + illu+ivl|* = illu - v]?] .

I

Adapter la preuve du Théoreéme [13] au cas d’un espace Hilbertien complexe.

5. Démontrer un analogue du théoreme [13|en utilisant (SNSPq,2) a la place de (SNSP1,2).

. Démontrer le Lemme [I1]; on pourra utiliser le développement en série entiere de I’exponentielle.

Démontrer le Lemme [12]
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