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Préliminaires

On entend généralement par systeme de communication une série de traite-
ments faisant intervenir des signaux de différents types (analogiques ou numériques),
et dont le but est de transmettre 'information qu’ils contiennent, en optimisant un
certain nombre de critéres (volume de données, erreur, complexité,...).

On représente en général un systéme de communication sous la forme d’une série
de “boites”, affectées a des taches particulieres. Le plus classique de ces diagrammes
est donné en FIGURE 1.

La boite CANAL NUMERIQUE représente quant a elle les opérations effectuées sur
le signal numérisé, a savoir un recodage lui donnant une plus grande robustesse,
une transformation en signal “physique” (électrique, ou “Hertzien”) qui est le signal
transmis, et les opérations inverses. Ces opérations sont synthétisées en FIGURE 2.

Pour compléter ces diagrammes, quelques définitions sont utiles.

— SIGNAL ANALOGIQUE : Signal fonction d’une (ou plusieurs) variable continue

(réelle).
— Si1GNAL NUMERIQUE : Signal indexé par un (ou plusieurs) indice discret.

Source Andogique —— Prefiltrage | ———|  Echantillonnage

CANAL
NUMERIQUE

U

Filtrage -~ Decodage

Fia. 1. Diagramme d’un systéme de communication. Les fleches
“fines” représentent des signaux analogiques, et les fleches
“épaisses” représentent des signaux numériques.
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6 PRELIMINAIRES

CANAL
PHYSIQUE

Fic. 2. Diagramme d’un canal numérique.

— FILTRE ANALOGIQUE : Opérateur linéaire continu sur L2(R), invariant par
translation : si f € L2?(R), et si g est définie par g(t) = f(t — 7), alors
Tgt)=Tf(t—71).

— FILTRE NUMERIQUE : Opérateur linéaire continu sur ¢2(Z), invariant par
translation discrete.

— ECHANTILLONNAGE : Opération permettant de passer d’un signal analogique
a un signal numérique. La fagon la plus usuelle consiste a prendre des valeurs
ponctuelles régulierement espacées f(n/n),n € Z du signal analogique t —
f(t), quand celles ci sont bien définies. L’échantillonnage est généralement
précédé d’un filtrage passe-bas, c’est a dire éliminant les hautes fréquences.

— QUANTIFICATION : passage d'un signal (généralement déja échantillonné)
prenant ses valeurs dans un ensemble continu & un signal prenant ses valeurs
dans un ensemble fini.

— CODAGE, OU ALLOCATION DE MEMOIRE : passage (sans perte d’information)
d’un signal échantillonné et quantifié & un signal binaire. On regroupe souvent
dans le terme codage la quantification et le codage proprement dit.

— CODAGE DE CANAL : Opération visant a introduire de la redondance dans
un signal afin de le rendre plus robuste vis a vis des erreurs de transmission.

— MODULATEUR, DEMODULATEUR : interface entre signal numérique et signal
physique (courant électrique, onde électromagnétique,...).

Un systeme tel que celui décrit en figure 1 est généralement appelé CODEC (pour
codeur-décodeur).

L’objet de ce cours est de dcrire ’ensemble de ces oprations, et de donner
quelques exemples de mise en oeuvre de ces ides dans le cadre de schmas classiques
de codage de signaux et d’images.



CHAPITRE 1

Introduction ; éléments de théorie du signal

On rappelle dans ce chapitre les aspects mathématiques de la représentation des
signaux (signaux analogiques et numériques, signaux déterministes et aléatoires)
ainsi que les transformations intégrales les plus couramment utilisées. On décrit
également 1'une des opérations les plus fondamentales, a savoir le filtrage des si-
gnaux.

1. Signaux déterministes

On se contente souvent dans un premier temps de construire des modeles de
signaux déterministes, car ils sont plus faciles a manipuler. Les opérations définies
sur les signaux déterministes sont généralement étendues ensuite au cadre aléatoire.

On distingue deux classes de signaux : les signaux analogiques, qui sont générale-
ment des signaux “physiques” (ondes acoustiques ou électromagnétiques, courants
électriques faibles,...), et les signaux numériques (que ce soit sous forme de suites de
nombres ou de suites de bits). Les opérations effectuées dans I'un des deux cadres
ont quasiment toujours leur pendant dans 'autre cadre, le monde analogique étant
généralement plus complexe que le monde numérique.

1.1. Signaux analogiques; filtrage analogique. Les signaux analogiques
sont des signaux dépendant d’une variable continue (temps ou espace en général).
L’un des outils les plus fondamentaux pour la représentation des signaux analo-
giques est la transformation de Fourier, que nous allons “visiter” dans deux versions
ci-dessous.

1.1.1. Signaux analogiques a support borné. Un signal analogique a support borné
est par définition une fonction f : ¢t € [a,b] — f(¢t) € C. On notera T = b — a, et on
identifiera souvent une telle fonction avec la fonction périodique de période T’ = b—a
avec laquelle elle coincide dans [a, b].

a. Fréquence, spectre,... Il est bien connu que de telles fonctions admettent
généralement une représentation en série de Fourier

o0

f) =Y elp)er™r,

k=—o0

ou le coefficient de Fourier ¢ (f), défini par 'intégrale

b
alf) =7 [ SO0
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8 1. INTRODUCTION ; ELEMENTS DE THEORIE DU SIGNAL

mesure le “contenu” de f & la fréquence k/T. Cette intégrale converge deés que
f € LY([a,b]) ; cependant, le cadre L? est comme souvent plus “confortable”, comme
en atteste le résultat suivant :

THEOREME 1.1. Soit f € L?([a,b]), et considérons la série de Fourier tronquée
définie par

N

(1.1) ()= a(f)e ™
k=—N

Alors on a

(1:2) Jim f ~ full = 0.

De plus, on a également la formule de Parseval : Vf, g € L*([a,b])
= R T L pp— 1
(13) > el = 5 [ FOa@ = (F)
k=—o0 a
En d’autres termes, la transformation linéaire f € L?([a,b]) — {cx(f)/VT,k €

Z} est une isométrie entre L?([a,b]) et ¢2. Les nombres |cx(f)|? forment le spectre
de f.

REMARQUE 1.1. La transformation f € L*([a,b]) — fn nlest autre que la
projection orthogonale de L*([a,b]) sur le sous-espace Ex des polynomes trigo-
nométriques de degré inférieurs a N.

REMARQUE 1.2. Cette représentation de Fourier se transporte sans difficulté au
cas des fonctions de deuz variables. Par exemple, pour toute fonction f € L?([a,b] x
[a,b]), on pourra écrire

f - I\}gnoo fN ’
ol
N N
fn(z,y) = Z Z cre(f) Xkt )/
k=—N{=—N
et

I _
Ckl(f):ﬁ/ / f(x,y) 2™ F2 DT qrdy |

b. Filtrage analogique. L’opération de filtrage est 'une des opérations fonda-
mentales du traitement du signal. Avant d’en voir une caractérisation plus simple
et intuitive, commencons par en donner la définition. On se limite ici au cas des si-
gnaux & support borné dans I'intervalle [0, 1], il est facile d’en déduire le cas général.
11 est utile d’introduire ici une notation. Pout ¢t € R, on notera [¢] le nombre ¢ modulo
1, en d’autres termes sa partie fractionnaire?.

DEFINITION 1.1. Un filtre analogique sur L2([0,1]) est un opérateur T, continu
de L*([0,1]) sur L2([0,1]), qui commute avec les translations, dans le sens suivant :
pour tout f € L?([0,1]) et s € [0,1],

Tref =7Tf

ot 75 est Uopérateur de translation “périodisé” défini par 4 f(t) = f([t — s]).

IDans le cas oi1 on travaille avec des fonctions définies dans un intervalle [a, b], on notera [t]
le nombre a + r, ou 7 est le reste de la division Euclidienne de ¢t — a par (b — a).
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Les filtres analogiques admettent la caractérisation simple suivante :

PROPOSITION 1.1. Soit T : L*([0,1]) — L2([0,1]) un filtre analogique. Alors il
existe m € (>°(Z) tel que pour tout f € L*([0,1]), on ait

(14) Ck(Tf) = mkck(f) , VkeZ.
la suite m est appelée fonction de transfert du filtre T .

On peut également écrire (au sens de la convergence des séries de Fourier dans
L?)
oo

(1.5) TrE) = Y mrcr(f)e*™ .

k=—oc0

On donne ainsi une interprétation tout a fait simple des opérations de filtrage :
le filtrage vise essentiellement a modifier le contenu fréquentiel d’un signal, par
exemple en atténuant certaines fréquences k (on a alors |my| < 1 ou en en renforgant
d’autres (en prenant des valeurs [my| > 1).

Les exemples les plus simples (par certains aspects tout du moins) de filtres
analogiques sont les filtres dits “idéaux”, dont la fonction de transfert est une suite
de zéros et de uns. Par exemple, le filtre passe-bas idéal, de fréquence de coupure
K, est défini par la série de Fourier tronquée

K

Tft)= Y ex(f)e™

k=—K

et correspond & my = 1 si |k| < K et zéro sinon.
Une autre classe simple d’exemples est donnée par les filtres de convolution.
Etant donnée une fonction h € L?([0,1]), on définit Kp, : f — Kpf =hxf= fxh:

Kift) = [ (s)f(e=slyds.

Un calcul simple montre que dans ce cas, K} est bel et bien un filtre, de fonction
de transfert définie par

mr — Ck(h) .
La fonction h est appelée réponse impulsionnelle du filtre K.

REMARQUE 1.3. Dans le cas des signauz a support borné, les filtres idéaux sont
aussi des filtres de convolution ; par exemple le filtre passe-bas idéal ci-dessus est
un filtre de convolution, de réponse impulsionnelle

K

h(t) _ Z e?iwkt,

=K
qui n’est autre que le noyau de Fejér.

1.1.2. Signauz analogiques a support infini. Passons maintenant au cas, lége-
rement plus complexe, des signaux analogiques a support infini.
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a. La transformation de Fourier intégrale. On travaillera la plupart du temps
dans le cadre de I'espace L%(R) des fonctions de carré intégrable. La transformation
de Fourier est I'opérateur F défini formellement par

(1.6) FfW) = fw) :/jo Ftye 2 dt

Il est bien connu que cette transformation est bien définie sur ’espace des fonctions
intégrables L' (R). Le résultat essentiel, appelé Théoreme de Riemann-Lebesgue est
le suivant.

THEOREME 1.2 (Riemann-Lebesgue). Soit f € LY(R), et soit f sa transformée
de Fourier. Alors, f est une fonction bornée et continue, et f(v) — 0 quand |v| —
00.

La transformation de Fourier est donc continue de L!(R) dans L°°(R). Elle
ne possede malheureusement pas d’inverse de L°(R) dans L!(R). Pour avoir une
transformation de Fourier inverse, il faut faire des hypotheses supplémentaires.
Introduisons tout d’abord F, défini par

(L.7) Fl = [ " p(s)eimds |

— 00

On peut alors montrer, par exemple :

PROPOSITION 1.2 (Dirichlet). Soit f € L'(R), telle que f € L'(R) également.
Si f est continue en t = tg, alors on a

(1.8) f(to) = /_ h fw)e2 ™t dy

REMARQUE 1.4. On peut trouver les hypotheses de ce résultat contraignantes,
ou difficiles a vérifier directement. On peut toutefois se contenter de conditions
suffisantes : par exemple, si f est telle que f, f/, f” € LY(R), alors f € LY(R), et la
proposition s’applique. On va voir ci-dessous un autre cadre dans lequel 'inversion
de la transformation de Fourier reste valide, dans un sens différent.

Une propriété remarquable de la transformation de Fourier est con comporte-
ment vis a vis de la différentiation : la transformation de Fourier “diagonalise” les
opérateurs de différentiation. Plus précisément (dans le cadre L'(R), des résultats
similaires peuvent étre dérivés dans des cadres différents).

PROPOSITION 1.3. (1) Soit f € L*(R), telle que les fonctiont — tf(t),...
t — t™f(t) soient elles aussi intégrables. Alors sa transformée de Fourier
f admet en tout point m dérivées continues, et on a pour toutk =0,...m
d* f oo _
(1.9) W(”) = [m(—Ziﬂt)kf(t)e’QZ“”t dt

(2) Soit f € LY(R), et supposons que les dérivées fF) k = 1,...m de f
existent presque partout et sont intégrables. Alors pour tout k < m, la
fonction f¥) a pour transformée de Fourier la fonction (2imv)* f(v) :

(1.10) [FFONw) = im)* f(v) .
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On travaillera la plupart du temps dans le cadre de I'espace L?(R) des fonctions
de carré intégrable. La transformée de Fourier f d’une fonction f € L?(R) n’est
plus dans ce cas définie point par point, mais via un processus de passage a la limite

T
f(v) = lim /_ . F(t)e 2™ty

T—o0

utilisant la densité de L'(R) N L2(R) dans L2(R). Cependant, f est elle méme de
carré intégrable, et il est possible de donner un sens a la formule d’inversion. On
résume ces propriétés dans le résultat suivant

THEOREME 1.3. Soit f € L2(R). Alors f € L2(R), et on a la formule de
Plancherel

(1.11) AP = 117117 -
Plus généralement, si f,g € L*(R), on a
(1.12) (f.9)=(f.9) -

REMARQUE 1.5. Un corollaire important est que si f € L2(R), alors f € L%(R),
et Ff définit également une fonction de L?(R), qui coincide avec f presque partout.
Ceci donne un sens a la formule d’inversion de la transformation de Fourier dans

L2(R).

La transformation de Fourier possede un grand nombre de propriétés simples,
que 'on trouve dans tous les livres. On donne ici simplement un résultat, qui sera
utile par la suite, conne sous le nom d’inégalité de Heisenberg. Cette inégalité
montre qu’une fonction et sa transformée de Fourier ne peuvent étre simultanément
aussi bien localisées que ce que 1’on pourrait le vouloir. Il faut pour cela introduire
des mesures de localisation. Etant donnée une fonction f € L?(R), on introduit sa
moyenne /iy par

1 o0
(113 ps = [ iRt
(R
et son écart quadratique moyen o par
1 oo
(11 7= [ nPlroR

pour peu que ces deux intégrales soient convergentes. On définit de méme les quan-
tités analogues dans le domaine fréquentiel : p j et o Les nombres p sont des
mesures de localisation, alors que les o sont des mesures de “concentration”. On a
donc alors :

PROPOSITION 1.4. Soit f € C1(R), telle que les fonctions f(t), f'(t) et tf(t)
sotent de carré intégrable. Alors on a

1
> — .
Yy
Preuve : On peut sans perte de généralité supposer que puf = =0 La preuve
est une conséquence de 'inégalité de Cauchy-Schwarz : écrivons

(1.15) 0f0;

oo

| egirora = s, - [ ik

— 00
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On montre que sous les hypotheses plus haut, lim; 4 t|f(¢)|*> = 0. Donc, en
prenant la valeur absolue et en développant la dérivée, on a

| erwd + | [~ roioal

IA11” <

En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz a ces deux termes, on aboutit a

||f||2§2\/ | _elsopa [ irwed.

Or, nous savons que la transformée de Fourier de f’ n’est autre que la fonction
v — 2invf(v) (voir la PROPOSITION 1.3). En utilisant la formule de Plancherel,
nous obtenons

| irepa =i [ fePa =gl

— 00 — 00

On a bien le résultat désiré, dans le cas particulier py = py=0
Pour le cas général, considérons la fonction g définie par

g(t) _ 6_2i7ruftf(t+ﬂf) )

Un calcul immédiat montre que py = g = 0, de sorte que 1'on peut appliquer a g

le résultat que nous venons de montrer. Or, on a ||g]| = || f]|,
1 o0
— 00
et

1 /Oo 5

2 2 2 2

05 = —— V0 f(v+ pp)|dv = 0% .
R 17| NS d /

Ceci conclut la démonstration. 'y

b. Convolution-Produit ; filtrage analogique. Les opérations de filtrage sont ab-
solument essentielles en traitement du signal. Commencgons par donner la définition
mathématique d’un filtre analogique.

DEFINITION 1.2. Un filtre analogique est un opérateur T, continu de L*(R)
dans L*(R), et invariant par translation : si f € L*(R), et si g est définie par
gt) = f(t—7), alors Tg(t) =Tf(t—7). Si pour tout f € L>°(R), Tf € L>*(R), le
filtre est dit stable.

Le résultat suivant donne une caractérisation des filtres analogiques.

THEOREME 1.4. Soit T : L?*(R) — L*(R) un filtre analogique. Alors il existe
une fonction m € L (R) telle que l'on ait, pour tout f € L?(R)

(1.16) Tf(t) = /°° Xt (v) f(v)dv .

— 00

La fonction m est appelée fonction de transfert du filtre T .

Le cas le plus simple de filtre analogique est celui des filtres de convolution.
Etant donnée une fonction h € L*(R), on considere 'opérateur K, défini par K, f =

h x f, autrement dit
o0

(K f)(t) = / W(s)f(t — s)ds .

— 00
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Il est facile de voir que comme h € L*(R), K f € L*(R) deés que f € L3(R); de
plus, on a

EKnf(v) =h@)f(v) .

REMARQUE 1.6. Evidemment, tous les filtres analogiques ne sont pas des filtres
de convolution. Le contre exemple le plus immédiat est l'opérateur identité, qui
est évidemment un filtre analogique, mais qui n’est pas un filtre de convolution
(sauf & admettre des réponses impulsionnelles qui soient des distributions). D’autres
exemples sont fournis par des “systemes de lignes a retard”, de la forme

Tf(t)= z_: hif(t —tk) ,
k=0

olt h € £*(Z) est une suite finie, et ot les t; sont des réels quelconques (en général,
régulierement espacés).

DEFINITION 1.3. Lorsque la fonction de transfert m d’un filtre analogique est
transformée de Fourier d’une fonction intégrable h € L*(R), celle-ci est appelée
réponse impulsionnelle du filtre. Le filtre est dit réalisable (ou causal) si h(t) = 0
pour tout t < 0. Un filtre stable et causal est dit dynamique.

REMARQUE 1.7. La notion de réalisabilité provient tout droit du traitement
du signal analogique. Si h est la réponse impulsionnelle d’un filtre 7', on écrit
Tf(t) = [ h(t — s)f(s)ds, et on voit immédiatement que si le filtre n’est pas
réalisable, le calcul de T f(t) nécessite la connaissance des valeurs de f(s) pour
s < t, ce qui n’est pas compatible avec une implémentation analogique.

Le filtrage est souvent utilisé pour modifier le contenu fréquentiel des signaux,
en particulier pour en diminuer le contenu aux hautes fréquences (on parle alors
de filtrage passe-bas). On peut en voir un exemple en FIG. 1, qui représente un
signal transitoire (c’est & dire a variations rapides), et deux versions obtenues par
filtrage passe-bas. On remarque que dans le premier signal filtré (figure du milieu),
les caractéristiques les plus rapidement variables du signal ont disparu, et le signal
obtenu est plus “lisse” que l'original. Dans lautre cas, le filtrage est plus fort (la
fonction de transfert a atténué davantage de fréquences), et le signal obtenu est
encore bien plus lisse.

Le filtre passe-bas idéal de fréquence de coupure vy a pour fonction de transfert

m(v) = X[—Voﬂ/o](l/) )
mais il est facile de vérifier qu'un tel filtre n’est ni stable ni réalisable. En fait, on
peut associer a ce filtre une réponse impulsionnelle h : ¢ — h(t) = 2vgsine(2mvpt),
mais celle-ci n’est pas intégrable. On a plutdt recours a des filtres plus élaborés,
comme par exemple les filtres de “Butterworth”

9 1
14 (v/vo)n
ou les filtres de Chebyshev, montrés en FiaG. 2.
2 1
1+ €To,(27v)

ou les T}, sont les polynémes de Chebyshev, définis par

im(v)|

Im(v)]

T, (27v) = cos(n arccos(27v)) .
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Signal original

2 T
0 _
2 _
-4 1 1 1 1 1
(0] 100 200 300 400 500 600
Version filtree passe—bas
2 T
1k _
0 _
-1 Il Il Il Il Il
(0] 100 200 300 400 500 600
Version tres filtree passe—bas
1 T T T
0.5 b
o _
-0.5 1 1 1 1 1
(o] 100 200 300 400 500 600

Fig. 1. Exemple de filtrage passe-bas :

un signal transitoire, et

deux versions filtrées avec des fréquences de coupure différentes.

Butterworth

Chebyshev

Fia. 2. Fonctions de transfert des filtres de Butterworth (a

gauche) et de Chebyshev (a droite)

On montre que les polynomes de Chebyshev de degré pair sont pairs, a coefficients
reels; les filtres correspondants sont stables et réalisables. Voir plus bas pour plus

de détails.

c. Filtres et équations différentielles ; synthese de filtres analogiques. Une fagon
simple de construire des filtres réalisables est d’utiliser des circuits électriques. Par
exemple, un circuit du type de celui de la F1G. 3.

En notant v(t) = Q(t)/C la tension aux bornes du condensateur, la loi d’Ohm

s’écrit

(1.17)

Ri(t) + v(t) = u(t) ,
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um —— [ — v

Fic. 3. Le filtre RC

ce qui entraine, puisque i(t) = Q'(t) = Cv'(t), que la tension v(t) satisfait &
I’équation différentielle ordinaire
(1.18) RCV'(t) +v(t) = u(t) .

Pour résoudre cette derniére, il est utile d’introduire la fonction w(t) = v(t)e*/ =,

On a donc

1

(1.19) w'(t) = met/RCu(t)
et la solution est

1t
(1.20) w(t) = e [m e BCY(s)ds
soit

1 t
(1.21) o) = 35 - e~ =)/ RCy(s)ds
(1.22) = / h(t — s)u(s)ds .

oll nous avons posé
h(t) = ©(t)e "t/ EC
O(t) étant la fonction d’Heaviside, qui vaut 1 pour ¢ > 0 et 0 pour ¢ < 0. Nous
sommes bien en présence d’un filtre réalisable et stable.
Ce résultat peut également s’obtenir en utilisant les propriétés remarquables
de la transformation de Fourier vis & vis de la dérivation, (PROPOSITION 1.3)

Plus généralement, on peut a partir de circuits analogiques obtenir des systemes
linéaires dont lentrée u(t) et la sortie v(t) sont liés par une équation différentielle
du type

(1.23) anv™ +an_1v@ Y 4o pagv = by + by ™Y 4 4 bou ,

complétée par des conditions initiales adéquates. Un calcul immédiat (basé sur la
proposition précédente) montre que la fonction de transfert correspondante m(v)
est donnée par

any(2imv)N 4+ .- +ag  N(2imv)
V) = =
b]u(Qiﬂ'V)]M + -+ bo D(2i7w)
Pour que la fonction de transfert soit bornée, on a nécessairement M > N.

Le résultat suivant donne une premiere caractérisation de la structure des filtres
dynamiques que ’on peut obtenir & base de circuits analogiques.

(1.24)

PROPOSITION 1.5. Le filtre défini par la fonction de transfert (1.24) est dyna-
mique si et seulement si les racines de D(z) ont une partie réelle négative.
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Preuve : Notons oy, les racines (complexes) de D(z), et soit my, leur multiplicité :
z) = CH(Z — i)™ .
k

En décomposant m(v) en éléments simples, on aboutit & une forme
my
Py(2imv)
C/
+ Z Z (2imv — ozk ’
k(=1
olt P, est un polynéme de degré inférieur a £. C’ est une constante, qui correspond
& un multiple de I'identité. On supposera dans la suite que C’ = 0 (ce qui est le cas
des que M > N).
Soit po(t) = O(t)e*, ot R(ar) < 0. Un calcul immédiat donne p(v) = 1/(2imv —
a). Plus généralement, si
pelt) = t1e0(1)
on a
(-
pelv) = (2imy — )t

Donc, la transformée de Fourier inverse de Py(2imv)/(2imv — )¢ est

d té—leat
Pl—=|——06(%).
! <dt> ((—1)! ®)
Par conséquent, si R(ay) > 0 pour tout k, la réponse impulsionnelle du filtre est de

la forme
) S Quitye
k

ou les @y sont des polynomes. Il s’agit bien de filtres stables et réalisables.

Inversement, supposons que pour une certaine racine o de D(z), on ait R(a) >
0. Un calcul similaire au précédent montre que la transformée de Fourier inverse de
Py(2imv)/(2imv — )¢ est proportionnelle & ©(—t), ce qui est incompatible avec la
causalité. Ceci acheve la preuve de la proposition. ®

On s’intéresse souvent au probleme de construire des filtres a partir d’une
réponse attendue sur le spectre du signal. Plus précisément, on recherche a construire
un filtre de fonction de transfert m(v) telle que |m(v)|?> = M(v), ot M est une fonc-
tion donnée, paire a valeurs réelles positives.

LEMME 1.1. Soit P un polyndéme a coefficients réels, pair et non négatif. Alors,
il existe un polynome v — Q(2inv) tel que P(v) = |Q(2inv)|?.

Preuve : Soit «v € C une racine de P. D’apres la parité de P, — est également
racine de P. Si 7y est complexe, 77 et —7 sont également racines. Siy € R et v € iR,
P(v) contient nécessairement un terme de la forme

v—yv-7v+7v+7) = C(2irv—a)2irv—a)2itv+ a)2irr + @)
C |(2irv — o) (2irv — @)|?
= O |@Qirv + a)(2inv +a)|” ,

ott C' = (27)~* est une constante et o = 2i7my. Ce terme a bien la forme annoncée.
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Siv € R, alors v est nécessairement de multiplicité paire : en effet, P(v) contient
obligatoirement un terme en (v? — ~42)#, u étant la multiplicité de ~y, et pour que
P soit positif p doit nécessairement étre pair. Donc

2

’ 2 7’ 7
(2 =) = ’(VQ — ) ‘ =C'" |(2irv — a)* ity + ) |

avec i/ € ZT1 et toujours o = 2imy, est lui aussi de la forme annoncée.
Si v € iR, P(v) contient nécessairement un terme en (v2 —~2), qui est toujours

positif, et de la forme
(V2 =) = O |(2imr — )] .

On peut alors construire Q(2imv) en ne conservant que les racines de partie réelle
négative, et les racines imaginaires avec la moitié de leur multiplicité. o

On peut maintenant passer au cas des filtres rationnels. Soit donc M une fonc-
tion rationnelle de v, de la forme

On peut alors appliquer le traitement précédent & N (v) et D(v), et on obtient :

PROPOSITION 1.6. Soit M : v — M(v) = N(v)/D(v) une fraction rationnelle,
ou N et D sont deux polynomes réels pairs et strictement positifs. Alors il existe
deuzx polynomes n(2inv) et d(2imv) tels que

n(2imv) |?
d(2imv)

(1.25) M(v) = gEZ; -

De plus, n et d peuvent étre choisis de sorte que le filtre dont la fonction de transfert
est v — n(2inv)/d(2inv) soit réalisable.

Preuwve : 11 suffit d’utiliser le lemme précédent, en sélectionnant la factorisation
adaptée du dénominateur. 'y

EXEMPLE 1.1. Les deux familles classiques d’exemples de filtres rationnels ap-
prochant des filtres idéaux sont fournies par les filtres de Butterworth et les filtres
de Chebyshev. On se limite ici au cas des filtres passe-bas.

Les filtres de Butterworth sont les plus simples, et sont donnés par une fonction
de transfert de la forme

1

2n
1+(§)

MB(v) approche la fonction de transfert (en module carré) d'un filtre passe-bas
idéal, de fréquence de coupure v.. Les poles correspondants sont égaux aux racines
2n-iemes de —1, multipliées par v.. L’avantage des filtres de Butterworth est que
la fonction M (v) est “plate” en v ~ 0. Plus précisément, elle se comporte comme
MPE((v) ~ 1+ v* pour v =~ 0.

Une alternative est fournie par les filtres de Chebyshev, définis & partir des
polynoémes de Chebyshev

(1.26) MEBv) =

T, (x) = cos(n arccosx)
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par
1

L eTo(2)

Le parametre v, controle la largeur du filtre. Les filtres de Chebyshev présentent
quant & eux l'avantage d’étre mieux localisés (plus “étroits”), mais ceci se fait
au prix d’oscillations apparaissant pour v =~ 0. L’amplitude des oscillations est
gouvernée par le parametre e.

(1.27) ME (v)

G
Al

Analog Low-pass filter
(6 pole Chebyshew, 8% rippls, 1.0 kHz cutoff)

Fia. 4. Circuit électrique correspondant a un filtre de Chebyshev
a 6 poles.

Des exemples de fonctions M pour les cas Chebyshev et Butterworth avec des
nombres variables de poéles se trouvent en FIG. 2. Un exemple de circuit électrique
produisant un filtre de Chebyshev est montré en F1G. 4 (simplement pour prouver
que ¢a existe pour de vrai...).

d. La transformation de Laplace. La discussion précédente nous a implicitement
placés dans un cadre de fonctions d’une variable complexe, puisque nous en sommes
arrivés a étudier les zéros et les poles dans le plan complexe de la fonction de
transfert m des filtres considérés. C’est pour cela qu’il est parfois utile d’introduire la
transformation de Laplace, comme alternative a la transformation de Fourier. C’est
en tous cas un langage qu’utilisent souvent les ingénieurs. On utilise deux variantes
de la transformation de Laplace, la transformation unilatérale et la transformation
bilatérale, adaptées respectivement aux cas des signaux causaux et des signaux plus
généraux. On rappelle qu’une fonction f est localement intégrable sur un domaine
Q (ce que 'on note f € L} _(Q)) si f est intégrable sur tout domaine compact inclus

loc
dans .
DEFINITION 1.4. (1) Soit f € Li,.(R). Sa transformée de Laplace (bi-
latérale) est la fonction F'= Lf de la variable compleze s définie par
(1.28) Fo) = [ fwerar,

pour tout s € C tel que l'intégrale soit convergente.
(2) Soit f € L} (RT). Sa transformée de Laplace (unilatérale) est la fonction

loc

F = Lf de la variable complexe p définie par
(1:29) Fo) = [ foe .
0
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Sans entrer dans les détails (voir par exemple [14] pour une discussion plus
compléte), on peut quand méme mentionner les propriétés essentielles suivantes de
la transformation de Laplace :

(1) Soit f € L{,(R) ou L}, (R*). Il existe deux nombres s1, 52 € R (I'axe réel
complété par +o00) tels que 'intégrale définissant F'(p) soit absolument
convergente pour tout p € C avec 57 < R(p) < s2. Ces nombres sont
appelés appelés abscisses d’intégrabilité, et le domaine correspondant dans
le plan complexe est la bande d’intégrabilité (qui peut éventuellement étre

vide si s1 = s3...).

(2) La transformée de Laplace F' de f est holomorphe & 'intérieur de la bande
d’intégrabilité.

(3) Lorsque f est un signal causal et F' est sa transformée de Laplace uni-
latérale, alors so = oo.

(4) Soit f € L} .(R) ou L}, .(RT), et soit F sa transformée de Laplace (bi-
latérale ou unilatérale). Si pour tout v € R tel que s1 < v < s9, la fonction

v — F(2imv + v) appartient & L'(R), on a la formule d’inversion

y+2iTu
(1.30) f(t) = lim / F(p)ePtdt
u—oo y—2imu
valable pour tout v €]s1, so[, out 'intégrale est prise sur une droite verticale
du plan complexe, strictement incluse dans la bande d’intégrabilité. Les
calculs de transformée de Laplace inverse font généralement appel a la
méthode des résidus (voir par exemple [13, 14] pour plus de détails).

Le comportement de la transformation de Laplace vis a vis du filtrage
est assez similaire au comportement de la transformation de Fourier. Es-
sentiellement, un filtrage est défini dans le domaine des transformées de
Laplace par la multiplication par une fonction holomorphe m, elle aussi
appelée fonction de transfert. Le domaine dans lequel est définie la trans-
formée de Laplace est souvent la question essentielle.

Par exemple, supposons f € Lj .(R), et soit F sa transformée de
Laplace définie pour R(p) €]s1, s2[. Soit g € L}, .(R), de transformée de
Laplace G définie dans le domaine R(p) €]s!, s4[. Alors, la transformée de

Laplace du produit de convolution f * g est définie dans le domaine
R(p) €] max(sy,s)), min(sz, s5)[ ,
et est donnée par

[L(f * 9)(p) = F(p) G(p) -

1.2. Signaux numériques. Par définition, les signaux numériques sont des
suites (signaux indexés par un ensemble discret), finies ou infinies.

1.2.1. Signauz infinis. La version de la transformation de Fourier adaptée a
cette situation est la transformée de Fourier discrete, qui est fortement liée a
la théorie des séries de Fourier. On commence par revenir brievement sur cette
derniere.
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a. Coefficients de Fourier. Revenons sur I'espace L2([a,b]) des fonctions pé-
riodiques de période b — a, de carré intégrable sur 'intervalle [a, b] (et donc sur tout
intervalle de longueur b — a), muni du produit scalaire

b
(1.31) (o) = [ st
On considere les fonctions trigonométriques
1 ( 0 nt >
ex im .
Vb—a P b—a
On vérifie facilement que la famille de fonctions {e,,n € Z} est un systéme ortho-

normal dans L2 ([a, b]). Il s’agit en fait d’une base orthonormale, comme le montre
le résultat suivant

(1.32) en it —en(t) =

THEOREME 1.5. La famille des fonctions exponentielles e,, définies en (1.32)
est une base orthonormée de L2 ([a,b]). Pour tout f € L%([a,b]), on a

(1.33) If = fnlP =D lea(f)P — 0 quand N — oo .
In|>N

De plus, la formule de Parseval s’écrit, pour toutes f,g € Lg([a, b))

(134 > en(Pnte) = = [ SO0 dt

b. Transformation de Fourier discréte. Les résultats obtenus plus haut (séries
de Fourier) se transposent de fagon immédiate au cas des signaux numériques. En
effet, la théorie L? des séries de Fourier permet de construire une isométrie bijective
entre L2([—m, ]) et £*(Z). La transformation inverse porte le nom de transformation
de Fourier discrete.

DEFINITION 1.5. Soit s = {s,,} € (*(Z). Sa transformée de Fourier discréte est
la fonction 1-périodique v — 5(v) définie par

(1.35) (v) = Z spe”2mn

n=—oo

pour tout v tel que la série soit convergente.

Il résulte de la théorie des séries de Fourier que la TFD d’une suite de ¢%(Z)
est une fonction 1-périodique, de carré intégrable sur [—1/2,1/2], et que la trans-
formation inverse est donnée par le calcul des coefficients de Fourier de §. Plus
précisément, on a

THEOREME 1.6. La transformation de Fourier discréte est multiple d’une isomé-
trie bijective de (*(Z) sur L2([—1/2,1/2]) : la formule de Parseval

1/2 o)
(1.36) / 3P dv = [snl?

—1/2

— 00

est vérifiée. La transformation inverse est donnée par

1/2 _
(1.37) Sp = / s(v)e* ™™ dy .
—1/2
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REMARQUE 1.8. On verra plus loin, au moment de décrire la théorie de I’échan-
tillonnage, I'utilité de cette transformation. Il est souvent nécessaire d’utiliser une

variante, définie par
oo
§ Sne—Qzﬂ'Vn/n ,

n=-—oo
olt 77 est un réel strictement positif fixé (appelé fréquence d’échantillonnage). § est
alors n-périodique, et on a également

1 /2 a 2iTvn/
Sp = — 5(w)e Tdv .
n -n/2

c. Filtrage numérique. Les opérations de filtrage sont les opérations de base du

traitement du signal. On se limite pour le moment aux filtres continus de ¢?(Z) sur
0%(Z).

DEFINITION 1.6. Un filtre numérique est un opérateur T, continu sur (*(Z),
qui commute avec les translations : pour tout s € (*(Z) et k € Z, on a

Trs =11's
ol Ty, est Uopérateur de translation par k : (Tk8)n = Sn—k-
On a dans le cas numérique la méme caractérisation que dans le cas analogique :

PROPOSITION 1.7. Soit T : (%(Z) — (*(Z) un filtre numérique. Alors il existe
m € L>([-1/2,1/2]), appelée fonction de transfert de m, telle que pout tout s €
0%(Z) on ait

(1.38) Ts(w)=m(v)3(v), vel[-1/2,1/2].

Des exemples simples sont fournis par les filtres de convolution : si h € £X(Z),
on définit le filtre K} par

(1.39) (Kn$)n Z P Sn—m -

k=—o0

La suite h = {h,,n € Z} est appelée réponse impulsionnelle du filtre, et la fonction

de transfert n’est autre que sa TFD h.
(1.40)

KhS Z Py S m672”ﬂ)n Z hm€72z7rum Z Sk e*?ﬂruk }AL( ) ( )

n,m=—oo m=—o00 k=—o0

Le filtre est dit causal (ou réalisable) si h,, = 0 pour tout n < 0.

A Timage des filtres analogiques, les filtres numériques sont essentiellement
utilisés pour modifier le contenu fréquentiel des signaux (on en verra des applications
par la suite). L’exemple le plus simple est celui du filtre passe-bas idéal, qui force &
zéro toutes les fréquences supérieures (en valeur absolue) & une certaine fréquence
de coupure vy < 1/2. Un tel filtre est défini par sa fonction de transfert

h(V) = X[—vo,v0] (V) :
Apres TFD inverse, il vient
sin(2mvon)

n =
n



22 1. INTRODUCTION ; ELEMENTS DE THEORIE DU SIGNAL

Il est & noter qu'un tel filtre n’est pas causal, et que la réponse impulsionnelle est
lentement décroissante (on n’a pas h € ¢*(Z)). Il est donc difficile & utiliser en
pratique (si on doit éviter de passer par une TFD), et on en cherche souvent une
approximation.

EXEMPLE 1.2. Les exemples les plus simples de filtres sont les filtres a réponse
impulsionnelle finie (filtres FIR), c’est & dire tels que la suite h soit de support fini.
La fonction de transfert est alors un polynoéme trigonométrique.

EXEMPLE 1.3. Les filtres FIR ne sont souvent pas suffisants, et il est nécessaire
de recourir & des filtres & réponse impulsionnelle infinie (filtres ITR). Les modeles
les plus simples sont les filtres récursifs, dans lesquels les signaux d’entrée s et de
sortie s’ du filtre sont reliés par une relation du type

N M
(1.41) Z AU Sy = Z BmSn—m -
m=0 m=0

L’équation précédente admet une solution si et seulement si la matrice A définie par
Apn = Qm—n, est inversible. Dans ce cas, la valeur s), est calculée a partir des valeurs
précédentes du signal d’entrée s, ainsi que de ses propres valeurs précédentes : en
supposant ag # 0,

M N
/ 1 /
S, = — g BmSn—m — E A, S
n mon—m mon—m
Qo
m=0 m=1

Il est facile de voir qu’apres transformation de Fourier discrete, on aboutit a une
relation du type

N ) M )
(1.42) <Z ozmeQ”T”m> §'(v) = <Z @ne?mm) 5(v)
m=0 m=0

de sorte que la fonction de transfert m du filtre correspondant prend la forme d’une
fraction rationnelle de deux polynémes trigonométriques

Zn]\fzo ﬁme—inum

N —2imvm
Zmzo Qm€

(1.43) m(v) =

Il est évident que le propriétés du filtre (& commencer par son existence en tant
qu'opérateur borné sur ¢2(Z)) dépendent fortement des zéros et des poles de la
fonction de transfert m. Il est pour cela utile d’utiliser un outil voisin de la TFD,
a savoir la transformation en z.

d. Transformation en z. Etant donné un signal numérique {s,,,n € Z}, il existe
des cas ou sa transformée de Fourier discrete n’est pas définie au sens classique. On
a parfois recours & une alternative, la transformée en z, dont on décrit ci-dessous
les propriétés essentielles, sans entrer dans les détails.

DEFINITION 1.7. Soit s = {sn,n € Z} un signal numérique. Sa transformée en
z est la série de Laurent

o0

(1.44) S(z)= Y sz ",

n=—oo

définie dans la couronne de convergence (éventuellement vide) r1 < |z| < ro.



1. SIGNAUX DETERMINISTES 23

On sait d’apres des résultats généraux sur les séries de Laurent que S est holo-
morphe dans sa couronne de convergence. Inversement, étant donnée une fonction S
holomorphe dans une couronne r1 < |z| < ra, elle admet un unique développement
en série de Laurent. De plus, on a le lemme classique suivant :

LEMME 1.2. Le rayon de convergence p de la série entiere z — Zgo anz™ est
donné par

1
— =lim sup |a,|"/" .
p

n—oo
On en déduit immédiatement la couronne de convergence de la transformée en
z d’un signal numérique :

COROLLAIRE 1.1. Soit S la transformée en z de la série s. Les bornes de la
couronne de convergence de S sont données par

1
(1.45) r1 = lim sup [s,|Y/", — =1lim sup |s_,|'"/" .
T2

n—oo n—oo
EXEMPLE 1.4. On dit qu'un signal numérique s est causal si s, = 0 pour tout
n < 0. Inversement, s est dit anticausal si s, = 0 pour tout n > 0. Supposons que
s soit causal. Alors il est évident que r5 L' — 0, de sorte que la transformée en z de
s est bien définie dans le domaine |z| > ry, c’est a dire a Pextérieur d'un cercle de
rayon r1. De méme, si s est anticausal, 11 = 0, et S(z) est bien défini & l'intérieur
du cercle de rayon rs.

Inversion de la transformation en z Il existe plusieurs techniques permettant
d’inverser une transformation en z. La plus simple consiste & expliciter un dévelop-
pement en série de Laurent de la fonction S considérée. Le développement en série
de Laurent étant unique, ceci fournit directement une transformée inverse.

EXEMPLE 1.5. Prenons ’exemple de la fonction

z
S(z) = < ;
(Z) 2 — 20 ) |Z| |ZO| )

on peut alors écrire, pour |z| < |zo],
z z 1 2 = z\" -
S6 ==t =23 (2) - X A
z— 20 20 L=z/20 20 “=\ %0 =
ce qui, conjugué a 'unicité du développement en série de Laurent, fournit

s — zy pourn <0
" 0  sinon.

Une alternative consiste a utiliser la TFD. Soit S la transformée en z d’un
signal s, et soit 7 un nombre tel que r; < r < r9. Calculons
1 g . . 1 o
S (reze) ™ dg = Z Syt — eln=ml qg — png
m

2 r 2 J_,

On peut donc écrire
(7
2 J_,

Par un changement de variables complexes z = re’

S (rei‘g) e do .

Sn

¢ on obtient donc
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PROPOSITION 1.8. Soit s un signal numérique, et soit S sa transformée en z,
définie dans la couronne de convergence r1 < |z| < ro. Les coefficients de s sont
donnés par

1 dz
1.46 Sp==— ¢ S(2)z" — ,

( ) " 2 C (2) z

ot C est un cercle centré sur lorigine du plan compleze, de rayon r €|ry,ra|.

On a généralement recours a la méthode des résidus pour calculer de telles
intégrales. Transformation en z et filtrage numérique L’un des intéréts de la trans-
formation en z est son comportement vis a vis des transformations simples, et en
particulier des translations. Etant donnée une suite {s,,n € Z}, et une suite filtres
{sl,,n € Z} donnée par s, = s,_j, on voit immédiatement que leurs transformées
en z sont reliées par S’(z) = 285(z). Le corollaire immédiat est le comportement de
la transformation en z vis a vis du filtrage numérique. numériques. Etant donné un
signal numérique s et une filtre numérique de réponse impulsionnelle h, alors pour
tout z a l'intérieur de l'intersection des couronnes de convergence des transformées
en z S et H de s et h respectivement, on a

S'(z) = Z sz = Z Z hpzFs, gz (7R
n n k
de sorte que 'on a

(1.47) S'(2) = H(2)S(z) .

La fonction H est elle aussi appelée fonction de transfert du filtre.
En particulier, dans le cas d’un filtre récursif comme précédemment, on a
M —m
S'(z) = M S(2) |
D oo mZ ™
c’est a dire que la transformée en z de h prend la forme d’une fraction rationnelle.
Cette expression est a rapprocher de 'expression (1.43) obtenue avec la TFD.
e. Factorisation des filtres causauz d’ordre fini réels. On dit qu'un filtre causal
K}, est d’ordre fini si K}, peut étre réalisé comme un filtre récursif comme en (1.41).
On impose que le filtre K}, soit causal (donc la couronne de convergence de H(z)
est de la forme |z| > r1) et stable (donc le cercle unité est inclus dans la couronne
de convergence. Par conséquent, les poles de H se trouvent a l'intérieur du cercle
unité.
On se limite ici aux filtres réels, c’est a dire tels que les coefficients ay et Gk
sont réels. Dans ce cas, il est facile de voir que

h(v) = h(-v)
de sorte que le spectre prend la forme
hW)[? = H(2)H(z™)] e |

Notons zj, les poles de H (les zéros du dénominateur de H) et ; les zéros de H. Il
est immédiat que h(v) est caractérisé par des facteurs de la forme

(r—zm)(z =) = 1422 —(z 4271, et (2=G)(7" —G) = 1+ —(4271)
2i7ru)

(avec z =¢ , et est donc une fonction (positive rationnelle) de

w=g (z+271) = cos(2mv) .
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Inversement, soit v — W (cos(2nv)) = N(cos(27v))/D(cos(2nv)) une fonction ra-

tionnelle positive. Notons w = cos(27v), et wy, les zéros (dans le plan complexe) de
D (le numérateur N se traite de fagon identique). On voit facilement que I’équation
en z

1
Wk = 5 (z+27h

possede deux solutions inverses I'une de 1’autre, notées z, et z,~!. Par convention,
on choisit |z;| < 1. On peut alors poser

d(z) = H(z - 2k) .

k

De méme, en notant vy, les zéros de N, et (i et (! les solutions et ¢ de

1 _
v =5 (C+¢ Y
(sans nécessairement imposer [(;| < 1), on est naturellement conduit & introduire

n(z) =[G -¢) -

k

Il résulte de cette analyse que la fonction

est la fonction de transfert d’un filtre causal stable d’ordre fini.

PROPOSITION 1.9. Soit Ky, un filtre causal stable d’ordre fini. Alors son spectre
A% = |]A”L|2 est une fonction rationnelle non-négative de cos(2nv). Inversement, étant
donnée une fonction rationnelle non-négative de cos(2nv), il existe un filtre causal
stable d’ordre fini K, dont le spectre coincide avec A?.

REMARQUE 1.9. Le filtre K} n’est pas unique, car il reste la liberté de choisir
les zéros (; a l'intérieur ou a l'extérieur du disque unité pour former la fonction d.
Choisir tous les zéros a l'intérieur du disque unité conduit aux filtres dits a phase
minimale.

1.2.2. En pratique : transformation de Fourier finie (TFF). Les suites de lon-
gueur finie se prétent & la méme analyse. On peut également leur associer une
transformée de Fourier (qui est elle aussi une suite de longueur finie), et la trans-
formation correspondante est de nouveau une isométrie (4 une constante pres).
Plus précisément, & la suite finie v = {u,,n = 0...N — 1} on associe la suite
4 = {tg,k=0,...N — 1}, définie par

N—-1
(1.48) T Z up e~ 2imkn/N -

n=0

C’est alors un jeu d’enfant que de montrer des propriétés analogues aux propriétés
que nous avons déja vues : formule de Plancherel et inversion. De fait, on a

N—-1 N—-1
(1.49) ikl =N fual?
k=0 n=0
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et
N—-1
1 .
(1.50) un = S e R
k=0

REMARQUE 1.10. Dans le langage que nous avons utilisé plus haut, ceci est
équivalent & dire que la famille des vecteurs e, € CN définis par leurs composantes

1 1 : 1 )
1.51 ep = | ——, ——e2imk/IN eQurk(N—l)/N)
(50 * (\/N VN VN

est une base orthonormée de CV, et un a posé iy = (u,ex)VN.

De nouveau, on verra plus loin 'utilité de cette autre version, ainsi qu’un algo-
rithme rapide de calcul.

1.3. Echantillonnage.

1.3.1. Le cas des signauz da support fini. Le traitement du signal numérique
s’adresse aux signaux échantillonnés, c’est & dire & des suites (finies) de nombres.
L’échantillonnage est une opération qui consiste a générer de telles suites finies a
partir de signaux analogiques, c’est a dire de fonctions d’une variable continue.
On s’intéresse ici au cas des fonctions a support borné f, dont on considere des
échantillons, c’est & dire des valeurs régulierement espacées f, = f(n/n), ol n est
un nombre fixé, appelé fréquence d’échantillonnage.

Supposons donc que f € L%([0,T]), et notons ¢, (f) ses coefficients de Fourier.
Supposons que ¢, (f) = 0 pour tout n € Z tel que |n| > N, pour un N € Z7T fixé.
On peut alors montrer que la fonction f est continue, et écrire pour tout ¢ € [0, T

f(t) = iv: cn(f)exp{Qiﬂ'%t} .

n=—N

Soit maintenant M > N un entier, et considérons 2M + 1 valeurs ¢ de ¢, réguliere-
ment espacées

T
S 2M 1
On peut alors écrire (en gardant en mémoire le fait que ¢, (f) =0si [n| > N)

Fi= 3 eolf)ew2impi

n=—M

t k=0,...2M .

Un calcul simple (somme d’une série géométrique) montre que
oM nk
2ir——— > = (2M + 1)6
Zexp{ MTQM—i—l} ( + )n,07
k=0
ol 0y, 0 est le symbole de Kronecker qui vaut 1 si n = 0 et 0 sinon. On obtient ainsi

1 M nk
Cn(f) = m kzof(tk)eXp{—Qlﬂ'm} 5

pour tout n = —M,1 — M, ... M. Par conséquent, on obtient, pour tout ¢ € [0, T
2M M

1 . k . nt
O =501 ka(tk) > GXP{—QZFM\;ﬁ} exp{Qzﬂ%} :

=0 n=—M
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Pour effectuer la somme sur n, il faut utiliser 'identité

i no sin ((N + %) Oé)
€ =T .o\ >
— Sin (5)

et on obtient finalement le résultat suivant

oN sin (F (N+3) (1 o8
0=y () S ),

T 2NH

qui montre que f est completement caractérisée par ses valeurs sur les points
régulierement espacés kT/(2N + 1). L’expression ci-dessus est une formule d’in-
terpolation pour f a partir des échantillons.

Plus généralement, soit M un entier supérieur ou égal & N. En posant ¢, =
en(f)sin| < N,etc, =0si|n|=N+1,... M, on peut écrire

et reproduire le calcul ci-dessus en utilisant cette fois les 2M + 1 échantillons
f(ET/(2M +1), k=0,...2M. On aboutit ainsi au résultat suivant :

PROPOSITION 1.10. Soit f € L?([0,T)), telle que cn(f) = 0 si |n| > N, Alors
pour tout entier M > N, la fonction [ est complétement caractérisée par les 2M +1
échantillons réguliérement espacés f(kT/(2M + 1)), et on a la formule d’interpo-
lation

| M ( LT > sin(%’r (M+3) (tf#fT‘H)) _

(1.52) ft) = mkz 2M +1 sin (% (tfgj’iﬁl))

=0

On aboutit donc a la regle empirique suivante : la regle est donc d’avoir au
moins autant d’échantillons que ce que 'on a de coefficients de Fourier non nuls.
Inversement, si le nombre d’échantillons considérés est inférieur au nombre de coef-
ficients de Fourier, le probleme de caractérisation de f par les échantillons devient
mal posé, et il n’existe plus de formule d’interpolation.

1.3.2. Le cas des signaux a support infini. Le théoréme d’échantillonnage se
perd dans la nuit des temps. Il est généralement attribué a Shannon et Kotelnikov,
qui en ont proposé une preuve vers 1945, peu apres Nyquist. En fait, il avait été
démontré bien avant par Whittaker (1936), et probablement par Cauchy encore
plus avant.

Le cadre naturel du théoreme d’échantillonnage est ’espace des signaux a bande
limitée, ou espace de Paley-Wiener

(1.53) PW,, = {f e L3(R), f(v) = 0 pour tout v ¢ [—uo,uo]}

11 est facile de voir que PW,,, est un espace de fonctions continues, de sorte que les
valeurs ponctuelles des fonctions de PW,,, ont un sens. On peut alors introduire
Popérateur d’échantillonnage E, associé a la fréquence d’échantillonnage n : si f €
PW,,,

(1.54) (Ef)nf<%) ., nez.
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THEOREME 1.7. Soit f € PW,,, et soit n > 0 la fréquence d’échantillonnage.
On considére la suite des échantillons définie en (1.54).

(1) Sin < 2w, la suite des échantillons (Ef), ne permet pas de déterminer
la fonction f sans hypothése supplémentaire.

(2) Sin > 2v, alors il existe une infinité de formules de reconstruction de f
a partir des échantillons. Soit ¢ telle que p € C*, $(v) = 0 pour tout
v&[-n/2,n/2] et $(v) =1 pour tout v € [—vg, vy]. Alors on a

(1.55) f&y= > f/met—n/n).

n=—oo

(3) Sin = 2wy, alors il n’existe plus qu’une seule formule de reconstruction de
f a partir des échantillons :

(1.56) =3 f(n/n)w_

n=—oo

Preuve : Commencons par considérer la fonction périodique

(1.57) Tw)= Y fv+kn).

k=—oc0
Il est immédiat que I € Ly ([-1/2,717/2]), et on peut donc s’intéresser & ses coeffi-
cients de Fourier. Un calcul simple montre que

n/2 oo
en(T) = e / D(v)e ™5 dy = = / fw)e ™5 dy = e f(_—n) .
nJ—n/ N J-—c n n

En fait, on dit que la fonction I" est la TFD (transformée de Fourier discrete, étudiée
un peu plus loin) de la série d’échantillons {f,}, et le probleme de retrouver f a
partir des échantillons est équivalent au probleme de retrouver f a partir de I'. Or,
T n’est autre (& une constante multiplicative pres) qu’une version “périodisée” de
f , de période n. On peut donc considérer les trois cas de figure.

— Supposons que 1 > 2. Alors, il est clair que I'on peut toujours trouver une
fonction ¢, dont la transformée de Fourier ¢ est C°°, a support compact
dans Pintervalle [—uvo, 1p], et vaut uniformément 1 dans [-7/2,7/2]. On a
done f(v) = T(v)p(v), ce qui se traduit, aprés transformation de Fourier
inverse, par la relation (1.55).

— Dans le cas critique, le raisonnement est similaire, a ceci pres que la fonction
& ne peut plus étre choisie continue, et est nécessairement de la forme p(v) =
X[-vo,vo] (V). La transformée de Fourier inverse de cette derniere étant le sinus
cardinal, on obtient (1.56).

— Sin < 2y, le “truc” précédent ne fonctionne plus : la périodisation “mélange
des morceaux de f congrus modulo 7, de sorte que I’on ne peut plus inverser
le processus. C’est le phénomene de repliement de spectre.

Ceci conclut la démonstration. 'y

En fait, ’étude du cas critique vy = 1/2 nous montre :

COROLLAIRE 1.2. La famille des sinus cardinauzx normalisés ¢, définis par

B . _ sin(mn(t —n/n))
(1.58) & (t) = /M sinc(mn(t —n/n)) = Tt —njn) nez
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Fi1c. 5. Trois exemples de signaux audiophoniques : piaillements
d’oiseaux, un vieil enregistrement de Caruso, et un son de carillon.

est une base orthonormée de l’espace PW, 5.

REMARQUE 1.11. Dans le cas favorable n > 2, la famille de fonctions ¢t —
o(t —n/n),n € Z considérée n’est plus une base orthonormée, car elle est redon-
dante. Elle forme alors ce que I'on appelle un repere, comme on le verra au chapitre
suivant.

REMARQUE 1.12. En pratique, ’échantillonnage est souvent (toujours) précédé
d’un filtrage passe-bas, dont le but est de réduire la largeur de bande pour ’adapter
a la fréquence d’échantillonnage prévue. Les filtres passe-bas idéaux n’étant pas
réalisables, on se rabat plutét sur des filtres rationnels, comme par exemple un des
filtres de Chebyshev ou de Butterworth que nous avons vus plus haut.

2. Signaux aléatoires

On a souvent recours & des modeles de signaux faisant intervenir des quantités

aléatoires. On peut trouver a cela deux justifications essentielles :

— La nécessité de modéliser des classes relativement larges de signaux, re-
groupés par certaines propriétés génériques : par exemple, des signaux audio-
phoniques (voir trois exemples en FIG. 5), le signal de parole, des images...

— Le besoin de modéliser divers types de “bruits” (bruits de mesure par exemple),
généralement difficilement controlables.

Le cadre mathématique adapté a cette situation est celui des processus aléatoires.
L’objectif de cette section est d’aboutir a la représentation spectrale des processus
stationnaires (puis par la suite a la représentation de Karhunen-Loéve dans un cadre
plus général, comme on le verra dans le chapitre suivant), qui fournit une version
de l'analyse de Fourier adaptée au cadre des signaux aléatoires.
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2.1. Définitions, propriétés simples. Dans cette section on désignera par
(A, F,P) un espace probabilisé. On note par £°(A) = L°(A,P) I'espace des va-
riables aléatoires sur (A, F,P), a valeurs réelles ou complexes. Etant données deux
variables aléatoires X,Y € £°(A), on dit que X ~ Y si X =Y presque surement.
Ceci définit une relation d’équivalence, et on note

LO(A) = £2(A)/ ~

I’espace quotient, c’est a dire ’espace des variables aléatoires différentes presque sur-
ement. Etant donnée une variable aléatoire X € L%, on en notera E {X } 'espérance

E{X}:/xd[P’X(:E) .
2.1.1. Premieres définitions.

DEFINITION 1.8. Soit T C R une partie (continue ou discréte) de R. On appelle
processus stochastique indexé par T a valeurs réelles ou complexes une application

(1.59) teT — X, e LY(A) .
FEtant donné a € A, Uapplication t — X¢(a) est appelée trajectoire du processus.

Un processus aléatoire sera aussi appelé signal aléatoire, ou série chronologique.
On introduit de méme des signaux aléatoires multidimensionnels (pour lesquels T
est une partie de R™), mais on se limitera ici au cas unidimensionnel.

DEFINITION 1.9. Etant donnés un processus aléatoire {X;,t € T}, et n valeurs
(t1,t2,.. . tn) €T™. (X¢,,... Xy, est une variable aléatoire vectorielle. L’ensemble
des distributions de toutes ces variables forme le systéme de lois marginales du
Processus.

Un théoreme célebre de Kolmogorov (le théoréme d’extension de Kolmogorov,
voir par exemple [2]) montre que la connaissance du systeéme de lois marginales est
suffisante pour caractériser la distribution du processus.

2.1.2. Exemples.

EXEMPLE 1.6. L’exemple le plus simple est celui d’un bruit blanc discret. On
consideére pour cela une famille {Wy, ... Wx_1} de variables aléatoires indépendantes,
identiquement distribuées, par exemple N(0,02). 1l s’agit d’un processus aléatoire
indexé par {0,1,... N — 1}, que 'on appelle bruit blanc discret Gaussien.

EXEMPLE 1.7. Partant de ’exemple précédent, et d’une suite finie {ho, ... hn_1},
on peut former la suite {Xo,... Xny_1} définie par le produit de convolution circu-

laire
N-1

Xk = Z hnW(kfn)[modN]

n=0

On a alors par exemple E {X,,} = 0 pour tout n, et aussi

E{Xi X/} = Z hnh((k—6)+n)[modN]

EXEMPLE 1.8. On s’intéressera souvent a des processus a temps continu, c’est
a dire au cas ol T n’est pas dénombrable. Prenons par exemple 7' = R™, et intro-
duisons les temps tg = 0 < t; < t3 < .... Solent Zy, Z1,... une suite de variables
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Fi1G. 6. 3 trajectoires de bruit blanc.

aléatoires sur (A, F,P); on peut alors introduire le processus “4 sauts” X défini
par

(160) Xt - Z an[tn,thrﬂ(t) .
n=0

X est bien un processus aléatoire sur (A, F,P); ses trajectoires sont des fonctions
constantes par morceaux, généralement discontinues (voir la notion de continuité
presque siire des trajectoires plus bas).

EXEMPLE 1.9. Un processus harmonique est un processus défini sur R™, de la
forme

(1.61) X, = Ae™ 7 cos(2mut + @) |

ou A,v et T sont des constantes, et ou  est une variable aléatoire uniformément
distribuée sur [0,27]. X est aussi un processus aléatoire sur (A, F,P), indexé par
RT.

En fait, on peut mettre I’accent sur deux classes de processus particulierement
intéressantes, car basées sur des hypothéses simplificatrices relativement réalistes
dans de nombreux cas pratiques.

(1) Processus & accroissements indépendants : ce sont les processus tels que
pour tous temps t; < to < --- < tps, la famille de variables aléatoires
{ X, Xey — Xty Xty — Xtoy - - Xty — Xty + s0it une famille de variables
aléatoires indépendantes. On verra plus loin un exemple avec le processus
de Wiener.
(2) Processus Gaussiens : toutes les mesures de probabilités du systeme de
lois marginales sont Gaussiennes.
Notons que ces deux hypothéses ne sont pas exclusives (voir exemple du processus
de Wiener). L’hypothese de “Gaussianité” est particulierement utile, car elle permet
de caractériser les distributions de probabilités par leurs moments d’ordre 1 et 2.
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F1a. 7. 3 trajectoires de bruit blanc filtré (filtrage passe-bas).

2.1.3. Processus du second ordre. On se limitera dans ce cours au cas des pro-
cessus du second ordre c’est a dire des processus tels que leur covariance est bien
définie.

DEFINITION 1.10. Un processus aléatoire {X;,t € T} est dit du second ordre
st pour tout t € T, on a E{|Xt|2} < 0o0. Lorsque T est un espace continu, un
processus du second ordre est dit continu en moyenne d’ordre 2 si pour toutt € T,
E{| X6 — X¢|?} — 0 quand § — 0.

Notons que grace a l'inégalité
E{|X]} <1+E{|X[*},

on peut introduire la moyenne du processus

(1.62) my =E{X;} .

On introduit également la covariance du processus

(1.63) Cx(t,s) =E{(X; —my)(Xs —m;)} = Rx(t,s) — m¢m; ,
ol

(1.64) Rx(t,s) =E{X:X,}

est 'autocorrélation. Ces deux fonctions vérifient la propriété suivante
PRrROPOSITION 1.11. Les fonctions Cx et Rx sont définies positives.

On rappelle qu'une fonction de deux variables F' est définie positive si pour
tous t1,...tp, € Ret ay,...a, € C,on a

(1.65) > aR@F(t, ) >0 .
kb=1
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Preuve : 11 suffit de le prouver pour Rx (la preuve pour Cx est identique). On a

Z OzkozgRX tk,tg Z ook {thXt[} E{|Zakth| }

k=1 k=1
[
Les variables aléatoires X sur (A, F,P) telles que E{X} =0 et E {|X|*} < o0
engendrent un espace linéaire, noté £2(A,P)., ou plus généralement L£2(A). Soit
L?(A) Tespace quotient de £%(A) dans lequel on a identifié les variables aléatoires
égales presque sirement. L%(A) est naturellement muni d’un produit scalaire défini
par
(1.66) (X[Y) =RE{XY},
qui en fait un espace de Hilbert. Etant donné un processus du second ordre {X;,t €

T}, on notera My le sous espace fermé de L?(A) engendré par les variables
aléatoires X;,t € T.

2.2. Signaux aléatoires numériques. On se limitera ici au cas des processus
du second ordre, indexés par Z. Soit donc X = {X,,,n € Z} un processus du second
ordre sur (A, F,P), de moyenne mx (n) = E{X,} et de fonction de corrélation Rx.

DEFINITION 1.11. X est dit stationnaire en moyenne d’ordre deux si ses sta-
tistiques d’ordre un et deux sont invariantes par translation, c’est d dire si
(1.67) mx(n) =mx(0):=mx , VneZ

(1.68) Rx(n+7,m+7)=Rx(n,m):=Rx(n—m), Vn,m,7€Z

1l est facile de vérifier que si X est stationnaire en moyenne d’ordre deuz, on a
ausst
Cx(n+71,m+7)=Cx(n,m):=Cx(n—m), VYnm,T€Z

2.2.1. Filtrage. Les signaux aléatoires du second ordre restent du second ordre
par filtrage numérique. En effet, soit h € £}(Z), et soit X un processus du second
ordre, stationnaire en moyenne d’ordre deux. Soit Y défini par

Yo = (KnX)n=> hXn s
k

Alors Y est du second ordre :
E{|Ya?} = hiheCx(n—k,n—€) < Cx(0) |17 .
k¢

De plus, on a

= thmx(n* k) = (h*mx)(n),
k

Cy(n,m) =Y hheCx(n —k,m — 1) .
k.l
Si de plus X est stationnaire en m.o.d., alors on a de plus

= mXth =my(0) ,
&

Cy(n,m) = thﬁgCX(n— E—m+£)=Cy(n—m).
k.t



34 1. INTRODUCTION ; ELEMENTS DE THEORIE DU SIGNAL

2.2.2. Mesure spectrale et densité spectrale pour les processus stationnaires en
m.o.d. Soit donc X un processus stationnaire en m.o.d., que I'on suppose centré
pour simplifier. Si tel n’est pas le cas, on peut toujours écrire X =Y + mx et tra-
vailler sur le signal aléatoire centré Y. En corollaire de ce qui précede, la covariance
C'x est une suite définie positive : pour tous ny,...ny € Ret ay,...ay € C, on a

(1.69) > ard@F(ng —ng) > 0.
k0=1

Un résultat général d’analyse fonctionnelle (voir par exemple [8] pour la démonstration)
permet d’introduire la mesure spectrale de X :

THEOREME 1.8 (Herglotz). Soit ¢ une suite définie positive. Alors il existe une
unique mesure non-négative sur [—1/2,1/2] telle que pour tout n, on ait

12
(1.70) p(n) = / 2™ du( nu)

—1/2

Preuve : Commengons par calculer la quantité suivante (qui est toujours posi-
tive ou nulle), pour v € [—1/2,1/2]

N . ) N—-1 .
S° 66— BT = 37 gn) e B (N )

G k=1 n=1-N

et posons

)= Y ememn (121

n=1-N
1l est clair que vy (v) > 0 pour tout v, et que

1/2
/ v (V) dv = ¢(0) .

—1/2

Soient dyn les mesures définies par
dun(v) =yn(v)dv .

Il s’agit de mesures bornées, définies sur un domaine compact. Par conséquent, il
est possible d’extraire une sous-suite dun qui converge faiblement vers une limite
dp (c’est le théoreme de Helly). De plus, pour tout m tel que |m| < N’, on a

1/2
/ €2i7ﬂlmdﬂN’ (l/) — (1 _ M) ¢(m) — ¢(m) pour N' — o0 .
~1/2 N

Par définition de la convergence faible, on en déduit que

1/2 1/2
/ e2i7rumd'uN,(V) _)/ eQiﬂ'llmdu(V) pour N' = 00 ,
1/2 1/2
ce qui prouve 'existence de p.

Pour ce qui est de I'unicité : soient u et 1’ deux limites ; soit g € C([-1/2,1/2]);
on sait que toute fonction continue est arbitrairement bien approximée par les
polyndémes trigonométriques ; u et 1’ coincidant sur les polyndmes trigonométriques,

on a bien
1/2 1/2
/ o(v) du(v) = / 9(v) i (v) |
1/2 1/2
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pour tout g € C([—1/2,1/2], ce qui prouve que p’ = u, et donc l'unicité. o

COROLLAIRE 1.3. Soit X un signal numérique aléatoire du second ordre, centré
et stationnaire en moyenne d’ordre deuz. Il existe une unique mesure px, appelée
mesure spectrale de X, telle que pour tout n on ait

12
(1.71) Cx(n) = / 2™ dux (V) .
~1/2

La mesure spectrale ux n’est pas nécessairement absolument continue par rap-
port & la mesure de Lebesgue. Si c’est le cas, on peut alors écrire

dux(v) = Sx(v)dv ,

ou Sy € L*([-1/2,1/2]) est appelé densité spectrale (ou spectre) de X.
2.2.3. Quelques exemples.

(1) L’exemple le plus simple est celui du bruit blanc Gaussien : les variables
aléatoires X,, sont des variables aléatoires Gaussiennes indépendantes et
identiquement distribuées N (0,0). On a alors mx = 0 et Cx(m,n) =
026mn, €t X est stationnaire en m.o.d. L’unicité de la mesure spectrale
montre facilement que

dpx (v) = o* dv ,
d’ott X admet une densité spectrale Sx constante.

(2) Bruit blanc filtré (signal MA) : si X est le bruit blanc précédent, et si
h € £X(Z), on a déja vu que Y = K}, X est toujours un processus du second
ordre, stationnaire en m.o.d. Un calcul simple montre que Y admet une
densité spectrale Sy de la forme

Sy (v) = |hw)]* Sx (v) .

Plus généralement, si X est un signal aléatoire du second ordre centré, sta-
tionnaire en moyenne d’ordre deux, de densité spectrale Sx, alors le méme
calcul montre que Y est lui aussi du second ordre, centré et stationnaire
en m.o.d., et tel que

Sy(v) = |h(v)]* Sx(v) .
Ainsi, comme dans le cas des signaux déterministes, un filtrage de convo-
lution revient a “modeler” le contenu en fréquences d’un signal.

(3) Signal AR : Soit X un bruit blanc Gaussien comme ci-dessus, et soient
Qq, - . .y des nombres complexes. Si il existe un processus Y solution de

N
Z akYn—k = Xn )
k=0

alors Y est stationnaire en moyenne d’ordre deux, et admet une densité
spectrale de la forme

1

Sy (v) = —|Zk ake*%’f’“’f .
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(4) Signal harmonique : On considére une variable aléatoire uniforme ¢ sur
Iintervalle [~1/2,1/2] (donc, de densité de probabilités py () = X[—1/2,1/2(®0)),
et on lui associe le signal aléatoire X défini par

X, = AeQiﬂ'(m/o—i-d)) ,

ou A € Cetyye[—1/2,1/2] sont deux constantes. Il est facile de vérifier
que X est du second ordre (E {|X,[*} = |A|* pour tout n) et centré. De
plus,

E {XnX—m} _ |A|2 eQiﬂ'l/g(n—m) ,
de sorte que X est stationnaire en moyenne d’ordre deux. Finalement, on

a
1/2

CX (n) _ |A|2€2iﬂ-nuo _ / 621'71'1/071 dux(l/) ,
—-1/2

d’ot1 on déduit que la mesure spectrale de X n’est autre que la mesure de
Dirac d,, en vg, & un facteur |A|? pres. Les signaux harmoniques four-
nissent ’exemple le plus simple de signaux aléatoires stationnaires en
moyenne d’ordre deux ne possédant pas de densité spectrale.

2.2.4. Représentation spectrale pour les processus stationnaires en m.o.d. Les
sections précédentes nous ont donné une représentation spectrale (i.e. de type “Fou-
rier”) pour la covariance d’un signal numérique aléatoire stationnaire. La covariance
est un objet déterministe. Nous allons maintenant obtenir une représentation spec-
trale pour le processus lui méme.

On note Mx C L?*(A) le sous-espace de L?(A) engendré par les variables
aléatoires X}. Soit ¢ application linéaire de M x dans L?([—1/2,1/2],dux) définie
par

V(Xp) = €p : v — 2T

Il est clair que e € L?([—1/2,1/2],dux). De plus, on a
12
(€n,€0) = / 2OV duy (v) = Ox (k — £) = (Xi| X) -
~1/2

Ainsi, 1 s’étend & une isométrie de M x sur L?(duy).
Soit maintenant A C [—1/2,1/2] un Borélien, et soit x4 l'indicatrice de A. A
x4 correspond une variable aléatoire Z4 € Mx, telle que
E {ZA7B} = (Za|ZB) = ,U/X(A N B) .
Ceci s’étend par linéarité aux fonctions simples de la forme Zszl akK XaK ou les
Ay, sont des Boréliens de [—m, 7]. On a 1/)*1(2le akKXA;;() = Zszl oszZAkK. Fina-
lement, on sait que toute toute fonction ¢ € L?(dux ) s’écrit comme limite de telles

fonctions simples. Le résultat suivant montre que cette limite a également un sens
dans Mx.

THEOREME 1.9 (Cramer). Soit ¢ € L*(dux), et considérons une suite de fonc-
tions simples de la forme Zszl Oék_KXAkK, telle que limp oo ||g0—2£(:1 afokK I =0.
La suite de variables aléatoires Zszl afZAig converge presque sturement vers une
limite notée

K 1/2
(1.72) lim > of Zyx :/ o(v)dZ(v) ,
k=1

K—o0 —1/2
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et la limite est indépendante de la suite approximante.

En appliquant ce résultat au cas particulier ¢ = €, on obtient la représentation
spectrale

COROLLAIRE 1.4. On a pour tout k

1/2
(1.73) Xk :/ Xk qz (v) .
—1/2
2.3. Le cas fini ; application a la simulation de processus stationnaires
en m.o.d. La théoreme de Wiener-Khinchin fournit une représentation spectrale
pour la fonction d’autocovariance des signaux aléatoires stationnaires en moyenne
d’ordre deux. La question suivante est : pouvons nous obtenir une représentation
similaire (de type “Fourier”) pour les signaux aléatoires eux mémes 7
Nous allons voir dans la section suivante un tel théoreme de représentation
spectrale pour les signaux numériques infinis. Il est utile, pour motiver cette dis-
cussion, de faire une parenthese avec le cas des signaux numériques aléatoires de
longueur finie. Il est tout d’abord nécessaire d’adapter la définition de stationnarité
a cette situation. Il faut pour cela tenir compte des conditions aux bords, que ’on
suppose ici périodiques.

DEFINITION 1.12. Soit X = {X,,n = 0,...N — 1} un signal numérique
aléatoire du second ordre de longueur N. X est stationnaire en moyenne d’ordre
deux si

(1.74) mx(n)=mx(0):=mx, Vn=0,...N—-1

et
(1.75)
Rx((n+7) modN,(m+71) modN) = Rx(n,m) := Rx((n—m) modN), Vn,m,T

Dans ce cas, on a aussi
Cx((n+7) modN,(m+7) modN) = Cx(n,m) := Cx((n—m) modN), Vn,m,.

Soit X un tel signal aléatoire, que I'on suppose de plus centré. Soit C'x son
autocovariance, et soit Sx le vecteur défini par

N—-1
(1.76) Sx(k) =Y Cx(n)e 2mkn/N
n=0

On considere la transformée de Fourier finie de X : le vecteur aléatoire {X 0, XN_1 I3
défini par

N-1
(1.77) Xp= ) Xye 2mniN.

n=0

Soit C'x son autocovariance Un calcul simple montre que
E{Xk} —0, Vk=0,...N—1,

et que
E {ka(e} = N Sx (k) e -
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Les composantes de X sont donc décorrélées. Utilisant la transformée de Fourier
finie inverse, on peut alors écrire

| N-1
(1.78) X, = — 2imkn /Ny,
VN k=0
ou les variables aléatoires
1 1 N1
(1.79) V= — X; = Z X, e 2imkn/N
VN VN =

sont décorrélées :
(1.80) E{Y.Y¢} = Sx (k) ke -

La représentation (1.78) porte parfois le nom de représentation de Cramér en di-
mension finie.

Application a la simulation numérique de signaux aléatoires station-
naires : Lorsque l'on souhaite sinuler numériquement un signal aléatoire, on se
place de facto dans une situation de dimension finie. Les ordinateurs proposent
généralement des générateurs de nombres pseudo-aléatoires (par exemple, les fonc-
tions de type rand sour UNIX), capables de fournir des séquences de nombres
aléatoires aussi proches que possible de vecteurs identiquement distribués et décorrélés.
Dans ces conditions, si on souhaite générer une réalisation d’un signal stationnaire
en moyenne d’ordre deux, de spectre Sx donné, on peut procéder comme suit : on
génere tout d’abord une séquence de nombres pseudo-aléatoires {Wy, W1, ... Wy _1},
qui sont tels que

E{X:} =0, E{W,W;}=0u,
puis on exploite la représentation de Cramer en formant

N-1
_ 1 2itkn/N _/ .
Xn—NkZ_Oe SX(k)Wka
il est alors facile de vérifier que E{X,,} = 0 pour tout n, et que
| N-1 .
Cx(n—m)=E{X,Xpn} = ~ Z Sx (k) e2mk(n=m)/N
k=0

ce qui est bien le résultat recherché.

2.4. Signaux aléatoires analogiques. Les signaux aléatoires analogiques
sont des signaux aléatoires indexés par un ensemble continu. La majorité des
opérations que nous avons effectuées dans le cas des signaux aléatoires numériques
restent valables. Cependant, la continuité introduit des difficultés supplémentaires,
comme par exemple des notions de régularité.

2.4.1. Diverses notions de continuité. Compte tenu de la structure supplémentaire
apportée par 1’aléa, il existe plusieurs notions différentes de continuité que ’on peut
imposer a un processus.

DEFINITION 1.13. Soit X un processus aléatoire sur (A, F,P), indexé par T.

(1) On dit que X est continu en moyenne d’ordre p si pour tout t, on a

(1.81) lim [E{| Xy — X, PN =0
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(2) X est continu en probabilité si pour tout t et pour tout € > 0,

(182) tl/iInt ]P){|Xt/ — Xt| Z 6} =0.
(3) X est continu presque strement si pour tout t,
(1.83) tl/imt Xy = X: P presque surement .

(4) X a presque sirement ses trajectoires continues si, en notant
Ao ={a € A, X(a) est discontinue} ,
on a
(1.84) P{Ap}=0.

Il existe une hiérarchie (partielle) entre ces notions de continuité. Par exemple,
la continuité en probabilités est conséquence de la continuité en moyenne d’ordre
p. Ceci résulte de I'inégalité de Chebyshev

LEMME 1.3. Si X est une variable aléatoire sur (A, F,P), et si f:ax — f(x)
est une fonction monotone non décroissante, alors pour tout € > 0, on a

1
—— E{f(X])} -
f(e)
Supposons que X soit un processus continu en moyenne d’ordre p, et prenons
f(z) = 2zP. Alors, pour tout ¢ fixé, on a

P{I Xy — X4? > e} < e PE{|Xy — X[},

(1.85) P{|X| > ¢} <

et donc )
thmt ]P){|Xt/ — Xt|p Z E} S thInt - E{|Xt/ - Xt|p} =0.
N It €

On peut également montrer que la continuité presque stre implique la continuité
en probabilité. Par contre, la continuité presque stre n’implique pas nécessairement
la continuité presque stire des trajectoires, comme le montre ’exemple suivant.

EXEMPLE 1.10. Prenons T' = [0,1], A = [0, 1], muni de la mesure de Lebesgue
P = m, et définissons X par

0 sit<w
Xt(w)_{ 1 sinon .

X est presque stirement continu : pour tout ¢, limy _; Xy = X4, P presque stirement.
Par contre, les trajectoires de X sont presque stirement discontinues.

En revanche, le processus est continu en moyenne d’ordre p : pour cela, pour
tous 0 < t < t' < 1, écrivons

E{X, - Xo[P} = / X (w) — X (w)]? dP(w)

/ X, (@) — X (@)l dP(w) + / X (@) — X (@) dP(w)
0 t

+ [ X - X )

t'—t—0quand t' — ¢.
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Le résultat suivant, donné sans démonstration, donne une condition suffisante
pour qu’un processus ait presque stirement ses trajectoires continues.

LEMME 1.4 (Totoki). Soit T un ouvert quelconque de R. Si pour tout compact
K C T, il existe trois constantes «, 3,7k telles que pour tous t,t' € K, on ait

(1.86) E{|X, — Xu|*} <y [t —t/|7F
alors X a presque sturement ses trajectoires continues.
2.4.2. Processus continus en moyenne d’ordre 2.

DEFINITION 1.14. Un processus du second ordre est dit continu en moyenne
d’ordre 2 si pour toutt € T, E {|Xt+5 — Xt|2} — 0 quand § — 0.

La proposition suivante donne une caractérisation simple de la continuité en
moyenne d’ordre 2.

PRrROPOSITION 1.12. Le processus X est continu en moyenne d’ordre 2 si la
fonction d’autocorrélation
t,t' — Rx(t,t')
est continue sur la diagonale (c’est o dire dans la limite t — t').

La preuve utilise le lemme suivant :

LEMME 1.5. Soit H un espace de Hilbert. Une suite {vg,v1,...} d’éléments de
H converge vers v € H tel que |[v||*> = x > 0 si et seulement si

(1.87) lm  (vn,vm) =2 .
m,n— oo
Prewve du lemme : Si lim{v,,vy,) = x, alors ||v, — vm||? = ||vall® + |lvml]? —
2R(vp, vm) — 0 quand m,n — oo. Inversement, si la suite {v,} converge, alors
(Un,vm) — [v]? = . o

Preuve de la proposition : 11 suffit d’appliquer le lemme 1.5 & l'espace H =
L?(A); pour un t fixé, on s’intéresse & la convergence de X vers X;. D’apres le
lemme, celle-ci est équivalente a

m,n— o0

ce qui permet de conclure. [
Remarquons que les processus continus en moyenne d’ordre 2 n’ont en général
pas leurs trajectoires continues.
2.4.3. Processus stationnaires en moyenne d’ordre 2. Apres quelques définitions
et propriétés générales, on se focalisera plus particulierement sur le cas des processus
indexés sur R.

DEFINITION 1.15. (1) Un processus X = {Xy,t € T} est stationnaire si
pour tout T, les processus {Xi,t € T} et {Xiqr,t € T} ont le méme
systeme de lois marginales.

(2) Le processus X est stationnaire en moyenne d’ordre deuz si px(t) =
ux(0) := px pour toutt, et si Rx (t+7,7) = Rx(t,0) := Rx(t) pour tout
t,T.

La stationnarité au sens strict est généralement une propriété trop contrai-
gnante. C’est pourquoi on se borne généralement & supposer la stationnarité a
l'ordre deux. Cette hypothese est déja extrémement puissante, comme on va le
voir, tout d’abord dans le cas des processus sur R.
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PROPOSITION 1.13 (Wiener-Khintchin). Soit {X;,t € R} un processus du se-
cond ordre, continu et stationnaire en moyenne d’ordre deuz. Alors il existe une
mesure non-négative bornée pux sur R, telle que

o0
(1.88) Ry(r) = / 2T 4 ()
— 00
wx est appelée mesure spectrale du processus.
La proposition est une conséquence immédiate du fait que 'autocorélation Rx

est définie positive(voir proposition 1.11) et du théoréme de Bochner (voir par
exemple [8] pour la démonstration) :

THEOREME 1.10 (Bochner). Soit @ : R — R une fonction définie positive et
continue. Alors il existe une mesure non-négative bornée u sur R, telle que

(1.89) d(t) = /_ h 2™ du(v) .

On peut alors faire une décomposition de Lebesgue de la mesure px :

px = (ftx)ac + (1x)s ,

ol (1 )ac est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue, et (px)s
est singuliere. On peut alors écrire

(1.90) d(px)ac(v) = Sx(v)dv .
La fonction Sx est appelée densité spectrale de puissance du processus, et on a
COROLLAIRE 1.5. La densité spectrale Sx est non-négative, et intégrable.

REMARQUE 1.13. Il n’existe pas toujours de densité spectrale : par exemple,
dans le cas d’un processus harmonique, on a Rx (t) = o2 cos(2mit) /2 ; le processus
est bien du second ordre, continu en moyenne d’ordre 2 (car Ry est continue), mais
n’admet pas de densité spectrale.

REMARQUE 1.14. Si mx # 0, le processus n’admet pas de densité spectrale.

EXEMPLE 1.11. Bruit blanc, ou bruit blanc filtré :Un exemple “pathologique”
est donné par le cas Sy = 02, qui échappe a notre analyse car Sx ¢ L'(R). Cest
ce que l'on appelle le bruit blanc, pour lequel il est nécessaire de développer une
approche adaptée (son autocorrélation n’existe pas en tant que fonction). Cepen-
dant, il est utile (et réaliste en pratique) de considérer le bruit blanc filtré, défini
par

Sx (V) =0’ X[~vo,v0] (V) .
Il est clair que Sx € L'(R) N L>(R). Par transformation de Fourier inverse, on
aboutit a la fonction d’autocorrélation suivante :
o0
Rx (1) = / Sx (V) e*™7 dv = 2uy0? sinc(2mvoT) .
— 00

On obtient un tel processus par filtrage passe-bas (voir plus loin) d’un bruit blanc.
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2.4.4. Filtrage linéaire. On peut effectuer des opérations de filtrage linéaire sur
des signaux aléatoires, comme dans le cas des signaux déterministes. Pour simplifier,
on se limitera ici au cas des filtres de convolution. On consideére pour cela une fonc-
tion h € L},.(R). Etant donné un processus aléatoire X = {X;,t € R} sur (A4, F,P)
, on s’intéresse au processus Y = {Y;, ¢ € R} défini sur (A, F,P) également, par

o0
(1.91) Y = (KpX): = / h(t —s)Xsds .
— 00
K, est un filtre linéaire de convolution, de réponse impulsionnelle . Quand h=m
existe, m est appelé fonction de transfert du filtre, comme dans le cas déterministe.

PROPOSITION 1.14. Si h € LY(R), et si X est un processus du second ordre,
continu et stationnaire en moyenne d’ordre deuz, alorsY est également un processus
du second ordre, continu et stationnaire en moyenne d’ordre deux, et on a

(1.92) my = h(0)mx

(1.93) Ry (7) [ T ()R B (7 + (¢ — 5)) dt ds

(1.94) duy (v) = iL(ll)r dux (V) .

Preuve : Pour tout compact K C R, posons Y, = S h(t — s)Xsds. Puisque
X, € L*(A) pour tout s, on a

E{|YtK|2} < sup IE{|XS|2} / |h(t — s)|ds < sup IE{|XS|2} |h|l1 < oo,
seK K seK
d’ou Y est du second ordre (la borne est uniforme en K'). Calculons maintenant
E {YtKYf,( } = / h(t — s)h(t' — s )Rx(s,s')dsds .
KXK'’

La limite K, K’ — R de cette expression est bien définie car Rx,h € L'(R); donc
Y est du second ordre. Calculons

my :/jo h(t — $)E{Xs} ds = mx /jo h(t — 5) = mx h(0) .
D’autre part,
Ry(t,¢) =E{V;, Yy} = /OO h(t — $VR(t — 5')Rx(s — &) dsds’
- /jo h(u)h(v)Rx (t —t' — (u —v)) dudv

est bien une fonction de ¢t —t', d’ott la stationnarité. Finalement, la propriété (1.94)
s’obtient par une transformation de Fourier. '

EXEMPLE 1.12. Filtrage passe-bas idéal :Supposons que le signal aléatoire du
second ordre, continu et stationnaire en moyenne d’ordre deux, X ait une densité
de spectrale Sx :

Ry(t) = / Sx (W)™ dy |
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et soit T le filtre passe bas idéal, défini par

0] R X
Tf(t) = fw)e ™t dy .
v
T est bien un filtre linéaire, continu sur L?(R) et stable. Si on introduit le proces-
sus filtré Y = TX, on voit donc que Y est lui aussi du second ordre, continu et
stationnaire en moyenne d’ordre 2, et admet une densité spectrale Sy de la forme

Sy (v) = |hW)]* Sx(v) .

Ce type de filtrage passe-bas possede le méme statut que le filtrage passe bas des
signaux déterministes. Il est soumis aux mémes contraintes (a savoir que le filtre
parfait n’est pas causal, mais peut étre approximé par un filtre causal).

DEFINITION 1.16. Un signal aléatoire du socond ordre, continu et stationnaire
en moyenne d’ordre 2, est dit a bande limitée si sa mesure spectrale a un support
borné.

Comme dans le cas déterministe, les signaux aléatoires a bande limitée offrent
un cadre adéquat pour développer une théorie d’échantillonnage.

2.4.5. La représentation de Crameér. Le théoreme de Wiener-Khintchin énoncé
ci-dessus est la clé de voute de la théorie spectrale des processus stationnaires. En
fait, il est possible de montrer que tout processus stationnaire peut s’écrire sous
la forme d’une intégrale de Fourier, c’est ire une superposition d’exponentielles
complexes, avec des poids aléatoires. C’est ce que 'on appelle la représentation de
Cramer, que 1’on obtient (tres succintement) comme suit. Etant donné un processus
du second ordre X;, continu et stationnaire en moyenne d’ordre deux, on établit
une correspondance entre les variables aléatoires engendrées par le processus et des
fonctions de la variable v comme suit : V¢ € R, on établit la correspondance

(1.95) X; e ¥t

que 'on prolonge par linéarité a l'espace fermé M x engendré par les variables
aléatoires X;,t € R. On déduit de (1.88) l'identité

(196) <Xt; XS>L2(_A) = <62i71'l/t, €2iﬂys>L2(R,du)

Par conséquent, nous avons obtenu une isométrie entre le sous-espace M x C L?(A)
et L?(R,du). Pour toutes f,g € L?(R,dv) notons F,G € My respectivement les
variables aléatoires associées :

(1.97) Femfl), Ge—ygv)

Nous avons ainsi
(1.98) B{FG} = [ f)g)dutv

Considerons maintenant un Borelien A C R et associons-lui son indicatrice
XA (7). On lui associe donc une variable aléatoire Z(A) € M x, telle que pour toute
paire de Boreliens A, B

(1.99) E {Z(A)m} = u(AN B)

Toute fonction f(v) peut étre obtenue comme limite de fonctions de la forme
>k kXA, (V) pour des Boreliens Ay, et des coefficients aj, convenablement choisis ;
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& ces derniéres on fait correspondre la variable aléatoire Y oy Z(Ay). Par passage
a la limite, on fait donc correspondre & f(v) la variable aléatoire

(1.100) /f(l/)Z(dy) — f(v)
Du cas particulier f(v) = %™ on déduit
(1.101) X; = /e%’f”tZ(dy) ,

ce qui est appelé la représentation de Cramer du processus. Il résulte des discussions
précédentes que

(1.102) E {Z(du)Z(dV’)} =S)é(v —v')dv

La représentation de Cramer du processus est parfois mise sous la forme

(1.103) X; = / 2™t /S(v)dw, |
ou dW,, est une mesure aléatoire (Gaussienne) telle que
(1.104) E{dW,dW, } = 6(v —v")dv

2.5. Echantillonnage. Nous avions vu une version “déterministe” du théoreme
d’échantillonnage. Il est possible de montrer un résultat analogue dans le cas des si-
gnaux aléatoires. Le résultat est essentiellement le méme : si X est un processus sta-
tionnaire admettant une densité spectrale a support borné, alors X est caractérisé
par une version “échantillonnée”, pour peu que la fréquence d’échantillonnage soit
choisie assez grande. Plus précisément :

THEOREME 1.11. Soit X un processus du second ordre centré sur (A, F,P),
continu et stationnaire en moyenne d’ordre deux, admettant une densité spectrale
Sx a support borné inclus dans lintervalle [—vo,vp]. Alors X est caractérisé par
le processus discret { X, y,n € Z} si et seulement sin > 2vg. On a dans ce cas la
formule d’interpolation : pour tout t € R,

oo

(1.105) Xe= > Xupm —Sm;%(in%? )

n=—oo

au sens de L*(A).

En d’autres termes, ceci signifie que pour tout ¢,

N
X¢ = Z Xn/m|| =0
n=—N

lim
N—o0




CHAPITRE 2

Quantification ; PCM et DPCM

Le PCM est le schéma le plus simple de codage des signaux, et est utilisé par
exemple pour le codage des signaux audio sur les CDs. Il est essentiellement basé
sur un échantillonnage, suivi d’une quantification des échantillons.

1. Quantification scalaire; le codeur PCM

PCM est le sigle désignant le Pulse Code Modulation, un standard (ou plutot
une famille de standards) adopté de fagon assez universelle. Le systéme PCM est
connu pour offrir des performances assez moyennes en termes de compression, mais
aussi pour sa grande robustesse (notamment par rapport aux erreurs de transmis-
sion) et sa faible complexité (algorithme peu gourmand en mémoire et CPU). On
décrit ici le PCM de fagon assez sommaire, dans le but d’introduire quelques idées
simples, notamment en ce qui concerne la quantification scalaire.

Le PCM consiste essentiellement en un échantillonneur, suivi d’'un quantifica-
teur (uniforme) appliqué aux échantillons, et enfin d’un systéme simple de codage.
La phase d’échantillonnage a déja été décrite dans le chapitre précédent. Le codage
est basé sur le principe d'une attribution “démocratique” des bits : chaque valeur
quantifiée sera codée sur un nombre de bits constant. On parle de code de longueur
constante. On se concentre maintenant sur la quantification.

1.1. Quantification scalaire. Considérons donc des échantillons f, d’un si-
gnal f. La base du PCM est de modéliser chacun de ces échantillons comme une
variable aléatoire, sans se préoccuper des corrélations entre échantillons. Supposons
que la variable aléatoire X soit une variable aléatoire continue du second ordre, de
densité de probabilités px.

On considere donc un quantificateur

QRHEM :{y—aQOa"'yM—lay'f‘} ’

et la variable aléatoire discrete Y = Q(X), a valeurs dans ’ensemble fini Ey. Q
est défini & partir d’intervalles de la forme [xg, z+1[ par

y— six <z
(2.1) Qx)=< yr siz€ [k, zp41], k=0,...M—-1
Y+ six>zxum

On s’intéresse particulierement a l’erreur de quantification, c’est a dire a la variable
aléatoire

(2.2) Z=X-Y=X-Q(X),

45
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que 'on va chercher a évaluer. On doit donc se donner une fagon de mesurer cette
quantité. La quantité d’intérét la plus simple est ici la variance de 'erreur de quan-
tification

23) o} = E{Z} = [(e-Qu)Ppx(a)ds

M-1

(2.4 - > (/ <x ~ (e
@y pex@n s [ °O< i Pox (@) |

et c’est celle-ci que nous allons évaluer dans certaines situations simples. Les deux
derniers termes forment le bruit de saturation, alors que les autres forment le bruit
granulaire. Dans le cas d’un signal borné (c’est & dire quand px a un support borné),
le bruit de saturation est généralement évité L.

DEFINITION 2.1. On considére un quantificateur comme décrit ci-dessus. Le
facteur de performance du quantificateur est le quotient
2
(2.5) e =7x
Oz
ol 0% et 0% sont les variances respectives du signal X et du bruit de quantification
Z. Le Rapport Signal a Bruit de Quantification est quant d lui défini par

2
(2.6) SNRq = 10log;o(e?) = 101ogy, (Z—)Q()
z

Il est bien évident que 'objectif que 1'on se fixe en développant un quantifi-
cateur est de maximiser le rapport signal a bruit, pour un débit R fixé. Ou, plus
ambitieusement, on cherche a construire une théorie Débit-Distorsion, qui décrive
I’évolution de la distorsion en fonction de R. On va voir que ceci est possible au
prix d’approximations simplificatrices. On commencera par étudier le cas le plus
simple, a savoir le cas de la quantification uniforme.

1.2. Quantification uniforme. On s’intéresse maintenant au cas le plus
simple, & savoir le cas de la quantification uniforme. L’effet de la quantification
uniforme sur un signal est décrit en FIG. 1.

Pour simplifier (en évitant d’avoir & considérer le bruit de saturation), on sup-
pose pour cela que la variable aléatoire X est bornée, et prend ses valeurs dans
un intervalle I. Une quantification uniforme consiste & découper I en M = 2%
sous-intervalles de taille constante, notée A. Plus précisément :

DEFINITION 2.2. Soit X une variable aléatoire dont la densité px est a support
borné dans un intervalle I = [Xmin, Tmaz]. Soit R un entier positif, et soit M = 2R,
Le quantificateur uniforme de débit R est donné par le choix

(2.7) TO = Tmin s Tm = Tg +mMA
avec

(2.8) A= |1l/M = |12,

Encore que ceci ne soit pas obligatoire; on peut parfois se permettre une certaine quantité
de bruit de saturation.
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Signd origindl Signd quanifie

Fic. 1. Exemple de quantification : un signal simple (&4 gauche)
et le méme signal apres quantification de chaque échantillon sur 5
bits (32 niveaux de quantification).

et
(29) o = L
2
Supposons que le quantificateur soit un quantificateur “haute résolution”, c’est
a dire qu’a lintérieur d’un intervalle [z, xx+1], la densité de probabilités © — px (x)
soit lentement variable, et puisse étre approximée par la valeur pr = p(yx). Sous
ces conditions, on montre facilement que

(2.10) E{X - Q(X)}~0,

et on écrit alors
Fhr 2 Pk

(2.11) / ( —yr) px(z)dr ~ 3 (xher —yn)® — (zk —wn)?) -
Tk

Notons que pour un pj donné, cette derniére quantité atteint son minimum (par
rapport a yy en yi = (zr + Tx+1)/2, c’est & dire la valeur donnée en hypothese, de
sorte que xp41 — Yk = Yr — T = A/2. Par conséquent, on obtient

Th41 5 A?)
(2.12) / (x —yr)°px(x)de ~ Py -
xy,

Par ailleurs, on écrit également 1 = [ px(z)dx = A", pi, d'ont

1
2.1 ~ —
(2.13) zk:pk A

Finalement, en faisant le bilan, on aboutit &

2.14 2~ ~—
( ) Oz 12 20: Pk 1

REMARQUE 2.1. Notons que d’apres ces estimations, on obtient une estimation
de la courbe débit-distortion fournie par la quantification uniforme :

D = 0.% — Cste 2—2R )

Plus précisément, on montre que
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F1G. 2. Quantification d’un signal audio : un signal “test” (le “ca-
rillon” test des codeurs MPEG audio, en haut), une version quan-
tifiée sur 4 bits (milieu), et le logarithme de la distorsion en fonction
du débit (en bas).

LEMME 2.1. Soit X une variable aléatoire bornée dans I. Supposons en outre
que px € CY(R). Soit Q un quantificateur uniforme sur R bits par échantillon.
Alors, on a

AQ
2.1 2 _
( 5) UZ 12 +r 9
avec
(2.16) 7| < €273 sup |ply ()] -

Preuve : 11 suffit de donner un sens plus précis a Iapproximation (2.14). Par ac-
croissements finis, on obtient

"Th+1 5 AB Th+41 3 AB
[ @ ex@de =g+ [ @ - n) e = p gy
Tk

Tk

pour un certain y = y(z) € [zk, Tx+1]. On a donc

"Thk+41
< sup |p’x<y>|/ o — yl* da .
Ty

YE[Tk, Tp41]
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Cette derniére intégrale vaut

A/Q A4
2/ wdu = .
0

32
Donc,
M
134 |114 B
Ir| < ;|7’k| < M sup |py| 35 = 392 T sup |ply| -
L’estimation (2.13) se fait de fagon similaire. Ceci conclut la démonstration [ )

Ces approximations permettent d’obtenir une premiere estimation pour 1’évolu-
tion du SINRg en fonction du taux R. En effet, nous avons
112
2
120%
ou la constante dépend de la loi de X. Ainsi, on aboutit & la régle empirique
suivante :

2
SNRQzlm%w(JX>:ﬂmb&&%—lm%w(

2
0z

) ~ 6,02 R+ C*t¢

Ajouter un bit de quantification revient a
augmenter le rapport signal a bruit de quantification de 6dB environ.

Ceci est tres bien illustré par la FIG. 2, qui représente un signal audio (un son
de carillon, utilisé comme signal test par le consortium MPEG). La figure du haut
représente le signal original, et la figure du milieu représente une version quantifiée
sur 4 bits. Les distorsions sont assez visibles. La figure du bas représente quant a
elle le rapport signal & bruit SN R en fonction du débit R, pour un R variant de
1 a 16. On voit que comme attendu, le comportement est remarquablement proche
d’un comportement linéaire.

EXEMPLE 2.1. Prenons par exemple une variable aléatoire X, avec une loi

uniforme sur un intervalle I = [—20/2,2¢/2]. On a alors
1 x0/2 2
0% = — 22de = 20
o —z0/2 12

de sorte que 'on obtient pour le rapport signal a bruit de quantification, exprimé
en décibels (dB) :
SNRg ~6,02R .

C’est le résultat standard que 'on obtient pour le codage des images par PCM.

1.3. Compensation logarithmique. Une limitation de la quantification uni-
forme que nous avons vue plus haut est que, tant que I'on reste dans le cadre de
validité des approximations que nous avons faites, la variance ¢% du bruit de quan-
tification (qui vaut A%/12) ne dépend pas de la variance du signal. Donc, le rapport
signal & bruit de quantification décroit quand la variance du signal décroit. Or, celle-
ci est souvent inconnue & 'avance, et peut aussi avoir tendance & varier (lentement)
au cours du temps. Il peut donc étre avantageux de “renforcer” les faibles valeurs
du signal de fagon “autoritaire”. Pour ce faire, une technique classique consiste a
effectuer sur les coefficients une transformation, généralement non-linéaire, afin de
rendre la densité de probabilités plus “plate”, plus proche d’une densité de variable
aléatoire uniforme. Il s’agit généralement d’une transformation logarithmique, mo-
difiée a l'origine pour éviter la singularité.
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bar

Fia. 3. Image, et densité de probabilités empirique des valeurs de pixel.
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Deux exemples de telles transformations sont couramment utilisées, en télépho-
nie notamment : la loi A, qui correspond au standard européen, et la loi p (standard
nord-américain).

1.3.1. La loi A. Le premier exemple est la loi A, qui consiste en une modifica-
tion linéaire pour les faibles valeurs du signal, et d’'une compensation logarithmique
pour les plus grandes valeurs. Plus précisément, la fonction de compensation est
donnée par

A‘l}l S 3 Tmax
gn(z) si [o] < o
(2.17) c(z) = Itlos4 :
Tmaz —Hlogl(fllfglfm“) sgn(z)  si|z| > Lmae

On peut alors montrer que le rapport signal a bruit de quantification devient
(2.18)

SNR { 6,02 R+ 4,77 — 201og;, (1 +1log A) pour les grandes valeurs du signal

SNRqg + 20log; ( pour les faibles valeurs du signal .

_A
1+log A

EXEMPLE 2.2. Valeur typique du parametre, pour le codage du signal de pa-
role : A = 87.56 (standard PCM européen). Le SNR correspondant, exprimé en
décibels (dB), vaut

SNR4~6,02R—9,99 .

1.3.2. La loi p. La fonction de compensation est dans ce cas donnée par
1
og(plz|/Tmax) sgn(z) .

log(1 + )

On montre alors que le rapport signal & bruit de parole est approximativement
donné par

(219) C(-Z') = Tmax

(2.20)
6,02 R+ 4,77 — 201og;, (log(1 4+ u)) pour les grandes valeurs du signal
SNR~ SNRg + 20log;, (@T—F—M) pour les faibles valeurs du signal .

EXEMPLE 2.3. Valeur typique du parametre : pour le signal de parole : u = 255
(standard PCM US). Le SNR correspondant, exprimé en décibels (dB), est de la
forme

SNR, ~6,02R—10,1 .
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Fia. 4. Signal de parole, et densité de probabilités empirique des
valeurs du signal.
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Fia. 5. Signal de parole, et densité de probabilités empirique des
valeurs du signal, apres compensation logarithmique par loi p.

La figure 5 représente le signal de parole de la figure 4 aprés compensation lo-
garithmique, et la densité de probabilités correspondante, qui est beaucoup plus
réguliere que celle de la figure 4. La figure 6 reprend I'exemple de la figure 2, et
montre 'effet de la compensation logarithmique sur la courbe débit-distorsion : la
nouvelle courbe est toujours essentiellement linéaire, mais se situe en dessous de la
précédente. La compensation logarithmique a donc bien amélioré les performances
du quantificateur.

1.4. Quantification scalaire optimale. Par définition, un quantificateur
scalaire optimal est un quantificateur qui, pour un nombre de niveaux de quan-
tification N fixé, minimise la distorsion. Il existe un algorithme, appelé algorithme
de Lloyd-Maz, qui permet d’atteindre I'optimum connaissant la densité de proba-
bilités px de la variable aléatoire X a quantifier.

Supposons par exemple que nous ayions a quantifier une variable aléatoire X
de densité px a support non borné. Pour obtenir le résultat, on commence par
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0 2 4 6 8 10 12 14 16

Fia. 6. Quantification logarithmique d’un signal audio : le signal
test “carillon” (en haut), une version corrigée par loi p (milieu), et
le logarithme de la distorsion en fonction du débit (en bas) pour le
signal original et le signal compensé logarithmiquement (en bas).

calculer

(2.21)
M—1 o zo oo

D ( / (x —yk>2px<x>dx) + / (2 — y_)Ppx (a)da + / (z — y4)?px (@)de |
k=0 T —00 M

qu’il s’agit de minimiser par rapport aux variables zy, yr et y4+,y—. Il s’agit d'un
probleme classique de minimisation de forme quadratique, dont la solution est four-
nie par les équations d’Euler. En égalant a zéro la dérivée par rapport a x, on
obtient facilement les expressions suivantes

1
(2.22) T = §(yk+yk—1) , k=1,...M -1,
1
(2.23) zo = 5o +y-)
1
(2.24) oy = 5(ym—1+ys)

2
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De méme, en égalant a zéro les dérivées par rapport aux yi, & y— et y4, on obtient
[7 px (2) d

(2.25) Yk W )
5 2px(z)d
(2.26) YT T o (a)dn
* rox(x)dx
(2.27) yo = oy TPx@de

Jx,, px(x)dz

On obtient facilement des expressions similaires dans des situations ol px est
bornée. Ceci conduit naturellement & un algorithme itératif, dans lequel les va-
riables = et y sont mises a jour récursivement. Naturellement, comme il s’agit d’un
algorithme de type “algorithme de descente”, rien ne garantit qu’il converge obli-
gatoirement vers le minimum global de la distorsion. Lorsque tel n’est pas le cas (ce
qui est en fait la situation la plus générale), on doit recourir & des méthodes plus
sophistiquées.

2. Quantification vectorielle

Le défaut essentiel du codeur PCM est son incapacité a prendre en compte les
corrélations existant dans le signal codé. La quantification utilisée dans le PCM
traite en effet chaque échantillon individuellement, et ne tient aucun compte de la
“cohérence” du signal. Pour tenir compte de celle-ci, il faudrait a priori effectuer une
quantification non plus sur des échantillons individuels, mais sur des familles, ou
vecteurs, d’échantillons. C’est le principe de la quantification vectorielle. Cependant,
alors que l'idée de la quantification vectorielle est somme toute assez simple, sa mise
en ceuvre effective peut étre extrémement complexe.

Considérons un signal {xg,x1,...}, et commencons par le “découper” en seg-
ments de longueur fixée N. Chaque segment représente donc un vecteur X € RV,
et on se pose donc le probleme de construire un quantificateur :

Q:RY — Ex = {yo....ym—1}
en essayant de minimiser 'erreur de quantification
D=E{|X -Q(X)]},
ott on a noté | X| la norme Euclidienne de X € RV,

5a’?

DEFINITION 2.3. L’ensemble des “vecteurs quantifiés” est appelé le dictionnaire
du quantificateur (codebook en anglais).

Le probleme est le méme que celui que nous avons vu dans le cas de la recherche
du quantificateur scalaire optimal, mais la situation est cette fois bien plus com-
plexe, a cause de la dimension supérieure dans laquelle on se place. En effet, dans le
cas d’'un quantificateur scalaire, le probleme est essentiellement de “découper” un
sous-domaine de ’axe réel, ou ’axe réel lui méme, en un nombre fini de boites de
quantification (c’est & dire d’intervalles). En dimension supérieure, il s’agit mainte-
nant d’effectuer une partition d'une partie de R en sous-domaines. On doit pour
ce faire effectuer de multiples choix, notamment en ce qui concerne la forme des
frontieres : dans le cas de frontieres planes, on parlera de quantificateur régulier,
dans le cas contraire de quantificateur irrégulier (voir la F1G. 7. La problématique de
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FiG. 7. Quantification vectorielle : deux partitions d’'un domaine
de R? : quantifications réguliere (a droite) et irréguliere (2 gauche) :
boites de quantification et leurs centroides.

la quantification vectorielle présente des similarités certaines avec la problématique
du “clustering”.

Il existe de multiples facons différentes de construire un quantificateur vectoriel.
On peut par exemple se référer & [5] pour une description relativement complete de
I’état de I’art. Le probleme de la recherche du quantificateur vectoriel optimal peut
se formuler suivant les lignes ébauchées dans la section 1.4 : a partir du moment ou
on s’est donné le nombre de sous-domaines recherchés pour la partition, il reste a
optimiser la distorsion globale

M-1

D= (x —yr)?px(z)dz
kz—o/ﬂk yk)?p

outon anoté g, ... Q1 les sous-domaines considérés, et yo, . . . yrr—1 les valeurs de
quantification correspondantes. L’optimisation par rapport & y reste assez simple,
et fournit la condition de centroide

_ fSk zpx(z)dx
J. s, PX (z) da
mais 'optimisation par rapport aux sous-domaines S, généralement effectuée numé-

riquement, peut s’avérer extrémement complexe suivant les hypotheses que I'on fait
sur la forme des sous-domaines.

Yk

3. PCM (différentiel (DPCM)

3.1. Principes généraux. Le DPCM (differential PCM) a pour but d’exploi-
ter les redondances souvent présentes dans un signal pour en améliorer le codage,
via un schéma plus simple que la quantification vectorielle. L’idée essentielle est que
si un signal présente une certaine redondance, il doit étre prédictible dans un cer-
tain sens, et & un certain niveau de précision. L’idée est d’introduire un modele de
signal, et de ne coder que les écarts au modele. On peut ainsi espérer dimiunuer le
domaine de valeurs (en d’autre termes, la variance) du signal avant quantification,
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+ 4, =Q(d,)
Zﬂ%@‘dﬂ%@% X, X,

®
e f =0

X< f

Fic. 8. Le codeur DPCM : décomposition et reconstruction.

et par 1a méme diminuer le bruit de quantification (& nombre de bits par échantillon
fixé).

Prenons l'exemple le plus simple, celui des signaux numériques (une version
analogique peut étre développée aussi), plus simple & formaliser. Soit donc & =
{xn,n € Z} un signal numérique, et supposons que l’on puisse écrire un modele de
la forme

(228) Tn = f(Infl,SCan,:Cn,g, .o Z'an) + Wy,

ou f est une fonction de prédiction, et w est ’erreur de prédiction. Il suffirait alors
de coder les wy, (et les N premieres valeurs non nulles de z,,), via les formules :

En = f(xn—la Tp—2, Lp—3y .- xn—N)

Wy = Tp— Ty .

En ce qui concerne le décodage, connaissant un coefficient w,, et les valeurs précédentes
Tp—1,---Tn_N, ON reconstitue tout d’abord la prédiction &, puis la vraie valeur

Tp = Wn +f(zn71;zn727'- ':Can) .

En pratique, ce type d’approche présente le risque d’induire une propagation
d’erreurs : en effet, entre le codage et le décodage, les coefficients w,, sont quantifiés,
de sorte que les coeflicients x, sont reconstitués avec une erreur. Comme ces coef-
ficients sont de plus utilisés pour calculer la prédiction des suivants (via la fonction
de prédiction f), les erreurs introduites par la quantification se propagent bel et
bien. On dit qu’un tel schéma n’est pas stable.

Pour pallier cet inconvénient, il est plus efficace d’utiliser pour la prédiction les
valeurs T,, qui seront disponibles a partir du signal décodé :

(2.29) Zn = f(Tn-1,Tn-2y.- - Tn-N) -

On note alors

(2.30) dp =Ty — Tn,

Perreur de prédiction, et

(2.31) un, = Q(dn)

Perreur de prédiction quantifiée. La valeur T,, est quant a elle donnée par
(2.32) Tp =Tn + Un ,

et est également la valeur obtenue au décodage.
L’erreur commise au décodage est de la forme

(2'33) Zn =Tp — T = Q(dn) - dn 5



56 2. QUANTIFICATION; PCM ET DPCM

c’est a dire coincide avec erreur de quantification. Par conséquent, il n’y a effecti-
vement pas de propagation d’erreur dans un tel schéma.

Comment évaluer 'amélioration apportée par le DPCM par rapport au PCM?
Si on introduit le gain de prédiction

(2.34) Gp=24

qui évalue la diminution relative de variance du signal apportée par la prédiction,

on obtient

o2

= 101log;, J—g —10log;, G, -
z

|

SNRDPCM = 1010g10 g
g

NN

Or le premier terme n’est autre que la valeur de rapport signal a bruit que 'on
aurait obtenue par codage PCM : on aboutit donc &

(2.35) SNRppcm =~ SNRpcm —10logo Gp .

On obtient bien ainsi 'effet recherché : une diminution de la variance du signal
a quantifier, et donc une amélioration du rapport signal & bruit de quantifica-
tion. A titre d’exemple, dans le cas du signal de parole, on peut ainsi obtenir une
amélioration de 'ordre de 8dB en utilisant une prédiction d’ordre K = 3.

Reste a comprendre comment obtenir la fonction de prédiction f.

3.2. Prédiction optimale, prédiction linéaire. Il est intéressant de for-
muler le probleme dans un cadre plus large, qui permettra des généralisations a
d’autres probléemes.

On considere deux vecteurs aléatoires X = (X1,... Xg)letY = (Y1,...Yn)t &
valeurs dans R et RY respectivement (considérés comme des “vecteurs colonne”),
et on se pose le probleme de prédire les valeurs de Y connaissant les valeurs de X.
Plus précisément, on recherche le prédicteur YdeY qui est optimal dans le sens
suivant : il minimise ’erreur en moyenne quadratique

E{IY -y}

Ce probléeme, formulé comme un probleme d’optimisation, admet la solution clas-
sique suivante :

THEOREME 2.1. Etant donnés deux vecteurs aléatoires du second ordre X et
Y sur (A, F,P), le prédicteur optimal Y au sens de la moyenne quadratique de Y
connaissant X est donné par

(2.36) V' =E{Y|X}.

Ce résultat est cependant difficile & exploiter dans un contexte de traitement du
signal, car le calcul de I'espérance conditionnelle de Y demande de connaitre avec
précision la distribution conditionnelle de Y sachant X, ce qui est trés difficile. On
doit donc se limiter a une sous-classe de prédicteurs, que ’on appelle les prédicteurs
linéaires.

Ces derniers sont de la forme

(2.37) Y =

S

X,
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et trouver le meilleur prédicteur linéaire au sens des moindres carrés revient a
rechercher la matrice N x K A qui minimise 'erreur en moyenne quadratique. En
notant génériquement Ay, les éléments de la matrice A, I’équation normale

9 2
mE{HAX ~Y|*} =0
conduit a I’équation
K
(2.38) > A (B e =E{Yi X},
=1

ou on a introduit la matrice de corrélation R, de X, définie par
(B ke = E{X) X0}
En utilisant une notation matricielle, on aboutit ainsi au résultat suivant

THEOREME 2.2. Etant donnés deux vecteurs aléatoires du second ordre X etY

sur (A, F,P), le prédicteur linéaire optimal Z* au sens de la moyenne quadratique
de Y connaissant X est donné par la matrice A solution de l’équation

t
(2.39) AR, =E{Y X'} .
Si de plus la matrice de covariance R de X est inversible, on a la solution
_ t -1
(2.40) éfE{XX }éx .
Cette derniere équation est généralement résolue numériquement.

3.3. Application a la prédiction de signaux. Revenons au cas de la prédic-
tion de signaux unidimensionnels. Dans ce cas, il est nécessaire de supposer (au
moins dans un premier temps) que le prédicteur reste valable pour tout le signal.
Ceci est assuré des que ’on suppose le signal stationnaire en moyenne d’ordre deux.
On suppose aussi pour simplifier que le signal est centré. Alors, dans les notations
précédentes, on a Y = X,, (donc N = 1), et X = (X,,_1,... X_k)t. A est donc
une matrice 1 x K, c’est & dire un vecteur ligne, que 'on notera h’ = (hy,...hg).
Le prédicteur linéaire est de la forme

K
(2.41) Xn=> hXn .
k=1

Les coefficients hy du prédicteur linéaire de rang K optimal sont solutions de
I’équation

(2.42) R h=r,

ou on a noté r le vecteur de coordonnées

Tk = Rx(k) = ]E{Xan,k} .

Cette équation est appelée Equation de Yulle-Baxter, ou équation de Wiener-Hopf.
Dans les cas les plus simples, la solution est explicite, et fait appel aux coeffi-
cients de corrélation
E{X, Xn_r}
2.43 =
(2.43) Pk E (2]
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2. QUANTIFICATION; PCM ET DPCM

3.3.1. Le cas K = 1. Dans ce cas, X est lui aussi unidimensionnel, et on ne
manipule que des nombres. R = 0%, et h est un nombre

E{X,X,—
{ 1} —

h=h = I
X

3.3.2. Le cas K = 2. Dans ce cas, R, est une matrice 2 x 2, de la forme

_ 2 1 m
EX_O’X(pl 1 ’

De plus, on a

B 11 1 -
E{YX'} = o%(p1,02); R, ™'=— <— 101)’

0% 1—pi

d’ott on déduit

1
h' =< — (p1 = p1p3,p2 = pi) -

3.3.3. Le cas général. Dans les cas ou K est plus grand, il est nécessaire de
revenir & I’équation de Yulle-Baxter (2.42), qui doit étre résolue numériquement. Il
existe des algorithmes classiques pour résoudre ce probleme, comme par exemple
Palgorithme de Levinson-Durbin. On pourra se rapporter a [7] pour plus de détails
sur ces algorithmes. Il existe de nombreuses implémentations disponibles, dans des
logiciels libres comme dans des produits commerciaux.

3.4.

Quelques remarques. Il est utile de conclure cette section par quelques

remarques “pratiques”.

(1)

Les systemes de type DPCM sont tres utiles dans certains cas bien précis,
notamment pour le codage du signal de parole. Il a en effet été montré
que l'introduction de prédiction linéaire se traduit par un gain substantiel
en termes de SN R. Ceci est particulierement vrai pour des prédicteurs
d’ordre faible (K = 1,2,3) pour lesquels la prédiction peut faire gagner
jusqu’a 8 ou 10 decibels. Des prédicteurs d’ordre plus élevé continuent
d’améliorer encore les performances, mais le gain devient moins specta-
culaire. De plus, augmenter l'ordre de la prédiction améliore certes le
SN R, mais augmente aussi la complexité du codeur (et dans une moindre
mesure, du décodeur). Il y a donc (comme d’habitude) un compromis &
trouver, en fonction de I'application visée.

Il est clair que les performances du prédicteur seront d’autant meilleures
que le signal présentera de fortes redondances. Donc, des signaux échantil-
lonnés & une cadence plus élevée (qui sont donc a priori plus redon-
dants) sont plus facilement prédictibles, et les performances du DPCM
sont d’autant meilleures. Ceci suggere donc qu’augmenter la fréquence
d’échantillonnage doit permettre de diminuer le nombre de bits alloué
par coefficient. C’est effectivement ce qui est observé en pratique, et qui
a conduit au dernier standard SACD (Super Audio CD) de Sony, qui
est basé sur un codage DPCM a 1 bit par coefficient, avec des taux
d’échantillonnage tres élevés. Les performances du SACD semblent com-
parables a celles obtenues avec les codeurs basés sur les idées plus “moder-
nes” de codage par transformation que nous allons voir dans le chapitre
suivant.



CHAPITRE 3

Représentation des signaux;
Codage par transformation

On a vu dans le chapitre précédent deux premiers exemples de systemes de
codage de signaux, a savoir les systemes PCM et DPCM. Le premier d’entre eux
est tres simple, et présente en particulier le défaut de ne pas tenir compte de la
redondance présente dans les signaux. Le second (DPCM) prend en compte cette
redondance via l'incorporation d’'une procédure de prédiction; on a vu que ceci
permet de diminuer le rapport signal a bruit de quantification, et donc d’obtenir
une meilleure compression avec un taux R réduit.

On va voir dans ce chapitre une alternative qui perment, non pas de réduire le
nombre de bits par échantillon R, mais plutot le nombre d’échantillons significatifs,
toujours en tenant compte des redondances. Le principe est de représenter un signal,
non plus par des échantillons, mais par les coefficients de son développement par
rapport a une base bien choisie. Le but est d’obtenir une famille de coefficients telle
que peu d’entre eux soient numériquement significatifs, de sorte que le nombre de
coefficients a coder soit faible.

On a déja vu un premier exemple de représentation “analytique” des signaux,
avec le théoreme d’échantillonnage : un signal a bande limitée peut étre reconstruit
a partir de ses échantillons, pour peu que ceux-ci soient choisis avec une fréquence
suffisamment élevée. Nous avons vu également que dans ce cas, le développement
correspondant du signal n’est autre qu'un développement par rapport a une base
particuliere, a savoir la base des sinus cardinaux. Dans ce chapitre, on approfondit
cette notion, et on examine quelques alternatives pour ce choix de base.

Il est utile a ce point de rappeler les propriétés essentielles des espaces de Hilbert
et des bases orthonormées. Etant donné un espace de Hilbert, muni d’une norme
| || et d’un produit scalaire (.,.), une famille de vecteurs {ex, A € A} (ot A est un
index fini ou infini dénombrable) est dite orthonormée si pour tous A, A’ € A, on a

(ex,ex) = dxn .

Le résultat suivant donne des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’'une fa-
mille orthonormée soit une base orthonormée.

THEOREME 3.1. Soit {ex, A € A} un systéme orthonormé dans un espace de
Hilbert H. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) {ex, A € A} est une base orthonormée de H.
(2) La famille {ex, A € A} est compléte dans H.

59
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(3) Pour tout x € H, on a la formule de Parseval :

(3.1) ]| = Iz, ex)l® .

AEA

(4) Pour tous x,y € H, on a

(3.2) {wy) =D {z.eadleny) -

AEA

L’objet central que nous considererons dans ce cadre est ’application “coeffi-
cients”

LixeH—cecl*(A): c\)=(z,e)).

Une relecture du résultat ci-dessus indique que £ est une isométrie bijective entre
H et (%(Z).

On va voir ci-dessous un certain nombre de choix possibles de bases ortho-
normées dans un contexte de traitement du signal. Ces bases seront étudiées sous
I’angle de leur utilisation potentielle pour la compression des signaux. On se placera
toujours dans le cadre des espaces de signaux d’énergie finie, que ce soit dans le cas
de signaux analogiques (espaces de fonctions de module carré intégrable) ou de si-
gnaux numériques (espaces de suites de module carré sommable). Il faut cependant
remarquer que les espaces de type L? ne sont pas toujours les mieux adaptés pour
la modélisation de classes de signaux (déterministes). On a maintenant de plus en
plus recours & des modélisations faisant intervenir des espaces (de Banach) plus
sophistiqués, comme les espaces de Besov, les espaces de modulation ou les espaces
de fonctions a variation bornée. Le probleme de la construction de bases dans ces
espaces devient alors bien plus complexe, et on ne le considerera pas ici.

A coté des bases dans les espaces de Hilbert séparables, on évoquera également
une alternative, a savoir le choix de reperes de préférence aux bases. La différence
entre une base et un repeére est qu’un repere est généralement une famille { fx, A € A}
surcomplete d’élements d’un espace de Hilbert (ou de Banach). Dans ce cas de figure,
I’application coefficients

Lize€H—celP(A): ¢\ =z, fr)

n’est plus surjective (c’est a dire, il existe une certaine redondance entre les co-
efficients ¢()\)), mais on peut quand méme lui associer un “pseudo-inverse”. Dans
un contexte de codage par transformation, les reperes prennent tout leur intérét
lorsque l'on s’attend a ce que la transmission des coefficients soit “bruitée”. Il est
en effet possible de montrer que la présence de redondance améliore la stabilité de
la reconstruction en présence de bruit.

1. Bases classiques

1.1. Bases trigonométriques pour les signaux analogiques. On com-
mence par les signaux analogiques, définis sur un intervalle, disons [0, a]. Le premier
résultat classique est donné par les séries de Fourier. Dans ce qui suit, on notera
Lf,([a7 b]) I'espace des fonctions périodiques! de période b — a, de carré intégrable

IDans la suite, on identifiera généralement L2([a, b)) & L?([a, b]).
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dans Pintervalle [a, b] (et donc dans tout intervalle de longueur b—a). L2([a, b]) est
un espace de Hilbert, grace au produit scalaire défini par

b
(33) ()= [ rawdt, fgeLi(ab).
Rappelons que d’apres le Théoréme 1.5, si on introduit les fonctions définies en (1.32)

1 t
e"(t):“b—a eXp{Qiﬂ'bna} )

la collection des fonctions {e,,n € Z} est une base orthonormée de L2([a, b]). Pour
toute fonction f € L2([a,b]), on a

(3.4) f= Zc;en : ol

b
(3.5) = fen) =[5 [ FOH PR ar

Plus conventionnellement, on utilise les coefficients de Fourier

1 b _—
/f(t)e*”mdt,

(36) en = enlf) = 7—

ce qui donne

nt

(3.7) F£) = en(f)e* s
et

(38) S len (N = 1717

REMARQUE 3.1. Une conséquence directe de ce résultat est la réinterprétation
sutvante du théoréme d’échantillonnage. Partant de lespace de Paley- Wiener PW,,,
il est bien clair que la transformation de Fourier intégrale F constitue une isométrie
entre PW,, et L?([—vg,0]). Or, la famille des fonctions e, formant une base or-
thonormée de L*([—vo,v0)), on en déduit que la famille des fonctions ) définies
par

oult) = [ ealvyerimivrmn gy - STl =/ 2)
oo /21 t—k/2u
est une base orthonormée de PW,,, . Ceci permet donc de réinterpréter le théoréeme 1.7
(dans le cas critique n = 2vy) en termes de base orthonormée : les échantillons
e = f(k/2v9) ne sont autres que les coefficients du développement de [ sur la base

des py, :
1 —k
(f, oK) = 2_1/0f <2_Vo> :

Il est bien connu que les séries de Fourier sont également utilisées pour décrire
les fonctions définies sur un intervalle. Comme toute fonction a support dans un
intervalle, disons [a, b] peut étre vue comme le produit d’une fonction périodique par
la fonction caractéristique x[q,p) de 'intervalle en question, on en déduit directement
que les fonctions

t— en(t)X[a,b] (t)
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forment une base orthonormée de L?([a,b]). Par contre, on peut se poser la ques-
tion de I'adéquation de telles bases aux problemes de compression des signaux. Le
résultat suivant nous donne quelques pistes.

LEMME 3.1. Soit f une fonction périodique, k fois continument différentiable.
Alors, il existe une constante C > 0 telle que

(3.9) I < 7o -

Preuve : Prenons pour simplifier a = —b = —m. Il est clair que f étant continue,
elle appartient & L'([—n,7]), de méme que toutes ses dérivées jusqu’a l'ordre k,
dont les coefficients de Fourier sont donc bien définis. On a, par intégrations par
parties successives,

T k
lf) =g [ = () enls).

et le fait que ¢, (f) soit borné montre le résultat. [ )

Ce résultat est encourageant, car il montre que plus le signal étudié est régulier,
plus la décroissance de ses coefficients de Fourier est rapide, et plus I'erreur commise
en remplacant la série de Fourier par une somme finie sera faible.

Ceci étant, 'opération visant a ne considérer que la restriction d’un signal
a un intervalle [a,b] donné n’est pas innocente. En effet, si f € C* est telle que
f(b) # f(a), alors le lemme précédent ne nous donne aucune indication intéressante
quant a la décroissance des coefficients de Fourier. On peut méme montrer que dans
ce cas, ils ne peuvent pas décroitre plus vite que C/|n|...

Tout ceci suggere d’essayer de modifier la base trigonométrique pour limiter ce
probleme. Une solution est apportée par le résultat suivant, qui est basée non plus
sur une périodisation de f, mais tout d’abord sur une symétrisation par rapport a
Porigine, suivie d’une périodisation de période 2a. On aboutit alors & la collection

de fonctions
1
e t
Vi aX[a,b]( )

2 t
(3.11) un(t) p— Cos (mb — a) Xla,5)(t) 5

et on a le résultat suivant :

(3.10) uo(t)

COROLLAIRE 3.1. La collection des fonctions {un,n =0,1,2,...} est une base
orthonormée de L?([a,b]). Pour toute fonction f € L*([a,b]), on a

(3.12) Z d ou

(3.13) dy = {(f,uo) \/b—a/ f(®)
(3.14) d, = {f,un) =3 / f(t)cos (ﬂ'n—b> dt .

On a de plus la relation de Parseval

(3.15) D DITATS I 1
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Preuve : On note f, la fonction définie sur [—a,a] par fp(t) = f(t) sit > 0, et
fp(t) = f(—t) si ¢t <0. I suffit alors d’appliquer le premier théoréme, qui donne

fo(t) = ch(fp)ei% )
avec

1

5o | FeTEdt=cn(f).

—a

en(fp) =

Il suffit alors de poser
dn(f) = 2¢0(fp) -

de remarquer que d,, ne dépend que de f, et le tour est joué. Les coefficients d/,
s’obtiennent par une renormalisation appropriée. [

Le codeur d’images JPEG utilise des bases de type “bases trigonométriques
locales” qui sont de simples extensions des bases précédentes : étant donné un
intervalle, disons [A, B], il suffit de le “découper en morceaux” et de considérer une
base trigonométrique dans chacun des segments. Le choix de bases trigonométriques
apparaitra plus naturel par la suite.

COROLLAIRE 3.2 (la base JPEG). Etant donné un intervalle [A, B] C R, on
considére une partition de celui-ci en sous-intervalles [an,ant1], n =0,...N — 1,
ot ag = A,any = B et ap, < any1 pour tout n. On pose U = apy1 — ag. Alors la
famille de fonctions vk, k=0,...N —1,v=0,...00 définies par

ix[ak#lwﬂ](t) siv=>0
\/ %X[ak,ak+1](t) COS (Uﬂ't;:k) pour v = 1727._.

est une base orthonormée de L*([A, B]).

(3.16) v (t) =

REMARQUE 3.2. Comme on le verra, il est possible de diminuer encore les
problemes aux bords en introduisant de nouvelles bases, obtenues en remplacant
les fonctions caractéristiques par des fenétres plus régulieres.

Nous sommes maintenant en position de décrire un premier prototype de codeur
par transformation basé sur la DCT :

CODAGE PAR TRANSFORMATION DCT

(1) Transformation : & f € L?([A,B]) on associe la famille
des coefficients ¢k, = (f,vk), o0 k=0,...K —1 et
v=20,1,.... Cette famille caractérise [ via

K-1 oo
F=Y" chvr -
k=0 v=0
(2) Approximation : (comparer au filtrage passe-bas)

les coefficients ¢, correspondant aux grandes valeurs
de v sont ‘‘effacés’’. Ceci produit 1’approximation
suivante de f :

K—1N-1

In= Z Z CkvVkv

k=0 v=0
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et une erreur (distorsion fonctionnelle) estimée en
norme L2 comme

K—-1 oo
2 2
IF =l =22 D lewl®
k=0 v=N
(3) Quantification : Les coefficients ck, restants sont
quantifiés, ce qui produit 1’approximation
K—-1N-1
fN = Z Z Q(Ckv)vkv ’
k=0 v=0

et une erreur (distorsion de quantification) estimée
en norme L? comme
K—-1N-1

Ifx = FnllP =D > lew — Qlew)* -

k=0 v=0

Au final, la distorsion totale est estimée comme

~ K—-1 oo K—1N-1
1=l = D03 e+ D0 lew — Qlew)*
k=0 v=N k=0 v=0

Cette derniere équation provient du fait que
(f=fn, v —fn) =0,
ces deux fonctions appartenant a deux sous-espaces différents de ’espace de départ.

REMARQUE 3.3. Comme on le verra par la suite, de nombreuses variantes
sont possibles. Mentionnons toutefois la variante la plus immédiate, qui consiste a
utiliser des quantificateurs Q, différents pour différentes fréquences. Ceci permet
d’optimiser la distorsion globale.

1.2. Bases trigonométriques pour les signaux numériques. En pra-
tique, les signaux a représenter sont souvent déja discrétisés, et il faut alors dispo-
ser de bases adaptées a la situation. La base discrete qui généralise au cas discret
les bases trigonométriques est naturellement la base trigonométrique discrete. Par
exemple, dans le cas de signaux de longueur M, on utilisera la TFF, et les suites

_ L ke
(3.17) em (k) WiTi e .

Cependant, la discussion précédente concernant la périodisation implicite qui est ef-
fectuée quand on utilise une telle base est toujours d’actualité. Il est donc nécessaire
de disposer d’une base généralisant la base de cosinus précédente. Les résultats sui-
vants sont facilement vérifiés.

THEOREME 3.2 (Cosinus II). La famille des vecteurs {eg,k = 0,... M — 1}
définis par
1

(3.18) eo(m) = i

2 km
— — 1/2 =1,...M -1
UMCOS(M(m—i- /)) , k=1,

est une base orthonormée de CM | appelée base de cosinus I1.

(3.19) er(m)
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Une variante est donnée par le résultat suivant

THEOREME 3.3 (Cosinus IV). La famille des vecteurs {fr,k = 0,...M — 1}
définis par

2
(3.20) film) = /= cos (%(k: +1/2)(m + 1/2)) . k=0,...M—1
est une base orthonormée de CM, appelée base de cosinus IV.

REMARQUE 3.4. Le prototype de codeur par transformation DCT que nous
avons vu plus haut dans le cas analogique se transpose de facon quasiment immédiate
au cas numérique. Il suffit pour cela de remplacer dans l’algorithme précédent les
sommes infinies sur v par des sommes finies sur k variant de 0 a M — 1, qui sont
ensuite tronquées a des suites de longueur N < M.

Ces bases sont tres utilisées en pratique. Par exemple, le codeur d’images JPEG
est basé sur un premier découpage de 'image en blocs de 8 pixels sur 8 pixels. Puis,
chaque bloc est décomposé sur une base de C8 x C8, obtenue par produit tensoriel de
deux bases de cosinus IV de C8. Les coefficients ainsi obtenus sont ensuite quantifiés
puis codés.

1.3. Bases trigonométriques locales “adoucies”. Nous reprenons ici les
notations du COROLLAIRE 3.2. Le probléme induit par la segmentation “brutale”
précédente est qu’elle introduit potentiellement une singularité a chaque noeud
ar. On se pose donc le probleme suivant : peut-on remplacer les fonctions ca-
ractéristiques dans les bases trigonométriques locales par des fenétres plus réguliéres ?

Considérons donc, dans un intervalle [A, B], une suite de nombres

A:a0<a1<a2<~~~<aK:B,

et pour k=1,... K — 2 une série de nombres n; > 0, tels que

(3.21) ag + Mk < Qg+1 — Me+1 -

On considere également un ensemble de fonctions wy, telles que

(3 22) ’LUk(t) = lsite [ak + Nk, Ak+1 — 77k+1] )
. wi(t) = 0sité[ak— Nk, ap1 + nrt]

destinées & remplacer les fonctions caractéristiques des intervalles [ak, ax41] utilisées
précédemment. Par convention, on prend 79 = nx—1 = 0. Posons maintenant

(3.23) 1) = \[ 2 w0 os () a-a]

ou £ = ag4+1 — ar. Remarquons que (3.21) s’écrit alors
e + M1 < Ui
On a alors
THEOREME 3.4. Si les fenétres wy, sont telles que V1 tel que 0 < |7| < ng,

{ wkfl(ak +7') = wk(ak *7—) y

3.24
( ) wrlar +7)%  + wi_1(ax +7)2 =1,

alors les fonctions uyy ,k,v € Z forment une base orthonormée de L*([A, B)).
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Wi
k=2 Wi-1 Wy W1

X > X

I ‘ Al I ‘ il i ‘ 1

- +
Wheoa &k Co

ag-1

F1G. 1. Fenétres adoucies

Un exemple de telles fenétres adoucies se trouve en FIGURE 1.
Preuve : Considérons deux fonctions ug, et ug,s, et commengons par le premier
cas simple k" # k. Si |k’ — k| > 2, on a (up,,up) = 0 Vk,v pour des raisons de
support. Prenons donc k' =k — 1

(Ukpy Uk—1pr) ™~ /aak+1zl;(t)wk_1(t) cos [M(t — ak)]

k=M £,
/
coSs {M(t _ akl)} dt
lp

N / wi(a + w1 (ag +7) COS[M T]

— Nk Ek
' +1/2
COS[M

(r+ Ek_l)] dr
lr—1

pour des raisons de symétrie (intégrand impair).
Le cas k' = k se traite avec des arguments de trigonométrie élémentaire. Reste
donc & montrer la complétude de la base. Soit donc f(t) € L2(R), et considérons

F(t) = 3 (o (1) -

kv

Nous avons donc

o = % i [ feos | T )
(3.25) k, + o [ﬂ%klm(t‘f‘s_zak)}}ds-

Mais nous pouvons écrire, comme conséquence de la formule de Poisson

ol (e+3)] e 5 o

k=—o00
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Ceci nous donne
F(t) = Z {wy (H)w (2ax + 2nl, — t) f (2ar, + 2nly, — t)
k,n
Fwp(t + 20l )wy () f(t + 2nly)} e

> {wi()?£(8) + wi(twk (2ax, — t) f(2ar, — 1)
!

—wi () wr (2ak+1 — t) f(2ak41 — 1)} -
Reste maintenant & examiner cas par cas. Clairement, sur U'intervalle [ag 4k, ax+1—
Nk+1], nous avons F'(t) = f(t). Supposons maintenant par exemple t = ar +7, 7 <
k- On a alors
Fit) = [we®)®+we—1()?] f&)  + wilar + T)wi(ar — 7)f(ak — 7)
—wy—1(ag + T)wk—1(ar — 7)f(ar — 7)
= f(t).
Ceci conclut la preuve du théoreme. '

Notons que la différence de signe provient du terme 1/2 présent dans la définition
des fonctions wug, (t).

On en déduit de facon quasi-automatique la forme du codeur par transformation
correspondant, simple transposition du codeur DCT précédent :

CODAGE PAR TRANSFORMATION MDCT

(1) Transformation : & f € L*([4,B]) on associe la famille
des coefficients ¢k, = (f,ury), ot k=0,...K—1 et
vr=0,1,.... Cette famille caractérise [ via

K—-1 oo
F=2 iy -
k=0 v=0
(2) Approximation : (comparer au filtrage passe-bas)

les coefficients ¢, correspondant aux grandes valeurs
de v sont ‘‘effacés’’. Ceci produit 1’approximation
suivante de f :

=

—1

K—-1
fn= E ChvUky
k=0

0

N
Il

et la distorsion fonctionnelle estimée en norme L2

comme
K—-1 oo
=P =0 fewl” -
k=0 v=N
(3) Quantification : Les coefficients ¢, restants sont

quantifiés, ce qui produit 1’approximation

K-1N-1

fn = Z Z Q(Crw)uny

k=0 v=0
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et la distorsion de quantification estimée en norme

L2 comme
) K—1N-1
= Fvl? = 33 leww — Qew)?
k=0 v=0

La distorsion totale est estimée comme

K—-1 oo K—1N-1
1F =P =" lewl®+ Z > ek — Qlew)?
k=0 v=N =0 v=0

1.4. Le cas multidimensionnel. Jusqu’a présent, on ne s’est intéressé qu’au
cas des signaux unidimensionnels. Les bases trigonométriques s’étendent facilement
au cas des signaux bidimensionnels. Pour prendre I'exemple le plus simple, étant
donnée une fonction de deux variables f, de module carré intégrable sur le carré

0,1] % [0,1] :
/ / @, y)P dedy < oo,
0 0

on lui associe ses coefficients de Fourier

1,1
emnlf) = [ [ fapesimmein azay .
0o Jo
Le développement de f en série de Fourier s’écrit sous la forme :

M%ﬂ@”f* funl =0,

oll on a posé

fMN z y Z Z Cmn 2i7r(mz+ny) )

—M n=—N
Toutes les variations autour de ce theme (bases de cosinus, bases trigonométriques
adoucies,...) que nous avons vues dans le cas unidimensionnel peuvent étre dévelop-
pées dans le cas bidimensionnel également.

L’application au codage des signaux analogiques bidimensionnels (images ana-
logiques) est immédiate. Etant donnée une image, modélisée comme une fonction
de deux variables, on calcule tout d’abord ses coefficients de Fourier ¢y, ,,(f) pour
|m| < M, |n] < N, et ces coefficients de Fourier sont ensuite quantifiés et codés. 11
y a donc deux sources d’erreur dans ce schéma de codage : une premiere erreur est
commise en tronquant le développement en série de Fourier (on ne considére qu'un
nombre fini de coefficients de Fourier), puis une deuxie¢me est commise lors de la
quantification.

En ce qui concerne le codage d’images déja numérisées (ce qui est le cas le plus
courant), on utilise les versions discrétes des bases trigonométriques. Le principe
est strictement le méme.

2. Ondelettes et codage en sous bandes

Les bases trigonométriques vues a la section précédente sont généralement bien
adaptées a des signaux qui présentent des oscillations régulieres, comme par exemple
la parole, ou les signaux audio. Par contre, elles introduisent une échelle de référence
dans le probleme, qui est la taille des fenétres utilisées. L’introduction de ces fenétres
peut se traduire par I’apparition d’effets de “bloc”, comme on peut en voir sur les
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images comprimées avec JPEG avec de forts taux de compression. Ces effets sont
atténués lorsque 1'on utilise des bases “adoucies” comme on vient de le voir, mais
rarement supprimés. Le codage en sous bandes que nous allons maintenant voir
(et son pendant, la transformation en ondelettes) constitue une alternative bien

adaptée au codage des images, qui présente I’avantage de ne pas introduire d’effet
de bloc.

2.1. Bases d’ondelettes et multitésolution. Plagons nous tout d’abord
dans le contexte des signaux analogique. Le résultat fondamental de la théorie est
le suivant :

THEOREME 3.5 (Meyer, Mallat). (1) Il existe une fonction ¢ € L*(R),
appelée ondelette mere telle que si l'on introduit les fonctions (les onde-
lettes) ;i définies par

(3.26) Yie(t) =2792p(27t — k) , k€L
la famille {¢;x,j,k € Z} est une base orthonormée de L*(R).

(2) Par conséquent, pour tout f € L*(R), il existe une unique décomposition
o0 o0 .
.21 f= Y dn
j=—00 k=—o00

ot I’égalité est a prendre au sens de la convergence dans L?(R), et ot les
. j .
coefficients dj, sont donnés par

(328) & = o) =279 [~ J0T - k)

La preuve complete de ce résultat est assez longue et complexe, et repose sur la
théorie des Analyses multirésolution. Sans entrer dans les détails, on peut en tracer
les grandes lignes, au moins dans le cas unidimensionnel

DEFINITION 3.1. Une analyse multirésolution de L?(R) consiste en une suite
emboitée de sous espaces fermés V; de L*(R)

(3.29) e CVICYVoC V1 Clll
tels que
(1) Ui Vi=L*(R) et (7Z_ Vi = 0.

(2) Pour tout f € Vo et k € Z, on a fr, € Vo ot on a posé fi(t) = f(t — k).
Pour tout f € V; etk € Z, on a g € Vj11, ot on a posé g(t) = f(t/2).

(3) Il existe une fonction ¢ € Vy telle que la collection {¢r, k € Z} de ses
translatées entiéres (¢r(t) = ¢(t — k)) soit une base orthonormée de V.

Les espaces V; sont appelés “espaces d’approximation”. Un corollaire immédiat
de la définition est que si ’on pose

(3.30) din(t) =2792(279t —k) , j ke

la famille {¢;x, k € Z} est une base orthonormée de V;. Etant donnée une fonction
[ € L*(R), sa projection orthogonale sur V;, de la forme

Pif = (f,bx) dik
k
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représente une approximation, ou version “lissée” de f & I’échelle 27.
Il est aussi facile de montrer que la fonction ¢ (appelée “fonction d’échelle)
possede des propriétés particulieres :

PROPOSITION 3.1. Etant donnée une analyse multirésolution, et une fonction
d’échelle associée ¢, cette derniere vérifie

o0

(3.31) > ’d?(v+k)

k=—o00

2
‘ =1pp..

¢ satisfait de plus une relation de raffinement du type

(3.32) B(t) = V2 Y o2t + k)
k

pour une certaine suite {hi,k € Z} € (*(Z).

Cette derniere propriété est une conséquence immédiate de I'inclusion Vo C V_;.

Etant donnée une analyse multirésolution et une fonction d’échelle associée ¢,
on en déduit alors une base d’ondelettes via une procédure tres simple. On introduit
une seconde suite {gx, k € Z}, définie précisément par la relation :

gk = (71)]6%17]6 )

et on peut alors introduire I'ondelette v, définie elle aussi par une relation de
raffinement :

(3.33) Y(t) = V2 G2t + k),
k

et on montre que la collection des ondelettes {1, j,k € Z} est effectivement une
base orthonormée de L?(R).

On verra plus loin le lien entre les bases d’ondelettes et le codage en sous bandes.
Pour le moment, notons que ’analyse multirésolution détermine completement les
suites h et g. La réciproque est “a peu pres” vraie : par transformation de Fourier
intégrale, I’équation (3.32) devient

b= 75 (5)6(5) =m (5)6(3)

1

1 29y 7
mo(l/):% ;hke k:—2h(1/) .

ou on a posé

En itérant cette équation, on obtient
(3:30) 00) =mo(5)6(5) =mo(5)mo(5)d(5) == T mo (277)
j=1

Ainsi, la fonction ¢ est complétement caractérisée par mg, donc fz, et donc le filtre
h, & condition bien siir que le produit infini converge vers une fonction de L?(R).
Il est possible d’obtenir des conditions suffisantes assurant la convergence de ce
produit infini, en particulier dans le cas de filtres a réponse impulsionnelle finie. On
en verra des exemples dans la section suivante.

De méme, 'équation (3.33) devient

300 =757 (5)6(5) =m (5)6(5)
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ou on a posé
1 2imvk _ 1 =
mi() = == 3 gee? ™ = —_G(0) .
V22 v

Ainsi, 'ondelette 1 est elle aussi completement caractérisée par le filtre h.

2.2. Codage en sous bandes. Le codage en sous bandes consiste essentielle-
ment en une variation autour du theme de ’échantillonnage et du sous-échantillon-
nage. On se place des le départ dans le cadre des signaux échantillonnés, c’est
a dire dans ¢*(Z). On considere deux suites absolument sommables {h,,n € Z}
et {gn,n € Z}, similaires a la suite {h,,n € Z} précédente. Plus précisément,
considérant les restrictions de leurs transformées de Fourier & [—1/2,1/2], on im-
pose que celle de {h,,n € Z} soit concentrée au voisinage de [—1/4,1/4], et que
celle de {gn,n € Z} soit concentrée au voisinage de [-1/2,—1/4] U [1/4,1/2]. On
va alors procéder de maniére similaire au chapitre précédent : la convolution de
{sn,n € Z} par {h,,n € Z} ou {gn,n € Z} produit une suite dont la bande a
été réduite d'un facteur 2 (& une erreur provenant d’'un mauvais échantillonnage
pres). On sous-échantillonne alors chacun de ces deux produits de convolution d’un
facteur 2. Ce faisant, on commet dans les deux cas une erreur (aliasing), et on va
rechercher dans quels cas ces erreurs peuvent se compenser.

Pour cela, considérons en détail les opérations effectuées lors du schéma décom-
position-reconstruction, et ce sur une seule étape tout d’abord.

Sous-échantillonnage. Commencons par évaluer 'effet du sous-échantillonnage.
Soit s = {sp,n € Z} une suite de carré sommable, et considérons la suite p définie
par

| sn  sin est pair
Pr=31 0 sinon.

Un calcul immédiat montre que
. 1. R
plv) =5 (3(v) + (v +1/2)) .
On introduit maintenant la nouvelle suite sous-échantillonnée o, définie par

On = P2n = S2n -

On a alors

(3.35) 5(v) :ﬁ(g) - % (s (g) +§(g+1/2)) .

Filtres conjugués en quadrature. On considere maintenant les deux filtres h, g €
01(Z), et les opérateurs H et G : £2(Z) — (*(Z), appelés opérateurs de décomposition,
définis par

(3.36) (Hf)n = phon-rfe =D hifons;
k

(3.37) (G =21 9on—kfr = nganfk .
k

Ces deux opérations sont essentiellement des convolutions, suivies d’un sous-échan-
tillonnage. Par conséquent, il vient, en posant s = Hf et d = Gf :

6w s = Y3 (5) (5 1) (5 )
s i = Sp(§)7E) GG
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/l%l
>
\l%l
FiG. 2. Un schéma “analyse-synthese”.

On consideére maintenant les opérateurs adjoints H* et G* de H et G, a savoir

(3.40) (H*f)r = ZEQn—kfn;
(3.41) (G e = ZEankfn'

H* et G* sont appelés opérateurs de reconstruction, ou de synthése. Un calcul direct
montre que

(3.42) Hf(v) = hw)f@2v); G fv)=50)f@2v) .

Considérons maintenant un systeme tel que décrit dans la figure 2. On impose
que ce systeme soit a reconstruction parfaite, c’est a dire que

(3.43) H*H +G*G =

En imposant une telle contrainte dans I’espace de Fourier, on aboutit a

Fo) =3[ (b)) + b+ 1720+ 1/2)

(3.44) ) )
+30) (301500 + 90+ 120+ 1/2) |

ceci pour tout f € L?([—1/2,1/2]). On reconnait 1a les deux termes importants :
le terme qui nous intéresse, proportionnel a f (v), et le terme de “repliement de
spectre”, proportionnel & f (v + 1/2), que l'on souhaite annuler. La condition de
reconstruction parfaite se met donc sous la forme suivante : pour tout v,

(3.45) ~ hW)]* +gw))* = 2
(3.46) h(W)h(v+1/2) + §()gv +1/2) = 0,

ou encore, sous forme matricielle

(3.47) < ?LEZ)JF 1/2) gEZ)Jr 1/2) > < g((z)) ) - ( (1) >

Soit A(v) le déterminant de cette matrice, que ’on suppose non nul pour presque
tout v. On a alors la caractérisation suivante des filtres permettant une reconstruc-
tion parfaite :
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PROPOSITION 3.2 (Smith-Barnwell,Vaidyanathan). (1) Les filtres a recons-
truction parfaite doivent satisfaire les équations de compatibilité

hw) \_ _2 (9v+1/2)

(349 (5@)) 507 ( et )
et

(3.49) hW)|? + |h(v +1/2)? = 2.

(2) En supposant que les filtres h et g soient des suites finies, alors il existe
p R et £ €Z tels que

(3.50) G(v) = e 2ImREEDEH2) i, 4 /9)
Preuve : Remarquons tout d’abord qu’en itérant cette équation, on a
AW AW +1/2) = —4.

La premiere partie est alors une conséquence immédiate de (3.47) (si A(v) # 0)
pour la premiere équation, et de cette derniere égalité pour la seconde. Pour la
seconde partie du résultat, la périodicité de h et § fait que Alv+1/2) = —A(v),
d'ott |A(v)| = 2. Si h et g sont des suites finies, alors h et § sont des polynomes
trigonométriques. Donc A est également un polynéme trigonométrique, de méme
que A~L. Par conséquent, A(v) est nécessairement de la forme

A(V) _ 267i¢€2i7r(2f+1)u ,
ce qui complete la preuve. '

DEFINITION 3.2. Des suites h = {hn,n € Z} et g = {gn,n € Z} telles que les
conditions (3.49) et (3.50) soient satisfaites sont appelés filtres miroirs conjugués.

On note que la relation (3.50) se traduit, par TFD inverse, par
(3.51) gr =€ (=1)*h_p 201 .

Algorithme récursif. L’algorithme de codage en sous bandes repose sur 1'utilisa-
tion récursive du schéma d’analyse-synthese que nous venons de voir. Etant donnée
une suite f = {fn,n € Z} € (*(Z), on pose

(3.52) s = f,
(3.53) s" = Hs" !,
(3.54) v = Gs"l.

Ce schéma de décomposition est représenté en F1G. 3 (image de gauche).
On a alors de facon évidente
f = H's'+G*d
— HYH'S+G'd%) + G*d
= H*(H*(H*s®+G*d®) + G*d*) + G*d*

ce qui conduit & un schéma simple de reconstruction de f a partir des suites
d',d?,...,d", s* ol L est un nombre entier fixé. Ce schéma est représenté en
F1G. 3, image de droite.
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SO SO
H / \G H/ \G*
st ot st oL
H/ \3 AN
s2 &2 2 i3
S’ d3 s3 d3

F1a. 3. Schéma de décomposition en sous bandes (& gauche) et de
reconstruction & partir des sous bandes (& droite).

REMARQUE 3.5. Dans ce que nous avons vu, le codage en sous bandes s’ef-
fectue en divisant de fagon récursive la bande de fréquences en deux, et en sous-
échantillonnant en conséquence (d’un facteur 2). Bien que ce soit la solution la
plus simple, rien n’oblige en fait a se limiter a un facteur 2. On peut construire
des schémas de codage en sous bandes associés a des sous-échantillonnages presque
arbitraires. En pratique, le facteur 2 est souvent préféré.

REMARQUE 3.6. On généralise facilement le codage en sous bandes au contexte
des images. Il suffit pour cela de considérer deux schémas de codage en sous bandes
(généralement identiques) unidimensionnels, et de les appliquer aux deux directions
des signaux 2D.

2.3. Lien entre les bases d’ondelettes et le codage en sous bandes.
Etant donnée une analyse multirésolution, il est facile de vérifier la relation avec le
codage en sous bandes. Pour cela, soit f € L?(R), et posons

(3.55) &= (f,bie) s sh={f du) -

On a alors, avec les notations précédentes,

s = 279/ /oo FOF (277t — k) dt

V2 27 / f)o (2279t —k) —¢) dt
Y — 00
> heshily
£

= (HSj_l)k .

De méme, on montre facilement que
. -
di = (GSJ )k .

Ceci permet de faire le lien entre les bases d’ondelettes et le codage en sous bandes :
une base d’ondelettes “multirésolution” est naturellement associée a un schéma de



2. ONDELETTES ET CODAGE EN SOUS BANDES 75

2000
“
Il

ooooo

=3 EXTeTe) =600 5600 5660 5660 [TeteTey 7660 s660 Sooo

F1G. 4. Un vieil enregistrement de Caruso

codage en sous bandes : pour tout f € L%(R), on a les décompositions

D (k) vk

(3.56) f =
j=—00 k=—o00

(3.57) = D (L biok) Gkt D D (Frtik) bk
k=—o0 j=—00 k=—o00

et les coefficients d{; = (f,Yjx) et sfc = (f, ¢;x) peuvent étre calculés via un algo-
rithme de codage en sous bandes.

2.4. Application au codage des signaux. Pour coder un signal, on peut
donc se contenter de coder ses coefficients d (ainsi que les coefficients s & une échelle
grossiere). Un exemple est présenté en FIGURES 4, 5 et 6. Le signal original (un
vieil enregistrement de Caruso) est montré en FIGURE 4, et ses coefficients d se
trouvent en FIGURE 5 (les petites échelles sont vers le bas, et les grandes échelles
vers le haut). Compte tenu du sous-échantillonnage inhérent au codage par sous
bandes, il est difficile de comparer les sous bandes entre elles. C’est pour cela qu’on
s’intéresse aussi a la représentation multirésolution montrée en FIGURE 6, dans la-
quelle on représente des reconstruction partielles obtenues a partir de coefficients
d;i, avec une échelle j fixée. On voit apparaitre tres nettement sur cette figure les
différentes bandes de fréquence considérées : les courbes du haut de la figure va-
rient bien plus lentement que celles du bas. Ceci confirme l'interprétation de la
décomposition multirésolution comme un “banc de filtres” passe-bande, correspon-
dant & des bandes de fréquence variables.

Ceci conduit au schéma simple de codage par transformation en ondelettes
pour les signaux analogiques. On utilise généralement des bases d’ondelettes de
L?([A, B]), obtenues soit par de légeres modifications de la construction présentée
ci-dessous, soit via une opération de périodisation sur laquelle nous n’insisterons
pas ici. Au final, on construit une famille de fonctions {¢;x,j = 0,...00, k =
0,...27 — 1} qui forme une base orthonormée de L?([A, B]).

CODAGE PAR TRANSFORMATION EN ONDELETTES

(1) Transformation : & f € L?([A4,B]) on associe la famille
des coefficients dj = (f,¢;x), ot j=0,,... et k=
0,...2% —1. Cette famille caractérise f via

0 277 -1 )
F=> > da

j=—00 k=0
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Fic. 5. Un vieil enregistrement de Caruso : coeflicients d’ondelettes
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F1c. 6. Un vieil enregistrement de Caruso : décomposition multirésolution

(2) Approximation : (comparer au filtrage passe-bas)

les coefficients di correspondant aux plus petites
valeurs de j sont ‘‘effacés’’. Ceci produit 1’approximation
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suivante de f :

2791

J
fr=> > dup,

j=—0c0 k=0

et la distorsion fonctionnelle estimée en norme L2

comme
J 2791 _
IF =17 = > > |dP
j=—00 k=0
(3) Quantification : Les coefficients di restants sont

quantifiés, ce qui produit 1’approximation

J 2791
fr=> > Q) ,
j=—o00 k=0
et la distorsion de quantification estimée en norme
L? comme
~ .] 27‘]71 . .
Ifr=FollP =Y D | — Q)

j=—o0 k=0

La distorsion totale est finalement estimée comme

2771

J 2771 J
If=FP= D0 Do IdlP+ > > ld— Q)P

j=—0c0 k=0 j=—00 k=0

REMARQUE 3.7. Les schémas que nous avons décrits plus haut sont basés sur
une approrimation linéaire des signaux par des combinaisons linéaires de fonctions
de base. En fait, il s’avére qu’aprés codage en sous bandes, les coefficients d obtenus
sont souvent assez bien décorrélés, en tous cas bien plus que les échantillons. Ceci
implique que la redondance ayant été réduite, beaucoup de ces coefficients sont tres
faibles numériquement. On peut en voir un erxemple sur la FIGURE 7, ou on a
représenté un petit échantillon de signal audio, un histogramme de ses échantillons,
et un histogramme des coefficients d d’un développement en sous bandes.

On voit tres nettement que les coefficients d sont trés majoritairement proches
de 0, et pourront donc étre négligés. Ceci suggére d’employer un schéma de codage
dans lequel seuls les coefficients significatifs seront codés. Ceci dit, les coefficients
qui sont petits et seront négligés ne sont pas connus a l'avance, et les valeurs cor-
respondantes de j et k (ou k et v dans le cas de la DCT ou la MDCT), c’est a dire
leurs adresses, dépendent du signal. On parle alors d’approzimpation non-linéaire,
nous y reviendrons plus loin. Ceci contraint alors a coder l'adresse des coefficients
significatifs, ce qui pose d’autres problémes, qui seront abordés dans le chapitre sui-
vant.

En termes de résultats, le codage par sous bandes s’avére étre le principe de
codage le plus efficace a l'heure actuelle pour ce qui est du codage des images. Il y
a des raisons a cela, qui tiennent o la nature méme des images. On verra dans la
section suivante quelques éléments d’explication.
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Un peu de jazz
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Fr1a. 7. Signal audio (jazz), en haut; densité de probabilités em-
pirique des échantillons (en bas & gauche), en des coefficients sous-
bande (en bas & droite).

2.5. Les filtres a4 support borné de Daubechies. La connection entre
les bases d’ondelettes et le codage en sous bandes a été étudiée en détails par I.
Daubechies [1], qui a construit une famille de filtres h et g de réponse impulsionnelle
finie, associés a des bases orthonormées d’ondelettes. Les filtres h sont de longueur
paire N = 2L, par défaut a support entre 0 et N — 1, et les filtres g correspondants
en sont déduits par une relation de type (3.51) :

(3.58) Ik = (_1)kEN—1—k .

Des tables de coefficients peuvent étre trouvées dans [1]. On montre que ces filtres
sont effectivement associés a des bases d’ondelettes. Les fonctions ¢ et i correspon-
dantes sont & support borné, et la taille du filtre N contréle le support de v et ¢,
ainsi que son nombre de moments nuls : ¢ est telle que

o0
(3.59) / t"p(t)dt=0, ¥Ym=0,...L—1.
— 00

REMARQUE 3.8. Cette derniere propriété a une grande importance en pratique,
dans une perspective de compression de signaux : en effet, si ¢ posseéde L moments
nuls comme ci-dessus, et si un signal f se comporte comme un polynéme de degré
inférieur ou égal & L — 1 sur le support d’'une ondelette 1,1, alors on a automati-
quement & = (f, ;1) = 0. De telles ondelettes sont “aveugles” aux polynémes de
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degré inférieur a L, ce qui se traduit en pratique par le fait que beaucoup de coef-
ficients dj, sont nuls. Dans ce cas, un codage par transformation sera extrémement
efficace. C’est en particulier le cas pour le codage des images : les images présentent
des zones ou elles varient extrémement peu, et sont donc bien approximées par des
polynomes de bas degré. Ces zones la seront caractérisées par un faible nombre de
coefficients dj, significatifs.

Il existe également de nombreuses variantes, notamment basées sur des fonc-
tions “splines”.

3. Comment choisir une base ?

3.1. Position du probléme. On a vu dans les section précédentes des exemples
de bases orthonormées pouvant étre utilisées pour représenter un signal avant quan-
tification. Le probleme posé est maintenant le suivant : pour un signal donné, ou
une classe donnée de signaux, quelle est la base qui sera la plus adaptée. Répondre
a cette question suppose que 1’on se soit donné un critere de choix. Pour cela, deux
criteres s'imposent naturellement :

— Décorrélation : On a jusque la traité les échantillons (ou les coefficients du
développement par rapport & une base donnée) un & un, c’est & dire en se
désintéressant de leur corrélation. C’est particulierement vrai dans le cas du
PCM, qui code échantillon par échantillon (moins pour ce qui est du DPCM,
dans lequel le codage PCM est précédé d’une procédure visant a prendre en
compte les corrélation). Or, les signaux sont généralement tres corrélés, c’est
a dire qu’il existe une forte redondance entre les divers coefficients. Ne pas
utiliser cette redondance pénalise les performances du codeur. Un exemple
extreme est celui d’un signal constant (c’est a dire que la corrélation entre
coefficients est toujours égale a 1). Dans ce cas, coder tous les coefficients du
signal serait un non sens. On peut donc se fixer comme objectif de trouver une
base telle que les coefficients du signal soient aussi décorrélés que possible.

— Concentration : On peut également se donner comme objectif de trouver
directement une base par rapport a laquelle le développement des signaux
considérés sera le plus “court” possible, c’est a dire pour lequel un maximum
de coefficients seront nuls ou tres petits; il sera alors inutile de coder et
transmettre ces coefficients; ou alors, on pourra se permettre de les coder
avec une précision moindre, c’est a dire en leur affectant peu de bits.

Il faut signaler que ces deux objectifs ne sont nullement incompatibles, comme on
le verra dans la section suivante, ou il sera montré que la recherche d’une base qui
décorrele optimalement s’accompagne automatiquement d’une sélection des coef-
ficients significatifs. Il faut également noter que cette “philosophie” ne se justifie
véritablement que si la décomposition du signal est suivie d’un codage par code de
longueur variable.

3.2. Approximation linéaire et approximation non-linéaire. Etant don-
née une base orthonormée {e,,n € Z*} d’un espace de Hilbert H, on peut concevoir
deux types d’approximation d’un signal x € H par un sous ensemble fini de N vec-
teurs de base.
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La premiére consiste & choisir & 'avance N vecteurs, disons {ej,...en}, et
projeter = sur le sous-espace Hy de H engendré par les N vecteurs :
N
(3.60) T(N) = Z(z,en>en
n=1
11 s’agit d’une opération linéaire (projection orthogonale) et on parle d’ approzimation
linéaire.
La seconde est une alternative non-linéaire : partant de x € H, on commence
par calculer tous les coeflicients (x, e,, ), puis on retient les N plus grands (en valeur

absolue), disons (z, ey, ),...(x, eny), & partir desquels on forme approximation
N

(3.61) Eny =D (T, en,)en, -
i=1

On parle alors d’approximation non-linéaire. 11 est facile de montrer (en utilisant
la formule de Parseval) le résultat suivant

PROPOSITION 3.3. Pour tout x € H et pour tout N fizé, on a
(3.62) [z =2l < e —zan -

Ainsi, 'approximation non-linéaire est toujours meilleure que ’approximation
linéaire. Cependant, dans un contexte de codage par transformation, elle a néanmoins
un prix, en termes de codage. En effet, autant un signal approximé par approxima-
tion linéaire n’entraine pas de surcotit en termes de codage (le sous-espace Hy est
fixé une bonne fois pour toutes, et est connu & 'avance par le décodeur), autant
dans le cas non-linéaire, il est nécessaire de transmettre, en méme temps que les
coefficients (z, e,,), les “adresses” ny,...ny des coefficients retenus.

Le passage a 'approximation non-linéaire permet ainsi de gagner en précision,
tout en perdant en débit. On examine plus en détails ce point ci-dessous.

3.3. Codage par transformation non-linéaire : carte de signifiance.
Le résultat d’'une “bonne” transformation est généralement que beaucoup des coef-
ficients obtenus sont nuls, ou en tous cas tres petits, de sorte qu’on peut penser qu’il
n’est plus nécessaire de les encoder, se plagant donc dans un schéma d’approxima-
tion non-linéaire. On peut en voir un exemple dans la FIGURE 8, qui représente les
distributions des coefficients d’un signal audiophonique dans trois bases différentes :
en haut, une base de sinus cardinaux (les coefficients sont alors simplement des
échantillons du signal) ; au milieu une base d’ondelettes (algorithme de codage en
sous bandes); en bas, une base trigonométrique locale adoucie (avec une fenétre
dont la longueur a été ajustée de facon & pouvoir “raisonnablement” considérer que
le signal est stationnaire & l'intérieur de la fenétre). On voit en particulier que la
représentation trigonométrique locale est “redoutablement efficace”.

Cependant, si tous les coefficients ne sont plus considérés, il devient nécessaire
comme on ’a vu de prendre en compte les adresses des coefficients conservés, ce
qui n’était pas nécessaire auparavant. On doit donc coder, en plus des coefficients
significatifs, une carte de signifiance, qui précise les positions de ces derniers. Une
carte de signifiance est donc une suite de 0 et 1, indiquant la conservation ou la
non conservation d’un coefficient : par exemple

00011111001111110000111111011100000011000000001111
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Echantillons
10000 T
5000 - ‘ B
0 1 1 1 1 1 1
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
x 10* Coefficients d’ondelettes
3 T T T
2F |
1 |
0 1 1 1 L L 1 1 1
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
x 10* Coefficients de Fourier locaux
8 T T T
6 i
4+ i
2F |
0 1 1 L L - 1
-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8

FiGg. 8. Codage d’un signal audio : histogrammes des échantillons
(en haut), des coefficients dans une base d’ondelettes (milieu) et
des coeflicients dans une base trigonométrique locale (bas).

Ceci consomme donc 1 bit supplémentaire par coefficient, qu’il soit ou pas conservé :
dans notre exemple, 50 bits sont nécessaires.

Or, il arrive rarement que 'on ait des suites completement désordonnées de 0 et
de 1 : on observe souvent des plages de zéros et des plages de uns, en alternance. Si
tel est le cas, on a intérét a tirer avantage de cette “structure”, et coder différemment
la carte de signifiance. Si on décide par exemple de coder uniquement les longueurs
des plages, 'exemple précédent devient

352628136284

On a donc 12 plages, de longueur inférieure a 8. Les longueurs de plages peuvent
donc étre codées sur 3 bits, ce qui induit un cotit de 36 bits pour coder la carte de
signifiance.

La encore ’comme pour le codage des coefficients), nous avons utilisé un code
de longueur constante pour coder les longueurs de plages. On verra par la suite qu’il
est en général plus utile d’utiliser un code de longueur variable (code entropique).

Le codage de la carte de signifiance est en fait un cas particulier du probleme
de codage d’une suite de bits, ou plus généralement d’un systeme & deux niveaux.
L’exemple le plus classique est le codage des facsimilés : chaque ligne d’un fax est
en fait une suite de pixels noirs et blancs (1728 pixels dans la norme standard). Le
standard de codage des fax inclut un codage de plages, dans lequel les longueurs
des plages noires et blanches utilisent un code de Huffman (code entropique).
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4. Codage par transformation linéaire : le choix d’une base pour les
signaux aléatoires

On considere tout d’abord le cadre du codage par transformation “linéaire”,
abordé sous l'angle de la recherche de “bases qui décorrelent”. Pour mettre en
oeuvre cette approche, il il est nécessaire de se donner une modélisation du si-
gnal. On considere généralement des modeles de signaux donnés par des proces-
sus aléatoires possédant certaines caractéristiques relativement bien définies. Dans
cette section on désignera par (A, F,P) un espace probabilisé. Les notations sont
les mémes que dans le chapitre 1.

On considere un signal aléatoire, modélisé comme processus du second ordre sur
(A, F,P), pas nécessairement stationnaire en moyenne d’ordre deux. On limitera la
discussion au cas des signaux analogiques (le cas des signaux numériques se traite
de fagon similaire).

On introduit la moyenne du signal

(3.63) mx (t) = E{X:}

et sa covariance

(3.64) Cx(t,s) =B {(Xy — pe)(Xs — 15) } = Rx(t,8) — pueis
(3.65) Rx(t,s) =E{X:X,}

est 'autocorrélation. On a déja vu que les deux fonctions C'x et Rx sont définies
positives : pour tous t1,...t, € Ret ay,...a, € C, on a

(3.66) > ak@iCx (te, te) > 0,
k=1

et de méme pour Rx.

On se limitera pour simplifier au cas des processus centrés (mx(t) = 0 pour
tout ¢). On considere 'espace £2(.A) des variables aléatoires centrées X sur (A, F,P)
telles que E {|X]*} < oo, et Pespace L*(A), quotient de £2(A) dans lequel on a
identifié les variables aléatoires égales presque strement. Comme on l'a déja vu,
L?(A) est naturellement muni d'un produit scalaire défini par

(3.67) (X|Y) 204 = (X]Y) = E{XV} .

Etant donné un processus du second ordre {X;,t € T}, on consideére le sous-espace
Mx de L?(A) engendré par les variables aléatoires Xy, t € T.

4.1. La base de Karhunen-Loéve. Dans cette section, on se limite au
cas ou T est une partie compacte de R% On considere un processus du second
ordre {X;,t € T}, centré, et continu en moyenne d’ordre 2, et sa fonction d’auto-
corrélation Rx (t,s). Celle-ci est donc une fonction continue (et bornée) de ¢ et s.
T étant compact, on en déduit que Ry € L?(T?) :

|Rx||*> = / |Rx (t,s)|* dtds < oo
TxT

2Le cas ot T est non compact donne lieu & une analyse et des résultats similaires, mais est
plus complexe du point de vue “technique”.
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LEMME 3.2. Soit X = {X;,t € T} un processus comme ci-dessus, défini sur un
domaine compact T. Pour toute fonction continue p € C(T'), la variable aléatoire

(3.68) Z, = / X3 (t) dt

est du second ordre, et on a
(3.69) E{|Z,} = / R (t, 5)o(s)B() ds dt
TxT

Preuve : Si on pose pour tout t € T, Y; = X;(t), f étant continue sur T, Y;
est du second ordre, et Ry (t,s) = E{Y;Y,} = Rx(t, s)p(t)¢(s) pour tous t,s € T
Il résulte de la continuité de Rx et ¢ que Ry est continue sur 7' x T. On en déduit
que la variable aléatoire Z, est du second ordre, et

E{|Z,|*} :/T TRy(t,s)dtds < o0,
X

ce qui conclut la preuve. '
Ceci permet d’introduire 'opérateur de corrélation C, défini par ses élements
de matrice

(3.70) Cf,9) =E{(X,g)(f, X)} .
On a donc
(3.71) (Cf.q) = /T Rx(t.s)f(sJalt) drs

Il résulte de 'analyse précédente que C est un opérateur linéaire, auto-adjoint,
continu sur L?(T'), de Hilbert — Schmidt :

(3.72) ICls = [ Ixes)Pdras <o
TxT
et donc compact. On peut par conséquent utiliser des résultats classiques pour le

développer sur ses fonctions propres. Le résultat suivant est une conséquence directe
du théoreme de Mercer :

PROPOSITION 3.4 (Mercer). (1) Le spectre de C est dénombrable, et forme
une suite décroissante de valeurs propres positives, notées
(3.73) M> A >—0,

chacune étant de multiplicité finie.

(2) On a la formule de Parseval
(374) s = 3022 < oc
n=1
(3) I existe une famille de vecteurs propres correspondants {pn,n=1,2,...} :
(3.75) Con = Anpn ,

qui forment une base orthonormée de L*(T). De plus, on a ¢, € C(T)
pour tout n.
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(4) Pour toust,s €T, on a

(3.76) Rx(t,s) =Y Anpn(t)B,(s) |

ot la série est uniformément convergente.

La conséquence de ce résultat est le théoreme suivant, qui explicite la base de
Karhunen-Loeéve :

THEOREME 3.6 (Karhunen-Loeve). Soit {X;,t € T} un processus du second
ordre, défini sur un domaine compact T C R, continu en moyenne d’ordre 2. Pour
tout n =1,2... on définit la variable aléatoire

(3.77) Zn = (X, n) = /T X7, (1) dt .

Alors les Zy, sont des variables aléatoires du second ordre, orthogonales dans L*(A) :
et on a pour toutt € T

(3.79) X, = i Znipn(t)

au sens de la convergence dans L*(A).

Preuve : Commencons par évaluer

(3.80) E{X:Zn}= /TE {X: X }om(s)ds = /TR(t, $)pm(8)ds = Apom(t) .
On a également

E{Zn7,)

/T . E {Xtys}son(s)am (t)dtds

/ R(t, 8)pn ()5 (£) dt ds
TxT

Finalement, étant donné un M > 1, calculons, pour ¢ quelconque
2

M M
E{ X = > Zupm(t) = R(tt)—2) RE{ZnX:}om(t)

M
£ E{ZuZa}on 070

m,n=1

M
R(t,t) = > Anom ()P (t) -

De 1a, la proposition 3.4 permet de conclure que
2
(3.81) lim E

M—o0

M
X — Z Zm(Pm(t) =0,
m=1

ce qui conclut la preuve du théoréme. '
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Dans un cadre de codage par transformation linéaire, ce résultat est exploité
de la facon suivante. Supposons que l'on cherche a coder une classe de signaux,
modélisée par un signal aléatoire X sur [0, T, du second ordre, centré, et continu en
m.o.d., dont la corrélation Rx (et donc la base de Karhunen-Loeve correspondante)
est connue.

Si on décide d’approximer X par sa projection sur l’espace engendré par les ¢,
correspondant aux N plus grandes valeurs propres, c’est a dire par sa ¢1,...pN

N
X(N) = Z Znpn
n=1

on aura directement une estimation de I’erreur moyenne commise

o0
LA
E{IX =X} =D A
N+1
En d’autres termes, pour une erreur fixée a I’avance, on disposera d’une estimation
du nombre de coefficients Z,, a conserver. Ces coefficients sont ensuite quantifiés et
codés.

4.2. Le cas des processus stationnaires en m.o.d. Il est intéressant de
considérer le cas particulier des processus stationnaires en moyenne d’ordre 2.

DEFINITION 3.3. Un processus aléatoire du second ordre {X;,t € T} est dit
stationnaire en moyenne d’ordre deux Si

(3.82) E{X;}=FE{Xo}, VteT, et
(3.83) R(t+T1,s4+7)=R(t,s)=R(t—s,0), pourtoust,s,T .

Dans la mesure ou nous avons supposé que le domaine 1" considéré est borné,
il faut étre plus précis, notamment en ce qui concerne les conditions aux bords. On
supposera donc que T est un intervalle dans R, et que les équations ci-dessus sont
considérées “modulo la longueur de Uintervalle”. En notant

L=|T]
cette derniere, on écrira pour tous s,t € T'
R((t + 7)mod L, (s + 7)mod L) = R(t,s) , pour tout 7 .
On a donc
(3.84) Rx(t,s) = Rx((t — s)mod L,0) := Rx(t — s)
Dans ce cas, C est un opérateur de convolution dans L?(T), et il est bien connu

qu’un tel opérateur est diagonal dans la base trigonométrique. Ainsi, dans ce cas,
la base de Karhunen-Loeve est donnée par

(3.85) "L neZ.

Pnlt) i3

REMARQUE 3.9. Ceci nous permet de comprendre le pourquoi du choix de bases
trigonométriques dans les codeurs de signaux audiophoniques. L’hypothese de sta-
tionnarité semble dans ce cas assez réaliste, a condition de se limiter a des segments
de signal (les domaines T ci-dessus) suffisamment courts (de 'ordre de 20 millise-
condes en pratique). On peut donc dans ce cas utiliser des bases trigonométriques
locales et aboutir a des codecs efficaces.
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REMARQUE 3.10. Dans le cas des standards de type JPEG pour la compression
des images, on commence par considérer des blocs de 8 pixels par 8 pixels. Supposer
que I'image est stationnaire dans un bloc donné a longtemps été considéré (i tort
ou a raison...) comme une hypothese raisonnable. Par conséquent, il était 1égitime
de se tourner vers des bases trigonométriques. Le choix de bases de cosinus de
préférence a la base trigonométrique standard a déja été justifié plus haut.

REMARQUE 3.11. Comme on ’a vu, on utilise plus volontiers en pratique des
bases de cosinus plutét que des bases d’exonentielles. La différence entre les deux
tient essentiellement aux conditions aux bords que ’on impose. Dans le calcul ci-
dessus, le choix des exponentielles était lié a des conditions aux bords périodiques.

REMARQUE 3.12. Des développements plus récents conduisent & penser que de
telles hypotheses ne sont pas vraiment réalistes, et que par conséquent les bases tri-
gonomeétriques ne sont pas les mieux adaptées. On montre que des hypotheses d’in-
variance par changement d’échelle conduisent naturellement a choisir des techniques
de type “codage en sous bandes”, c’est a dire des bases orthonormées d’ondelettes.

5. Une alternative aux bases : repeéeres

Il existe des situations dans lesquelles on a intérét, plutét que d’utiliser des
bases orthonormées, a utiliser des familles de fonctions qui sont complétes mais pas
libres. On parle alors de familles surcomplétes, ou de repéres. La famille sur laquelle
I'on décompose le signal n’étant pas libre, les coefficients de la décomposition sont
redondants, et la représentation n’est donc pas “économique”. Cependant, on verra
que cette représentation présente I'avantage d’étre plus robuste, c’est a dire moins
sensible aux perturbations, qu’une décomposition par rapport a une base.

5.1. Définitions.

DEFINITION 3.4. Une famille {fx,\ € A} de vecteurs d’un espace de Hilbert
H est un repere de cet espace si il existe deuzr constantes réelles 0 < A < B < oo
telles que pour tout f € H, on ait

(3.86) ALFIR < SIS PO < BISIE

AEA
Les constantes A et B sont appelées Bornes du repere. Si A = B, le repére est dit
strict.

EXEMPLE 3.1. Considérons le plan R?, muni d’une base orthonormée {e1, e2}.
Alors, en posant fi = e1, fo = (—e1 + €2v/3)/2 et f3 = (—e1 — e2v/3)/2, il est
immédiat que {f1, fa, f3} est un repeére strict de R? : pour tout f € R2 on a
S Iy fa)|? = 3]|f]|?/2. Plus généralement, toute famille finie de vecteurs est
un repere de espace qu’elle engendre.

On associe naturellement a un repere les deux opérateurs suivants : 'opérateur

U: H — ¢*(A), défini par

et R=U*U : H— H, défini par
(3.88) Rf=Y Af D) Fr
AEA

Le résultat suivant est vérifié sans difficulté.
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LEMME 3.3. R est borné, inversible et a inverse borné.

L’opérateur R est évidemment auto-adjoint par construction. Donc, il résulte
de (3.86) que son spectre est inclus dans Uintervalle [A, B], ce que l'on écrit aussi

A<R<LB.

R est inversible, de sorte que ’on peut écrire, pour tout f € H

(3.89) F=> 0

AEA
ou on a posé
(3.90) =R .
On peut également vérifier facilement le résultat suivant :

PROPOSITION 3.5. La famille {fx,\ € A} est un repére de H, de bornes B~}
et A=Y, appelé repere dual du repére {fr, A € A}.

On a donc aussi I'égalité, pour tout f € ‘H

(3.91) F=Y LR s

AEA

EXEMPLE 3.2. Des exemples utiles de reperes sont donnés par les reperes trigo-
nométriques. On sait que le systéme trigonométrique, formé des fonctions

(3.92) en(t) =¥ neZ
est une base de L?([0,7]). Considérons le systeme de fonctions
(3.93) fat)y=¢e", necz.
Soit f € L*([0,7]). Alors
(f, fan) = (fren) = men(f) et

<f7 f2n+1> = <gven> = ch(g) )
ou g est définie par

L’égalité de Parseval donne alors

(3.94) DL L= (leal£) + lenl9)) = |17 -

Donc, la famille {f,,,n € Z} est un repére strict de L?([0, 71]), de borne A = B = 7.

De tels reperes, ou plutot leurs analogues finis, sont utilisés par exemple en
restauration d’images, c’est a dire pour reconstituer des images dont certains pixels
sont manquants.

Dans le cas d’une famille {ex, A € A} qui est une base orthonormée de H, le
théoreme de Riesz-Fisher établit une correspondance bijective entre H et ¢2(A).
Dans le cas d’un repeére, la suite des coefficients (f, fn) d'un f € H est bien dans
¢2(A), mais la correspondance n’est plus surjective. Le résultat suivant donne une
description plus “géométrique” de la situation.
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Fia. 9. Comparaison dune série de Fourier usuelle et d’une
décomposition redondante : le cas d’une fonction linéaire. A
gauche, la fonction, sa reconstruction a partir de 11 modes de Fou-
rier e, et 21 fonctions f, ; au centre, méme chose, avec 21 fonctions
en et 41 fonctions f,, ; a droite, les erreurs de reconstruction.

PROPOSITION 3.6. Etant donné un repére comme ci-dessus, l'opérateur U posséde
une infinité d’inverses a gauche. L’inverse a gauche de norme minimale est donné
par

(3.95) Ut =)t
et s’annulle sur (UH)*. De plus,
(3.96) oY <1/VA.

COROLLAIRE 3.3. UU! est le projecteur orthogonal sur limage de U. De plus,
pour tout x € (*(A), on a

(3.97) U 2), = aa(fa fu) -
A

REMARQUE 3.13. Utilité des décompositions redondantes : Les décompositions
redondantes apportent une stabilité supplémentaire aux décompositions. En effet,
soit f € H un vecteur fixé, et soit z = U f. Supposons qu’une erreur € soit commise
sur z : soient

y=x+e et fzﬁfly:erU*le.

En notant ¢; la projection de € sur UH, et €3 sa projection sur (UH)L, on voit
immeédiatement que U~ le; = 0, et que donc

1f = Fll < lleall/ VA

Ainsi, la composante €5 de I'erreur disparait lors de 'inversion de la décomposition.
On voit donc que dans des situations ol on se doute a l'avance qu’une erreur
importante va étre commise sur les coefficients, lors d’une étape de transmission
par exemple, on a intérét a utiliser des décompositions par rapport a des reperes de
préférence a des décompositions sur des bases, car une partie de I'erreur disparaitra
lors de la resynthese.

EXEMPLE 3.3. L’algorithme de Gershberg-Papoulis : On se pose le probleme de
restaurer des valeurs manquantes de signaux a bande limitée. Soit f = {fo,... fn-1} €
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CN, tel que
N-1
P _2imkn .
fe=>_ fae™™N =0sik & [k, k] .
0

On suppose que les valeurs f,, sont connues a 'exception des f,,n € [n1,ns], et on
cherche & restaurer ces valeurs.

(1) Soit E = {g ceCN,g,=fnVn¢ [nl,ng]} . On montre facilement que F
est un espace convexe, c’est a dire que pour tous g,9" € E, eg+ (1—¢€)g’ €
E, pour tout € € [0,1]. Soit Pg : CN — E l'opérateur défini par

| gn sin € [n1,no]
[Pegln { fn  sinon

Pg est en fait un projecteur sur F.
(2) Soit F = {g eCN, gp=0Vke [kl,kg]} . F' est un espace vectoriel, et
on note Pp : CN — F, défini par

ﬁF\gk:{ ge stk & [k, ko]

0 sinon

Un opérateur de projection sur F' (Pp peut étre implémenté simplement
au prix de deux FFTs).

(3) Etant donnée une suite f = f(©) € CV, on pose pour j =1,2,... :
Ut = pppp )

Des résultats généraux d’analyse fonctionnelle montrent que si ENF n’est
pas vide, alors l'algorithme dit de projection alternée défini par l'itération
précédente converge dans E'N F quand j — oo.

5.2. Inversion. La question qui se pose en pratique est la suivante : étant
donnés les coefficients de f € H par rapport & un repere {f,,n € A}, comment
retrouver f a partir de ces coefficients ?

Considérons 'opérateur de repere R. Comme A <R < B, on a aussi

2A < 2 R < 2B .
A+B~ A+B ~ A+B

Posons
2
T=1-——-5-R.
A+ B

Un calcul immédiat montre que

B—A
3.98 Tl < <1
(399) Il <

Donc, l'opérateur 1 — T est inversible, et la série de Neumann correspondante
A-T) ' =14+T+T*+T3+...

est convergente. On peut donc écrire

(3.99) R =

oy (1+T+T*+T%+...) .
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Ceci conduit & l'algorithme suivant : si a,, = (f, f) , on commence par évaluer
fO = ﬁ > n @nfn - On sait alors que

fﬁf(l):A—i—LB (T+T*+T°+...) <Zo¢nfn> =Tf,

de sorte que
B-—A
— O <||IT < .
1= 2N < T = S5 Il
Si la précision est suffisante, c’est & dire si la constante (B — A)/(A + B) est assez
faible, on se contentera de f(!) comme approximation de f. Si tel n’est pas le cas,
il faut pousser plus loin le développement, et considérer

fsziBu+n<zpﬁ0

On a alors évidemment un ordre d’approximation supplémentaire :

B-A\?
Ir-se< (555) -

REMARQUE 3.14. L’algorithme d’inversion qu’on a vu ci-dessus a ’avantage
d’étre simple, mais n’est pas optimal. En pratique, il est souvent plus avantageux
d’utiliser des méthodes classiques d’inversion, telles que des méthodes de gradient
conjugué par exemple.

REMARQUE 3.15. Il est possible de montrer que les bases orthonormées que
nous avons vues plus haut peuvent étre remplacées par des reperes construits de
la méme maniere. C’est en particulier le cas des bases trigonométriques locales (on
construit facilement des reperes trigonométriques locaux), et des ondelettes, pour
lesquelles il est méme plus facile de construire des reperes ue des bases.



CHAPITRE 4

Quantification et Codage entropique

1. Généralités; allocation de bits

La derniere étape du codage d’un signal, postérieure a la quantification, est le
codage proprement dit. On désigne par le vocable codage un ensemble de techniques
visant & associer des suites binaires (c’est a dire des suites de zéros et de uns) a
un dictionnaire de mots. Dans le cas qui nous préoccupe, ces mots sont les valeurs
(discretes) de coefficients d’un signal dans une base donnée, aprés quantification.
Cependant, les techniques de codage s’appliquent également a d’autres situations,
telles que le codage de fichiers informatiques par exemple.

On a vu dans le cas des codeurs PCM et DPCM des exemples utilisant un code
de longueur constante : tous les coefficients étaient codés sur un nombre R constant
de bits, le code étant fixé une fois pour toutes. Cependant, il s’avere souvent plus
efficace d’utiliser des codes de longueur variable, c’est a dire des codes dans lesquels
on n’affecte pas nécessairement un code de la méme longueur a différents symboles
(dans notre cas, des coefficients quantifiés). On pourra ainsi affecter un code tres
court & des symboles tres fréquent, et un code plus long & des symboles moins
fréquents, afin d’optimiser le débit total. On rappelle que dans le cas d'un code
de longueur constante, chaque symbole est codé sur R bits, ce qui correspond a
M = 2% symboles.

Les codes de longueur variable posent des problemes différents, qu’on va étudier
ci dessous.

2. Codes de longueur variable

2.1. Introduction. Pour fixer les idées, on consideére une suite de variables
aléatoires X,,, prenant leurs valeurs dans un alphabet fini A = {ag,a1,...apm-1},
avec des probabilités Pr X,, = a = p(a). Un codeur associera & chaque symbole
a € A un mot binaire a(a), de longueur £(a) (mesurée en bits). Le meilleur codeur
sera celui qui minimise la longueur moyenne

(4.1) (= Zp(a)ﬁ(a) .
acA

On rappelle que dans le cas d’un code de longueur constante, chaque symbole ay
est codé sur £(ay) = R bits, ce qui correspond & M = 2% symboles. Par conséquent,
on a

(4.2) PICERESE
a€A

91
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On verra par la suite la signification de cette identité simple.

DEFINITION 4.1. Un code scalaire sans perte de longueur variable consiste en

(1) Un codeur : une application o qui associe & tout symbole d’entrée a € A
une suite binaire a(a), de longueur ¢(a).

(2) Un décodeur : une application B qui associe a toute suite binaire u un
symbole a = B(u) € A, tel que pour tout a € A, B(a(a)) = a.

Le codeur est ensuite étendu aux suites de symboles (les mots) par concaténation :
la suite binaire associée au mot x1xs ...z, est la concaténation

a(x12a .. Tp) = azy)a(x2) ... a(z,) .

La concaténation pose des problemes si le code est un code de longueur variable.
Dans le cas général, on ne sait pas ol commencent et ou s’arretent les mots. On in-
troduit donc une sous-classe de codes, appelés codes uniquement décodables, définis
comme suit.

DEFINITION 4.2. Le code est dit uniquement décodable si le codeur o est injec-
tif : c’est a dire si toute suite binaire a(x1zo ... x,) nest Uimage que d'un et un
seul mot, @ SaVOIr T X3 ... Ty.

EXEMPLE 4.1. On considere les deux codeurs oy et as et ag définis par les
tableaux donnés dans la TABLE 1. On vérifie immédiatement que le code donné
dans le tableau de gauche n’est pas uniquement décodable, alors que les deux autres
le sont. Par contre, le code du tableau du milieu n’est pas instantané, au sens ou il
faut attendre le début du mot suivant pour savoir si un mot est terminé : 11 peut
étre suivi de 1, auquel cas il s’agit d’'un a4, ou d’'un 0, auquel cas il s’agit d’un
as. Le code présenté dans le tableau de droite est quant a lui un code uniquement
décodable instantané.

input | code input | code input | code
ao 0 ao 0 ao 0
a1 10 a1 01 a1 10
a2 101 a2 011 a2 110
a3 0101 a3 111 a3 111

TaB. 1. Trois exemples de codeurs : celui de gauche n’est pas
uniquement décodable, les deux autres le sont. Le codeur du centre
n’est pas instantané.

2.2. Codes a préfixe, et codes associés a un arbre binaire. Il existe une
facon simple d’assurer qu’un code est uniquement décodable et instantané. Il suffit
d’imposer une condition, appelée condition de préfize.
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Fia. 1. Exemple d’arbre binaire associé a un alphabet.

input ag a a2 as aq as ag

code || 000 | 001 | O1 | 100 | 1010 | 1011 | 11

TAB. 2. Code associé a ’arbre binaire

DEFINITION 4.3. Un codeur o satisfait la condition de préfize si aucun mot
binaire a(a),a € A n’est préfize d’un autre mot a(b),b € A. Un code satisfaisant la
condition de préfixe est appelé code a préfixe.

Il existe une construction générique de codes a préfixes. On peut associer un
tel code & tout arbre binaire. Plus précisément, étant donné un alphabet A =
{ao,...ap—1} & M symboles, on considére un arbre binaire & M feuilles. On associe
a chaque symbole a € A une des feuilles, et on numérote les branches de ’arbre par
des bits : par exemple, les branches partant vers la gauche sont notées “0”, et les
branches partant vers la droite sont notées “1”. Le code associé a chaque symbole
est alors la concaténation des étiquettes des branches consécutives menant de la
racine de l'arbre & la feuille considérée.

3. Codes entropiques

3.1. L’inégalité de Kraft. On s’intéresse donc maintenant a des codes de
longueur variable. On a vu que dans le cas de codes de longueur constante, si
I'alphabet a M = 2% symboles, chaque mot a(a) est de longueur £(a) = R, de sorte

que
PIPERREDPPESE

a€A a€A
On va voir que cette relation est une borne pour les codes de longueur variable
uniquement décodables.
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THEOREME 4.1. Soit a = {aog,...an—1} un alphabet ¢ M symboles. Le co-
deur «, qui associe & chaque a € A le mot a(a) de longueur €(a), est uniquement
décodable seulement si l'inégalité suivante, appelée inégalité de Kraft, est vérifiée :

(4.3) d 2 <y,
a€A

En fait, 'inégalité de Kraft montre que pour une distribution de probabilités
de symboles donnée, les longueurs de mots binaires associés a ces symboles doivent,
dans une certaine moyenne, étre supérieures a une valeurs seuil. Preuve : Soit K
un entier positif fixé. On consideére une suite de K symboles b = {bg,...,bx_1}; la
longueur totale de a(bg...bx_1) vaut

0(b) = (bo) + -+ (bre 1) -

On notera N (L) le nombre de suites de K symboles ayant une longueur totale égale
& L. On pose pqr = maxgea £(a). On a alors

L(b) < Klmaz := Limax -

Le code étant uniquement décodable, les N(L) suites ont un code différent. Comme
il y a au plus 2¥ codes de longueur L différents, on a

N(L) < 2.

Calculons alors

M-1 K K
o] -
m=0 acA
- Z Z Z 9—4(bo)—--—L(br-1)
bop€EAbIEA bx_1€EA

Lmaa

= Y N(@L2*
L=1

< Lmaz = Kgmax .

Par conséquent, on a
M-1
> 2710 < (Klaz) 5
m=0

Ceci étant vrai pour tout K, on obtient bien l'inégalité de Kraft par passage a la
limite K — o0. Ceci conclut la preuve du théoreme. A

Ce premier théoreme fournit donc une condition nécessaire pour 'unique déco-
dabilité d’un code. Cette condition est en fait également suffisante dans un certain
sens, comme ’exprime le théoréme suivant.

THEOREME 4.2. Soit a = {aog,...an—1} un alphabet ¢ M symboles, et soit
{lo,...,Lrr—1} une suite d’entiers positifs satisfaisant l'inégalité de Kraft (4.5).
Alors il existe un codeur a uniquement décodable, tel que pour tout k =0,... M —1,

E(ak) = Ek
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_ 3.2, L’entropie de Shannon. Considérons maintenant la longueur moyenne
£(a) des mots codés par un codeur «,

(4.4) (o) = pla)(a)

acA
et supposons que l'inégalité de Kraft soit vérifiée. On a alors

fa) = = pla)log, (27

acA
2fl(a)
> — ) p(a)log, (7_)
2 SMEED
> = pla)log,(q(a)) ,
a€A

ot ¢ = {qo,-.-qrm—1} est une autre distribution de probabilités, définie par
9—L(ax)

Dpea 2O

Notons que cette inégalité devient une égalité si 'inégalité de Kraft est une égalité,

c’est a dire lorsque pour tout a € A, g(a) = 274,
On peut introduire l’entropie de la distribution de probabilités p :

(4.6) ==Y p(a)log,(p(a)) -

acA

(4.5) qr = q(ag) =

L’entropie associée a une distribution de probabilités représente la quantité d’infor-
mation recue lorsqu’un évenement a € A est observé. L’entropie possede nombre
de propriétés simples. En particulier, on a

LEMME 4.1.
0 < H(p) < log, (Card(A)) .

Preuve : L’entropie est positive par construction. Pour montrer la borne
supérieure, il suffit de trouver la distribution de probabilités sur A qui maximise H
(avec évidemment la contrainte ) . , p(a) = 1). En introduisant un multiplicateur
de Lagrange pour imposer la contrainte, on se ramene & maximiser

— > pla)log,(p(a)) + A (Zp(a)—1>

acA acA

par rapport aux nombres p(a) et au multiplicateur A. On voit facilement que la
solution est donnée par p(a) = 1/Card(A), d’ou le résultat. [ )

Ainsi, les faibles valeurs de ’entropie correspondent & des situations dans les-
quelles un petit nombre de symboles sont trés probables (donc pour lesquels log p(a)
est faible) et un grand nombre de symboles sont trés probables (donc pour lesquels
p(a) est faible).

On a aussi le résultat important suivant

LEMME 4.2. FEtant données deux distributions de probabilités p et q indexées
par alphabet A, on a

(4.7) —>_pl(a)logy(g(a)) = H(p) .
a€A
avec éqalité si et seulement si les deux distributions sont identiques.



96 4. QUANTIFICATION ET CODAGE ENTROPIQUE

Preuve : On va utiliser le fait que log(z) < x — 1, avec égalité si et seulement
si z = 1. Calculons

" pla)log, <;%> = 10;(2) aEZAp(a)log (%)

a€EA
1 q(a)
og(@) 2= ") <p<a> 1>

acA
0,

avec égalité si et seulement si p(a) = g(a) pour tout a € A. Ceci prouve le lemme.

[ )

En combinant ce résultat avec le précédent, on a donc la premiere partie du
théoreme suivant :

THEOREME 4.3. Soit A = {ay,...,ap—1} un alphabet, et soit p la distribution
de probabilités de ses symboles.

(1) Soit a un codeur dont les longueurs de mots satisfont a l'inégalité de Kraft.
Alors on a

(4.8) U(a) = H(p)
avec égalité si et seulement si p(a) = 2= pour tout a € A.

(2) Il existe un code uniquement décodable tel que

(4.9) la)<Hp)+1.
Preuve : La premiere partie est une conséquence directe du lemme :
U() > = pla)logy qa) > H(p) ,
acA
et on a égalité (i.e. les deux inégalités intervenant dans celle-ci sont des égalités)

si et seulement si p(a) = ¢(a) = 274 pour tout a. Pour la seconde partie, étant
donnée la distribution p, soient les nombres ¢} définis par

275 < plag) < 217

Il est évident que >, 2% < >, p(ax) = 1, donc I'inégalité de Kraft est satisfaite.
Il existe donc un code uniquement décodable « associé aux longueurs de mots f.
De plus, on a

0 <1~ logy(plar)) |
et donc

Ue) =) plar)li < Y plax)(l —logy(p(ar))) = 1+ H(p) .
k k

Ceci conclut la démonstration. 'Y
On donne maintenant sans démonstration quelques résultats importants. Une
démonstration peut étre trouvée dans [7, 9].

THEOREME 4.4. Soit (o, 3) un code de longueur variable, dont on note £}, =
l(ay) les longueurs de mots. Il existe un code o préfixe qui a les mémes longueurs
de mots, et en particulier la méme longueur moyenne £(c).

DEFINITION 4.4. Etant donné un alphabet A et une distribution de probabilités
pour les symboles de A, on dit qu’un code v est optimal si il minimise la longueur
moyenne des mots £(c).
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THEOREME 4.5. Soit a un code a préfize optimal.
(1) Siles symboles a et b sont tels que p(a) > p(b), alors £(a) < £(D).

(2) Les deux symboles les moins probables sont associés a des mots de méme
longueur, qui ne difféerent que par leur bit le moins significatif.

3.3. Le code de Huffman. Le code de Huffman est un algorithme récursif qui
permet d’atteindre les performances optimales. Il est basé sur la regle d’agrégation
suivante.

Partant d’un alphabet A = {ag, a1, ...apn—1} dont les symboles ont probabilités
(p(a0),p(a1),...p(ar—1)), on suppose (sans perte de généralité)que les symboles
sont ordonnés par probabilités décroissantes : p(ag) > p(a1) > ... (si nécessaire,
on peut les ré-ordonner). On construit un nouvel alphabet de longueur M — 1 en
agrégeant les symboles ap;—1 et apr—o en un nouveau symbole a auquel on affecte
la probabilité

p(a) = plap—1) + plan—2) -

THEOREME 4.6. Un arbre de préfize optimal pour lalphabet o M symboles
ordonnés A = {ag, a1, ...apr—1} s'obtient a partir d’un arbre de préfize optimal pour
{ao,a1,...anm—3.a}, en adjoignant a ce dernier deux branches liant & aux symboles
ap—2 et ap—1.

L’algorithme de Huffman exploite ce résultat de la facon suivante : ap;—1 et
apr—o sont les feuilles extrémes de I'arbre. Les deux branches correspondantes sont
caractérisées par un bit.

On est donc en présence d’un nouvel alphabet de M — 1 symboles

{ao, ai,...ap—3, d} .
Pour poursuivre I'algorithme, il suffit alors de réordonner ce nouvel alphabet par
ordre de probabilités décroissantes, et d’itérer la procédure : prendre les deux (nou-

veaux) symboles de probabilités minimales, et leur associer deux nouvelles branches.
On en déduit

COROLLAIRE 4.1. Le code de Huffman est le code a préfize optimal, et satisfait
en particulier la borne (4.9).

EXEMPLE 4.2. Prenons l'exemple suivant d’un alphabet de 8 symboles, de
probabilités données dans la table 3.

L’arbre de préfixes correspondant se trouve en FIGURE 2. On peut a partir de
cet exemple estimer la longueur moyenne des mots :

/() = 0.25x2+0.2x2+0.2x2-+0.18 x3+0.09x 4+0.05 x540.02x 6+0.01 x 6 = 2.63 ,

ce qui représente un gain par rapport a un codeur uniforme qui aurait nécessité 3
bits par symbole.

REMARQUE 4.1. On a vu au chapitre précédent I'exemple du codage de plages,
et de son application au codage des facsimilés. Un fax consiste essentiellement en
des plages de pixels noirs et des plages de pixels blancs. La norme pour le codage
des fax considere des plages de longueur inférieure a 64 pixels seulement, de sorte
qu’il est possible d’avoir & coder plusieurs plages blanches (ou noires) consécutives.
Les distributions de probabilités des longueurs de plages blanches et noires ont été
estimées expérimentalement, et ont conduit a un code de Huffman “standard” pour
les longueurs de plages blanches et noires. Pour plus de détails, on pourra se référer
a [7].
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symbole | probabilité code
a 0.01 110000
b 0.02 110001
c 0.05 11001
d 0.09 1101
e 0.18 111
f 0.2 00
g 0.2 01
h 0.25 10

TAB. 3. Exemple de code de Huffman.

REMARQUE 4.2. Il arrive souvent que le code optimal ne soit pas unique :
pour une distribution de probabilités donnée, I'algorithme de Huffman peut laisser
une certaine liberté dans les mots binaires & associer aux symboles (typiquement,
lorsque deux probabilités sont égales). Il est alors facile de voir que bien que les
codes soient différents, la longueur moyenne des mots ¢ est la méme, ce qui est la
seule chose réellement importante.

REMARQUE 4.3. Il existe des alternatives au codage de Huffman. On peut
en particulier mentionner le codage arithmétique, qui permet d’associer, dans un
certain sens, des “nombre de bits non entiers” aux symboles de A. On montre que
ceci permet d’améliorer 1égerement les performances d’un codeur.

3.4. Codage par blocs. On a vu que le codage entropique (par exemple
le code de Huffman) permet d’atteindre une longueur moyenne de mots presque
optimale (essentiellement, comprise entre entropie et l’entropie +1). Cependant,
lorsque I'entropie est faible, on peut ne plus s’en satisfaire. Le codage par blocs
permet d’affiner le résultat.

Supposons que l'on ait & coder une suite de variables aléatoires i.i.d. (typique-
ment, des coefficients issus d’un codeur par transformation, quantifiés). L’idée est
alors de ne plus coder les variablea aléatoires individuellement, mais plutét de les
regrouper par blocs de N variables aléatoires (formant donc des vecteurs aléatoires,
dont les composantes sont i.i.d.). On peut facilement montrer le résultat suivant :

LEMME 4.3. Soient X1,...Xn des variables aléatoires i.i.d., dont on note
p la distribution de probabilités. Soit P la distribution de probabilités jointe de
X1,... XN (la loi produit). Alors on a

(4.10) H(P) = NH(p) .

On peut alors adopter la stratégie simple suivante. Etant donné un signal donc
on connait des coefficients quantifiés X7, Xo, ..., on commence par les regrouper en
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Fia. 2. Arbre de préfixes pour les symboles de la Table 3

blocs de N coefficients. A partir de la loi de ces blocs, on peut facilement construire
un code entropique (le code de Huffman par exemple), qui fournit une longueur de
mots moyenne telle que

fblOCS < H(P) +1.

De 1a, si les blocs sont effectivement constitués de coefficients indépendants identi-
quement distribués, on en déduit que la longueur moyenne des mots associés aux
coefficients (et non plus aux blocs) est telle que

- 1
KCOGHS < H(p) + N .

Ainsi, en considérant des blocs de coefficients plutot que des coefficients individuels,
on peut s’approcher de la borne optimale. Par contre, il est clair que les algorithmes
de codage et de décodage correspondants sont plus complexes.

4. Quantification non-uniforme et codage entropique

Dans les chapitres précédents, on n’avait abordé la quantification que dans une
perspective de code de longueur constante. Il est maintenant utile de revenir sur
ce probleme de quantification a la lumiere de ce que nous avons vu. On se limitera
aux codes “haute résolution”, ou “haut débit”.

Supposons donc (pour simplifier) qu’on ait & quantifier une variable aléatoire de
densité px & support borné (pour éviter d’avoir & considérer le bruit de saturation).
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On considere donc comme précédemment les valeurs de quantification yo < y1 <
--- < ypm—1 et les bornes xg, ... x5, telles que

Q(z) =y six € [xk, Try1] -
Apres quantification, les “intervalles de quantification” [z, k+1[ ont probabilité
Tr41
P = / px (x)dx .
Tr

La distorsion s’écrit alors
M=1 gy

D= (x —yx)? px (v) dz .
kz_o/mk uk)’ p

Si on suppose comme précédemment que px varie peu dans chacun des intervalles
[k, xk+1] (hypothese de haute résolution), et si on pose
A = 21 — %

Tp+Trp41 )
2

et si on choisit yx € [zk, zr41[ (par exemple y = , on peut approximer,

au premier ordre
P~ px (yr) Ak,
et

A

D= —k
1;) px (Yx) 5

Si on s’intéresse maintenant a ’entropie

H=-> pelogps ~ =Y px(yr)Axlogpx(ye)Ax
k k

1
~ /px(x)IngX(z)d:z:Ezk:pklogAi-

Le premier terme est une caractéristique de la distribution de probabilités initiale
de la variable aléatoire X, est appelé “entropie différentielle” de la source :

(4.11) h(X)= —/px(x) log px (x) dz

et caractérise la “concentration” de la variable aléatoire X.
Pour ce qui est du second terme, on peut utiliser la concavité du logarithme,
qui donne 'inégalité de Jensen

> prlog A} <log (ZPkAi> ;

k k
et approximer

%ZpklogAi < %log(IQD) .
Mettant ensembles ces estimz];tions, on aboutit a l'inégalité
H>h(X) - %log(IQD) ,
ou en d’autres termes

(4.12) D> L g-21H-h(xX)]
=12
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Ceci nous fournit une estimation de la distorsion minimale atteignable par le codeur
considéré. On voit donc que pour améliorer les performances (optimales) d’un co-
deur (en termes de distorsion), on a intérét & maximiser la différence entre I’entropie
H et 'entropie différentielle de la source. En particulier, le résultat sera d’autant
plus favorable que l'entropie différentielle h(X) (qui caractérise la variabilité in-
trinseque de la source) sera faible.

Cette expression est a comparer a I’expression analogue que nous avions obtenue
dans le cas de la quantification uniforme :
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avec laquelle elle coincide dans le cas d’un code de longueur constante (toujours
sous des hypotheses “haute résolution”).
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