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Correction of the first exam in Analysis

Solution de ’exercice 1. (4 point)

1. (1 point) En calculant les derivees premiers, on trouve
fola,y) =22 — ¢, (1)

fy(,y) = —2zy (2)

Remarquons que fy(z,y) = 0 implique z = 0 ou y = 0. Remplagons ceci dans f(z,y) =0, on (z,y) = (0,0).

2. (2 point) Soit y = Az et remplacons ceci dans l'expression de f (c’est la restriction de f sur y = Ax), on
trouve

g9(x) = f(z,Az) = 2® — z(\x)* (3)

Remarquons que g.(z) = 2z — 3A22% = (2 — 3A%z). La derivee g.(0) = 0 pour z = 0 et = = ek

Remarquons que ¢z (z) < 0 pour z < 0 et g(z) > 0 pour = € (0, 3)%) Par consequent g decroissante, pour
x < 0, et croissante pour z € (0, 3)%) Ce qui montre que 0 est un minimum locale pour g(z) = f(z, Az).
Remarque: On peut aussi utliser le fait que g»-(0) = 2 > 0 pour justifier que 0 est un minimum locale pour
9(x) = f(w, Aa).

3. (1 point) Remarquouns que

2 4 2 4
JCE ) = 15— W) = =32 <0=f(0,0,V y #0. (4)

Ceci implique que (0,0) n’est pas un minimum.
Solution de I’exercice 2. (7 point)

Soit I' la courbe paramétrée représentée par la fonction

t+1
f@)= tt_l
y(t) =4

a) (0.75 pt) Montrons que la courbe I est réguliére sur son domaine de définition. En effet

=
)= , 4o
y' ()= e

—_
F(t)# 0,Vte D; =R*

b) (0.75 pt) La courbe I' n’est pas biréguliére sur R*. En effet,

o (1) = Sy 22+ 66— 6

’ - ) + —

NORES , of ¢ et det (f’ ), f (t)) Aot
y' ()= =05

2 (t+3++21) (t+3 - V21)

18




— —
Ainsi donc, T n’est pas biréguliere sur R* car f'(¢) et f” (¢t) ne sont pas linéairement indépendants en t =

— (3 + \/ﬁ) et en t = —3 + /21. Mais elle est biréguliere sur R\ {0; — (3 + \/ﬁ) ,—3+ \/ﬁ} .

—_—
7 ———

c) (0.5 pt) Le point M (1) est un point ordinaire. Car d’aprés (a) et (b), on f (1) # 0 et f'(1) et
f" (1) sont linéairement indépendants. (Si on utilse la notation du cours on a, p=1et g=2)

d)(0.5 pt) Etude des branches infinies en tg = 0 :

lim z(t)= lim z(¢)=0; lim y(t)= lim y(t) =0

t— —o0 t— oo t— —o0 t——+oo

lim y (t) = —o0; lim y (t) = —oc0
t—0—

t—0+
lim z (t) = +o00; lim z (¢t) = —oc0
t—0t+ t—0—

On peut dire qu’il y a possibilité d’asymptote oblique.

Calculons

im Y _ 20

t—otz ()  t—o—x ()

on a donc une branche parabolique de direction Oz.

e) Tableau de variations de f.(0.5 pt)

—9t — —

—_ o (t)=0& —; A
Fi)=0eq T2 >
y () =06 —F==0=>1=2

Le tableau de variation est scanné a la derniere page
IT) Soit C la courbe d’équation polaire

2t
t) =t =
p(t) = tan ( 3 )
1) Domaine de définition: (0.5 pt)

{teR:em(%)#O}:{teR:%;«ég—i—kmkEZ}

{teR:t#%-ﬁ-gkw,kEZ}

Dy

2) période de f :

T= ?)k:g7 ke N*. T:%T, est la plus petite periode de la fontion p mais pas pour la courbe (0.5pt); si on prend

3m
T=—, on obtient pas toute la courbe. En effet,

2
M (t+3§> (p(t),t+377r) = (P(t)“’s (H%T) o (t)sin (H%ﬁ))

(p(t)sint, —p (t) cost) = (y (1) , —x (1)) # M ()

ou



Si on prend la période T' = 37, on a

M (t + 3m) (p(t)cos(t+3m),p(t)sin(t+3m)) = (p(t)cos(t +m),p(t)sin (¢t + 7))

(=p(t)cos (), —p (1) sin () = (== () , =y (¢)) = Sorigine M (1)

Si on veut avoir toute la courbe, on utilise la période T' = 67. En effet,

M (t+6m)=(p(t)cos(t+6m),p(t)sin(t+6mr)) = (p(t)cos(t),p(t)sin(t)) = (z(t),y () = M (t)
Choisissant la période T" = 67. Ainsi donc on étudie la courbe sur tout intervalle de longueur 67, soit I» =
[—3m, 37| N Dy. (1pt)
3)Parité: (1pt)[—3m,0]N Dy — [0,37]N Dy : t — —t

M(=t) = (p(=t)cos(=t),p(—t)sin(—t)) = (=p(t)cos(t),p(t)sin(t)) = (- (t) ,y (t))
= SoyM ()

On trace l’arc de courbe sur I N[0; +00[ ot I2 N]—00, 0] ensuite on fait la symétrie par rapport & Oy pour obtenir
toute la courbe. Soit I3 = I N [0; 4+o00[ = [0,37] N Dy

3)symétries: (1pt)
Y 3T 3T
0.2 s = [ 2] st
M@r—t) = (p(B3r—t)cos(3r—1),p(3m —t)sin (3m —¢t))
p(t)cos (m —t), —p(t)sin(m —1)) = (p(t) cos (t) , —p (t) sin (1))
z(t),—y (1) = SoxM (t)

(=
(z(

3r
On trace ’arc de courbe sur [O } N Dy ou {— 377} N Dy ensuite on fait la symétrie par rapport a Oz et par

rapport a Oy pour obtenir toute la courbe.

3T

Soit Iy = |:0, 5

=] no,

3 3r 3w 3
b)|:0 4:|ﬂDf~> {Z,g]ﬂDf.t—»?ft

(5 - 55 (- m(5-0)

= (p(t)sin(t),p(t)cos(t)) = (t)) = Siiere bissectriceM (t)
) 3T 3 3w
On trace l’arc de courbe sur |0, a NDys o T N Dy ensuite on fait la symétrie par rapport & la premiere

bissectrice, ensuite par rapport & Oz et enfin par rapport a Oy pour obtenir toute la courbe.

Ainsi donc le plus petit intervalle de symétrie est

Solution de l’exercice 3. (4 point)



1. On a en posant

Et par suite

i

ou

D/

et
DII

. Calculons l'aire de A, par définition

xr=rcosf,y =rsinf

dxdy

%nmeRiogeggﬁgr

J=r

T4+a24y%

(0,5 pt)
// dxdy _
L+a?+y?
D/
fusl 1
d 2 sin 6 dr
rar T
1+T2d0+// 1+T2d0 = (0,5 pt)
z 1
; 1
/mbﬁ1+ — )—1n4<w (0,5 pt)
n“ 0
H

}u{mmeRiggeg

{(z,y) eER*,0<2<1,0<y<1letz’+y*> 1}(0,5pt)

1<r<

1
sin 6

™
2 ’

aire(A) = //d:cdy (0,5 pt)
A
Pour
-1 <z <1,
ooon a
4—g3—2%> 0, (0,5 pt)
ce qui implique que
4—g3
1 1 1 1 x=1
aire(A)z//dmdyz/ dz / dy:/ (4—2a° —2¥de = (4o — ~2* — Z2° == (1pt)
—1 -1 4 3 rz=—1
A 2
Solution de I’exercice 4. (5 point)
Posons
—=X,2=Y, Z - Z, (0,5 point)
c
ou bien
r=aX,y="bY,z=cZ,
on aura alors
Dy ) a 0 O
z,Y,z .
DX,Y.2) 0 b O abc (0,5 point)
0 0 ¢
et
/// dxdydz = abe // dXdYdZ (1 point)
D D’
ou
D'={(X,Y,Z) e R*/X*+Y* + Z° < 1} (0,5 point)



On passe maintenant aux coordonnées sphériques
X =rcosfsing,Y =rsinfsinfsinp, Z = rcosp (0,5 point)

on a alors

J=r%sing (0,5 point)

Et par suite

1 27«
// dxdydz = abc // dXdY dZ = abc /// r?sin cpdcpd@dr///rQ sin pdpdfdr = %mtbc (1 point)
D D’ D” 00 0

ou
D ={(r,0,9) e R*/0<r<1,0<0<2m,0<¢p <7} (0,5 point)



