Correction du controle N°1

Exercice 1 (6 points)a répartir 343 Continuité de
e (2 4?) s (2.0) # (0.0
fl (gj,y) _ 2 + y2 ’ )
0si (x,y) =(0,0)

si on pose
xr=rcost,y=rsinf

on voit que fi (rcos6,rsinf) = rcos® 6 exp (r?) tend vers 0 = f(0,0)
qd r — 0, ailleurs la fonction est continue en tant que produit de
fonctions continues
a? 2 .2\ o
| mrpee ) s (@) #0,0)
f2 (iL‘, y) -
0si (z,y) =(0,0)

Ici aussi, on trouve que f3 (rcos@,rsinf) = cos®f exp (7"2) tend vers
cos? 0 # 0 dépend donc de la direction et par conséquent fon’est pas
continue en (0,0).

$3y

f3 (Iay) = x2+y2
0si (z,y) =(0,0)

st (z,y) # (0,0)

Comme
2zy < a® + o
on déduit que
3 2 2, .2 2
:E2$+yy2 < :1321 7 ° ;ry < % — 0= f3(0,0) qd (x,y) — (0,0) d’ou la continuité de f3 en

Ailleurs la fonction est continue.
Enfin la fonction
zt + y3 +zy
x4 + 92 >
fa(z,y) =
0si (z,y)=(0,0)

i (z,y) #(0,0)

1



Ici aussi il suffit de poser
x=rcos,y=rsind
pour déduire que

r2cos*@ + rsind 6 + sin 6 cos 6 cosf

fa(rcosf,rsinf) = 7 =tanf # 0= f4(0,0) qd r — 0

_
r2 cost 6 + sin? 0 sin
et par suite f4 n’est pas continue en (0,0)

Exercice 2 (8 points) Continuité en (0,0) de

22y + 2y
f(z,y) = 2242
On écrit
2y +ay?| (22 +92) lyl + |z (y* + 2?)
22 2 < 21 2 = |y|+|z| — 0= £(0,0) qd (x,y) — (0,0) (1,5 pt)

ce qui montre la continuité de f en (0,0)

Soit ¥ = (v1,v2) un vecteur de R? u = ﬁ , calculons
v
U1 V2 tvy tvg
f t ) - f (07 0) f )
Vol o) Vol o _ AW Vi)
¢ ¢ ’
tQ’U% tv2 t21)% tvl 3 V102 (Ul + U2)

+
v} + 03 o2 F o2 ] 03 /o + o2 _ (v} + v2) \/v? + V3 G (v1 + v2)
; ( t2v? N t2v3 ) t3 (v +v3) /o] + v3

v+ 02 vl + ol

(1,

quand ¢t — 0. On déduit que

D f(0,0) = vvz (v + v2) ot ¥ = (v1,v2) (formule 1)

(v% + v%) \/U% + v%
Si f était différentiable en (0,0), on aurait

9f(0,0) 9f(0,0)
3 Azx+ dy

X

f(Az, Ay)—f(0,0) =

Ay+a (Azx, Ay) Az+5 (Az, Ay) Ay (1,5 pt)



avec a (Az, Ay), 5 (Azx,Ay) — 0 qd Az, Ay — 0, le calcul donne

2 2
(Az)" Ay + (Ay)” Az (Az, Ay) Az + S (Az, Ay) A

(Az)® + (Ay)?
soit en divisant par y/(Az)* + (Ay)?, on aurait
Az)? Ay + (Ay)* Az
(Az)? Ay + (Ay)® T oAz, Ay) B (A, Ay)
((Aa:) + (Ay) )2 A:E Ay A:U Ay
En prenant Ax = Ay le premier membre prend la valeur + alors
(2)2
que le second tend vers 0.D’ou la contradiction.(1 pt)
Remarque
oxr
(il suffit de prendre dans la formule (1), v = ] = (1,0) )
Exercice 3 (8 points) Continuité de f en (0,0)
Ici il suffit de se rappeller que lorsque (z,y) — (0,0)
siny ~y et sinx ~z (0,5 pt)
ce qui permet d’affirmer que
_ 2xy
22 4 y?

rsiny + ysinT (1 pt)
= im
(z,5)—(0,0)

i
(@)o(00) 72+ 12

qui n’existe pas, elle dépend de la maniére dont (z,y)

y =kz) (1,5 pt)

Continuité des dérivées partielles, on a
or ilzli% h N ilzli% X 0
De méme
O£ (0,0) _ . fO.K)=J0,0) . 0
oy k—0 k h—0 k3

— (0,0) (poser

(1 pt)

=0(1 pt)

(1 pt)



Maintenant si (z,y) # (0,0), on a

Of (x,y) (siny+ycosz) (2 +y?) — 2z (zsiny + ysinz)

= 1 pt
ax ($2 + y2)2 ( p )
et
Of (x,z) (sinz+zcosz) (z? +2?) — 2z (zsinz + zsinz)  (zcosz — sinx)
= 2 = 2 — F
or (;[2 + 1’2) 2x
qd x— 0.(0 ,5 pt)
De méme
Of (x,y) (sinz+ zcosy) (m2 + y2) — 2y (zsiny + ysinz) (1 pt)
= p
Ay (a2 +y?)*
et
Of (x,x) (sinz+zcosz) (z* +2?) — 2z (zsinz + zsinz)  (zcosz — sinx)
g 3 —= 5 —_— :FOO
dy (22 + 22) 2z
qd x— 0, (0 ,5 pt) ce qui montre que es dérivées partielles premiéres
ne sont pas continues en (0,0).
ou tout simplement dire f n’étant pas continue au moins une des dérivées
partielles premieres n’est pas continue
Exercice 4 (6 points) Calcul de la dérivé directionnelle
Ty — Tp = 4 — 1 e 3 —_— 2
— PM 5
PM = puis W = = (1,5 pt)
I N
. P+tu)—f(P 1,5 pt) .. / (1’2)+t éaé *f(172)
Dﬁf<172):hmt—>0f( t) f( ) ( :p )hmt—>0 [ (5t 5)}
3 4
/ <1+5t,2+5t> - f(1,2)
= limtﬁo
33° 3\? 4 3 4\
14+t —2(14+ =t 24+ -t 14 =t 2+ -t 1-2
ey, 055) 22005 (og) s (05 (51) +
= " limy g

t
. H 1 2 —
= limy o 13z (3t* 4 35¢ + 125) = 1(1 pt)

f(1,2) =2(0,5 pt)



