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Exercice 1. Soit f € C*([0,1]). On s’interesse au probleme suivant:

avec

On suppose que ce probleme admet une solution unique u € Hg (0,1) et que u € ct [0,1].
On cherche une approximation pour le probléme (1)—(2) par la méthode de Différences Finies.

Soit NV € N\ {0} et considerons

Pour chaque i € {0,...,N + 1}, on pose

Xr; = ’Lh

On note par u; la valeur approchée rechercherée de u au point x;.

On utilise les approximations centrées les plus simples de u, et uz; aux points ;. On pose

Up = (ul,...,uN)t.

1. Montrer que uy, est solution d’un systeme linéaire de la forme Apupn = by, ; donner Ay, et by, .

2. Montrer que le schéma numérique obtenu est consistant et donner une majoration de I’erreur de consistance

(on rappelle que 'on a supposé u € C*[0,1] ).

3. Soit v € RY |, montrer que Apv > 0= v >0 (ceci s’entend composante par composante). Cette propriété

s’appelle conservation de la positivité.

4. On définit 0 par
o(x) — —%(1 42’ In(l +2) + g(f +20)In(2), € [0,1].

Montrer qu’il existe une constante C' > 0 independante de h tel que

1

57— (0it1 —0i—1) — 1| < ?
2h(1+xi)(9+1 0:_1) — 1| < Ch?,

1
e (Oit1 —20; +0;-1) +

avec
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1. Rappelons que Comme u € C*[0,1] et h = ;41 — 2;. A I'aide d’un développement de Taylor d’ordre 4

h2 3 h4
w(@irn) = (@) + hug (2:) + oo (@) + = towa (@) + 5ru® (),

2 6 24

et 2 3 4
u(wi—1) = u(x:) — hug(;) + %uxx(lii) - %uxx:c(xi) + %U(4)(§?),

avec EZI S (J;‘i,dl‘i+1) et &12 € (xi_l,mi).

Effectuant la somme et la difference de (5) et (6), on obtient

I
w(@itr) +u(wio1) = 2u(@i) + h’uze () + ﬂ(uw(&l) +ul?(€d)),
et 3 4
h h
w(Tit1) — u(wi—1) = 2hug(x;) + ?uzxm(mz) + ﬂ(u@l) (le) - U(4)(§z‘2))'
Ceci implique que
u(x; — 2u(x;) + u(xi— h?
(een) = 20000 Hulbiot) () 4 2@ (ED) + (),
et 9 9
u(x; —u(x;— h h
% = ug(z;) + Eumm(a%) + E(u(‘l)(sil) _ U(4)(§i2))~
Prenons en compte les conditions de Dirichlet (2), pour proposer le schéma numérique suivant
Uikl — 22U F Uil 1 w1 — w1 , .
h2 +1+:1:z 2h _f(x'b)? Ze{la"'7N}7

et

Ug = UN+1 = 0.

On peut écrire alors le schéma numérique (11)—(12) sous la forme matricielle suivante:

Apup = bp,
avec
2 1 1
& 7;T2+2(1+z1)h 0 0
1 1 2 1 1
T hZ T 2(4w2)h nZ —Rz Tt 2(1+z2)h 0 0
Ap = ) . .
1 1 2
O .. e 0 7}_,/72 - m W
et
f(z1)
f(z2)
br =
flon)
On peut ecrire la matrice Ay, sous la forme suivante:
2 -1 0 .. 0 5 0
1 1
P p2 : : 2h : :
0 0 -1 2 0 0 L



2. Remplagons u; par u(x;) dans le coté gauche de (11), utilisons (9)—(10) et equation (1), on obtient

u(wiv1) — 2u(@i) + u(zi-1) I u(@itr) —u(@i-1) i
_ = i , 1,...,N},
= i ok fl@i)+ R, i€ }

avec R = Ri + Ré et

R — h? (4) /g1 (4) /42
1—‘@(“ (&) +u (&)
et 1 2 B2
B = s (Mo + ) —u (@)

Nous avons
i P
|Ri| < ﬁHu o1

et, car <1
9 1+x17

2 2
IR < P 1u® o + 2 u)
2| < % cout 5 clo,1]-

Nous avons alors une estimation pour ’erreur de consistance:

1< (1o uOlegy
mg( Jet01 g 4+ B Net0) 0 ) 2,

Qui est d’ordre deux.

3. Posons

V1
V2
v =
UN
L’hypothese Apv > 0 = v > 0 signifie que
Vi1 — 205 + Vi1 1 v —vic1 .

_ >0, ie{l,...,N},
h2 s T }

et

Vo = UN+1 = 0.
On peut ecrire la condition (22) sous la forme

1 1 2 1 1
_ i —; _ i > s ] 1,...,N.
( h2+2h(1+zi)>v+1+h2v+< n? 2h(1+xi))” 120, ied }

Considerons
p=min{j € {0,...,N +1} : v; = min{vo,...,vN41}}.

Supposons que p € {1,..., N} et ecrivons (24) pour i = p:

(% + M) (vp — vp-1) + (% - m) (vp = vpt1) 2 0.

Nous avons v, — vp—1 < 0. Donc

i+; (vp —vp—1) <0
2 T 2n(1+a,) ) P P '

(21)

(27)



D’un autre coté v, — vpy1 <0 et % — oh(l 1+ =) — %222((?[1;3’1 > 0. Ceci implique que

1 1
P Rerwra— - <0. 9
(h2 2h(1 + a;p)> (U = vps1) <0 (28)
Effectuant la somme de (27) et (28), on trouve que
1 1 1 1
h2 " 2h(1+xp) - Upe 73 T 511 o - ) 2
(h? +2h(1+mp)> (vp — vp—1) + <h2 2h(l_’_xp))(vp Upt1) < 0 (29)

Contradiction avec (26). Ceci montre que p = 0 ou p = N + 1 et par consequent le minimum de v; est

vo =0o0uwvnt1 =0.

. Nous avons

1+

0a(@) = ~(L+ ) (1 +2) ~ -2 2 4+ 2 (20 1 2)n(2)
fun(a) = - 2UA DD Ay,
Ora(e) = = 1=
et
0 () = ﬁ

Remarquons que la fonction @ verifie le problem (1)—(2) avec f =1

1

. -
@)+ 17

0.(x) =1, z€(0,1), (30)

avec

Utilisons alors (15) pour trouver

79(1‘,41) — 29(1‘1) +4 0(.%1'71) 1 0($i+1) — 9($¢71) o i X
2 +1+xi T =1+4+R" ie€{l,...,N}, (32)

avec l'estimation (20)

; 03| 0@
7| < <” 0210 e + g P e ) 7 (33)

Utilisons alors (32) et (33) pour trouver

9i+1 — 20, +0,_1 1 0i+1 —0i—1
| - B L T T O, (34
avec (3) (4)
101l cio.1 10 Nlcro.x
¢= %”0(3)”6[0,1] + %W(@Hc[o,u-



