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I) ESPACE R?

1) R? est un R- espace vectoriel euclidien orienté.

Voir cours sur les espaces vectoriels euclidiens.
. - — L.
La base canonique ( T,] > est orthonormée directe.

Le produit scalaire est noté simplement u v, et la norme euclidienne |||, .

2) R? est un R- espace affine euclidien orienté.

Ses éléments sont alors vus comme des points : si A = (z4,y4) et B = (z5,y5), AB = (xp — A, YB — Ya)

—
HABH2 est simplifié¢ en AB.

3) R? est un R- espace vectoriel normé.
On a vu la norme euclidienne : ||(z,y)||, = /22 + 32, mais il y en a d’autres :

DEF :
La norme ’sup’ ou 'infinie’ est définie par ||(z,y)| ., = sup (|z|, |y|) = max (|z|, |y|).

La norme '1” est définie par ||(z,y)||; = |z| + |y|.

(on montre que ce sont bien des normes sur R? (appelées les normes usuelles sur R?)

Explication des notations ||[|; 5 .,

1/
Pour ¢ > 0, la norme ’t’ est définie par ||(z,y)|, = (|x|t + |y|t) : on peut montrer que c’est bien une norme, et que

Jim @)l = Nz )l -

4) R? est un espace métrique.

DEF : une distance sur un ensemble E est une application d de E? dans R, vérifiant

Vz,y,z € E
dz,y) = 0ez=y
d(z,y) = d(y,z) (propriété de symétrie)
d(z,y) < d(z,z)+d(z,y) (inégalité triangulaire)

un ensemble muni d’une distance est appelé un espace métrique.
PROP : tout espace vectoriel normé est un espace métrique pour la distance d définie par d(7', %) = |4 — 7|

Remarque : toute norme engendre donc une distance, mais une distance ne provient pas forcément d’une norme.

R2? est donc muni de 3 distances usuelles

di(A,B) = |zp—zal+|ys —yal
dy(A,B) = \/(xB —24)° + (yp — ya)® noté tout simplement AB
dos (A,B) = max(|lzp —zal,lys —yal)

Sans indication, dans la suite, |||| désignera la norme euclidienne.

5) R? est un espace topologique.

Rappel : un intervalle du type |xg — o, 2o + o avec a > 0 est appelé un voisinage de zp € R
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DEF : un disque ouvert centré en My D (My,a) ={M | MqgM < o} est appelé un voisinage de My € R?.
DEF : on dit qu'une partie U de R? est ouverte si pour tout point M de U il existe un voisinage de M inclus dans U ;

autrement dit si
YVMeU Ja>0VNeR? MN<a=NecU

EXEMPLES :

(1) le plan tout entier et Pensemble vide

un disque ouvert

le plan moins un point

le plan moins une droite

un demi-plan sans son bord

le complémentaire d’une demi-droite fermée (i.e. contenant son extrémité).
D1

PROP :

(2) Toute réunion d’ouverts est un ouvert

(3) toute intersection FINIE d’ouverts est un ouvert, mais cela peut étre faux pour une intersection non finie.
D4

Coro : un carré ouvert,le complémentaire d’un ensemble fini sont ouverts.

CNS : U est ouvert ssi ¢’est une réunion de disques ouverts.

D3

On désigne plus généralement par espace topologique tout ensemble pour lequel on a décrété certaines parties "ouvertes",
telles que soient exactes les propriétés (1) (2) (3) ci-dessus ; voici pourquoi on peut dire que R? est un espace topologique.

IT1) FONCTIONS DE R? dans R, limites et continuité.

1) Généralités.

f fonction de R? dans R ; f((x,y)) est simplifié en f (z,v).

Dy = ensemble de définition de f (partie de R?).
x

Surface représentative : Sy =< M|y / (z,y) € Dyet z= f(z,y) p, d’équation cartésienne : z = f (z,y).
z

EXEMPLES : E1
2) Limites

Définition générale d’une limite :

F4 et Ey sont deux espaces topologiques,

f une fonction de E; dans Es,

X une partie de Dy

zo un point adhérent & X (c’est-a dire que tout voisinage de xo rencontre X)
[ un point de FEs

Alors
flx) — 1 “ww voisinage de [ 3V voisinage de o /Vx € Dy z €V = f(z) e W

T—Tq
zeX

Pour F; = Es; = R, on retrouve bien la définition

fx) — 1Y Ve>03a>0vre X |z —xo| < a=|f(z) =1l <e

T—Tg
zeX

Pour E; = R2%, E; = R, cas qui nous concerne ici, on obtient
f(xay) - lgv‘€>0 Ja >0 V(x,y)eX ||(CL'—LL’0,y—y0)||<a=>|f($,y)—l|<<€

(z,y)—(20,y0)
(z,y)€X
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[[(x — 2o,y — yo)|| pouvant étre remplacé par 'une des 3 normes usuelles.
PROP 1 : si elle existe, la limite est unique.

On peut donc utiliser la notation : [ = lim  f(x,y).

(@,y)—(w0,y0)
(z,y)eX

PROP 2 : limite restreinte

siY C X et (x0,40) €Y

= lim  f(z,y)=1= lim  f(z,y)
(@,y)—(w0,y0) (=,y)—(w0,y0)
(z,y)€X (z,y)€Y

PROP 3 : opérations sur les limites

si lim  f(x,y) =1 et lim  g(z,y) =1
(x,y)—»(zo,yo) (m‘,y)—»(zo,yo)
(z,y)eX (z,y)eX

alors

lim (f+9)(z,y) =1L+
(%y()—’)(gg(wo)

lim z,y) = 1l
o T, 4y 9 (@) = bl

(z,y)eX
. : / I

sil 0 lim =(z,y) = —

27 (z,y)—(z0,y0) 9( v) l2
(z,y)eX

si lim h(z) =13 (h fonction de R dans R)  lim  h(f(z,y)) =Is.
z—ly (z,y)—(x0,y0)
wef(X) (z.y)eX

2
zy y z?y
Exemples : f(z,y) = = et g(z,y) = pr f(a?,y), h(z,y) = oyl

1) f n’admet pas de limite en (0, 0), ceci bien que 1ir%f(:c, 0) = lin%g((),y) =0
r— y—

2) g n’admet pas de limite en (0, 0), ceci bien qu’elle admette pour limite 0 en (0, 0) sur toute droite passant par (0,0) !!
3) limh =0

(0,0)
D5

3) Continuité
Définition de la continuité : si (zo,yo) € Dy

f est continue (C°) en (z0,y0) < ol () = S0 m)
z,y)—(Zo,Yo0
SV¥e>03a>0 Y(@,y) €Dy (@ —20,y —10)ll < = [f(@,y) — f@o,y0) <&

si X C Dy, f est continue sur X si la restriction de f a X est continue en tout point de X (c’est a dire ( )lir(n )f(x, y) =
z,y)—(0,Y0
(z,y)eXxX

f(xo,y0) pour (zo,y0) dans X).

Exemples de base : toute fonction constante, et les deux fonctions coordonnées (x,y) — = et (x,y) — y sont continues
sur R2,

D6

PROP 4 : toute somme, produit, quotient, composées de fonctions continues est continue.

D7

Corollaire : toute fonction f telle que f(x,y) s’exprime algébriquement a 1’aide de z,y, de constantes et des fonctions
usuelles (sauf la partie entiére) est continue sur son ensemble de définition.
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E4

f définie par f(z,y) = % et £(0,0) = 0 est continue sur R?\{(0,0)} mais pas sur R?, par contre h définie par

ty
2,2

h(z,y) = xzxj_’/yz et h(0,0) = 0 est continue sur R2.

D8

I11) DERIVATION
1) Dérivées partielles.

DEF : f fonction de R? dans R ; (z9,y0) € Dy
R—R

est
T — f(xay())

f est dérivable (partiellement) par rapport a la premiére variable en (zg, o) si la fonction partielle {

dérivable en x, autrement dit, si

f(zo +u,90) — f(®0,y0)

tend vers une limite finie qd © — 0

u
Notations :
. + u, — ,
ili]%f(xo u yozz fxo,yo) (20, 90) = D1 (f) (0, 0)
0
= 1 (z0,w0) = 52 (w0, 30)
De méme,
. Yo +u) — ,
i%f(xo Yo ug f(@o,yo) £ (0, 90) = Do (f) (0, y0)
0
= f, (x()ay()):a_;(x()ay())
EXEMPLES
E5

ATTENTION : la dérivabilité partielle par rapport aux deux variables en un point n’entraine pas la continuité en ce
point !

et £(0,0) = 0.

Exemple : f définie par f(x,y) = 1y

D9
2) Dérivée suivant un vecteur, dérivabilité dans une direction.

DEF : My = (w0,90) € Dy, w = (v,w) € R?
f est dérivable suivant le vecteur @ en My si la fonction d’une variable t — f (Mg +tu) est dérivable en 0, autrement
dit, si
f(zo + tv, yo + tw) — f(xo, yo)
t

f(l'() + tvayo + tw) — f(x()ayo)
t

tend vers une limite finie qd t — 0

. . g
Notations : Jim = P (eost0) = D (1) (0,0) = o o, o)

Remarque : cette notion généralise celle de dérivée partielle, en effet

of _of of _9F
or 97 Oy aj
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D10
Exemple : E6
PROP : si f est dérivable en My suivant @ elle est dérivable suivant tout vecteur colinéaire & o et

Dy (20,%0) = AD= (20, Yo)

on dit donc que f est dérivable ”dans la direction de .
D11

ATTENTION : 'application @ +— o (W) = D= (20,%0) vérifie o (A\UW) = Ap (W), mais elle n’est pas forcément linéaire ;
3

exemple : f définie par f(z,y) = et £(0,0) =0.

T
z? +y?
On va voir que cette fonction ¢ sera quand méme forcément linéaire si f est de classe C*.

3) Fonction de classe C*.

DEF : U ouvert inclus dans Dy

f est de classe C! sur U si

1. f est dérivable partiellement par rapport aux deux variables en tout point de U

0
2. les deux dérivées partielles (z,y) — ==(z,y) et (z,y) — a—g(x,y) sont continues sur U

ox

TH Fondamental

Si f est de classe C' sur U , alors

1. f est continue sur U.

2. f est dérivable dans toute les directions en tout point de U
3. Si(z,y) €U, et U = (v,w) € R?

of _of of
oo Of o :
(Papplication w +— ﬁ(:c,y) est donc linéaire pour tout point (x,y) de U).
o of of of ; P
DEF : dans ce cas la forme linéaire v = (v, w) — ﬁ(x,y) = o (x,y)v + a—y(x,y)w s’appelle la différentielle de f en
(7,y), notée df s ).
.. Of _ - _ Of of
Autrement dit : 5o (z,y) = df(zy) (W) = o (z,y)v+ By (z, y)w.

Le vecteur u est souvent noté (dz, dy), ce qui donne :

0 0
o (dr,dy) = 2 (2, )+ 9L (0, )y

dy
Notations simplifiées pratiques, mais abusives :
z = f(z,y)
0z 0z
dz = —dr+ —d
2 Ey T + oy Y

(ceci explique pourquoi les dérivées partielles doivent impérativement s’écrire avec des d ronds).

PROP : différentielle d’'une somme, d’un produit, d’un quotient et d’'une composée :
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Si f et g sont de classe C' sur U, alors f +g , fg et i (si g jamais nulle sur U) aussi et
g

si de plus h : R — R est de classe C* sur f (U), ho f est de classe C* sur U et

d (h o f)(m,y) =n (f(CL', y)) df(fyy)

en simplifié :

EXEMPLES : E7

4) Développements limités.

DEF: f:R? = R, (x0,y0) € Dy ;
f posséde un développement limité a 'ordre 1 en (zg,yo) s'il existe deux réels a et b tels que

Remarque : si le DL1 existe, alors a =

n’entraine pas l'existence d’'un DL1 (exemple : toujours

D12

TH : si f est C! sur U, f admet un DL & l'ordre 1 en tout point de U.

Exemple : E8

5) Plan tangent et gradient.

DEF :si f est Ct sur U, My = (z0,0) € U, 20 = f (20, y0) alors le plan d’équation

9@y df ey — F(@,y) dgay)

)(z,y) B 92 (CL‘,y)

z=2z+ %(xo,yo) (r — 20) + g—g(xo,yo) (Y — o)

d(Zl + Zz) =dz1 + dz

d(zlzg) = z1dz9 + 29dz;

Z2 Z%

4 (ﬂ) _ 2odz1 — z1d2o

du = %dz

f(xo—l—u,yo—l—v)Zf(xo,y0)+au+bv+(

73/)
22 +y2”

0
! (zo,y0) et b= a—f(:co, yo) ; par contre l'existence des deux dérivées partielles
T Y

est le plan tangent & la surface représentative Sy au point Mg = (0,90, 20) ; c’est le plan passant par M et orthogonal

0 0
au vecteur (8—£(x0,y0), a—ch(xo,yo), 1) de R3.

CORO : la courbe de niveau zg, d’équation f (x,y) = 2o dans R? a une tangente orthogonale au vecteur (

en M.

37D77 13

or

(l’o, y0)7 g—’; (%7 yo)

)
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of of S . . L=
DEF : le vecteur 3z (My), 0_y (My) | (8"l existe) est appelé le gradient de f en My ; notation grad fa,.

N 1 — — — . . Y
Remarque 1 : on a donc, sur un ouvert ot f est C' : dfy (W) = grad far.w, ce qui , en simplifié, donne :

s
dz = grad z.dM

Remarque 2 : le gradient en M est toujours orthogonal & la courbe de niveau passant par M.

6) Dérivées partielles des composées.

a) Dérivée de g (f (z,y)) .

Données : f:RZ =R, CtsurU,g: R—R, C sur f(U), h=go f; alors

5 (Z,9) = oo,
0 (Z,9) = oo,
Soit, en simplifié :
st f(z,y) = z,9(2) =u
du _ duds Ou_dud:
0r  dzox' Oy dzOy

D14
b) Dérivée de f (g(x), h(z)).

Données : get h: R—R, Ctsur I, f: R? - R, C! sur U contenant les (g(x), h(z)) pour x € I, k(z) = f (9(z), h(z)) ;
alors

K (x) = Dif (9(z), h(z)) g’ (x) + Daf (9(x), h(z)) W' ()

soit, en simplifié, en posant g (x) = u,h (z) = v, f (u,v) =z :

dz Ozdu Oz @

do  Ouds | Ovdr
D15

c¢) Dérivées partielles de f (g(z,y), h(z,y))

Données : g et h: R? - R, C* sur U, f : R? —» R, C! sur V contenant les (g(z,y),h(z,y)) pour (z,y) € U,
k:(x,y) = f(g(x,y),h(x,y)) ; alors

Dk (x,y) = Dif (9(,y), M=, y)) .Drg (x,y) + Daf (9(x,y), h(z,y)) .Dih (2,y)
soit, en simplifié, en posant g (x,y) = u, h (x,y) =, f (u,v) =z :

02 _0zou, 0z 0w
dr  Oudxr Ovox

D16

7) Dérivées d’ordres supérieurs.



COURS MPSI 13. FONCTIONS DE 2 VARIABLES R. FERREOL 09/10

DEF : si ¢y, ..., i, sont des entiers égaux a 1 ou 2,

Dih...,ik = Dil O...0 le

par exemple, pour k = 2

(DioDy)f = (% o %) Jrerons Dy f = (Zi‘; = fr2
(DioDo) f = (% o 6%/) FURORENS Do f = ;;afy = f2y
(DyoDy)f = (a% o a%) protations e _ aa;gx —
(2o f = (ghoge) £ Dot = % o

EXEMPLE : E8

DEF : f est de classe C* sur un ouvert U si toutes les dérivées partielles de f jusqu’a l'ordre k inclus existent et sont
continues sur U.

TH : toute somme, produit, quotient, composée de fonctions de classe C* est de classe CF.
THEOREME de SCHWARZ :
Si f est de classe C? sur un ouvert U, les deux dérivées partielles D o f = fay et D21 f = fy., sont égales sur U.

"D”17 : ceci revient & démontrer la ”simple” interversion de limites suivante :

fetuwy+o) - fletuy) - fle,y+o)+f(@y)

lim lim
u—0v—0 uv

it JE 0 )~ S wy) ~ fey )+ ()
v—0 u—0 uv

COROLLAIRE : si f est de classe C* sur U, les D;, .., [ ne dépendent pas de l'ordre des i4.

ak
PPN TN avec kl +k2 =k.
(0x)™ (0y)™

D’ot la notation : Djr,gk, =
Question : combien existe-t-il donc de dérivées partielles ”distinctes” a ordre k 7
8) Extremums.

DEF : f fonction de R? dans R ; (z9,y0) € X C Dy.

mazimum absolu (ou global) sur X

minimum absolu (ou global) sur X en (o, 9o0) si

On dit que f posséde (ou présente) un

Vo) eX f@n{ S flonm)

maximum absolu sur un voisinage de (o, %o)
minimum absolu sur un voisinage de (o, yo)

mazximum (local)
minimum (local)
en (zg,y0) , autrement dit, s’il existe « > 0 tel que

On dit que f posséde un en (g, o) si f & posséde un {

V(o) € Dy (o= sl <act ly=wl<a) > f@){ S 7Ganm)
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7extremum” signifie ”minimum” ou ”maximum”
La wvaleur du maximum ou du minimum est alors f (xo, yo) -

On définit aussi la notion d’extremum strict par

V() € X\ (@)} £ @ S fleom)

TH : si les deux dérivées partielles de f existent en (xg,yo), et si (2o, yo) est intérieur & X (c’est-a dire s'il existe un
voisinage de (xg, yo) inclus dans X) alors

0 0
f présente un extremum en (xg,yo) sur X = 8—£(x0, Yo) = a—f(:co, Yo) =0
(c’est-a dire, si f est de classe C', grad f(zoy0) = 0, ou df (z0,90) = 0 )-

D18

ATTENTION:

1) La réciproque est fausse : exemples: f(x,y) = zy (cas d’'un ”col” ou ”point-selle”), ou f(z,y) = 23 (cas d’un "palier”).
D19

2) Une fonction peut trés bien avoir un extremum
- en un point ou elle n’a pas ses deux dérivées partielles : exemples : f(z,y) = /22 + y2 ou f(z,y) = |z|.

- en un point de la "frontiére" de X : exemple : f(z,y) = 2% +y? et X : 22 + 92 < 1.
DEF :si f est de classe C! sur un ouvert U, les points critiques de f sur U sont les points ot la différentielle de f s’annule.
REM : M est un point critique ssi le plan tangent en M a la surface S r est horizontal.
On sait donc que les points de U ou f est extrémale sont & rechercher parmi les points critiques.
Pour savoir si un point critique (g, yo) correspond & un extremum, on étudie le signe de f(zo + u, yo + v) — f(x0,90) au

voisinage de (0,0).
E9: f(z,y)=(y—2)(y—2?).



