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Série 3: Les Séries Numériques
Exercice 1. Au moyens de leur sommes partielles, etudier la nature des series suivantes et calculer leur sommes si elles
existent:
DY ey D L eVa-Vari-vasD 3 Z(/ (1= Vo) )
n>2 n n(n+1) n>1 n>2
Solution

e Solution de 1). A l'aide d’une decomposition en fractions simples, on trouve

R S S SR
(n—=Dnn+1) n 2n-1 2n+1)

= Vn - anly
avec
1 1
Vn=—r—"—7——.
2(n+1) 2n
Pour M fixé, nous avons alors (a partir de (2))
M
—_— = Vi, — Voo
Z(n—ln(n—f—l) nz:; " nt
= Vu—"
1
= Vi+-
M+ 1
1 1 1

dMt1) aM i

Ceci nous donne
1 1

2 (n—Dn(n+1) 4

n>2

e Solution de 2). On peut ecrire le terme general sous la forme

2f—m— \/’VLf Vi — anlv

avec
Vo =vn—+vn+1.
Pour M fixé, nous avons alors (a partir de (6))
M M
dY2vn—vVaFi-va—1 = Y Va-Va
n=1 =
= Vu—-W
= Vu+1
= VM-VM+1+1.
Comme
-1
MV = A AT

Alors Mlinioo(m — VM +1) =0. Donc
devn—vatl-vn-1)=1

n>1

)

2)

3)
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)

(6)

(7

(8)
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(10)




e Solution de 3). Avec le changement de variable t = 1 — /z, on trouve que

/01(1—m“dx T (i : )|é

n+1in+2
= Vop—Vai1, (11)
avec
2
Vi = . 12
" n+1 (12)

Pour M fixé, nous avons alors (a partir de (11))

né (/01(1—\/5>"dx)

M
Z Vn - Vn+1
n=2

= Vo—-Vyi
2
= 3 Vs (13)

Comme lim V] =0, alors
M M+1 s

;(/Olu—ﬁ)"dx) -2 (14)

Exercice 2.

Etudier les series suivantes dont le terme general est:

1. En utilisant la condition necessaire de convergence

n3
1) vVn2+n—-n 2) arcsin ri; 3) Ina)"" (a>e) 4) (-1)" (15)

2. En utilisant le critere de Cauchy ou d’ Alembert

2
1 2)...(2 2—5n+1\" 1 1\" !
3 (n+1)(n+2)...(2n) ) (n n+ ) 3)7(1+7> 5) n (16)
(2n)™ n?2 —4n+2 2n n 2n 4+ 1
3. En utilisant les Théorémes de Comparaison et d’equivalence
2+ n™ n—1 1 3" —n3 ,2( ( 1))
1) In a>0 2 3 4 5) sin“ (7 (n+ — 17
Y@ 0 A\ 8 o ) S ) ; a7
4. En utilisant le critere integral
1 1
1) 2) —5—. (18)
nlnn nln*n
Solution
1. Condition necessaire de convergence
e Solution de 1). Multiplions par le conjugué, on trouve
vVni+n—n = S —
vVn24+n+n
1
= — (19)

i+t

1
Ce qui implique que lim /n2 +n—n= 3 qui est differente de zero. La serie de terme general vVn2 +n —n
n— oo

est divergente.

3

n
e Solution de 2). Comme lim arcsin " = arcsinl qui est differente de zero. La serie de terme general

n— oo n

3
arcsin 2315 est divergente.
e Solution de 3). Comme lim (Ina)™™ = 400 car Ina > 1 pour a > e. La serie de terme general (Ina)™™ est
n—oo

divergente.



e Solution de 4). Comme limite lim (—1)" n’existe pas alors la serie de terme general (—1)" est divergente.
n—oo
. Critere de Cauchy ou d’ Alembert

e Solution de 1). Posons
(n+1)(n+2)...(2n)

Upn = 20
n @ (20)
On peut ecrire U, sous la forme
1 2)...(2
b D042 @) o
2npn
Calculons Up41:
(n+2)(n+2)...(2n+2)
Un+1 = 1
2n+1(n+ 1)’ﬂ+
((n +1)(n+2)... (2n)) ( (2n+1)(2n + 2)2"n" )
2nnn (n+ 120+ (n + 1)" !
_ (n+1)(n+2)...(2n) (2n + 1)n™
- onpn (n + 1)n+1
2n + 1 n \"
= U 22
"n+1 (n + 1) (22)
Ce qui implique que
U, 2 1 n
nt1  Zn ( n ) (23)
Un n-+1 n-+1
Calculons la limite de M, on trouve
n
n
lim 2L =2 lim ( o ) (24)
n—oo n n—oco \n+1
1
Mais (rappelons que lim (1 —z)* = —)
z—0 e
n n 1 n+1 1 —1
lim = lim (1 - ) 1— —
n—oo \n 41 n—oo n+1 n+1
1
= - (25)
e
Combinons (24) et (25) pour trouver
. Ungr 2
nlL,mm U. e <1 (26)
1 2)...(2
Appliquons le critere d’ Alembert, on trouve que la serie de terme general (n+ )(7(12—'—)”) (2n) est conver-
n
gente.
e Solution de 2). Posons
2
n? —5n4+1\"
Up=|—5""""— . 27
" (n2 —d4n + 2) (27)
1
Calculons U, , on trouve
2 _an+2 g(n4+1+)2
i nal n-dn42\ nZ—dn
Uy = IR e T—— . 28
" ( n2 —4n + 2) (28)
Ceci nous donne . 1
lim Up ==~ < 1. (29)
n— oo e
n? —bn+1

n
Appliquons le critere de Cauchy, on trouve que la serie de terme general ( ) est convergente.

n2 —4n +2

e Solution de 3). Posons

Un:—(wl)n . (30)

1 1\"
U,y:i(ur—) . (31)

1
Calculons U, , on trouve



Ceci nous donne )
1 e
lim U = 5 > 1.

n—00

1 1\"
Appliquons le critere de Cauchy, on trouve que la serie de terme general on (1 + 7) est divergente.
n

e Solution de 4). Posons
n!

n 417

U, =

Calculons Uy 1:
(n+1)!
nt+l 41
(n+ 1)n!
2nt+l 41

n! (n+1)2"+1)
2n+1  2ntl 4]
(n+1)(2"+1)

2nt+l 41

Un+1

= U,

Ce qui implique que
Ung1 . (n+1)(2"+1)
Upn ontl 41
(n+1)(5 + 5arr)

2

= —= 2 3400, quand n — 400

14+ zr
Appliquons le critere d’ Alembert, on trouve que la serie de terme general 1
3. Théorémes de Comparaison et d’equivalence.
e Solution de 1). Posons

2 +n®
1+no’

1
Up=In({l4+—+].
n n(+1+na)

In(1+x)~xz, quandz~ 0,

Up =1In

On peut ecrire U, sous la forme

En utilisant le fait que

ou ~ designe l’equivalence, pour obtenir

1
Up ~ , quand n ~ +o0.
n 1+ no q
. 1 1 .
D’un autre coté, ——— ~ —. Ceci avec (39) nous donne

1+ ne n
1
Un ~ — quand n ~ 4oc0.
n

24+ n“
1+ ne

n—1
Up =4/ ——.
" nt+1

C’est la serie de Riemann. La serie de terme general In

e Solution de 2). Posons

On peut ecrire U, sous la forme

Donc

Uy, ~ —, quand n ~ +oo.

est divergente.

(32)

(33)

(34)

(35)

(36)

(37)

(38)

(39)

(40)

est donc convergente si et seulement si a > 1.

(41)

(42)

(43)

n—1
C’est une serie de type Riemann avec a = % > 1. La serie de terme general 4/ v est donc convergente.
n



e Solution de 3). Posons
1

-
nltn

Un = (44)

On peut ecrire Uy, sous la forme

Un = n_(l"'—%)

= exp (— (1 + l) lnn)
n
Inn
= exp(—Inn)exp (f—)
n
= exp(ln—)exp|——
n n
1 1
= —exp (—ﬁ) . (45)
n n

1
Comme lim exp — (ﬁ) =1, alors
n— oo n

1
Up ~ —, quand n ~ +oo. (46)
n

. . . 1 .
C’est une serie de type Riemann avec a = 1. La serie de terme general 0T est donc divergente.
n n

e Solution de 4). Posons

3n _ n3
Un=gnzon ")
On peut ecrire U, sous la forme
U, (3>n i (48)
s -3
_n®
. 3’!1 _
Comme nli)moo - (%)n =1, alors
3 n
Up ~ (5) , quand n ~ +oco. (49)

n
La serie de terme general (g) est une serie ou les sommes partielles sont des sommes d’une suite geometrique

n 3

3 3 n
de raison N < 1. Donc la serie de terme general g est convergente.

U, = sin? (7r (n + %)) . (50)

U, = sin® (ﬂ'n-‘ri)

e Solution de 5). Posons

On peut ecrire Uy, sous la forme

= sin? (%) . (51)

Nous avons, alors
2

s
Up ~ —

pel quand n ~ +oo. (52)

1
C’est une serie de type Riemann avec a = 2 > 1. La serie de terme general sin® (7‘(‘ (n + 7)) est donc
n

convergente.

4. Critere integral

1
e Solution de 1). Posons f(z) = et remarquons que
zlnz
1
= f(n).
nlnn

Remarquons que la fonction f definie sur |2, oo[ verifie bien les conditions de Theoreme de comparaison avec

une integrale, a savoir

— f fonction continue positive



— f est decroissante car x — xIlnx est croissante positive.

(oo}
D’apres le Theoreme de comparaison avec une integrale, Z ! et / f(z)dz ont la méme nature. Or
"o nlnn 2
o0
/ f(z)de =In(Inz) |§° = +oo. (53)
2

Donc la serie de terme general est divergente.

e Solution de 2). Posons f(z) = et remarquons que

zln?z

1

nln?n

= f(n).

Remarquons que la fonction f definie sur |2, o[ verifie bien les conditions de Theoreme de comparaison avec

une integrale, a savoir

— f fonction continue positive

— f est decroissante car x — xIn%  est croissante positive.

o0
D’apres le Theoreme de comparaison avec une integrale, Z et / f(z)dz ont la méme nature. Or,
2

2
2 nln®n
avec le changement de variable Inz = y, on trouve que
i > 1 1 1
[T r@de = [T Sy =i, = (54)
2 n2 Y y In2
1
Donc la serie de terme general Zn est convergente.
n°n
. . 1 . .
Exercice 3. Montrer que la serie de Bertrand Z eyl est convergente si et seulement si a > 1 oua =1 et
= (Inn)
B> 1.
Solution
Distinguons les cas suivants:
1
1. Sia<Oou(a=0et3<0),ona lim ——— =+ocosia<Oou(a=0etB <0)etvaut 1sia=p=0. Qui
n—+oo n® (Inn)s
1
sont differentes de zero. La condition necessaire de convergence est donc n’est pas verifiee. La serie Z _
5 n* (Inn)f
est donc divergente dans ce cas la. a
1
2. Sia>0ou (a=0et B >0). Considerons la fonction f(z) = W La fonction f est une fonction continue
2z (Inz

oo
positive decroissante. Donc la serie de terme general et lintegrale / f(x)dz ont la méme nature. On
2

n® (Inn)p

oo oo
fait le changement de varibla Inz = y, on trouve que / f(z)dz = G(y)dy avec
2 In2

Gly) = ey,

(a) Sia>1 (donc1—a <0). On peut ecrire

1— 1—
e( 2a)y ( 2Ot)y _ﬂ.

Gy) = e(l—a)yy—ﬂ — e

Comme (car 1 — a < 0)

(1-a)

lim e 2 yyfﬁ =0.

Yy——+o0
-y -8 . (A-—a)y ] . . .
Alors e 2y~ 7 est bornee sur [0, +00). Soit M tel quee 2y < M, Yy > 0. Ceci nous la majoration
suivante
(A-a)y
G(y) < Me™ 2
00 (1-a)y oo o )
D’un autre coté / e 2 dy est convergente. Donc / f(z)dx = / G(y)dy est convergente. La serie de
In 2 2 In2

terme general est donc convergente pour o > 1.

n® (Inn)p



oo oo
(b) Si0 < a <1 (donc1l—a > 0). On trouve que limy_ 1 G(y) = +o00. Donc / f(x)dx = G(y)dy est
2 In2
divergente.

(¢) Sia=1.0Ona
oo (oo} [e o] 1
[ @i = [~ Gway = [
2 In2 In2 Y

oo 1 oo
Comme / —dy =Iny|Sysi f=1cet / —dy = LH’;’Z, alors cette integrale est convergente si et
In2 y? n2 y° 1-5

seulement si 8 > 1.

Exercice 4. Etudier la convergence, semi-convergence, et convergence absolue des series suivantes dont le terme general
est:
1. n
Inn
2.
1
(=1)"sin —. (56)
n
> 1
nn
- —. 57
(o (57)
4.
. mn?
sin . (58)
n+1
Solution

1. Solution de 1.

1
(a) Convergence. On utilise le critere qui concerne les series alternées. Comme la suite —— est positive et decroit

nn
—_1)"
vers zero, alors la serie de terme general (1 ) est convergente.
nn
n
(b) Convergence Absolue. On a ‘ (l_nli ‘ = ﬁ est un serie de type Bertrand avec « = 0 et 8 = 1. La serie de terme
—_1)"
general ﬁ est donc divergente. Donc la serie de terme general (1 ) n’est pas absolument convergente.
nn

—_1)n
(¢) Semi-Convergence. Comme la serie de terme general (1 ) est convergente et n’est pas absolument convergente
nn

n

alors la serie de terme general est semi-convergente.

2. Solution de 2.

1
(a) Convergence. On utilise le critere qui concerne les series alternées. Comme la suite sin — est positive (car
n

1
0< % < 5, pour tout n > 1) et decroit vers zero, alors la serie de terme general (—1)" sin — est convergente.
n

(b) Convergence Absolue. On a |(—1)"sin l| =sinl ~ 1 est un serie de type Riemann avec o = 1. La serie
n n n 1
de terme general sin% est donc divergente. Donc la serie de terme general (—1)" sin — n’est pas absolument
n
convergente.

1
(¢) Semi-Convergence. Comme la serie de terme general (—1)"sin — est convergente et n’est pas absolument
n

1
convergente alors la serie de terme general (—1)" sin — est semi-convergente.
n
3. Solution de 3.

(a) Convergence. On utilise le critere qui concerne les series alternées. Une etude de variation de la fonction
Inz . Inz . 9 . . Inn X
r — —— montre que la fonction x — ——= est decroissante pour z > e“. Donc la suite positive — decroit
) T Vvn
Inn
—— est convergente.

NG

vers zero pour n > 9 > €2, alors la serie de terme general (—1)"



1 1
b) Convergence Absolue. On a [(—1 o _ M est un serie de type Bertrand avec o@ = % et
( g T yp 5
Vn Vvn n2ln"'n
. Inn . . alnn
B8 = —1. La serie de terme general — est donc divergente. Donc la serie de terme general (—1)"" — n’est

vn vn

pas absolument convergente.

n
(¢) Semi-Convergence. Comme la serie de terme general (—1)"7 est convergente et n’est pas absolument
n
. ninn .
convergente alors la serie de terme general (—1) 7 est semi-convergente.
n
4. Solution de 4.

Remarquons que, a travers de la division de n? sur n + 1

sin sin(7(n—1+
n+1 n+1
— -1 n—1 . T
(-1) Sm(nJrl)

= (=1)"*Lsin (HLH) . (59)

C’est la méme serie de I'item 2 (serie (56)).

Exercice 5. Etudier les series suivantes dont le terme general est:
1 vn 3n 72n A" on
Y (G) e (>0, 2 (sina)>". (60)
nt+1 2 In®n+827n +n3" A2 4 A +1 n?

Solution

1. Terme General ﬂ Remarquons que

nt+1
n n 1
v vm_ 1 (61)
nt+1 n* 3
Est un serie de type Riemann avec a = % > 1. La serie de terme general nﬁl est donc convergente grace a
I’application du Theoreme d’equivalence.
1\ vV»
2. Terme General (5) . Remarquons que
zln2
li = 62
zﬁufoo 4lnzx too (62)
Ceci implique en particulier qu’il existe un A > 0 tel que
In2
T2 51, Va €A, o0). (63)
4Inz
Ceci nous donne
In2% > Inz?, Va €[4, ). (64)
Donc
2% > gt vz € [A, o0). (65)
Pronons en particulier z = y/n dans (65) pour n suffisamment grand, on trouve que
2V > p?, (66)
Ceci nous donne
nv" 1 _ ! ©7)
2 2V T op2’
Comme la serie de terme general n—lg est la serie de Riemann avec a = 2 > 1, alors la serie de terme general n% est
convergente. Ceci avec (67) et la regle de comparaison assure la convergence de serie de terme general (%)ﬁ
3n 72n
3. Terme General 2+7 Nous avons
In®n + 827 4 n3
3n 4 721 72n 49\"
T~ s = — | . (68)
In?n + 82" 4 n3  82n 64

3" 4 72n

. . . . 49 -
IR ——— T8 est equivalent a une suite gemoetrique de raison 51 < 1. Theoreme d’quivalence

3n+72n
In?n + 827 4 n3’

Le terme general

nous assure alore la convergence de la serie de terme general



n

A
. Terme General m()\ > 0):

1
e Si A = 1: le terme general tend vers 3

diverge.

e SiA>1:

n

Le terme general ——
A2n 4 An 1

nous assure alore la convergence de la serie de terme general

e Sio< A< :

n

Le terme general ————
A2 4 A ]

nous assure alore la convergence de la serie de terme general

A A I\"
A2 An 41 A2m 0 \\)

A?’L
PEONDUNEE

A’Il
— N
AZn 4 An ]

n

2" .
. Terme General — (sin a)?™. Remarquons que
n

27’7/
Posons U, = — (sina

2n
n? )

n2

Dou la limite

On distingue les cas suivants:

e Si 2sin? o < 1: La serie converge.

e Si 2sin?a > 1: La serie diverge.

1
e Si 2sin?a = 1: On trouve (grace a (71)) U, = —-
n

convergente.

2sin? )"
_( )

A’VL
A2n L\ 1]
" . 2n 2n 02 n
el (sin @) = 3 (sin® o)
(2sin? )"
= —
et calculons U W
1 2sin? o

Un = 5
nn

. 1 .
lim Un = 2sin®a.
n— o0

La condition necessaire de convergence n’est pas satisfaite. La serie

(69)

est equivalent a une suite gemoetrique de raison % < 1. Theoreme d’quivalence

(70)

est equivalent a une suite gemoetrique de raison A < 1. Theoreme d’quivalence

(71)

(72)

(73)

C’est une serie de Riemann avec « = 2 > 1 qui est



