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Le but de cette présentaion est de proposer et étudier |'approximation par
différences finies de I'équation:

du(x,t)  0%u(x,t)
ot  ox*
ou () = (0, 1),1 <a <2, T>0donné et I'operateur différentiel
fractionnaire d’ordre « est donné par

(x,t) e QA x (0, T ] (1)

*u(x, t) 1 d> rx u(Q)
| o= gt @)

axt  T(2—a)dx? 7)eti=n

avec les conditions aux limites considérées ici sont de type Dirichlet
homogeéne:

u(0,t) =0, u(l,t)=0 te (0, T] (3)

et une condition initiale donnée par

u(x,0) = up(x), xe€ (4)
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@ Les équations différentielles fractionnaires et les équations
différentielles partielles ont été discutées par beaucoup d'auteurs
comme généralisations des équations différentielles et partielles
classiques.lls apparaissent dans le flux de fluide, les finances, les
sciences biologiques et d'autres.

@ Les équations differentielles fractionnaires et partielles ont attiré une
attention considérable en raison de leurs applications dans plusieurs
secteurs.

@ En conséquence, il est utile de regarder |'approximation de cette
grande classe des équations différentielles et partielles.
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© Préliminaires
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Préliminaires

Théoréme

Si le schéma aux différences Lyu" = £(h) approche le probléeme Lu = f
pour la solution u a I'ordre k en h et est stable, alors la solution u(") du
probleme aux différences Lyu(") = £(") converge vers [u];, et on a
I'estimation

< Ch,

Up

-

avec C est une constante indépendante de h.
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Préliminaires

La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouuville d'ordre &« € IR est
définie par

0"®(x, t) 1 d" /X ()
o (

axt I'(n—uw)dx" 55— (L )Ert=0 dé

ol n est un entier tel que n—1 < a < n.

v

la formule de Griinwald est

" u(x, t)

axt %kégku(x— (k—1)h, t) 4+ O(h).

A\
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Préliminaires

Théoréme

Théoreme de Gerschgorin

Soit M € M, (K ).

L'ensemble des valeurs propres est inclus dans la réunion des disques de
Gerschgorin, c'est a dire:

n
A est une valeur propre de M = A € .U1D,-.
=
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© Schéma de différences finies pour le cas & = 2 dans (1)
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Schéma de différences finies pour le cas parabolique

C'est le cas a = 2 dans (1).

On consideére le probléme en une dimension d'espace. Au temps t = 0, on
se donne une condition initiale ugy, et on considére des conditions aux
limites de type Dirichlet homogéne. Le probléme unidimensionnel s'écrit:

ur — uy =0, Vx €]0,1[, Vt €]0, T[
u(x,0) = uw(x), Vx €]0,1] (5)
u(0,t) =u(l,t) =0, Vt €]0, T|
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Le schéma explicite

@ On approche la dérivée en temps u;(x;, t,) par le qoutient différentiel:

u(xj, th1) — u(x;, t)
k

@ et la dérivée en espace —uy, par le qoutient différentiel:

L (2ulo, )~ 1, 87) — s, 1)
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le schéma explicite
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le schéma explicite
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le schéma explicite

Le schéma

ntl_,n

S L ur -l —ufy) =0, i=1,..,N n=1.,M,

u? =u(x), i=1..,N,

up=uy,,=0 Vn=1.,M 6

6
Ou encore
uf ™= 0l = A2u) = g — uy),

avec A = %

Différences Finies 19 Juin 2011



Analyse mathématique du schéma
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Analyse mathématique du schéma
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Analyse mathématique du schéma

Propriétés

o @ Consistance d'ordre O(k + h?)
@ Stabilité pour A < %

© La convergence
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Le schéma implicite

@ On approche la dérivée en temps u;(x;, t,) par le qoutient différentiel:

u(3g. t11) — u(q, t)
k

@ et la dérivée en espace uy par le qoutient différentiel:

1
72 (2u(xi, tosn) = u(g-1, tarr) — Ul thsn))
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le schéma implicite
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le schéma implicite
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le schéma implicite

Le schéma

ymtl_yn .
Lt — (el et 2wt =0, j=1,..N, n=1..M,
uQ:uo(xJ), j:1,...,N,

ug = upyq =0, VYn=1,.. M. -
7

(14 2A)uf* — Auftt — AulH = uf (8)

19 Juin 2011
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Analyse mathématique du schéma
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Analyse mathématique du schéma

Propriétés

® @ Consistance d'ordre O(k + h?)
@ Stabilité inconditionnelle.

© La convergence
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@ Schéma de différences finies pour le cas & = 1 dans (1)
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Schéma de différences finies pour le cas hyperbolique

C'est le cas a =1 dans (1).
On considére le probléme unidimensionnel:

ur—uy =0, Vx€|0,1[, YVt €]0, T|
u(x,0) = up(x), Vx €]0,1] (9)
u(0,t) =u(l,t) =0, VYt €]0, T[
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Le schéma explicite

On approche les dérivées u; et u, par les qoutients différentiels:

U(Xi: tn+1) - U(va t”)
k

u(xiy1, tn) — u(x;, ty)
h

Q

ut

Q

Ux
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le schéma explicite
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le schéma explicite

1 (Université d'Annaba - Départemen Différences Finies 19 Juin 2011



le schéma explicite

Le schéma

Donc, le schéma est de la forme:

n+l_,n no_yn i
A Al =0, i=1,.,N, n=1,..,M,
W=u(x), i=1..,N, (10)
n __ n P —
ug = uy,, =0, Yn=1,.. M.
Ou encore
n+1 __ n
& (L=r)uf + rujy
_ k
avec r = .
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Analyse mathématique du schéma
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Analyse mathématique du schéma

Propriétés

o @ Consistance d’ordre O(k + h)
@ Stabilité pour r <1

© La convergence
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Le schéma implicite
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Le schéma implicite
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Le schéma implicite

Le schéma

n+l_ n ntl_ o+l

= J+1huf =0,,=1,..N, n=1 ..M,

u‘? - UO(X/)Y J: 1! yNy (11)
u = ujy =0 Vn=1..M

Alors
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Analyse mathématique du schéma
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Analyse mathématique du schéma

Propriétés

o @ Consistance d’ordre O(k + h)
@ Stabilité inconditionnelle.

© La convergence
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© Schéma de différences finies pour le cas fractionnaire: & € (1,2)
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Equations différentielles fractionnaire

Soit la forme générale de I'équation fractionnaire de réaction-diffusion
nonlinéaire

du(x,t)  _0%u(x,t) -
T = DR A Flula), (12)
u(x,0) = w(x),

WfRIXR—oR etl<a<?2.

Remarque

L'éxistence et I'unicité peuvent etre justifié dans le cadre de la théorié du
semi-groupes.
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L'approximation numérique

Soit le probleme:

ubet) — Pl 1 S(x, 1), (x,t) €Qx (0,T]
u(0,t)=0, u(1,t)=0 te€(0,T] (13)

u(x,0) = w(x), xeQ
La dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre « est:

Mu(x,t) 1 d> x u(l)
axt T(2—a) o) =) 1% (14)
on définie la formule de Griinwald:
Mu(x,t)

avec

— [ K 0 K K
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Le schéma explicite

On définit t, = nAt avec 0 < t, < T. Soit h = Ax ot k = At = 1 et
xj = iAx pour i =0,1,2,...N.
On approxime u(x;, t,) par u , et S(x;, t,) par S!.
Le schéma explicite pour I'équation (13) est donné par :
u(xi, toy1) — u(xi ty)  0%u(x;, tn)

p = + S(xi, ta) + O(k) (16)

avec 1 <a < 2.
la formule de Griinwald (15) donne I'estimation de Griinwald:

(%Lé():x't) — hlaégku(x— (k—=1)h,t)+ O(h).
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le schéma explicite
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le schéma explicite
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le schéma explicite

Le schéma

Donc, le schéma (16) devient:

s 1 i+l
ITl:F ngu,[kJrl—l—S,-", 1:1,2,k—1 (17)
k=0
alors
i+1
uf ™t = Bgoufsy + (14 Ba)ul +B Y gkul_par +KS! (18)
k=2

avec f = k/h*, et

u? =uw(x), i=1..,N,
u(’)’:u,'(,H:O, Yn=1,.. M.

19 Juin 2011
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le schéma explicite

Remarque

L'équation (16) avec les conditions de Dirichlet forme un systéme linéaire
d’'équations. Ce systéme est

U™ =AU+ k S"
tels que:
Ur = [uf, uf, ..., uy]”
S" = [0, S, Sy ... Sp_1. O]".

Et A est une matrice d'ordre (N 4 1) x (N + 1), dont les coefficients a; ;
sont:

0 sij>i42

ajj = 1—|—,Bg1 ,Si_j=i
gi—j+1f  sinon
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Le schéma explicite

Be&o 0
1+ Bg

be:

H. SEBTI (Université d'Annaba - Départemen

Beo
1+ Bgi

Différences Finies

+ k

n+1
51 +1

n
52

n+1
Sk—l
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Le schéma explicite
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Le schéma explicite
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Le schéma explicite

Propriétés

o @ Consistance d’ordre O(k + h)
@ Stabilité pour r < %

© La convergence
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La construction du schéma explicite

@ La consistance: en utilisant la formule de Griinwald.
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La construction du schéma explicite

@ La consistance: en utilisant la formule de Griinwald.

@ La stabilité: en utilisant le théoréme de Gerschgorin.

H. SEBTI (Université d'Annaba - Départemen Différences Finies 19 Juin 2011 33 /45



La construction du schéma explicite

@ La consistance: en utilisant la formule de Griinwald.
@ La stabilité: en utilisant le théoréme de Gerschgorin.

© La convergence: on utilise le théoréeme de convergence,
consistance-stabilité = convergence.
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Une idée sur la preuve

D’aprés la définition de I'erreur de consistance, on a

1

u(x;, ty —ux,-,t,, i
R = ( +1)k ( T Z U(Xi—k+1. ta) — S(x;, tn)

Selon une développement de Taylor et la formule de Griinwald, on trouve

" u(x;, tp)

ur(xi, tn) + O(k) — i

+ O(h) = S(X,', tn)
En utilisant (13), on obtient

S(X,', t,,) = S(X,', t,,) =F O(k) =4F O(h) = O(k) =4F O(h)
O(k+h).

H. SEBTI (Université d'Annaba - Départemen Différences Finies 19 Juin 2011




Une idée sur la preuve

Onaajj=1+gp =1—afet
N i+1 i1
=Y aik =Y ak=p)a <ap
k=0,k#£1  k=0,k+#£1 k=0,k#1
A —aii| = ai;i—rn<A fa;itrn
et pour que le schéma soit stable, il faut que le rayon spectral de A vérifie

p(A) <1

On a d'une coté a;; +ri <1, et de l'autre coté a;; —r;, > 1 —2 a B.Alors,
il suffit de prendre 1 —2 & § > —1.D’ou la condition
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Le schéma implicite

1 (Université d'Annaba - Départemen Différences Finies 19 Juin 2011



Le schéma implicite
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Le schéma implicite

Le schéma
n

n+l_ r o
" = i Lico 8k + 57

U,(')ZUO(Xi)l i:].,...,N, (19)
ug =up, =0 Vn=1., M.

Avec t,=nAt,n=1,.. M ou0<t, < T.Et h=Axet k= At ol
Ax:% et x; = iAx pour i =0,1,2,...N.
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le schéma implicite

Remarque

L'équation (19) avec les conditions de Dirichlet forme un systéme linéaire
d’'équations. Ce systéme est

U = AU +kS"
tels que:
ur = [ug, v, ug, .., u;\’,]T
S" =10, S, S5, .... Sy_1., O]T.

Et A est une matrice d'ordre (N4 1) x (N + 1), dont les coefficients a; ;
sont:

0 ,Sij>i+42

aij=4 1—-PBea . sij=i
—ﬁ 8i—j+1 sinon
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Le schéma implicite

ul 1—-per —Pgo 0 0
+1 .
uy —Bg2 1—P;r - 0 _
; o —Peo
+1
ugy —Bg2 1—PBg
@\ (9
u? Sh
S S I
ul’:fl 5n+1
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Le schéma implicite
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Le schéma implicite
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Le schéma implicite

Propriétés

o @ Consistance d’ordre O(k + h)
@ Stabilité inconditionnelle.

© La convergence
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@ Conclusion
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Conclusion et perspectives

Conclusion

Nous avons considéré une équation differentielle fractionnaire d'ordre «,
dépendant du temps. Pour la perfection et afin de comprendre les idées
fondamentales de |'approximation, nous avons étudié la premiére fois
quelques cas simples des schemas différences finis rapprochant le probleme
a I'étude quand « = 1, cas hyperbolique, et &« = 2, cas parabolique. Nous
nous sommes déplacés ensuite au cas quand 1 < a« < 2. Nous avons
présenté des schémas explicite simple (et quelques fois implicites) et nous
avons fourni sa convergence. La convergence de ce schéma explicite est
basée sur le théoréme bien connu qui déclare que la consistance et la
stabilité impliquent la convergence des schémas de différences finis.
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Conclusion et perspectives

Conclusion

Ce travail est un initiation a un travail qui vise a étudier les schémas
disponibles ( en différences finies et éléments finis) et puis a se déplacer au
schéma volumes finis rapprochant des équations differentielles
fractionnaires dépendant du temps, qui est nouveau et n'a pas été traité
avant.

Finalement, on note que les résultats connus sont concernant
I'approximation des problémes fractionnaires sont valides pour le cas des
aillages uniformes. |l est bien utile alors de regarder le cas non uniform e
des maillages.
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Merci pour votre attention.
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