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О Б О Б Щ Е Н Н О Е П Р Е О Б Р А З О В А Н И Е Ф У Р Ь Е , Т Е О Р Е М А Т И Т Ч М А Р Ш А 
И П О Ч Т И А Н А Л И Т И Ч Е С К И Е Ф У Н К Ц И И 

Стандартное преобразование Фурье действует (мультипликативно) в пространствах функ
ций не более чем экспоненциального роста. 

В статье строится обобщение преобразования Фурье, сопоставляющее функциям асим
метричного роста / , / е ОС, 

01 = | / e C ~ ( R ) : 3 c > 0 V J f c 3 c „ l/( f e> (-x)\<c1e-cp(x\x<0, 

V c > 0 V f c 3 c , , l / ( f e ) (x)\<c1ecp(-x), x>oj, 

классы эквивалентности почти аналитических функций F,FeQ, 

с 7 = | ^ е С 1 ( С + ) п С ( С + ) : V c < ~ VЛ3с, ,1 d/(z) I < с , (1 + I Rez I ) ^ е _ с р * ( I m z ) , 

З с < ° ° VJt3c„ 1 / ( 2 ) I < с , ( 1 + I R e z l ) _ f c e c p * ( I m z ) } , 

по модулю идеала / функций F, исчезающих на бесконечности, 

/ = | / ^ е £ : V с < °° V k3ct, 1 / ( 2 ) I « с , (1 + I R e 2 0~ке~ср* (Im2)|, 

где * lim р (х) /х °°, а р* - преобразование Лежанцра функции р. 

Сверточная алгебра ОС оказывается изоморфной алгебре QJJ, а теоремы о сверточных 
уравнениях переформулируются и доказываются на языке почти аналитических функций. 

С в е р т к о й д в у х ф у н к ц и й или называется ф у н к ц и я uK-v, задаваемая ф о р м у л о й 

(uX-v)(x) = Ju(x-y)v(y)dy. 

Э т о основная операция гармонического анализа и важность ее п р о я в л я е т с я , 
например, в т о м , ч т о о б щ и й в и д инвариантного о т н о с и т е л ь н о сдвигов оператора 

Ключевые слова: сверточные уравнения, теорема Титчмарша о свертке, инвариантные 
подпространства, почти аналитические функции. 
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есть оператор свертки. В частности, сверточные операторы являются естественным 
обобщением дифференциально-разностных операторов (с постоянными коэффи
циентами) . 

Эффективность свертки в различных задачах гармонического анализа осно
вана на нескольких ее основных свойствах, среди которых существенное место 
занимает правило сложения носителей, известное как теорема Титчмарша. (Здесь 
будет рассматриваться лишь одномерный случай). 

В ее кларсической формулировке [1] эта теорема гласит, что выпуклая обо
лочка носителя свертки двух функций с компактными носителями равна сумме 
выпуклых оболочек этих носителей. При этом отказаться от условия компактно
сти, вообще говоря, нельзя (достаточно, например, рассмотреть функции и = 1 и 

1 
v, supp^C (0,1), \v(x)dx = Q). 

о 

В работах И. Домара [2, 3] и И. В. Островского [4, 5] теорема Титчмарша 
была обобщена на случай функций (последовательностей), быстро убывающих 
( ~ е х р ( - Ы loglxl), ехр(-х 2 ) ) на отрицательной полуоси и, возможно, с некото
рым ростом на положительной полуоси: 

inf supp и + inf suppv = inf supp uK-v. (X-) 

Следует отметить, что эти работы были мотивированы такими разными прило
жениями, как изучение радикальных алгебр и теория вероятностей. 

В работах [6, 7] доказывались обобщения теоремы Титчмарша для случая 
функций на Z (последовательностей). 

При этом использовалось специальное преобразование, обобщающее преобра
зование Фурье и сопоставляющее последовательности на Z (с определенной 
асимптотикой) почти аналитическую функцию, т. е. функцию / с контролируемым 
убыванием Э/ вблизи границы или на бесконечности. Это преобразование естест
венно называть преобразованием Дынькина ввиду особой роли, которую играет 
при его построении конструкция почти аналитического продолжения Е. М. Дынь
кина [8]. 

В теории сверточных уравнений преобразование Дынькина является аналогом 
преобразования Фурье (переводит свертку в произведение), но в отличие от по
следнего допускает применение в пространствах функций (последовательностей) 
сколь угодно большого роста, а не только экспоненциального. Его использование 
позволяет переводить задачи о сверточных уравнениях в таких пространствах на 
язык теории почти аналитических функций. 

В свою очередь задачи о почти аналитических функциях решаются при помощи 
методов, развитых в [9,10]. 

В этой статье рассматриваются пространства X функций на вещественной пря
мой R, растущих на правой полуоси R+ и убывающих на левой полуоси R_, при
чем условия на рост и. убывание варьируются в довольно широких пределах. 
Для таких пространств удается найти (в определенных условиях регулярности) 
точный порядок роста (убывания) функций, при котором выполняется теорема 
Титчмарша (Х-), ослабленный вариант ее, 

supp и С R+, suppv С R_=> inf supp и + inf suppv = inf suppwX-v, 

а также утверждение об отсутствии делителей нуля: 

I/X-V = 0=>M=0 или v = 0. 
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Эти теоремы влекут отсутствие замкнутых собственных трансляционно-инва-
риантных подпространств или их стандартность в пространствах функций асиммет
ричного роста (убывания). (Подпространство называется стандартным, если оно 
состоит из всех функций с носителем на некотором луче). 

Для доказательства этих теорем в статье строится почти аналитический аналог 
интеграла Фурье, который, как и в дискретном случае, можно назвать преобразо
ванием Дынькина. Это преобразование осуществляет изоморфизм алгебры глад
ких функций асимметричного роста (убывания) на R и фактогяалгебры алгебры 
почти аналитических функций / на С+: 

\f(z)\<w1(lmz), l 9 / ( z ) l<w 2 ( Imz) , 

по идеалу функций, исчезающих на бесконечности: 

l/(z) I <w 2 ( Imz) , I 9/(z) I <w 2 ( Imz) , 

где мажоранты wx, w 2 обладают свойствами W j t °°, w 2 1 0 и зависят от исходного 
лространства X. 

Как следствие задачи о сверточных уравнениях без потерь переводятся на 
язык почти аналитических функций. Важным средством для доказательства необ
ходимых свойств этих последних оказывается лемма 3.7, аналогичная леммам 
о распространении оценки из [9, 10]. Основные результаты статьи доказываются 
сведением задачи к случаю аналитических функций и использованием для них 
теорем единственности — теоремы Линделёфа и модификации теоремы И. В. Ост
ровского [4, 5 ] . 

Первый параграф работы посвящен однородным сверточным уравнениям 
(теоремам типа Титчмарша) и задачам описания трансляционно-инвариантных 
подпространств в пространствах асимметричного роста (убывания). 

Во втором параграфе обсуждаются точность результатов и характер ограниче
ний, возникающих при применении техники почти аналитических функций. 

В третьем параграфе проводится построение обобщенного преобразования 
Фурье (преобразования Дынькина) и исследуются свойства функций, почти анали
тических в верхней полуплоскости. 

В четвертом параграфе завершается доказательство теорем о сверточных урав
нениях, переформулированных на языке почти аналитических функций. 

Автор благодарен Н. К. Никольскому за постоянный интерес к работе и 
А. Л. Вольбергу и Д. В. Якубовичу за полезные обсуждения. Автор признателен 
И. Домару за разрешение опубликовать пример 2 (§ 2). 

§ 1 . Сверточные уравнения 

Здесь приводится ряд известных теорем об однородных сверточных уравне
ниях, близких к теореме Титчмарша, и формулируются новые результаты. Из этих 
результатов выводятся описания инвариантных подпространств оператора сдвига 
в весовых пространствах функций. 

Пусть задано пространство X функций на R или на Z (последовательностей). 
Подпространство Е называется 2-инвариантным, если TtE=E для любого г, где 
rt — оператор сдвига на г в X, rtf(x) =f{x-i), который всегда будет предпола
гаться непрерывным. Подпространство Е называется 1-(право)-инвариантным, 
если TtE^E, f > 0 , 1-(лево)-инвариантным, если rtE £ Е, t < 0 . Все подпространства 
предполагаются собственными (отличными от {6} пХ) и замкнутыми. 
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Множества решений однородных сверточных уравнений являются трансляци-
онно-инвариантными подпространствами. Так, 2-инвариантные подпространства — 
это множества решений уравнений (или их систем) 

(Z) аХ-Ь = 0 на Z 

или 

(R) a X-fe = О на R, 

1-(лево)-, (1-(право)-) инвариантные подпространства — это множества решений 
уравнений (или их систем) 

(Z + ) аХ-Ь = 0 на Z + 

или 

(R ± ) д * Ь = 0 на R ± , 

где а есть элемент X, а Ъ — элемент сопряженного пространства X*. 
Наконец, если X есть пространство функций на R+ или на Z+ (последователь

ностей), то подпространство Е называется инвариантным, если т{ЕСЕ для всех 
г > 0 . 

Инвариантные подпространства — это множества решений уравнений (или их 
систем) 

(Z + _) аХ-Ь = 0 на Z_ 

или 

(R+_) a*b = 0 на R_, 

г д е д е х , 6 G X * . 
Стандартными 1-(право)-инвариантными (инвариантными) подпространст

вами называются подпространства т( Х+, где Х+ — множество элементов простран
ства X, носитель которых лежит на правой полуоси. 

Отсутствие (нетривиальных) решений уравнений (Z) или (R) эквивалентно 
отсутствию 2-инвариантных подпространств в X. 

Мы будем рассматривать такую ситуацию, когда последовательности (функ
ции) из Л'убывают прих->—00 и, быть может, растут прих->°°. 

И. Домар [3] называет теоремами типа Титчмарша утверждения о том, что 
все решения уравнения (Z _) ( (R_) ) удовлетворяют соотношению 

inf supp а + inf supp b > 0. (1.1) 

Это эквивалентно утверждению об одноклеточности оператора сдвига направо 
вХ (т. е. о стандартности всех 1-(право) -инвариантных подпространств). 

Наконец, утверждение о том, что все решения уравнения (Z+_) ((R+_)) удов
летворяют соотношению (1.1), эквивалентно одноклеточности оператора сдвига 
в X (т. е. стандартности всех инвариантных подпространств). 

В работе И. Домара [2, 3] установлены следующие результаты об уравнениях 
( z _ ) . (R- ) . 

Т е о р е м а А. Пусть { рЛ n (_ z - последовательность, вогнутая при п^-—°° 
и выпуклая при и-»°°, lim pnln=°°,{an}ne z и | Ь и | и е 2 - последовательности 
комплексных чисел, удовлетворяющие условиям 
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(А) 2 1д„1<?~р"<°°, 2 \b_n\ePn<<*>, 
« E Z nEZ 

(В) a¥rb = 0 на Z_, 

lim ( ^ - a b g l / i l ) > - ~ 

( C ) I Jim ( ^ - / 3 1 o g n ) > - ° ° , 
П - > oo П 

где a > 0 , 0>O, a+(3>2 
и ло крайней мере один из этих пределов равен +°°. 

Тогда 

(D) найдется A:GZU — °°, °° такое, что 

ап = 0, п<к, и Ь„ = 0, п<—к. 

Т е о р е м а Б. Дусгь pG C(R) - функция, вогнутая при х->-°° и выпуклая 
при х^-°°, lim р(х)/х = °°, р и v — (комплексные) борелевские меры на R, 

I х I -»«> 

(А) 1 е - р ( * > | ф ( л : ) 1 < ° ° , $ep(x)\dv(-x)\<<*>, 
R R 

(С), 

lim 

(В) pK-i> = 0 на R_, 

. 1 + а I > 0 , 

где а>0, |3>0, a/3 = 1 
и ио крайней мере один из этих пределов равен +°°. 

Тогда 

(D) найдется ££Ru |—°° , °°] такое, что 

supp^C [A:, 0 0), supp У С [-Аг, °°). 

И. В. Островскому удалось в [4, 5] значительно ослабить условие на рост 
функции \р(х) I за счет рассмотрения лишь мер с конечной вариацией и доказать 
следующее утверждение. 

Т е о р е м а В. Пусть p € C ( R + ) — возрастающая функция, р и v - (комп
лексные) борелевские меры на R с конечной вариацией, 

(A) J е'р(х) (\dn(-x) I + Idv(-x) I ) < ° ° , 

(B) д Х- v = 0 на R_, 

(C) lim 4^ = 0 0 . 
х-"-°° л:log* 
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Тогда 

( D ) найдется Л:Е R U {—°°, °°} такое, что 

suppjuC [ A : , 0 0 ) , suppj'C [-к,°°). 

Применение обобщенного преобразования Фурье в [6, 7, 9] позволило дока
зать ряд новых результатов об уравнениях на (Z) , (Z _). 

Отметим, что из теоремы типа Титчмарша для уравнения (Z _). вытекает отсут
ствие решений уравнения (Z). 

В работе [6] отсутствие решений уравнения (Z) доказано в широких предпо
ложениях о росте веса \рп I (вплоть до границы квазианалитичности) за счет опре
деленных предположений о регулярности веса и перехода от слабых ограничений 
(А) на | ап j и Ъп \ (обеспечивающих существование свертки лишь на Z _) к зна
чительно более сильным. Именно справедливо следующее утверждение. 

Т е о р е м а Г. 'Пусть | Рп]п> о ~~ возРастаюи(ая последовательность,{<*n}neZ 
и 1^") «е Z ~ последовательности комплексных чисел такие, что 

3 с > 0 , 2 ( l e _ J + \b_J)ecp"<°°, 
(АЦ ">« 

V c > 0 , Б (le I + 1&„1)е _ с р "<°°, 
л > О 

(В) аХ-Ь = 0 на Z, 

либо{рп } - вогнутая последовательность, 

Рп 
pn>hgn, р„ = о(п), 2 — = °°, 

и > О И 

( C W 

либо{рп j - выпуклая последовательность, 

и (i) J i m — > 0 , lim — <°° , 
И—>оо 

шш (ii) lim — = 0 0 

/2—юо й 

или (ш) Irm —5 
йзг^ nlogn 

Рп 
' nlogn 

> 0 . 

Тогда 

( D ) а = 0 или Ь = 0. 

При доказательстве случая, определенного условием (С) (ш) , используется тео
рема А. 

В [7] были получены необходимые и достаточные условия на рост \рп\ для 
того, чтобы выполнялось утверждение типа Титчмарша для уравнения (Z'_): 

а Х- Ъ = 0 на Z_, (a*b)0 = 1. 

(Из этого утверждения уже не следует отсутствие решений уравнения (Z ) ) . При 
этом на и накладываются следующие достаточно слабые условия (А). 
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Т е о р е м а Д. Пусть | р и } - последовательность, вогнутая при п ° ° и 
выпуклая при , lim рп/п = °°, 

р„ 

Тогда из условий 

(A) Vs , S \a„\e~Pn-s<°°, 2 | *_ я | е"»-* < °°, 

(В) a¥rb = 0 на Z_, (аХ-й)о^О, 
вытекает, что 

(D) найдется k&Z U ^— в о, 0 0 } такое, что 

ап = 0, w< fc, ы Ав = 0, и < -Л, 

гогоа и только тогда, когда 

(С) lim (—. — k>glnl> 

В настоящей работе будут доказаны следующие аналоги теорем Г и Д для R. 
Т е о р е м а 1.1. Пусть р £ C(R+) — выпуклая функция и для некоторого с 

функция р(х)х~с возрастает, р и v — (комплексные) борелевские меры на R, 

3 с > 0 , J е с р ( х ) ( 1 ф ( - х ) I + \dv(-x)\)<<*>, 

V c > 0 , I е-<?><*> (1ф(х)1 + IA> ( * ) | ) < °°, 

(B) дХ-у = 0 ид R, 

( C ) l i m Z M = oc. 

Тогда 

(D) д = 0 или р = 0. 

Т е о р е м а 1.2. Дусгь p6C(R+) - выпуклая функция, для некоторого с 
функция р (х) х~с убывает, puv — (комплексные) борелевские меры на R, 

( 3 с > 0 , J е с р ( * > I +\dv(-x)\)<°°, 

V с > 0 , J e - ^ w ( 1 ф ( х ) I + \dv(x) I) < ° ° , 
R+ 

(B) дХ-v = 0 на R_, 

(C) l i m - ^ - = °°. 
x^x\ogx 
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Тогда 

(С) lim — = о » . 

Тогда 

(D) найдется A : G Z u { o o j такое, что 

ап = 0, и<А:, и Ь й = 0, л<—А\ 

Задача (R+_) исследовалась в работах [2,13,14]. 
Т е о р е м а Ж [2]. Пусть pG C(R+) - выпуклая функция, р и v - (комп

лексные) борелевские меры соответственно на R+ и R_, 

(А) / e -?W |rf|i(jc) I < о о , J e PW |dj»(-jf)1 < ° o , 
R* R* 

(В) p X- v = 0 на R-, 

(С) lim P ( X ) = oo. 
x\/logx' 

Тогда (D) найдется i 6 R u { « > } такое, что 

suppjuC [A:, o o ) , suppi^C [-k, 0] . 

Здесь будет доказан следующий результат. 
Т е о р е м а 1.3. Дусгь pG C(R + ) - выпуклая функция и для некоторого с 

функция р(х)х~с возрастает, р и v - (комплексные) борелевские меры соот
ветственно на R+ и R_, 

V c > 0 , J е ^ ( ; с > 1 ф ( х ) 1 < о о , 
(A) J 

I R + 

(В) p¥?v = 0 на R_, 

(D) найдется к& RU |— °°, ° ° | такое, что 

supp Д С [А:,"»), supp V С [-£:, °о). 

Обратимся теперь к пространствам на полуоси. Задача (Z+_) решалась в це
лом ряде работ с различными условиями на рост и регулярность веса р (см., на
пример, [11,12]). 

Т е о р е м а Е [11]. Пусть { p N J N > 0 - выпуклая последовательность, 
{ап}п>о и{Ьп] л<о ~ последовательности комплексных чисел, удовлетворяю
щих условиям 

(А) 2 \а„\е-р"<°°, 2 \b_n\ePn<°°, 
п> 0 п>О 

(В) аК-Ь = 0 на Z- , 
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( С ) Н т Ш = 0 0 . 

^—^00 X 

Тогда (D) найдется k& RUJ°°J такое, что 

supp д С [k, °°), supp v С [-fc, 0] . 

Теоремы 1.1—1.3 доказываются в § 3,4. 
Теорема 1.1 является полным аналогом теоремы Г. 
В отличие от теоремы Д в теореме 1.2 рассматриваются лишь симметричные 

веса. В то же время теорема 1.2 дает значительно лучший порядок роста (~х logx), 
чем теорема Б (~х2 для симметричной мажоранты), который совпадает с опти
мальным (см. § 2), найденным в случае мер ограниченной вариации в теореме В. 

Теорема 1.3 дает наилучший порядок роста, совпадающий с полученным в тео
реме Е для случая Z. 

Заметим, наконец, что в теоремах 1.1—1.3 условие (А) можно заменить на 
несколько более слабое: 

3 с > 0 , J ecP<-x)(\dn(-x)\ + \dv(-x)\)<°°, 
К 

j g ~сс, р(х) ( | ф ( х ) i + | d v ( x ) 1) < те 

R + 

(теоремы 1.1 и 1.2) или 

3 с > 0 J ecPW\dv(-x) I < ° ° , J e-cc^x)\dix(x) I < ° ° 
R + R + 

(теорема 1.3), где ci зависит лишь от p. 
Теоремы 1.1—1.3 используются для описания трансляционно-инвариантных 

подпространств в пространствах следующего типа. Пусть p£C(R+) — выпуклая 
функция, 

lim = °° и З с < ° ° : р(х)х"с убывает. 

Определим пространство функций асимметричного роста 0{/ 2^ равенством 

С%(2)
 d i ( / G L i 2

o c ( R ) : V c > 0 , J \f(x)\2e-cPMdx<<*>, 

3 O 0 , J 1 / ( -х)1 2 е^*>*с<<4. 
R +

 J 

Пространство Ot^2\ снабженное топологией суммы проективного и индук
тивного пределов, является самосопряженной топологической алгеброй (со сверт
кой в качестве мультипликативной операции). 

Т е о р е м а 1.4. Алгебра о№ не содержит 2-инвариантных подпространств 
(т. е. замкнутых собственных идеалов). 

Т е о р е м а 1.5. При условии lim р(х)/logx = °° все 1-(право)-инвариантные 
подпространства алгебры СЛ^ стандартны. 

Т е о р е м а 1.6. Все инвариантные подпространства алгебры Oli2^ стандартны. 
Вывод теорем 1.4—1.6 из теорем 1.1—1.3 состоит в простом применении тео

ремы Хана—Банаха. 
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Отметим, наконец, что описание 1-лево-инвариантных подпространств в рас
сматриваемых нами асимметричных пространствах представляет более сложную 
задачу (см. соответствующие теореме Д теоремы 10, 11 [6]). В частности, это 
описание должно включать решение задачи спектрального анализа—синтеза для 
оператора обратного сдвига в Х+ (т. е. ответ на вопрос, порождаются ли инвари
антные подпространства содержащимися в них экспоненциально-полиномиальны
ми функциями, см. также [15]). ч 

§ 2. Т о ч н о с т ь р е з у л ь т а т о в 

Теоремы Г. Д, 1.1—1.3, получаемые с помощью почти аналитического обобще
ния преобразования Фурье, содержат более слабые, чем в теоремах А, Б, В, Ж 
условия на рост р. Достигается это за счет ряда условий на регулярность р и за счет 
замены слабых условий (А), обеспечивающих лишь существование свертки, на 
более сильные. 

Возникают два вопроса: насколько точны полученные результаты и не проис
ходит ли потери содержания за счет указанной замены. 

Рассмотрим сначала случай Z. Следующий пример, построенный И. Домаром 
[2,16], показывает, что оценка роста в теореме Д неулучшаема. 

П р и м е р 1. Пусть p„ = logn!, а„ = 0, Ь„ = 0 при и>0 , pn = —(n+\og(\n\!)), 
ап= (1й1 !)" ' ,*„= ( - 1 ) И ( Ы ! ) - 1 прии<0.Тогдаа*г> = 0наг_ ,но 

inf supp а = inf supp b =—°°. 

Для того чтобы теорема Д стала обобщением теоремы А, необходимо исклю
чить случай а Х- Ъ = 0 на Z, а Ф 0, Ъ Ф 0. К сожалению, теорема Г позволяет сделать 
это лишь при очень сильных условиях (А). Можно ли сделать это в условиях тео
ремы Д, остается неизвестным. 

В то же время, как показывает следующий пример, сообщенный автору 
И. Домаром, утверждение теоремы Г (точнее, части ее, соответствующей условию 
(С) (ii)) перестает выполняться, если заменить в ней условие (А) на условие (А) 
теоремы А. 

П р и м е р 2. Пусть 0 < e < l , p „ = l o g r ( ( l - e ) n ) , w > 0 , p „ = - l o g r ( ( l - e ) l n l ) , 
«<0 , где Г — гамма-функция, / — целая функция экспоненциального типа 7ге/2, 
убывающая на R при \х\ быстрее, чем полиномиально. Пусть далее g(z) = 
= / ( г ) / Г ( ( 1 — e)z). Тогда для любого т е Z функцияg(z)g(m~z) - целая, экспо
ненциального типа 7г, и суммируемая на Z. Следовательно, по формуле суммиро
вания Пуассона, 

w v / пи / ч t \ v ( •"•S(z)g(m-z) 
Vm, L (-\)ng{n)g{m-n) = S res I —— 

«ez n e Z - ' ^ V smnz 

B 6 ' z 4 ( - 1 ) V , , ) } - s z = 0 -
Обратимся теперь к случаю R. Здесь переход к сильным условиям (А) сказы

вается очень существенно. 
П р и м е р 3. ([2, 16]). Если р е С 1 (R) - возрастающая функция, выпуклая 

при X-»°° и вогнутая при х^—°°, / df <°° , то найдутся f,g€ С(Р) такие, что 
R 1 + * 
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J \f(x)\e~p(-x)dx<°°, J \g(-x)\ep{x)dx<°°, 
R R 

inf supp/= inf suppg = —°°, 

/ * * = 0 на R_. 

При переходе к сильному условию (А) теоремы 1.2 ситуации, подобные опи
санной в примере 3, выпадают из рассмотрения. Таким образом, теряется доволь
но существенная информация. 

В то же время получающийся порядок роста р является точным уже вплоть 
до класса мер с ограниченной вариацией, как показывает следующий пример. 

П р и м е р 4 (см. аналогичный пример в [4, 5]). Пусть с > 0 и меры р± та
ковы, что 

Д+(г ) = exp(±coscz). Тогда pi К-р2 = &о-

Наконец, порядок роста в теореме 1.3 также точен. Эту теорему можно рас
сматривать как определенный ответ на задачу 1 из [2]. 

§ 3. К о н т и н у а л ь н о е преобразование Д ы н ь к и н а и простейшие свойства 
п о ч т и аналитических ф у н к ц и й в верхней п о л у п л о с к о с т и 

3.1. Здесь строится преобразование, являющееся аналогом „преобразования 
Дынькина", построенного в [6,9] для пространств последовательностей. Мы назы
ваем его континуальным преобразованием Дынькина, ибо при его гостроении, как 
и в дискретном случае, используется конструкция почти аналитического продол
жения. 

Континуальное преобразование Дынькина осуществляет изоморфизм между 
пространством гладких функций асимметричного роста и фактор-алгеброй алгеб
ры почти аналитических функций в.С+ ( c f f e t | z G С : Imz > о } ) . 

Как следствие теоремы о сверточных уравнениях из § 1 оказываются экви
валентными результатам о почти аналитических функциях. Простые результаты 
доказываются в этом параграфе; более сложные — эквивалентные теоремам 1.2 
и 1 . 3 - в § 4 . 

Наши рассуждения будут аналогичны приведенным в [6, 9] . 
3.2. Мы докажем здесь ряд технических утверждений. • 
В дальнейшем будем всегда предполагать, что вес р удовлетворяет условию 

pG С°° (R+) - строго выпуклая функция, 

р(х) 
р(0) = 0; р(х) >0, xeR+, lim = °°. 

X 

Определим преобразование Лежандра функции р - функцию р*, 

d e f 
р (г) = max (rx—p(x)), r G R . 

х 

Тогда p*G C°°(R+) — строго выпуклая функция, 

р(х) = max(rx-p*(г)), xER+, 
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Функция —-— монотонно возрастает к +°°. 

Л е м м а 3.1. Пустьрх(х) - S exr~p (пdr. 
о 

Тогда 

ехрр(х) 
— ^ — <Р!(л;)<ехр р(х+1) , x>max(p* ' ( l ) , 1). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для данного х пусть s — такое число, что 

р(х) = max (лх-р *(/•)) =sx -p*(s ) . 
г 

Тогда 

P l (х) > j exr-p*(r)dr > 7 e x s - p * ( s )

e

x r - x s r f r = 
о. 0 

expp(x) _ s x expp(x) 
= ( 1 - е ) > —- п р и s , х > 1 . 

x 2x 

С другой стороны, 

Pl(x) = J е ^ ^ - Р ' ^ е - ' * <ехрр(х+1) . 
о 

Л е м м а 3.2. (а) Если для некоторого с <°° 

функция р(х)х~€ убывает, 

то для некоторого е > 0 функция р * (х) х ~1 - е возрастает. 
( б ) £с/ш 

lim - ~ 
xlogx 

го 

logp*(x) = о ( х ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о : 

(а) Пусть с/ (х) — функция, обратная функции р (х). Тогда 

р*(х) = xq(x)-p(q(x)), 

(p'Wx^-^^x-2-' Ul + e)p(q(x))-ecq(x)). 

Поскольку для подходящего е, ——- = с, 
е 

1 + е 

(р(х)х~ е ) ' < 0 , 
то 

Р(х) > хр'(х), p(q(x)) - xqix) > 0 , 
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и мы получаем искомое неравенство, 

(р*(х)х-1-еУ>0. 

(б) Если lim ES^L = О О ) ХО ДЛЯ любого с<°° при достаточно больших г 
xlogx 

p*(r) = max(rx-p(x)) < max (rx-cx log л:) = - ^ e r / c , 

l o g p * ( > 0 < l o g - ^ . 

Лемма доказана. 
Зафиксируем вес и введем следующие классы почти аналитических функ

ций в С+. 
Будем говорить, что / лежит в Sk, к> 0, если 

/ € С Ч С + ) П С ( С + ) , l / (*)l = 0 ( k | - f e ) , xGR, 

\ / й > 0 , sup l /(x + i » l < ° ° , 
0 < ^ < f t 

и функция 

I z - ? I < 1 
? e C t 

суммируема на C+. 
Оказывается, что такую функцию можно естественным образом разложить 

на аналитическую (оу) и „антианалитическую" (Kj) части и сопоставить ей неко
торую достаточно гладкую функцию ( 7 у 0 ) — аналог обратного преобразования 
Фурье. 

Легко видеть, что для всех z G С сходится интеграл 

1 W С + Z - S 
(Действительно, 

\КЛг)\< И l3/(f)lcfm 2«")+2 sup l 3 / ( f ) l < ~ ) . -
I z - ? I > 1 I z - J - K l 

def 
Определим функцию fly = f—Kf. 
Функция Kf является потенциалом Коши с непрерывным символом. Поэтому 

bKf = Э/ в смысле обобщенных функций, Зау = 0. 
Значит, функция яу аналитична в С+ (см., например, [17]), функция Kf = 

=f-afeCl(C.). 
Л е м м а 3.3. Если f&Sk, k>2, то 
(а) существуют пределы 

Tfi(x)U= lim У- • / z'f(z)eizxdz, 0<j<k-2, 
J'J ,y^„ 2m R + / > 

причем сходимость равномерна на компактах, 
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(б) TfQ G C k - 2 ( R ) , ТЦ =i>TfJ, 0<j <k-2, 
(в) функция df есть сумма двух функций iy и ну /'не зависящих от к) та

ких, что 

vf&A(C)r\Sk_2nH~(C-), 

e I ' z w / ( z ) G F - ( C + ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о , (а) Поскольку \f(x)\ =0(\х\~к), для любого 
h>0, sup \f(x + iy)\ <°°, простая оценка типа теоремы о двух константах 

o<y<h 
показывает, что для любого у > О, 

1/(х + г » 1 =0(1x1 2 ) , 1x1 ->°°. 
Следовательно, интегралы 

1 
J z'f(z)elzxdz, 0 < / <fc—2, 

2m R + / J , 

сходятся, и достаточно лишь доказать, что для любых А и с найдется у 0 такое, 
что для любых xG ,у\Ну2 таких, что y0<yi<y2, 

l ~ J z'f(z)eizxdz~^~. i zff(z)eizxdz\ < С 0 < / < * - 2 . 

Но по формуле Грина 

V J z / / ( z ) e / z * d z - - ^ - r / zfmeizxdz = 
2m D j . 2 я/ n , . 

l- И z'bf{z)eizxdm2(z). (3.3) 
ff

 У1<1ва<у, 

Искомый результат вытекает теперь из определения класса Sk (и того, что 
х = о(р*(х))) . 

(б) Поскольку функции 

V J f(z)eizxdz 
2 m ' R+iy 

к—2 
лежат в С ( R ) для любого j > 0 и сходимость этих функций (к 7у 0 ) и их 
производных (к 7у ;-) равномерна, 

Г Л оG Ск~2 ( R ) , Г $ = TfJ, 0 < / < * - 2 . 

(в) Заметим, что 

\Kf(z)—±- nbf($)dm2(X) \ =0 - j i ^ , zGC, 

поэтому для некоторого с 
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\af(x)-U=o(-^j, lxl->°°, xGR. 

Определим функции 

def I <*/(?) 

2m R z - f 
aj{z) = ~ J ^ - — rff, z £ C + , (3.4) 

Тогда 

+ def 
«/ = *f-*r 

а^ЕА(С+), lim a^( z ) = 0, 
t z t - + ° ° 
гбС. 

где Л (£2) — множество функций, аналитических в П. 
Сдвигая контур интегрирования в (3.4) вверх, получаем, что я^е А (С), 

\/h>0, sup lat(x + j » K ° ° . 
0<y<h 1 

Используя асимптотику Uj на R, получаем, что для некоторого с\, 

| e ; W _ ^ | - 0 ^ _ i ^ , | x | H . - , x e R , 

lim at(z) = 0. 

z e C -

Следователшо, есть интеграл Фурье некоторой функции <рЕ С(Р+), <̂ (0) =cj. 
<р(х) 

Прих>0. 7у 0 (х) = . .поскольку 

lim ^ / + «"(*) e t o<fe = 0 . 

Пусть С*~2-гладкая функция h (х) совпадает с 0 (х) на (-̂ -> °°) > а е е носи
тель лежит на луче (0, °°). Далее,положим 

def- . 
vf(z) = J й(*)е 

о 
det 

Wf = 

Осталось лишь проверить, что 

е ' г и у ( г ) е Я ~ ( С + ) . 
def 

Действительно, функция g = иу+Kf лежит в Sk_2, Tg< 0 (х) = 0 (х) — h (х) = 0 
при *>"^", следовательно, носитель функции |Д, интеграл Фурье которой равен 
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а*, лежит в [ о , — 1|, la* (z) К е 1 2 . Наконец, сумма Kg+a~ всегда ограниче
на в С+. 

3.3.Само построение обобщенного преобразования Фурье, обратного отобра
жению/-* Т^ 0 , проводится в следующей лемме. 

Л е м м а 3.4. (а) Пусть носитель функции <р, <pG Ck (К), лежит в R+, привес 
р удовлетворяют условию 

- * 1 ^ > (х)\ 
/ — dx<°°, 0<j <k ( j t>0) . (3.5) 
a Pi (л:) 

Определим функции 

о 2р!(л:) 
d e f 1 u(x~)e~p*W ,„ ^ 

№ - — П dxdy. (3-6) 
n * + i > 6 C t z - x - z y 

Тогда 

fesk, l i m / ( z ) = 0 , 

„, , . ( о , х > 0 , 
Г / . » ( Х ) > Н , Х < 0 . (3-7) 

(б) Обратно, если f&Sk nZ,°°(C+), го существуют пределы Tjr 0(х), supply 0 С 
C R _ u ( o } , Г / 0 е С ( А : _ 2 ) (R), причем приx<0,f<k-2 

\T^Q(x)\<сехр(р(\х\) + \х\). (3.8) 

Д о к а з а т е л ь с т в о , (а) Из условия (3.5) вытекает, что и€= С 1 (R) и что 

1 и ( г ) К с ( 1 + Ы ) ~ * . (3.9) 

Отсюда и из условия (3.1) следует суммируемость функции и(х)е~р*^\ 
Далее, из (3.9) и из того, что числитель подынтегрального выражения в правой 
части (3.6) непрерывно дифференцируем, следуют ограниченность / и равенство 

Докажем, что 

o7(z) =u(Rez)e-p*(bnzK 

l / ( z ) l = 0 ( l z r f t _ 1 ) , z G C + , lzl->°°. (3.10) 

Действительно, 

U (x + iyY u(x)e~p*wdxdy = 
х + г > е С + 

= 2 J J C"xs(iyy-su(x)e-p*(y)dxdy-
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= i [cUiyy-'e-^Mdy ]xsu(x)dx = 

s = 0 01 ' - " 

(S ) 

= Ъ (*(£-) (0) J (iyy-se-P*^dy = 0 
s=o 1 \2Pi/ • о 

<ОЛ1 
Поэтому 

при/ < k , поскольку pi G c" ,Pi (0) > 0, <pe C*, </ s ) (0) = 0, 0 < s <*. 

i / ( z > i. 4 1 и a / © - ] - 4 - - - <»1 = 

n C+ z z - £ n\z\K c + z - f 

Докажем теперь равенство (3.7). Существование пределов 7 у 0 вытекает из 
леммы 3.3. Ввиду (3.10) Tf Q(x)=0 при х>0. При х<0, используя условие 
(3.5), получаем 

Т о ( х ) = Urn, - 1 — J e ' l W d h l l ^ ^ - d s d r = 
;' у-*«,2-п*щ Q-°°h + iy-r-is 

= lim lim - i - T j % t o - ^ d h ? J « ( r ) e - ^ w — ^ -d**> = 
к-^у-о2тг'тг1 - о . о— n + iy—r — is 

= l i m 1 ^ -JL_e^ j Л й J J u ( r ) e - " * ( s W •/ f e ^ M M ' A = 
y-*<*> R->y_о2я • яг' - о » о - о о о 

= lim lim 1-е-хУ Ieihxdh)fe-P*^e^~y+ih)tdsdt ]u(r)e-irtdr 
у - * » > R-+y—()2ff* ff" - о о 0 0 

у-ь» R->;y_o27r* 7Г -~ oo 2pi(r) 

Поскольку 

Pi (f) 0 

— С -гладкая на R функция, экспоненциально убывающая при r-*°°, можно 
воспользоваться формулой обращения. 

Г , 0 ( х ) = lim lim e-xyfe-p*^e-<s-y)x^^- ds = 
>' у-».» R- .^_O о 2p i ( -x ) 

= fk^L i i m J i m %-P*^e~sxds = if>(-x). 
PI(^JC ) y-+°° R - + y - 0 0 
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(б) В обратную сторону ясно, что 

lim f(z) = 0. 
I z I 
z e C + 

Из леммы 3.3 следует существование пределов 7у 0 (х) и то, что 7у „ € C f c - 2 . 
Ясно, что supp7y „ С R_u{o) . Проверим неравенство (3.8). 

По формуле (3.3) 

I тР(х) I = I Т{ , (х) I < I ^ - J z>/(z)e'' z*dzl + I —Sjz'df(z)eizxdm2 (z) I < 
• " i f f R ЛГ C + 

< ~ J I rl7' l /(r) I * + — JJ I z '3 / (z ) I e~xbazdm2 (z) < 
27Г R 7Г c + 

< const + const • .sup e - x I m z - P * ( I m z - i ) _ C Q n s t + c o n g t e x p ^ ^ _ x ^ ^ 

z e C + 

„Аналитическая часть" преобразования Дынькина есть обычный интеграл 
Фурье: 

Л е м м а 3.5. (а) Пусть носитель функции <р, ц>е С* (R), лежитeR+,ipueec 
р удовлетворяют условию 

JI ipU) (х) I ер(х) dx<°°, 0 < / <Ат, 
о 

d e f - / v , 
f(z) = !<p(x)e-"edx. 

о 
Тогда 

/ ^ ( С ) П Г ( С ) , 

l / (z) l < c ( l + I R e z | ) - V * ( b n z ) , z £ C + . 

(6) В обратную сторону, если f& A(C) CiH°° (С S),k> 2, 

l / (z) I < (1 + |Rez| ) - * e P * ( I m 2 > , z G C + , 

то выражения 

Tf 0(x) = y ^ - r j f(z)eizxdz, не зависят от у, 
z n l R+iy 

Tfoeck-2(R), s u P P r / > 0 C R + , 

I T*P0 (x) I < ce~p(x), 0 < / < * - 2 . (3.11) 

Д о к а з а т е л ь с т в о , (а) Интегрируя по частям, получаем 

lz*/(z) I = I (x)e-lxzdx\ <sup — U 
о x e P ( x ) 

= exp(sup (xlmz -p(x))) = expp*(Imz), Imz > 0. 
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Если Imz < 0 , то lz / ( z ) I < const. 
(б) В обратную сторону, существование пределов Tf Q (х) и С _ 2-гладкость 

функции Tf 0 следуют, например, из леммы 3.3 и того, что / € Sk-
Прих<0 функция f(z)eizx лежит в Я°°(С_) П Z , r (R), 

J / ( z ) A : = 0 . . 
R 

П р и х > 0 

I 7>(/). (х) I < inf _ ! J (1 + I , I J-k

eP*W e - x y d t < 
f'° У 2 * R 

< const • exp (inf (p* (y) -x.y)) = const • exp (-p (x) ). 

3.4. Определим теперь по весу р, удовлетворяющему условиям (3.1) и (3.2), 
следующие пространства: 

пространство гладких функций асимметричного роста: 

а

й = ( / e r ( R ) : Зс>ОУкЗсг,\Г(к) (-х) i <cle~cp^ , х < О, 

V c > 0 V f c 3 c b (x)l <с,еср{х\ х > 0 } , 

пространство почти аналитических функций: 

Q = e f { / G C 4 C + ) ПС(С + ) : 

У < ? < « ч \ / * 3 с ь l 3 / ( z ) l < C l ( l + l R e z l ) - V c / , * ( I m z ) , 

3 c < ~ V * : с,., l / ( z ) l < C l ( l + l R e z l ) - V p * ( I m z ) } , 

пространство почти аналитических функций, исчезающих на бесконечности: 

J =\/е G : Vc < ~ V * 3 с „ l /(z) I < C l (1 + I Rez I ) - * е - < * * ( Ь к ) } . 

Ясно, что Q С П S^. 
fc< °° 

Л е м м а 3.6. Если вес p удовлетворяет условиям (3.1) и (3.2), го 
(z) Oi и Q становятся топологическими алгебрами относительно соответст

венно свертки и умножения, если снабдить их естественной топологией суммы 
индуктивного и проективного пределов (или ее замкнутого подпространства), J 
является идеалом в Q. ^ 

(б) Отображение d, сопоставляющее функции f (z) функцию lim -x—r J"/(z)X 
—izx •^"^R-H°J> 

X е dz, действует непрерывно из Q в СМ. 
(в) <*(/)=.0. 
(г) Ker d — J,J- замкнутый идеал в Q. 
Д о к а з а т е л ь с т в о , (а) проверяется стандартно, используя лемму 3.2. 
(б) Пусть/е С 1 (С+) П С(С+) и для любого к найдется с такое, что 

I F / ( z ) I < с , (1 + I Rez I ) - V 2 p * ( b n z ) , 

l / ( z ) l < C l ( l + l R e z l ) - V * ( I m z ) . 
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Р а з л о ж и м ф у н к ц и ю / в с у м м у Vf и (Wf+Kf) ( с м . л е м м у 3.3 ( в ) ) . Т о г д а 
д л я л ю б о г о к 

vfeA(C) а # " ( С _ ) nsk, 

eizwf(z)eH~(C+)nSk, 

п о э т о м у 

d(f)=d(yf) +d(Wf+Kf), VfEQ. 

П о л е м м е 3.4 ( б ) , т а к к а к Wf+Kf=f-Vf€Sk, д л я л ю б о г о к с у щ е с т в у е т d та
к о е , что 

I [d{eiz (wf+Kf) ( z ) ) ) ( f c ) (х) I < C l e x p ( p ( l x l +1) + Ixl + 1 ) , х>О, 

I (d(eiz (wf+Kf) (*)))<*> (x) I < c l t x < 0. 

У ч и т ы в а я у с л о в и е (3.2) и п р и м е н я я л е м м у 3.5 ( б ) , п о л у ч а е м , что д л я л ю б о г о 
к найдется С\ т а к о е , что 

I (<*("/))(*> (х) I < C l e - p ( - * > , х < 0, 

(<*0у))(х) = 0 , х>0. 

И с к о м о е у т в е р ж д е н и е с л е д у е т теперь из у с л о в и я (3 .2 ) . 
(в) У т в е р ж д е н и е проверяется непосредственно. 
(г) П у с т ь Tf 0 = 0, vy (х) = 0 п р и х > 1. 
Д о м н о ж а я / на e i z , м о ж н о считать, ч т о 

Urn / ( z ) = 0. 
|Z | - * » 
z e C t 

З а к р е п и м у € [ 1, °°). 
П у с т ь 

def 1 Э/(?) 
A ( z ) = / ( z ) — i JJ ^ _ d m 2 ( 0 , 

def 
* W = / i ( * + 2 iy ) , x £ R . 

Ч т о б ы доказать м а л о с т ь I ft (x)|, оценим преобразование Фурье ф у н к ц и и А. Д л я л ю 
б ы х с и А: найдется сх т а к о е , что 

I Э / ( 2 ) I < С ! (1 + I R e z I ) - * e - P * < c I m z > . 

(i) l£(x)l = 1 i h(t)e-ixtdt\ = \e-2*y S h(z)e~ixzdz\ = 
R R + 2 i > 

= e - ^ ' | J / 1 ( z ) e - , ' x z d z l < c a e - ^ . 
R+/>> 

(ii) lft(x)l = I J h(t)e-ixtdt\ = \e-2xy J / 1 ( z ) e - I ' x z d z l < 
R R + 3 i y 
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<c1e~p*(cy)exy+\e-2xy J f(z)e'ix2dz\. 
R + 3 f y 

Д а л е е , 

\e~2xy / / ( z ) < r f e < f e l < 
R + 3 i > 

<e~2xy( / J ex1mz\bf(z)\dm2(z) + \ S f{z)e-ixzdz\). 
3y<1mz<Y R+iY 

П о с к о л ь к у / f(z)e~ixzdz^-0 п р и У - » - 0 0 , 
R+/r 

l A ( x ) l < c i e - P * ^ > e ^ + e - ^ J J е х Ь п г 1 3 / ( z ) I < i m 2 ( z ) < 
I m z > 3y 

< C l e - p * ( ^ + ^ H - c j e " 2 ^ J ext~p*ict)dt. 
зу 

А н а л о г и ч н о д л я л ю б ы х сик найдется c t такое , что 

$ < * > ( * ) К 

Д а л е е , 

2 w k * A ( r ) l =1 /Я ( * ) (ж)в , Л Ле1. 
R 

П у с т ь х 0 = р * ( с у ) / ( 2 у ) . 
Т о г д а 

2 т г 1 г * й ( 0 К I J й<*> ( х )Л* | + I ? А<*> ( х )Л* | < 

< C i e - P * ( O ' ) + x 0 ^ + C i e - x 0 j ' + C i Je-2xydy "j ext-p*Wdt< 

Зу 

< C l e - p 4 c y ) l 2 t e e " " * ' ? e ~ p * ( c ° + * ° f d r . 
З у 

П р и м е н я я л е м м у 3.2, п о л у ч а е м и с к о м о е утверждение: 
Д л я л ю б ы х сик найдется С\ такое , что 

\tkh(t)\<Cle-p*(cy\ 

l / ( z ) l < c 1 ( l + l R e z l ) - ^ - p * ( ^ > . 

Т е о р е м а 3.1. Отображение d, действующее из Q/J в Oi, 

(d(f+J))(x) = l i m i J f(z)e-izxdz, 
y-*<*> R+iy 

есть изоморфизм топологических алгебр. 



Д о к а з а т е л ь с т в о . М ы и с п о л ь з у е м здесь л е м м у 3.6. 
И з (а ) с л е д у е т , что QJJ есть т о п о л о г и ч е с к а я алгебра. И з ( г ) с л е д у е т , ч т о о т о 

бражение d определено к о р р е к т н о . Л и н е й н о с т ь d очевидна. И з ( б ) с л е д у е т , что 
d — непрерывный оператор. Б и е к т и в н о с т ь d в ы т е к а е т из т о г о , ч т о с у щ е с т в у е т 
обратное отображение. Д е й с т в и т е л ь н о , е с л и g& С%, то н а й д у т с я hi, h2 Е С # т а к , 
ч т о ^ = Л 1 + А 2 . s u p p / i ! С (—оо, i ) ; s u p p A 2 C (0,°°). П р и м е н я я к ф у н к ц и и h2 л е м м у 
3.4 ( а ) , а к ф у н к ц и и x^-hi(-x) л е м м у 3.5 (а ) и с к л а д ы в а я п о л у ч а ю щ и е с я ф у н к 
ц и и elzfx(z) и / 2 , п о л у ч а е м п о ч т и а н а л и т и ч е с к у ю ф у н к ц и ю / . И з т е х же л е м м 3.4 
( а ) и 3.5 (а ) с л е д у е т , ч т о / Е Q, 

d(f)=d(eizf1(z))+d(f2)^h1+hz = g. 

С л е д о в а т е л ь н о , d есть г о м е о м о р ф и з м ; м е ж д у Q/J и Ot. 
М у л ь т и п л и к а т и в н о с т ь d достаточно проверить на множестве преобразований 

Ф у р ь е ф у н к ц и й из С о ( R ) , где она очевидна. И т а к , d есть и з о м о р ф и з м т о п о л о г и 
ч е с к и х алгебр . 

О т о б р а ж е н и е , обратное к d, называется о б о б щ е н н ы м преобразованием Ф у р ь е 
и л и преобразованием Д ы н ь к и н а в непрерывном случае . 

О т м е т и м , ч т о оно согласовано с преобразованием Ф у р ь е . 
3.5. В с ю д у далее б у д е м п р е д п о л а г а т ь , что вес р у д о в л е т в о р я е т у с л о в и я м (3.1) 

и (3 .2 ) . 
У с т а н о в и м с л е д у ю щ у ю п р о с т у ю л е м м у о б оценке м н о ж е с т в а м а л о с т и п о ч т и 

аналитической ф у н к ц и и в С + . 
Л е м м а 3.7. Если / Е Q, If (z) I < e x p p * ( I m z ) , 0>О, и существует последо

вательность чисел | Ук^,Ук -уоа, удовлетворяющих условию 

m(EB(f)n [-Аук + iyk, Аук + iyk]) >&Аук, 

(Здесь Ec(f) = ^ z E C + , l / ( z ) l < е х р ( — р * (с I m z ) ) j , тп - мера Л е б е г а , п о с т о я н н ы е 
А, В зависят лишь от & и р). 

Д о к а з а т е л ь с т в о , (а ) П у с т ь 2 т < ^ л < 2 т + 1 , 

def | 

def def 

S 2 m = f { z : 2 m _ 2 < I m z < ^ , \Rez\<Ayk}, 

I = [-A + iA + i],Im = 2m-xI, 

def 
w ( z ) = w ( z , £ " B ( 0 n ^ , i 2 w ) , 

г д е w ( • , * , • ) — гармоническая мера. 

И з г е о м е т р и ч е с к и х соображений в и д н о , что 

w ( z ) >сф,А)>0, zEIm. 

У ч и т ы в а я , ч т о ф у н к ц и я 
1 9 / ( z ) 

/ ! ( z ) = / ( z ) - I J J -i±J-dm2($) 
* lmz>2m-2 z - f 

аналитична в J 2 m и о т л и ч а е т с я о т / ( z ) не более чем на c t e x p ( - р * ( 2 В у к ) ) д л я 
б о л ь ш и х у к , п о л у ч и м ч т о п р и z Е / т 
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logl / i(z) I < / logIД (f) I co(z,tff, fi) < 

< sup l og i / i ( f ) l+ inf w(z) • sup logl/Xf) I < 

ГтСЕ B (/)• 
2С(Д,А) 

( П о с л е д н е е неравенство в ы п о л н я е т с я благодаря т о м у , что р*(х)/х возрастает ) . 
1 d«f 5 

П у с т ь а £ ( 0 , — ) - ч и с л о , к о т о р о е б у д е т определено н и ж е , у — . 
2 Zc(p,A) 

Д а л е е , 

&s,k = f { z : 2 s a < I m z < 2 J , I R e z I < (2m~2+ 2*-1)А}, s<m, 

Apf 

/ s k = [—(2 +2 )A + 2 i, (2 +2 )v4+2 I\, s^m. 

Т о г д а Im>k=Im. 
( б ) Д о к а ж е м теперь по и н д у к ц и и , что п р и п о д х о д я щ и х Л , В и а д л я всех доста

точно б о л ь ш и х s > s 0 ( 4 , 5 , а и s 0 зависят л и ш ь о т р и 0 ) , 

Оценивая гармоническую м е р у , 

inf w ( Z , / s + 1 > f c , f t s ) > ^ ( l - e - ^ 2 ) , 

и р а с с у ж д а я , т а к же к а к в п . ( а ) , п о л у ч а е м : 
е с л и / $ + 1 ( А . С Ey(f), s<m, т о 

l 0 g | / ( 2 ) _ l JJ ^^Ш 2(Г)|< 
* I n w > 2 f a z _ ? 

<р*(?)- ^ ( 1 - е ^ / 2 ) р * ( 2 ^ ) < _ р * ( 2 ^ 1 7 ) - 1 , z e / j J k , 

п р и у с л о в и и , ч т о 

7 ( 2 1 + £ ^ ( 1 - е - ^ 2 ) - 1 ) > 2 , 

где е о п р е д е л я е т с я в л е м м е 3.2 ( а ) . 
Н а к о н е ц , 

V с 3 c i , l / J difiatf) I < c i e x p ( - p * ( c - 2 s a ) ) . 
Imz>2*a z _ b 
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k>2s~1 

Выберем теперь числа 

а<^,А>21оё^,В>4с(в,А)(2е12-1)-\ 

П о л у ч и м , ч т о д л я достаточно б о л ь ш и х s,s0<s<m, 

IStkCEy(f). 

И т а к , д л я всех достаточно б о л ь ш и х s, s > s 0 , д л я всех достаточно б о л ь ш и х к, 

С л е д о в а т е л ь н о , п р и s> s0 

R+2siCEy(f), 
Tf, о = б , / 6 J. Л е м м а доказана. 

П У С Т Ь def, » 
0 Z ± = { / e O i ; : s u p p / C R ± j , 

def , 
Q± = d-\otJ+j. 

Л е м м а 3.8. 

(а ) G + = QГ\А(С) П Я " ( С _ ) + / . 

( б ) ( 2 - = е П £ " ( С + ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о , (а ) П у с т ь / € <2 + . Т о г д а 7y 0 e C#_. П о л е м м е 3.5 
(а ) найдется ^ G Q n ^ ( C ) П Я " ( С _ ) т а к а я , что 7^ 0 = 7V 0 . П о л е м м е 3.6 ( г ) 

fGQnA(C)nH"(C.)+J. 
def 

( б ) П у с т ь / е Q.,g(z) =е f(z). Т о г д а 7 ^ > 0 ( х ) = 0, х З * 1, с л е д о в а т е л ь н о , 
у , (дс) = 0 , * > 1 , 

2я • Iv g(z) I = I J vg(x)e-i2xdx\ <сеЫ2. 

П о э т о м у 

\f(z)\=e-Mz\g(z)\< 

< е - Ы г (\Kg(z)\ + \wg(z)\ - H v g ( z ) l ) < c o n s t . 

ВключенияQ(~)A(C) Л Я " ( С . ) С Q + и Q П Z , ~ ( C + ) С Q _ очевидны. 
3.6. Здесь теоремы о сверточных уравнениях из § 1 п е р е ф о р м у л и р у ю т с я в тер

минах п о ч т и аналитических ф у н к ц и й . П р е д п о л а г а е м , что вес р у д о в л е т в о р я е т (3.1) 
и (3.2). 

Т е о р е м а 3.2. Алгебра QU не содержит делителей нуля. 
Т е о р е м а 3.3. Если вес р удовлетворяет условию 

,. Р(х) 
х-*" xlogx 
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а функции f,g&Q таковы, что fg G Q\J, то для некоторого с 

l / ( z ) I + \g(z) I < c e x p ( c l m z ) . 

Т е о р е м а 3.4. Если функция f&Q, функции g, fg€QЛ / , то для некото
рого с 

| / ( z ) I + \g(z) I < c e x p ( c l m z ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 3.2. Е с л и / g G / . 

m a x ( l / ( z ) l , l g ( z ) l ) < e x p p * ( I m z ) , 

т о , п о л а г а я (3 = 1/2, п о л у ч и м , что д л я н е к о т о р о г о д>0 

R + * [ ) ' o , e e ) C £ ' 2 B ( f r ) , 

п о э т о м у д л я к а ж д о г о 7 > д>0 

m a x { w ( £ д ( 0 П [-Ay + i > , Л;и + iy]),m(EB(g)C\ [-Ay + iy, Ay + z > ] ) } > 4 p 

где Л и 5 о п р е д е л я ю т с я в л е м м е 3.7. 
П р и м е н я я ее, п о л у ч и м , что по крайней мере одна из ф у н к ц и й / , g л е ж и т в / . 
Т е о р е м ы 3.3 и 3.4 д о к а з ы в а ю т с я в с л е д у ю щ е м параграфе. 
О б р а т и м с я теперь к теоремам о сверточных уравнениях . 
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1.1 Н е у м а л я я о б щ н о с т и , считаем, что 

р G С°°, р строго в ы п у к л а . П у с т ь р, v у д о в л е т в о р я ю т у с л о в и я м т е о р е м ы , 

/, g € С " ( R ) , s u p p / , s u p p * С ( 0 , 1 ) . 

Е с л и д * v = 0, то ( м * / ) * ( v * g ) = 0, 

/ I * / , vXg<EOi. 

И з теорем 3.1 и 3.2 с л е д у е т , ч т о одна из э т и х ф у н к ц и й ( п у с т ь р K-f) есть 0. 
И з п р о и з в о л ь н о с т и выбора / (не у м а л я я о б щ н о с т и v X ^ f N ) ) в ы т е к а е т , что V f , 
р # Xi 0 t j = 0, с л е д о в а т е л ь н о , ju = 0. 

д о к а з а т е л ь с т в о теорем 1.2 и 1.3 п р о в о д и т с я с применением э т о й же процеду
р ы с г л а ж и в а н и я и т е о р е м ы 3.1. П р и э т о м и с п о л ь з у ю т с я соответственно теоремы 
3.3 и 3.4, а т а к ж е стандартная теорема Т и т ч м а р ш а . 

З а м е ч а н и е . В о т л и ч и е о т д и с к р е т н о г о с л у ч а я ( к о т о р о м у с о о т в е т с т в у ю т 
пространства п о ч т и аналитических ф у н к ц и й с оценками на рост м о д у л я и у б ы в а 
ние Э-производной, зависящими л и ш ь о т радиуса) здесь не у д а е т с я у с т а н о в и т ь 
наличие факторизации 

(Я = OI+ *(Ж -, Q = G+ • Q- +J. 

В д е й с т в и т е л ь н о с т и даже вопрос о разложении п р о и з в о л ь н о й ф у н к ц и и из CQ ( R ) 
в с в е р т к у д в у х т а к и х ф у н к ц и й весьма с л о ж е н ( с м . [ 1 8 ] ) . 

4 1 



§ 4. Д о к а з а т е л ь с т в о теорем о п о ч т и аналитических ф у н к ц и я х 

4.1. Здесь д о к а з ы в а ю т с я т е о р е м ы 3.3 и 3.4. Сначала, и это составляет о б щ у ю 
часть д о к а з а т е л ь с т в , у т в е р ж д е н и я о п о ч т и аналитических ф у н к ц и я х в С+ с в о д я т с я 
к у т в е р ж д е н и я м о б аналитических ф у н к ц и я х в н е с к о л ь к о м е н ь ш и х о б л а с т я х . 
П р и э т о м и с п о л ь з у ю т с я у т в е р ж д е н и я аналогичные приведенным в [6 , 9, 17 ] . 
С п о м о щ ь ю оценок к о н ф о р м н ы х отображений задача с в о д и т с я к с л у ч а ю ф у н к ц и й 
изА (С+). 

Д а л е е п р и м е н я ю т с я т е о р е м ы единственности д л я п о ч т и аналитических ф у н к 
ц и й : м о д и ф и к а ц и я о д н о г о р е з у л ь т а т а И . В. О с т р о в с к о г о [4, 5] ( д л я доказатель
ства т е о р е м ы 3.3) и теорема Линделё*фа. 

Н а к о н е ц , завершение доказательств т а к ж е я в л я е т с я о б щ и м , 
def 

4.2. И т а к , п у с т ь h = fgG Q.. П о л е м м е 3.8,h G Z . " ( C + ) . 
H e у м а л я я о б щ н о с т и , м о ж н о считать, что 

l / ( z ) l + l ^ ( z j ) l < e x p . p * ( I m z ) , 

\h(z)\<l, 

д л я л ю б о г о с найдется с\ такое , ч т о 

l 3 / ( z ) l < c 1 ( l + l R e z l ) - J e x p ( - p * ( c I m z ) ) , 

l % ( z ) K c 1 ( l + l R e z l ) - J e x p ( - p * ( c I m z ) ) . 

Р а с с м о т р и м м н о ж е с т в о всех п р я м о у г о л ь н и к о в 

def 

n = n z > 2 j = [ R e z b R e z 2 ] +i [ I m z i , I m z 2 ] 

т а к и х , ч т о z i , z 2 e Еъ ( A ) , где Bi б у д е т определено н и ж е , 

- ^ r j i n ( I m z i , I m z 2 ) < l z i - z 2 l < 1 0 m i n ( I m z 1 , I m z 2 ) , 

и найдется к р и в а я / , 

I CEbQi) n { z S C + : I z - z J < l z 1 - z 2 l j , 

соединяющая т о ч к и z j и z 2 . 
К а ж д о м у т а к о м у п р я м о у г о л ь н и к у П сопоставим трапецию Г , у к о т о р о й верх

нее основание совпадает с верхней стороной П , нижнее основание л е ж и т на R , 
а у г л ы п р и н и ж н е м основании равны яг/4. 

Обозначим объединение э т и х трапеций через U= ЩВ1). 
П р о в е р и м , ч т о д л я н е к о т о р ы х у ъ В \ , зависящих л и ш ь о т р и 2?2, 

U{Bi) n { z е С + , I m z С EBi (h) 

(В2 б у д е т выбрано н и ж е ) . 
Д о к а з а т е л ь с т в о э т о г о у т в е р ж д е н и я п р о в о д и т с я аналогично д о к а з а т е л ь с т в у 

л е м м ы 3.7. 
Д е й с т в и т е л ь н о , п у с т ь П — о д и н из рассматриваемых п р я м о у г о л ь н и к о в , 
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x = (Rez! + Rez 2)/2, 

уу = min(Imzi, Imz 2 ) , y2 - max(Imzi, Imz 2 ) , 

£2 ={zGC+,yJ2<lmz<2y2, x-Ay2<Rez<x+Ay2}, 

1= [x-Ay2+y2i,x+Ay2+y2i], 

где А будет выбрано позже. 
Из геометрических соображений видно, что 

inf ы(2,1, S2V) >с(А)>0. 
zfEI 

Рассуждая, как в доказательстве леммы 3.7, получаем, что 1<^ЕС^В ^ 2 0(А) 
при c(A)Bi>40 и достаточно большом у и У\>Уо (где 70 зависит лишь от р , 

А). 
Далее, снова рассуждая, как в доказательстве леммы 3.7, можно показать, что 

[х-Ау2/2,х+Ау212] + /[у 0 ,л] c ^ ) s , / 2 o W ' 

если A >Ci (е), Вх >с2 (А)/е, где е определяется по р в лемме 3.2. 
Выбрав теперь А > max (c t (е), 2), 

Bt >max(c2 (Л)/е, 20В2/с(А) ) , 

получим 

r n | l m z > 7 o } c £ ' B 2 ( A ) . 

4.3. Рассмотрим далее компоненты связности ^ множества 

Ев (h)\(Uu[z G С + : Imz < 10у0}), 

где Bi и j>0 определяются по В2, как в п. 4.2. 
Если бы какая-то Vj удовлетворяла соотношению 

diam Vf > - i dist(^-, R), 

то нашлись бы Z i , z 2 G Vj такие, что 

\zx-z2\ = ^ m i n ( I m z b Imz 2 ) , 

и такая кривая /, соединяющая zy и z 2 , что 

/ С F j n { z e C + : l z - z i l < l z i - z 3 l } . 

Соответствующий прямоугольник n z z по определению лежит в множест
ве U. В то же время Z i , z 2 £ U. " 2 

Полученное противоречие доказывает, что все компоненты Vj удовлетворяют 
соотношению 
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d iam^ < j d i s t ( ^ . R ) . 

1 , 7 » г е ^ п я в (й) z - K 

def 1 Z-z,-
A / (z) = • С 2 - 2 / D — f y j (z) - — 

2 ' 7 / ' •' \Z-Zj\ 

defl / 2 , / ( ? ) 
T T f e ^ z - f 

Тогда 

/ ^ ^ н в С Д , , (4.2) 

Введем функцию / 1 , 
def_ 

. / 1 = Э / - 2 х ^ п £ в з ( й ) - Б / 2 > / . 

Ясно, что для любых с и А: найдется C i такое, что 
l / 1 ( z ) K d ( l + l R e z i r A r

e - p * ( c b n z ) . 
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Сопоставим каждой компоненте Vj круг Kj с центром Zy и радиусом — dist(Py\ R) 
так,чтобы 

Vj С 1к,, Zj £ EBi (A), dist(Kj, R) > diet (К,, R ) / 2 . 

По лемме Халла (см, [19], с. 362) для круга, в кругах Kj содержатся мно
жества Kj, 

К} = | z G C + : \z-Zj\ 

такие, что 

Ej С (J dist(^. , R), i dist(^-, R ) ) , 

mEj > ^ d i s t ( ^ , R ) , 

К) ПЕВз(п) = 0 , (4.1) 

где 5-з = ci?i, с <°° — абсолютная константа. 
4.4. Теперь „выметем" меру dfdm2 с множества Ев + 1 ( 0 и домножим полу

чившуюся функцию на ограниченный сомножитель так, что произведение станет 
аналитической функцией. Учтем при этом, что Ев + ( / ) С£^ (А). 

Пусть 3 3 

defl 3 / ( 0 . 
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Далее, функция / 2 , 

d e f 1 /1 (?) 
п С+ z - f 

д d e f 

аналитичнана v = U fynifg (А). 

В силу (4.1), (4.2) и малости IЭ/1 
V с V к З с ь I < / - / 2 ) (z) I < c i ( l + lRez l ) -*e - p * ( c I m 2 ) , 

1/а(г) I > i- exp(-p*(5 3 Imz)) , z e 

при достаточно большой Imz, Imz >y(B3). 
Поэтому функция / 3 , 

/ 3 ( z ) = e x p ( - - JJ — — -dm2($)), 
\ 7 r I m z > > ( S 3 ) / г ( ? ) z - f / 

z«£K° и С/ 

d e f j -v 
ограничена в С+, функция / 4 = / 2 / 3 аналитична в C+V(l7U|z: Imz>^(B 3 ) j ) -

d e f 

Аналогично строится функция g 4 . Пусть далее й 4 = / 4 g 4 . Ясно, что 

'/+// g+1'g 
Э Jf,Jg,fhGJ: l i m — — = l i m — — = l i m ~ Г ~ = 1 - . 

lzl-»"> /4 lzl-*°° £ 4 lzl-*°° А 4 

z e C + z e C + z e C + 

4.5. Оценим теперь „размер" множества V. 
Напомним, что UС Ев (А), 

f4,g^&A(V),h4eH°°(V), 

где 
d e f , . 

V= C+\(Uu{z:lmz>y(B2)}), 

а 5 2 — достаточно большое число. (Далее, / 4 и g 4 рассматриваются именно на V). 
Заметим,что, не умаляя общности, можно предположить, что область Forpa-

ничена ломаной, все отрезки которой имеют длину не менее 1. 
Вследствие леммы 3.7 для достаточно больших В2 множество U не заполняет 

угол |7г /4< a rgz< 3ir/4}, а следовательно, для некоторой г^&С+ 

| z S C + : 7 r / 4 < a r g ( z - z ! ( ! ) < 3 7 r / 4 } n t / = ( 5 . (4.3) 

Зафиксируем такое В2 (и определяющиеся по нему Bt и В3). 
' d e f / /е 1\ 

Пусть i? = |zGC+.: iRezI < (Imz) 7 j , где r = min/ 4, - 4 ] , e определя
ется в лемме 3.2. 

Докажем, что множество t /n i? ограничено. В противном случае пусть 
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По (4.3) 

d e f 

<p(t) = dist(/f, U). 

f/VT+ const < <p(t) < t + const. 

Если <p(r) >dist(z'f, 37?) для достаточно больших t, то, как легко видеть, UHR 
ограничено. Следовательно, найдется последовательность точек znGRC\bU, 
I zn I (не умаляя общности, можно считать, что Re zn -»°°) таких, что 

<t(tn) = \itn-zn\. 

Пусть Dn - круг с центром в tni радиуса <^(г„), у„ — дуга окружности bDn 

длиной Imz„/2 с центром в точке zn. 
Применяя простую оценку гармонической меры в области 

V Pl |zG С + : l z - z„ l <Imz„/2J 

и используя малость й 4 на dV, получаем, что при некотором с > 0, не завися
щем от п, 

loglft 4(z)l < - p * ( d m z ) , z£yn. 

Поскольку 

получаем, что 

tJypT+ const < \itn-zn\ < R e z „ < ( I m z „ ) 1 + T , 

log IA 4 (z) I = i log I h4 (w) I to (z, dw, Dn) < 

< -p*(сг ' _ 7 /2 ) со (z, т„,£>„), z G D„. 

При z G 

со (z, ?„,£>„) >const 
Imz, 

" > const • r n

T . 

Поэтому 

l o g l A 4 ( z ) l < - c o n s f r n

0 _ 7 ) ( 1 + e ) f ; 7 < - c o n s f \z\1+e'\ze±Dn. (4.4) 

Заметим теперь, что если положить р0 (х) = х 1 + е ^ 5 и определить по этому весу 
Ро пространства Q0 и / 0 , как описано в § 3, то h4GQ0. Из условия (4.4) легко 
вывести, что й 4 удовлетворяет условиям леммы 3.7. Отсюда следует, что A 4 G / 0 , 
/г Е / 0 , d(/z) = 0. Однако, по условию, d(h) ^ 0. (Ясно, что значения d(h) не зави
сят от веса). 

Полученное противоречие доказывает ограниченность множества UC\R. 
4.6. Пусть <р — конформное отображение С+ на F такое, что 

¥?(0 =z^ + i, </>(°°) = °° 
(см. (4.3)). 

46 



Далее мы будем оценивать искажения, возникающие при этом отображении. 
Пусть 

def, ч def, ч S(x) = J z S 9 F : R e z > x } , S,(x) = | z G bR :Rez > x j , 

def/ ч 
R(x) = [ z e C + : R e z < x } U f l . 

Оценим гармоническую меру 

с о ^ + г , S(x), V). 

Во-первых, ясно, что при X i > x 0 , где х0 = х + х 0

1 / ( 1 + 7 ) , а х достаточно велико, 

Lo(x1 + ixl

1«1+yKs(x),V)>±-. 

Поэтому 

w(z , + / ,S(x) , V) = J co(z,S(x), F ) u ( z , + M z , « ) > 

- 1 
> J - w ( z # + /,dz,fl) = - * r w ( z , + / , S i ( x 0 ) , * ) > const • x0"" 

(Последнее неравенство следует, например, из теоремы Келлога (см. [20])). 
Итак, 

u(zm + i,S(x), V) > const •х~\х>1. 

Во-вторых, по принципу расширения области, 

io(z* + i,S(x),V)<u(z* + i>d(R(x)),R(x))< 

<2a j (z , + i, [х, °°),С+) <const • х ~ 1 , х > 1. 

Возвращаясь к отображению и учитывая конформную инвариантность гар
монической меры, получаем 

w(zt + t, 5(Re^6;)), V) = со(0, [х, °°)>С +), 

ci (Re.^(x)) _ I < x _ 1 <c 2(Re<p(x))" 1 , х > 1, Re<p(*) > 1. 

Рассуждая аналогично для х < 0, получаем в итоге 

0 < с , < 1 - ^ 1 < с 2 < ° ° , Ы > 1 
X 

(здесь используется то, что Im у (х) = о (I Re у (х) I), I х I -»• °°). 
Отметим, что более точную оценку можно вывести, например, из одного ре

зультата Н. А. Широкова [21]. 
def <p(z) 

Пусть Ф(г) = . Тогда Ф€Л(С+), 1аг§Ф(г) I <7Г, поэтому Ф е # р при 
z + z 

всехр<72 (см.,например, [19],с. 119). 
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Далее, с 3 < I Ф(х) I < е 4 , д : 6 R, следовательно 

с 3 < 1Ф(г)1 < c 4 , z e C + , 

с 3 Ы < lv?(z) I < c 4 l z l , Izl > 1 . (4.5) 

Отметим, что если бы удалось доказать, что функции / 4 , # 4 ограничены на 
каком-либо множестве </>({zGC+ : Imz < § ] ) , то можно было бы сразу использо
вать теорему 2 из работы И. В. Островского [5]. Однако удается получить лишь 
более слабые утверждения (4.8). 

4.7. Установим следующие оценки искажения вблизи границы: 
(а) dist(<£(x + zlxl~ 2 ) , bV) <const, Ixl > l , x 6 R . 
(б) Найдутся 5>0,JVo<°° такие, что для любогоN>N 0 срещчиселх = 8, 

N5 по крайней мере половина удовлетворяет условию 

sup dist(</>(z), ЭК) < 1 . 

I z - x - 8 i l < 8 

Д о к а з а т е л ь с т в о , (а) Поскольку 

to(v(x + i\x\-2), </>([х, х + I x l - 2 ] ) , Г) = 

= и ( д : + г Ы " 2 , [х,х+1х1~ 2],С+) >const, Ixl > l " 

достаточно проверить, что 

diam(ip([x, х + I x l - 2 ] ) ) < 1, х > х 0 . 

Эта оценка следует в свою очередь из того, что 
со(г, [х,х+Ixl-2], С+) < c o n s t l x l - 4 

И ТОГО, что 

C J ^ + Z , 9 F n { z G C + : r < R e z < f ! | , V) > const I (4.6) 

при Ifl > 1 , IГ—Г1 * < 1 . 
Для доказательства (4.6) можно воспользоваться принципом расширения 

области, а затем оценить гармоническую меру в модельной области W: 

to(i, [r,r + r i ( l + z')L W) >const • r2t],t>l,0<h<l, 

где 

W = | z G C + : l lmzl > iRezI Vl lmzl > i R e ( z - f ) ' } -

(б) Из (4.5) следует, что для достаточно малого б по крайней мере две трети 
чисел х из набора 5 /2 , (2N—1)5 /2 удовлетворяют условию 

Rei/>(x + 5)-Re<?(x) < 1. 

Поскольку все отрезки, составляющие bV, имеют длину не менее 1, получаем, 
что при достаточно малом 5 по крайней мере половина чисел х удовлетворяет 
условию: 
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d e f 

множество S, S = <£({*, JC + 5]) , является отрезком. Тогда 

v(v(z),S, V) = w(z, [x,x + 6],CJ > ~ , 

если \ z— x— — —5zl < 6 , при достаточно малом5. 

Отсюда вытекает искомая оценка 

sup dist(</>(z),9, V) < 1 . 
l z - x - S i l < S 

4.8. Пересадим теперь функции / 4 , ^ 4 , в С+. 
Пусть 

d e f d e f d e f 

/ s ( 2 ) = / 4 ( * ( z ) ) , * , ( * ) = g4&(z)),h5(z) = A 4 ( * ( * ) ) -

Из (4.5) вытекает, что 

l / s ( z ) K e x p / ( c 4 l z l ) , 

\gs(z) I <expp*(c 4 l z l ) . 
(4.7) 

Далее, lA5(z) I <const. 
Обратимся сначала к доказательству теоремы 3.3. 
Из результатов п. 4.7 и элементарных оценок типа теоремы о двух константах 

вытекает, что 

sup (l /s(z) I•+ l* s (z ) I) \f5(z)gs (z) I <const, 
0 < I m z < ( i + I R e z l ) - J 

и для некоторого c> О выполнено условие 

VN>N0, cardjn, 1 <n<N: 

sup ( l / s ( z ) l + l f t ( 2 ) l ) l / 5 ( z ) f t ( z ) l < c } > - ^ 

Г (4-8) 

4.9. Здесь мы воспользуемся следующей модификацией одного результата 
И. В. Островского [4,5] . 

Л е м м а 4.1. Пусть функции gx, g2 G А (С+) О С(С+) удовлетворяют усло
виям: 

( а ) л - й е я - ( С + ) , 

(б) для любого с>0 найдется c t такое, что 

\g\(z) \ + l g 2 ( z ) l < C i e x p e x p c l z l , zGC+, 

(в) s u p { t g 1 ( z ) l + \g2(z)\, 0 < I m z < ( l + l R e z l ) - 2 ) < o o , 

(r) VJV>JV0, cardjn, K w < i V : sup l f t ( i ) K l } > ^ . 

Тогда найдется число bGR такое, что 
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gi (z) exp ibz e H°° (C+). 

Доказательство леммы аналогично доказательству теоремы 2 из работы [4], 
однако для замкнутости изложения приводится в Приложении в конце статьи. • 

Положим теперь 
def 2 def 2 

gi = JsSs и g2 = Jsgs • 
Условие (а) вытекает из ограниченности функции hs. Условие (б) есть след

ствие оценки (4.7), условия теоремы на р и леммы 3.2 (б). Условия (в) и (г) -
следствия оценок (4.8). 

Применим к функциям gi и g2 лемму 4.1. 
4.10. Итак, (f\gs) (z) exp ibz E H°° (C + ) . 

Поскольку / 5 (z)gs (z) G Я~(С+), по теореме Линделёфа для некоторого с<°° 

l/ 5(z)ехрг/jzl <cexpc lz l . 
Обращаясь теперь к доказательству теоремы 3.4, сразу имеем, что gs Е Н°° (С+). 
Снова по теореме Линделёфа для некоторого с <°° 

l/s(2) I < c e x p c l z l . 

Завершение доказательства является общим для обеих теорем. 
4.11. Для некоторого с<°° 

l/s (z) I <cexpc lz l . 

Используя оценку (4.5), получаем, что 

1/4 001 = l / s ( * » " , ( z ) ) K c e x p — Izl. 

Вспоминая, что / 4 e Z , " ( R ) , получаем, что функция (z)expic'z ограничена на 
R U i'R+. По принципу Фрагмена—Линделёфа 

af (z) exp ic'z G H°°(C+), 

/ 4 (z) exp ic'z G L °° (C+). 

/ / + M , 
Поскольку lim I — — j ( z ) = l, jf&J (см. п. 4.4), / 4 ( z ) exp i c z GL (C+). 

Izl -+~ \ / 4 / 

zeC + 

Тем самым теоремы 3.3 и 3.4 доказаны. 

П р и л о ж е н и е 

Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 4.1 

Будем следовать ходу доказательства и обозначениям [4]. 
Функция gi' g2 ограничена в С+, поэтому ее нули удовлетворяют условию 

Бляшке. 
Обозначим через В произведение Бляшке по нулям gx. 
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Из условия (в), ограниченности функции gt * g2 и того, что 

I log \ g l ( z ) II < log+1 g l ( z ) I + log+1 g2 ( z ) I + log+1 1/ (gig2) ( z ) I , 

получаем, что 

- I log 1^(0 И 
M i U d t < o o ( n i ) 

l + r 
Введем следующую функцию ф: 

Л у 

Сходимость интеграла следует из (4.8); функция \[/ лежит в Я°°(С+) вслед
ствие ограниченности на R. 

Определим, наконец, 
def g u 

G = dog 

Функция ImG гармонична в С+, непрерывна в С+, равна нулю на R. Из прин
ципа симметрии следует, что G аналитически продолжается до целой функции. 
Обозначим ее также через G. 

Докажем, что для любого с > 0 найдется сх такое, что 

\G(z)\<c1expc\z\. (П2) 

Используем при этом следующее утверждение из работы [22]. 
Если Q G Н°° (С+) \ •[ 0 j , то найдутся 5 > 0 и числа рк, ак такие, что 

I Q (г) I > e x p (-SI г I), z G С+\Е, 

где 

tf= U \z:pk<\z\<ak), 2 l o g — < ° ° . 
/с = Л J fc>i Pk 

Применяя это утверждение к функциям В, ф и • g2, заключаем, что для не
которого 5 > 0 и для некоторой последовательности sk 

2к <sk<2k+1, к>к0, (ПЗ) 

выполняется неравенство 

m i n ( l 5 ( z ) l , \ ф ( г ) \ , I (gtg2)(z) I) > e x p ( - 5 l z l ) , Izl =sk,lmz>0. 

Тогда 

ImG ( z ) < log + l^ i ( z ) I + log+11/5(г) 1+ log I 1/0 (z) I <c x expcl z I, 

- I m G ( z ) < log+1 ^ (z) I + log+ \g2(z) I + l og + 15(z ) I + log I 1 / fe r f i ) (*) '< 

< C i e x p c l z l , Izl = s ^ , l m z > 0 . 
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Следовательно, I ImG(z) I < ^expcl z I, Izl = sk, Imz > 0. Наконец, эта оценка 
распространяется по принципу симметрии и на целые окружности s^T. Используя 
формулу Шварца и условие (ПЗ), получаем (П2). 

Докажем теперь, что 

def UmG(z)l 
1 = JJ 2 dm2(z)<°°. (П4) 

llmzl < ( l + I R e z l ) - J 1 + I R e z r 

Используя условие (в), получаем, что при 0< lmz < (1 + I Rezt)""2 

UmG(z) I < log + l 1/B(z) I +log +l l/i//(z) I +log +l l / fog 2 ) (z) l +0 (1 ) . 

Остается липп> указать, что для Q G*#°° (С+) \ | о | 

1 iog + l i /Q(z)l " 1 iog + l(2(2)l А \ l r t . ; . + m l 

w R+к 1+lRezr TTR+B 1 + l R e z r 

(He умаляя общности, Q (z) # 0 , z G [si, (s+ 1)/]) . 
Вследствие гармоничности функции Im G(z) имеем для z таких, что I Imz I < 

< - y (1 + I Re z I) ~2 оценку 

I I m G ( z ) l < — — JJ IImG(w)tc?w 2(w)< 
7Г f - (1+ iRezI)" 2 ) i w - z l < j (1+1 R e z l ) - 2 

<const • I z l 6 ' / . 

Снова по формуле Шварца 

\G'(x)\ = 0 ( l x l 6 ) , 

lG(x)l = 0 ( l x l 7 ) , Ixl x G R . 

Отсюда и из условия (П2) в силу принципа Фрагмента—Линделёфа следует, 
что функция G есть полином. 

Поскольку ImG(x) = 0 , xGR, коэффициенты этого полинома вещественны. 
Воспользуемся теперь условием (г). П у с т ь — последовательность чисел, 

для которых 

sup \gi (z) I <°° , nkG N. 
I z - n f c s - 8 i l < 8 

Если 

TO 

degG = « , G ( x ) = anxn + 0(\x\n~1+l), 

Im G (x+б w) = na„S Im w»x"'1+О (I x Г~ 2 + 1), 

J J dm2(z)> const ( r " " 3 + r 2 ) . (П5) 
l z - f 6 - 8 / l < 8 1 + IRezr 
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Поскольку 

UmG(z)l 

к \z-nkssi\<s 1 + IRezr 
I m z > О 

(это доказывается^ак же как и (П4)), из оценки (П5) и условия (г) плотности 
последовательности {п к } следует, что deg G < 1. 

Поскольку gi=Вф exp iG, искомое утверждение доказано. 
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