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Il. Polyndmes

Ce chapitre ne traite que les polyndmes a coefficients réels, et pour la plupart en une
seule indéterminée. Ils seront appelés ici polyndomes tout court.

Il.1. Qu’est-ce que c’est, un polyndbme en une
indéterminée ?
Définition. Définissons les polynomes en une indéterminée X a coefficients réels, appelés
ici polynomes tout court, ainsi :
(A) Tout nombre réel est un polynéme, dit polynéme constant.*
(B) Il y a un polynome distingué X, dit I'indéterminée.

(C) Les opérations d’addition, de soustraction et de multiplication sont définies pour
tous les polynomes : si A et B sont polyndmes, alors A+ B, A— B et AB sont poly-
nomes aussi. En plus, les 8 identités suivantes sont satisfaites pour tous polynomes
A B, C:

(1) A+ (B+C)=(A+B)+C, (5) A(BC)=(AB)C,

(2) A+0=A=0+ A, 6) A-1=A=1-A,

(3) B+A=A+B, (7) BA=AB,

(4) A+ (B-A) =B, (8) A(B+C)=AB+ AC.

(D) Tout polynéme A s’écrit comme

A=ayp+a X +aX?+-- +a,X"

=aoX+ e X'+ a X+ 4 a, X",
ou ag, ai, .. ., a, sont des nombres réels, dits les coefficients de A.
(E) Siag,aq,...,a, sont des nombres réels tels que
ao X’ +a X+ a X+ +a, X" =0,

alorsag=a1 =ay =---=a, =0.

! T’usage du mot « constant » ici parait maladroit, mais telle est la tradition qui a l’'origine & I’époque
ou on ne faisait pas de distinction entre les polyndmes et les fonctions polynomiales, et ol méme la
notion moderne de fonction n’existait pas. Peut-étre il serait plus approprié d’appeler ces polynomes
polyndomes scalaires.
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Notation. L’ensemble des polynémes en une indéterminée X a coefficients dans R (réels)
est noté « R[X] ».

Remarque. Parfois on définit les polyndmes comme certaines « expressions formelles ».
Notons cependant que « X2 —1», « 1X2 40X + (—1) », et « (X +1)(X — 1) » sont trois
expressions différentes qui représentent un méme polyndme.

Définition. Soit un polynéme
A=ag+a; X +aX?+ - +a,X",
., a, sont nombres réels — les coefficients de A.

ou X est I'indéterminée, et ag, ay, ..

(1) Ceux des polyndmes ag, a; X, as X2, ..., a, X" qui ne sont pas nuls sont dits termes

de A.

(2) Siag#0, alors ag est dit le terme constant’ de A. Si ag = 0, on peut dire que A
n’a pas de terme constant. Cependant, souvent il peut étre pratique d’appeler ag
le terme constant de A méme si ag = 0, et lorsque il est défini ainsi, on va le noter

«tcA» i tcA (gao.

(3) Sia, # 0, alors a, X" est dit le terme dominant de A, qu’on va noter « td A », a,
est dit le coefficient dominant de A, qu’on va noter « cd A », et n est dit le degré
de A, noté « deg A ».

(4) Si A =0, alors soit on dit que le degré de A n’est pas défini, soit on le défini de
maniére qui parait pratique dans les calculs et les raisonnements subséquents. 11
est courant de définir le degré du polynéme zéro comme moins 1’infini, ce qu’on
peut écrire comme « deg) = —oo ». Ici on va plutét laisser « deg 0 » indéfini.?

D’apres cette définition, tc0 = 0, mais « td 0 », « cd 0 », et « deg 0 » ne sont pas définis.

Définition. Un polynoéme est dit unitaire si et seulement si son coefficient dominant
est 1.

11.2. Propriétés de la multiplication

Proposition. Pour tous A, B € R[X], tc AB = (tc A)(tc B).

Exercice. Prouver cette proposition.

Proposition. Si A, B € R[X] sont deuz polynémes non nuls, alors le polynéme AB est
aussi non nul, et, en plus :

2 Peut-étre il serait plus approprié d’appeler ag le terme scalaire — voir la note 1 pour polynéme constant.

3 Pour simplifier la définition de la division euclidienne des polynomes, il parait pratique d’avoir deg 0 < 0.
Pour avoir la propriété que deg AB = deg A+deg B, il parait pratique d’avoir deg 0 = oo ou deg 0 = —o0.
Pour avoir la propriété que si A divise B, alors deg A < deg B, il parait pratique d’avoir deg0 = co. En
somme, peut-étre il vaut mieux laisser le degré du polynéme nul indéfini.
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(1) td AB = (td A)(td B), (3) deg AB = deg A + deg B.

(2) ¢cdAB = (cd A)(cd B),
En particulier, le produit de deux polynémes unitaires est unitaire.
Exercice. Prouver la derniére proposition.
Corollaire. Si A,B € R[X], A#0, et B#0, alors AB # 0.

Corollaire. Si A, B,C € R[X], AC = BC, et que C' # 0, alors A= B.

11.3. Substitution et racines
Définition. Soit

A=ay+a X +asX?+ - +a, X"
un polyndéme dans R[X], oll ay,...,a, € R. Si B est un polynéme* dans R[X], alors
le résultat de substitution de B dans A pour X est le polyndéme noté « A(B) » et défini
comme

A(B) &t ap +a B+ ayB*+ -+ + a,B".

En particulier, si A = ap + a1 X + -+ + a, X" € R[X] avec ay,...,a, € R, et que
x € R, alors

Alx) =ag+ a1z + -+ aa™.
Done, A(0) = ag, d’otton a :
tc A = A(0).
Exemple. Si A= X? +4X +4, alors A(0) =4, A(1) =9, A(-2) =0.

L’opération de substitution peut étre completement caractérisée par les 4 propriétés
suivantes :
(1) si A est constant, alors A(B) = A, (3) (A+ B)(C)=A(C)+ B(C),

(2) si A =X, alors A(B) = B, (4) (AB)(C) = A(C)B(C).

411y a d’autres objets mathématiques qu’on peut substituer pour une indéterminée dans un polynéme,
comme, par exemple, des matrices carrées, des opérateurs linéaires, ou des polynémes en une indéter-
minée différente, comme B € R[Y].
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Remarque. Malheureusement, la notation pour la substitution n’est pas vraiment dif-
férente de celle pour la multiplication. Par exemple, si A = X + 1, alors est-ce que
AX-1)=X+1D)X-1)=X>-1,ouque A(X —1)= (X —1)+1= X7 Estce
que « X(X)» peut signifier le résultat de substitution de X dans X pour X, donc X 7
Ainsi, on est obligé de deviner la signification de telles expressions de leur contexte.

Pour résoudre cette ambiguité, parfois on adopte la convention de noter les polyndémes
en X comme « A(X)» plutét que comme « A», et alors le produit de A(X) et B(X)
sera écrit « A(X)B(X) », alors que le résultat de substitution de B(X) dans A(X) sera
écrit « A(B(X)) ».

Proposition. 5i A € R[X] et B € R[X] sont polyndémes non nuls, et que deg B > 0,
alors le polynéme A(B) est non nul, et, en plus :

(1) td A(B) = (cd A)(td B)de4, (3) deg A(B) = (deg A)(deg B).
(2) cd A(B) = (cd A)(cd B)dee4,
Exercice. Prouver cette proposition.

Définition. Un nombre a est dit une racine de B € R[X] si et seulement si B(a) = 0.

Proposition. Soient A € R[X] et B € R[X] deuz polyndmes, et ¢ un nombre. Alors ¢
est une racine AB si et seulement si ¢ est une racine de A ou ¢ est une racine de B.

Exercice. Prouver cette proposition.

11.4. Divisibilité

Définition. On dit qu'un polynéme A € R[X] divise un polynome B € R[X] si et
seulement si il existe un polyndme C' € R[X] tel que B = AC.

Exemples. Les polynomes X —1, X +1 et 2—2X? divisent X2 — 1, mais X ne le divise
pas. Tout polynome divise 0. Le polynome 0 ne divise que lui-méme. Les polynomes
constants non nuls divisent tous les polyndmes.

Notation. On utilise la notation « A | B » pour dire « A divise B ».

Ainsi on a défini la relation de divisibilité (]) entre polyndmes.
Au lieu de dire que A divise B, on peut dire que B se factorise par A, ou encore que A
est un diviseur de B, ou que B est un multiple de A. Voici donc quatre fagons différentes

d’exprimer une méme relation entre A et B, notée « A | B» :
(1) A divise B, (3) A est diviseur de B,
(2) B se factorise par A, (4) B est multiple de A.

Les deux propriétés suivantes de la relation (|) entre des polyndmes sont les mémes
que pour la relation (|) entre des nombres naturels :
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(1) siA|Bet B|C,alors A|C, (2) Al A
Exercice. Démontrer les deux propriétés.

Cependant, il n’est pas vrai en général que si A | B et B | A, alors A = B. Ce qui est
vrai, en revanche, c’est que si A | B et B | A, alors il existe un nombre réel ¢ # 0 tel que
B = cA.

Définition. Deux polyndmes sont dits associés (entre eux) si et seulement chacun des
deux divise l'autre.

Exercice. Montrer que deux polynémes A et B sont associés si et seulement si il existe
un nombre réel ¢ # 0 tel que B = cA.

Exercice. Montrer que tout polynéme non nul est associé & un unique polyndéme uni-
taire.

Définition. Un diviseur commun d’une famille (ou d’un ensemble) de polynomes est la
méme chose qu'un diviseur commun des membres de cette famille (ou des éléments de
cet ensemble) : c’est un polynéme qui est un diviseur de chaque membre de la famille
(ou de chaque élément de ensemble).

Exemple. Chacun des polynomes
XX-1), ( X+D)(X-1, (X+1)X
est un diviseur commun de la famille
(X +DX*(X - 1), (X +1)2X(X -1)2 (X +1)2X*(X —1).

Définition. Deux polyndmes sont dits premiers entre eux si et seulement si tout leur
diviseur commun divise 1. Au lieu de dire que A et B sont premiers entre eux, on peut
aussi dire que A est premier avec B.

Autrement dit, deux polynémes sont premiers entre eux si et seulement si ils n’ont
pas de diviseurs communs autres que les polynémes constants non nuls.

Exemples. Les polynomes X2 — 1 et X2+ 2X sont premiers entre eux, mais X2 — 1 et
X? + X ne le sont pas.

Définition. Un multiple commun d’une famille (ou d’un ensemble) de polynomes est la
méme chose qu'un multiple commun des membres de cette famille (ou des éléments de
cet ensemble) : ¢’est un polynéme qui est un multiple de chaque membre de la famille
(ou de chaque élément de I’ensemble).

Exemple. Chacun des polynémes
(X +1DX3(X - 1) (X +1)°X(X —1)% (X +1)2X*(X - 1)
est un multiple commun de la famille

X(X 1), (X+1)(X—1), (X+1)X.
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11.5. Division

Soient A et B deux polynémes. On peut tenter de chercher un polynéme C' tel que
CA=B.Si A{B,iln'y en apas. Si A = B =0, alors tout valeur de C' convient. Si
A#0et que A| B, alors il y a un et un seul polynéme C' tel que CA = B.

Définition. Si A est un polynéme non nul et B est un multiple de A, alors 'unique
polyndme C' tel que CA = B est dit le quotient de B par A et est noté « B/A»,

B
ou « A\B», ou « 1 ». Dans les autres cas, aucun polynoéme n’est dit « quotient de B

par A ».

Ainsi on a défini 'opération de division (/) qui & deux polyndmes associe leur quotient,
tant que leur quotient est défini comme un polynéme.

Exemples. (X2 —-1)/(X —1) =X +1, (X?-1)/(2 - 2X?) = —1/2, mais on n’a pas
défini la valeur de P'expression « (X2 — 1)/X » comme un polyndme.’

La définition de 'opération de division donnée ci-dessus peut étre exprimée par 1’équi-
valence suivante :
B {B —CA

a-¢ A£0

Remarque. L’opération de division de polynomes définie ici n’est pas complétement
« compatible » avec I'opération de substitution : il est une erreur d’écrire « (A4/B)(c) =
A(c)/B(c) » si B(c) = 0. Par exemple, si A = X2 —1et B= X — 1, alors A(1) = 0,
B(1) =0, mais (4/B)(1) = 2.

11.6. Division euclidienne

Proposition. Soient A € R[X] et B € R[X] deux polynomes tels que B # 0. Alors il
existe un unique couple de polynomes Q € R[X] et R € R[X] tel que :

A=BQ+R et
R=0 ou degR <degB.

Exercice. Prouver cette proposition.

Définition. Si A, B, Q, R € R[X] sont quatre polyndmes tels que B # 0 et que

A=BQ+ R et
R=0 ou degR < degB,

alors le polynéme @ est dit le quotient de la division euclidienne de A par B, et le
polynéme R est dit le reste de la division euclidienne de A par B.

5 Plus tard on pourra définir la valeur du quotient « (X2 —1)/X » comme une fraction rationnelle.
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Exemple. Le quotient et le reste de la division euclidienne de X3 par X2+ X + 1 sont
X—letlcar X3=(X?2+X+1)(X—1)+1letdegl=0<2=degX?>+ X + 1.

Voyons sur un exemple comment le quotient et le reste de la division euclidienne d’un
polynoéme par un autre peuvent étre calculés.

Trouvons le quotient et le reste de la division euclidienne de 6 X4 —5X34+4X2 —3X +2
par 2X2 4+ 1 :

6X* —5X% +4X? —3X +2
=(2X2+ 1)3X% - 5X% 4+ X? —3X +2

= (2X% + 1)3X% + (2X* + 1) (—2){) + X2 - %X+2

1
=(2X%+1) (3X2—ZX> +X2—§X+2

5 1 1 3

=0©2X2+1)[3X?-=X 2X24 1) — X+ =

@xt+1) (332 - 2x) + X4 1) - 1X 4
5 1 1 3
=0O2X24+1)(3X?—-ZX+-)|—=X+Z.
( +)< 2 +2) 5 T3

Donc, le quotient de la division euclidienne de 6X* —5X3 +4X2 — 3X + 2 par 2X2 + 1

5 1 1 3
est 3X?2 — §X + 3 et le reste est —§X + 3

Le calcul effectué dans la division euclidienne de 6X* — 5X3 + 4X2 — 3X 4 2 par
2X?2 + 1 peut étre présenté schématiquement ainsi :

6X*—5X3+4X2 —3X +2|2X2+1

3X°2 5X+1
2 2

6X* +3X?

—5X3+ X% —3X +2

- 5
-5X3 --X
2
2!
X X +2
2
B 1
X2 + =
2
1,3
272

Proposition. Si A € R[X] est un polynome et b € R est un nombre, alors le reste de
la division euclidienne de A par X — b est A(D).

Exercice. Prouver cette proposition.
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Corollaire. Soient A € R[X] un polynéme et b € R un nombre. Alors b est une racine
de A si et seulement st X — b divise A.

Corollaire. Le nombre des distinctes racines d’un polynome non nul de degré n est
inférieur ou égal d n.

Exercice. Prouver ce corollaire.

I1.7. % Division suivant les puissances croissantes

[...]

11.8. Racines multiples

Définition. Un nombre a € R est dit une racine de multiplicité m de B € R[X] si et
seulement si (X — a)™ divise B, alors que (X — a)™*! ne divise pas B. Une racine de
multiplicité 1 est dite une racine simple, une racine de multiplicité 2 est dite une racine
double.

Autrement dit, « € R est une racine de multiplicité m de B € R[X] si et seulement
si il existe un polynome C' € R[X] tel que

B=(X—-a)"C et C(a)#0.
Exemple. Soit A = X3 —2X?2 + X = (X —0)(X — 1)% Alors
(1) 0 est une racine de A de multiplicité 1 (racine simple),
(2) 1 est une racine de A de multiplicité 2 (racine double),
(3) 2 est une racine de A de multiplicité 0 (autrement dit, 2 n’est pas une racine).

Proposition. Soient A € R[X] et B € R[X] deuz polyndmes, et ¢ un nombre. Alors la
multiplicité de ¢ comme racine AB est la somme de la multiplicité de ¢ comme racine
A et de la multiplicité de ¢ comme racine B.

Exercice. Prouver cette proposition.

Corollaire. La somme des multiplicités de toutes les distinctes racines d’un polyndéme
non nul de degré n est inférieure ou égale a n.

Exercice. Prouver ce corollaire.

11.9. %% Interpolation de Lagrange
[...]
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11.10. PGCD et PPCM

Définition. Soit .4 une famille de polyndémes. Un polynéme B et dit un plus grand
commun diviseur (PGCD) de la famille A si et seulement si

(1) B est un diviseur commun de A, et
(2) B est un multiple de tout diviseur commun de A.

Un polynéme B et dit un plus petit commun multiple (PPCM) de la famille A si et
seulement si

(1) B est un multiple commun de A, et
(2) B est un diviseur de tout multiple commun de A.

Pour une famille (A) & un seul membre A, A est a la fois PGCD et PPCM de (A).
De méme, pour toute famille de la forme (4, ..., A) (qui a A pour 'unique membre qui
apparait plusieurs fois), A est un PGCD et un PPCM de cette famille.

Pour la famille vide (), le polynome nul 0 est 'unique PGCD de () (car tout polynéme
est un diviseur commun de ()), et tout polyndéme constant non nul est un PPCM de ()
(car tout polynéme est un multiple commun de ()).

Si un polynéme A est un membre d’une famille B et que A divise tout membre de B,
alors A est un PGCD de B.

Si un polynéme A est un membre d’une famille B et que tout membre de B divise A,
alors A est un PPCM de B.

Supposons que A et B sont deux familles de polynémes telles que :

(1) chaque polynéme qui apparait dans A, apparait aussi dans B, et
(2) chaque polynéme qui apparait dans B, apparait aussi dans A.

Alors, évidemment, les deux familles ont les mémes multiples communs et les mémes
diviseurs communs. D’ou, elles ont les mémes PGCD et les mémes PPCM.
Par exemple, trouver un PGCD ou un PPCM de la famille

142X +X2 1-X2 1—X2 142X + X?
revient a la méme chose que de trouver un PGCD ou un PPCM de la famille
1-X2 142X + X2

Autrement dit, les PPCM et les PGCD d’une famille sont completement déterminés
par 'ensemble des membres de cette famille, sans tenir compte des « places» et des
nombres d’occurrences.

Exercice. (1) Montrer que si A et B sont deux PGCD d’une méme famille, alors A
et B sont associés.
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(2) Montrer que si A et B sont deux PPCM d’une méme famille, alors A et B sont
associés.

Exemple. Trouvons un PGCD du couple (2X2—2, X2+42X +1). Pour cela, observons
les égalités suivantes :

2X? —2=2(X?—-1),
X2 1= (X2 42X +1)+(—2X - 2),
—2X —2=(=2)(X +1),
X242X +1=(X+1)(X +1).

D’apres ces égalités, toutes les familles suivantes ont les mémes diviseurs communs, et
donc les mémes PGCD

(2X2 -2, X2 42X +1), (X?—1, X?+2X + 1),
(—2X —2, X?4+2X +1), (X+1, X*+2X+1), (X+1).

Or, X + 1 est un PGCD de la famille (X + 1). Donc, X + 1 est un PGCD du couple
(2X? -2, X2 +2X +1).

Voici quelques sortes de transformations qu’on peut appliquer a une famille de poly-
ndomes sans affecter ses diviseurs communs, et donc sans affecter ses PGCD :

(1) Permuter les membres (changer 'ordre ou les places des membres). Par exemple :

(A17A27A3) ~ (A37A17A2)-

(2) Insérer un membre nul. Par exemple :

(Ala A27 Ad) ~ (Ala A27 A37 0)

(3) Supprimer un membre nul. Par exemple :

(Ah A27 A37 0) ~ (A17 A27 A3)

(4) Insérer un membre qui est une somme de multiples de membres de la famille
initiale. Par exemple :

(A17A27A3) ~ (1417 A27 A3, (X2 — 1)A1 — XA2 + (Al — )(2 + 2)143)
Ce cas peut étre vu comme une généralisation du cas (2).

(5) Supprimer un membre qui est une somme de multiples de certains autres membres.
(Ici « autres » veut dire qu’ils apparaissent a d’autres places, mais ils ne sont pas
forcement des polyndmes différents.) Par exemple :

(Al, A27 Ag, (X2 - 1)A1 - XA2 + (Al - X2 + 2)143) ~ (Al,A27A3).

Ce cas peut étre vu comme une généralisation du cas (3).

10
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(6) Ajouter un multiple d’un membre & un autre. (Ici « autre » veut dire qu’il apparait
a une autre place, mais cela peut étre le méme polynéme.) Par exemple :

(A17A27A3) ~ (Al - (A2 - X2 + 2)A37 A27 A3)

(7) Ajouter une somme de multiples de certains membres a un autre. (Ici « autre »
veut dire qu’il apparalt a une autre place que le membres dont on a pris la somme
de multiples.) Par exemple :

(A1, Ag, Ag) ~ (A + X Ay — (Ay — X2 +2) A3, Ay, Ay).
Ce cas peut étre vu comme une généralisation du cas (6).

Ci-dessus, ainsi que dans la suite, une somme de multiples d’'une famille veut dire
une somme d’un nombre arbitraire de multiples (et pas uniquement une somme de deuz
multiples). En plus, tout multiple lui méme est considéré comme une somme de multiples
(il est 'unique terme de cette « somme »).

Lemme. Soient A et B deux familles de polynémes telles que B est obtenue a partir
de A par une opérations d’une des sept sortes décrites ci-dessus (A ~» B). Alors les
familles A et B ont les mémes diviseurs communs, et donc elles ont les mémes PGCD.

Exercice. Prouver ce lemme.
Théoréme. Toute famille de polynomes admet un PGCD.

Démonstration. La famille vide (), la famille (0), ainsi que toute autre famille dont tous
les membres sont 0 (comme (0,0,0)), a le polynéme 0 comme 'unique PGCD. Ainsi,
toute famille qui n’admet pas de PGCD doit avoir au moins un membre non nul.

Supposons qu’il existe une famille de polynémes qui n’admet pas de PGCD.

Soit A une famille de polynémes qui n’a pas de PGCD et telle que le plus petit degré
d’un membre non nul de cette famille soit le plus petit possible.

Soit B un membre non nul de A du plus petit degré.

D’apres le choix de A, si C est une famille de polyndémes qui contient un membre non
nul du degré strictement plus petit que deg B, alors C admet un PGCD.

Si B divise tout membre de A, alors B est un PGCD de A. Or, A n’a pas de PGCD.
Soit alors C' un membre de A tel que B ne divise pas C.

Soient @ et R le quotient et le reste de la division euclidienne de C par B :

C = BQ+ R, R#0, deg R < deg B.

Soit D une famille obtenue en insérant R dans la famille A. Alors, d’apres le choix de
A, la famille D admet un PGCD. Or,

R=1C - QB,

et donc, d’apres le lemme précédent, A et D ont les mémes PGCD. On a obtenu une
contradiction (car A n’admet pas de PGCD).

Vu qu’on inévitablement obtient une contradiction apres avoir supposé qu’il existe une
famille de polynémes sans PGCD, cela montre que toute famille de polynémes possede
un PGCD. n

11
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On peut démontrer I'existence d’'un PPCM en s’appuyant sur I’existence d’'un PGCD.
Théoreme. Toute famille de polynomes admet un PPCM.
Pour démontrer ce théoréme, les deux lemmes suivants seront utiles.

Lemme. Si Il est un ensemble non vide de polynomes, alors il existe un élément de I1
qut divise tout élément de 11 qui le divise.

Démonstration. S’il n’y a qu’un seul polynome dans I, alors évidemment il divise tout
élément de II, car il divise soi-méme.

S’il y a au moins deux polynéme dans II, alors au moins un polynéme dans II est
non nul. Soit A un polynéme non nul dans IT du plus petit degré. Considérons un
polynoéme arbitraire B dans II qui divise A. Alors B # 0 et deg B = deg A. Donc,
A/B est un polynome non nul du degré 0, c’est-a-dire, A/B est un réel non nul. D’ot,
B=(1/(A/B))A, ou (1/(A/B)) est un réel non nul, et donc A divise B. Ainsi, A divise
tout polynéme dans IT qui divise A. [

Lemme. Soient A et B deur familles de polynomes telles que chaque membre de A
divise chaque membre de B. Alors tout membre de A divise tout PGCD de B.

Démonstration. Tout membre de A est un diviseur commun de B, donc, il divise tout

PGCD de B. 0

Démonstration du théoréeme d’existence du PPCM. Soit A une famille de polynémes.
Evidemment, 0 est un multiple commun de A. Soit B un multiple commun de A qui
divise tout multiple commun de A qui le divise. (Un tel B existe d’aprés un des lemmes
précédents.) Montrons que B est un PPCM de A. Pour cela il ne reste qu’a prouver que
B divise tout multiple commun de A.

Soit C' un multiple commun arbitraire de A. Soit D un PGCD de la famille (B, C).
(On sait, grace au théoréme précédent, qu'un PGCD de (B, C) existe.) D’apres le dernier
lemme, D est un multiple commun de A. Cependant, D divise B. Alors, d’aprés le choix
de B, B divise D. Comme B divise D et D divise C, B divise C. O

Exemple. Trouvons un PPCM du couple (2X? — 2, X2 +2X + 1). Observons que

1
(2X2—2)§(X+1):X3+X2—X—17
(X242X + D)X -1 =X*+ X2 - X — 1.

Donc, X® + X2 — X — 1 est un multiple commun de (2X% — 2, X? 42X + 1), et donc
tout PPCM de (2X? —2, X% +2X +1) divise X3+ X? — X — 1. Il est facile de montrer
que tous les multiples communs de (2X2—2, X2+ 2X +1) sont non nuls et de degré au
moins 3. Soit A un n’importe quel PPCM de (2X? — 2, X? 42X + 1) (il existe d’apres
le théoréme). Alors A # 0, deg A > 3, et A | X3+ X? — X — 1. Cela n’est possible
que si A et X®+ X2 — X — 1 sont associés. Donc, X® + X? — X — 1 est un PPCM de
(2X? -2, X2 +2X +1).

12



13 II.11. Algorithme d’Euclide

1l existe cependant une méthode plus directe pour calculer efficacement le PPCM de
deux polynoémes, la voici. On peut prouver, en utilisant le lemme de Bézout, que si C' # 0
est un PGCD de (A, B), alors AB/C est un PPCM de (A, B).

Notation. Pour toute famille de polynomes (Ay, ..., A,), on vanoter « pged(Ay, ..., A,)»
l'unique PGCD unitaire de (Ay,...,A4,) s’il existe, et « ppcm(Ay,...,A,)» Punique
PPCM unitaire de (Ay,...,A,) ¢l existe. En revanche, si 0 est 'unique PGCD de

(Ay,...,A,), alors on va poser pged(Ay,..., Ay) e 0, et si 0 est 'unique PPCM de

déf

(A1,...,Ay), alors on va poser ppem(Ay, ..., A,) = 0.

I1.11. Algorithme d’Euclide

Pour trouver un PGCD de deux polynémes, on peut utiliser I'algorithme d’Euclide,
qui utilise la division euclidienne.
Soient A et B deux polynémes dont on cherche un PGCD. Posons
RO = A, Rl = B .

Si Ry = B = 0, alors Ry = A est un PGCD de A et B. Sinon, posons Qs et Ry le
quotient et le reste de la division euclidienne de Ry = A par Ry = B :

A= BQs + Rs, Ry=0 ou degRy < degB.
Ainsi,
R() = RlQQ + R27 RQ =0 ou deg RQ < deg Rl.

Si Ry # 0, on calcule le quotient Q3 et le reste Rs de la division euclidienne de Ry = B
par Ry :
R, = B = R>(Q)3 + Rj3, R3=0 ou degR3; < degR;.
On continue ainsi et détermine les quotients Q.o et les restes Ry.o par récurrence :
Ry = Ri11Qp12 + Rito, Ripio =0 ou degRpio < deg Ry1.
On finira par trouver n tel que R, = 0 et donc R, divise R,, :
Rn = Rn+1Qn+2~, Rn+2 =0.

Alors R,, 41 sera un PGCD de (A, B). En effet, les familles suivantes ont toutes les mémes
diviseurs communs, et donc les mémes PGCD :

(Ro, R1), (Ri, Ra), (Rny Rny1),  (Rag1)-

13
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11.12. Lemme de Bézout

En développant légérement la démonstration de I'existence de PGCD donnée dans la
section I1.10, on peut montrer que pour toute famille de polynémes, il y a une somme
de multiples de membres de cette famille qui est un PGCD de cette famille. Ce fait est
connu sous le nom de lemme de Bézout (parmi d’autres).

Lemme (Lemme de Bézout). Si Ay, ..., A, sont des polyndémes, n > 1, et que B est un
PGCD de la famille (A, ..., Ay), alors il existe des polynomes Si, ..., S, tels que

B=A5+ -+ A,5,.

Introduisons la notation suivante pour s’en servir dans la démonstration de ce lemme :

Notation. Pour toute famille de polynémes (A1, ..., A,) qui a au moins un membre non
nul, notons « mindeg(Ay, ..., A,)» le plus petit nombre parmi les degrés des polynoémes
non nuls parmi Ay,..., A,.

Par exemple :

mindeg(X® + X, 0, X — X?) =2, mindeg(X® + X, 2, X — X?) =0.
Démonstration du lemme de Bézout. Ici, si (Ay, ..., A,) est une famille de polyndmes,
B est un PGCD de (A4, ..., A,), et qu’on dit que la conclusion du lemme de Bézout est
satisfaite pour (Ai, ..., A,) et B, cela veut dire qu’il existe des polynémes Sy, ..., S, tels
que B = A;51+---+ A,S,. Démontrer le lemme revient & démontrer que sa conclusion
est satisfaite toute famille de polynémes (Ay,...,A,), n = 1, et pour tout PGCD de
cette famille.

Observons que si la conclusion du lemme est satisfaite pour une famille (A;, ..., A,),
n > 1, et pour un PGCD B de cette famille, et que (C4, ..., C,) est une famille obtenue
de (Ai, ..., Ayn) par une permutation (changement de 'ordre des membres), alors B est un
PGCD de (C}, ..., C,), et en plus la conclusion du lemme est satisfait pour (C1, ..., C,,)
et B.

Pour toute famille dont tous les membres sont 0 (comme (0,0, 0)) et pour son unique
PGCD 0, la conclusion du lemme de Bézout est clairement satisfaite. Par exemple :
0-0+---+0-0=0.

Ainsi, si la conclusions du lemme n’est pas satisfaite pour une certaine famille de
polyndmes (A, ..., A,), n > 1, et pour un certain PGCD de cette famille, alors parmi
Ay, ..., A, il y a au moins un polynéme non nul.

Afin de démontrer le lemme par un raisonnement par ’absurde, supposons qu’il existe
une famille de polynomes (A1, ..., A,), n > 1, et un PGCD de cette famille pour lesquels
la conclusion n’est pas satisfaite.

Soient (Ay, ..., A,) une famille de polynémes, n > 1, et B un PGCD de cette famille
pour lesquels la conclusion du lemme n’est pas satisfaite, et tels que mindeg(A, ..., A,)
soit le plus petit possible.

14



15 I11.12. Lemme de Bézout

Sans perte de généralité, supposons que A; # 0 et que le degré de A; est le plus petit
parmi les degrés de tout les membres non nuls de (A, ..., A,) :

deg A; = mindeg(A, ..., An).

Supposons que A; est un diviseur commun de (Ay,...,A4,). Alors A; divise B. (En
fait, A; dans ce cas est un PGCD de (A, ..., Ay), et donc A; et B sont associés.) Soit
@ un polyndme tel que B = A;Q. (En fait, @ est un polyndme constant non nul.) Alors,
comme

B:A1Q+A20++A"O,

la conclusion du lemme est satisfaite pour (A, ..., A,) et B. Or, la conclusion du lemme
n’est pas satisfaite pour (Ay, ..., A,) et B (c’est ce qu’on suppose). Comme on est arrivé
a une contradiction apreés avoir supposé que A; est un diviseur commun de (Ay, ..., A,),
on conclut que A; n’est pas un diviseur commun de (Ay,..., A,).

Donc, parmi les polynémes A,, ..., A, il y en a au moins un qui n’est pas multiple
de A;. Sans perte de généralité, supposons que A; n’est pas multiple de A;.

Soient @ et R le quotient et le reste de la division euclidienne de Ay par Aj :

Ay = A1Q + R, R#0,
Alors

deg R < deg A;.

R=A4,-1-AQ.

D’aprés un lemme de la section I1.10, les familles (Ay,..., 4,) et (41,..., A,, R) ont les

mémes PGCD, donc B est un PGCD de (A4, ..., An, R).
Comme
mindeg(As, ..., An, R) = deg R < deg A; = mindeg(A4, ..., A,),
la conclusion du lemme de Bézout est satisfaite pour (Ay,...,A,, R) et B.

Soient des polynémes T, ..., T, tels que

B=AT+ - -+AT,+ RT,.
Or,

B=AT+ -+ AT, + Rl =AT+ -+ AT, + (A — A1Q) Ty
=A(Ty — QTop1) + Ao(To+ 1) + AsTs + - - + A, T

Donc, la conclusion du lemme est satisfait pour (A4i,...,A4,) et B. On a obtenu une
contradiction.

Vu qu’on inévitablement obtient une contradiction apres avoir supposé qu’il existe une
famille de polynémes (A;,...,A,), n > 1, et un PGCD de cette famille pour lesquels
la conclusion du lemme de Bézout n’est pas satisfaite, cela montre que la conclusion du
lemme de Bézout est satisfaite pour toute famille de polynomes (Ay,...,A,), n > 1, et

pour tout PGCD de cette famille, ce qui signifie que le lemme de Bézout est vrai. [

15
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Utilisons le lemme de Bézout pour déduire quelques faits utiles.

Lemme. Si A et B sont deux polynémes premiers entre euz, et que C' est un multiple
commun de A et B, alors AB divise C.

Démonstration. Soient U et V deux polynémes tels que AU = BV = C'. Soient S et T
deux polynémes tels que AS + BT =1 (ils existent d’apres le lemme de Bézout). Alors

C = (AS+ BT)C = ASC + BTC = ASBV + BT AU = AB(SV +TU). O

Corollaire. Si A et B sont deux polynomes premiers entre euz, alors AB est un PPCM
de A et B.

Lemme. Si A et B sont deux polynomes, C' est un PGCD de A et B, et que D est un
multiple commun de A et B, alors AB divise C'D.

Démonstration. Soient U et V deux polynomes tels que AU = BV = D. Soient S et T
deux polynomes tels que AS + BT = C (ils existent d’apres le lemme de Bézout). Alors

CD = (AS+ BT)D = ASD + BTD = ASBV + BT AU = AB(SV +TU). 0

Corollaire. Si A et B sont deux polynomes, et que C' # 0 est un de leurs PGCD, alors
AB/C est un PPCM de A et B.

Démonstration. Soient U et V deux polynomes tels que A = CU, B = CV. Alors
AB/C =UCV = AV =UB, donc, AB/C = UCV est un multiple commun de A et B.

D’apres le lemme précédent, si D est un multiple commun de A et B, alors AB divise
CD, et donc, comme C # 0, AB/C divise D. Donc, AB/C est un PPCM de Aet B. O

11.13. Polyn6émes irréductibles et factorisation

Tout polynéme divise le polynéme nul, mais le polynéme nul ne divise que lui-méme.

Tout polynome constant non nul divise tous les polynémes, mais les seuls polynomes
qui divisent un polynéme constant non nul sont les polynémes constants non nuls.

Ainsi, en ce qui concerne la relation de divisibilité sur R[X], le polynéme nul et les
polynémes constants non nuls sont « les plus singuliers ».%

Les polynémes qui ne sont pas nul, ni constants non nuls, sont repartis en ceux qui
s’appellent réductibles et ceux qui s’appellent irréductibles.

Définition. Un polynéme A est dit réductible si et seulement, si

(1) A n’est pas nul, ni constant non nul, et

(2) il existe deux polynémes B et C' tels que A = BC et ni B, ni C n’est constant
non nul.

La relation de divisibilité (|) sur les polyndmes est une relation de préordre. Par rapport & ce préordre,
le polynome 0 est I’élément le plus grand de R[X], et les polynomes constants non nuls sont les éléments
les plus petits de R[X].

16



17 I1.13. Polynémes irréductibles et factorisation

Définition. Un polynéme A est dit irréductible si et seulement si
(1) A n’est pas nul, ni constant non nul, et
(2) A n’est pas réductible.
Ainsi, un polynéme A est irréductible si et seulement si
(1) A ne divise pas 1 (autrement dit, n’est pas constant non nul), et

(2) les seuls polyndmes qui divisent A sont les polyndmes qui divisent 1 (les polyndmes
constants non nuls) et les polyndmes associés a A.

Exemple. Les polynéme X? —1=(X —1)(X +Det X3+1=(X+1)(X?> - X +1)
sont réductibles, alors que les polyndomes X —1, X +1 et X2+ 1 sont irréductibles (dans
R[X]).

Remarque. Plutdét que dire qu’'un certain polynéme est réductible ou irréductible, il
est plus exact de dire qu'il est réductible ou irréductible dans R[X], car la propriété
d’étre réductible ou irréductible dépend de ’ensemble des polynémes qu’on considere.
La définition donnée ci-dessus sous-entend qu’on parle de ’ensemble R[X| des polyndmes
a coefficients réels, mais on peut donner des définitions analogiques pour ’ensemble Z[X]
des polyndmes & coefficients entiers, pour 'ensemble Q[X] des polynomes & coefficients
rationnels, pour l'ensemble C[X] des polyndémes & coefficients complezes, et ainsi de
suite. Ainsi, par exemple, le polyndme X2 — 2 est réductible dans R[X] mais irréductible
dans Z[X] et dans Q[X], alors que le polynéme X2+ 1 est irréductible dans R[X] mais
réductible dans C[X].

Proposition. Tout polynome réductible peut étre écrit comme un produit de polynomes
irréductibles.

Exercice. Prouver cette proposition.

Lemme. Si A et B sont deuz polynomes (dans R[X]) et P est un polynome irréductible
(dans R[X]) qui divise AB, alors P divise A ou P divise B.

Démonstration. Supposons que P ne divise pas A. Alors P est premier avec A. Soient
S et T' deux polynémes tels que PS + AT =1 (ils existent d’aprés le lemme de Bézout).
Soit @ un polynéme tel que AB = PQ. Alors

B =(PS+ AT)B =PSB+ ABT = PSB+ PQT = P(SB+ QT),
et donc P divise B. O
Définition. Un polynéme P € R[X] est dit premier dans R[X] si et seulement si quels

que soient deux polyndémes non nuls et non constants A, B € R[X] tels que P divise le
produit AB, on a que P divise A ou P divise B.
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D’apres le lemme précédent, un polynéme est premier dans R[X] si et seulement si il
est irréductible dans R[X]. Ainsi, dans le cas de R[X] (comme que dans le cas de Z),
dire qu’'un élément est premier revient a la méme chose que dire qu’il est irréductible.

Lemme. Si P,Qq,...,Q, sont des polynomes irréductibles tels que P divise le produit
Q1+ Qn, alors il existe un indice i (entre 1 et n) tel que P est associé a Q;.

Démonstration. Posons

Ag=1, A1 =0Q1, Ay =01Q2, A= Q1Q:0Qs, An=Q1Qn.

Comme P ne divise pas Ay mais divise A, il existe k entre 1 et n tel que P ne divise
pas Aj_1 mais divise Ay.

Soit k un indice entre 1 et n tel que P ne divise pas Aj_; mais divise Ay = Ap_1Q%.
Alors, d’apres le lemme précédent, P divise @y, et donc P est associé a Qy. [

Notation. Si P est un polynoéme irréductible et que A est un polyndéme non nul, on va
noter” « vpA » le plus grand nombre naturel n tel que P divise A.

Observons que si P et () sont deux polyndomes irréductibles, alors

vpQ = {(1)

Proposition. Si P est un polynome irréductible et A et B sont deuz polyndmes non
nuls, alors

si P et @Q sont associés,

sinon.

VP(AB) = VPA + l/pB.

Démonstration. Posons m = vpA et n = vpB. Soient C et D les polynémes tels que
A= P"Cet B= P"D. Alors P ne divise ni C, ni D. Donc, d’aprés un lemme précédent,
P ne divise pas CD. Or, AB = P™"*"CD. Doy, vp(AB) =m+n =vpA+vpB. |

Ainsi, si Ay, ..., A, et By, ..., B, sont des polynémes non nuls tels que
Ay Ay =By By,
alors, pour tout polynome irréductible P,

VPA1+"'+l/pAm:VPBl+"'+l/an.

Corollaire. Si P et (Qy, ..
alors vpA est le nombre d’occurrences de polyndmes associés a P dans la suite Qq, . .

., Qn sont des polynomes irréductibles et que A = Q1 -+ - Qy,
- Qn.

Exercice. Prouver ce corollaire.

Par ailleurs, on peut définir une fonction vp de maniére que vp A soit le résultat de 'application de vp
a A et que cette fonction vp soit un exemple de ce qui en algebre est dit une valuation.
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Corollaire. Si P, ...
que

, P et Q1,...,Q, sont des polynomes irréductibles unitaires tels

PPy =Q1-Cn,

alors m = n, et lexpression « Py --- Py, » ne différe de lexpression « Q1 -+ Q. » que par

lordre des facteurs.

Exercice. Prouver ce corollaire.

11.14. Congruences

Définition. Soient A, B, C trois polynémes. On dit que A est congru a B suivant le
module C', ou modulo C, si et seulement si il existe un polynéme D tel que

A=B+CD.

Autrement dit, deux polyndémes A et B sont congrus modulo un polynéme C si et
seulement si C' divise A — B.

Notation. On va écrire « A = B » pour dire « A est congru & B modulo C' ».

Ainsi, pour tout polynéme M, on a défini la relation (ﬁ) entre polynomes, qui est dite

la relation de congruence modulo M.
Lorsque le polyndéme module M sera précisé dans le contexte, on pourra écrire « A =
B » tout court au lieu de « A = B », par exemple :

X?=-1 (mod. 1+ X?).

En écriture mathématique contemporaine, il est courant d’abréger « modulo» comme
« mod », sans point. Par exemple :

X?=-1 (mod 1+ X?).

Note étymologique. Le mot « module » vient du latin « modulus », qui est la forme di-
minutive de « modus» (qui peut se traduire comme « mesure», « rythme», « borne »,
«limite », « mode »). Voici le tableau de déclinaison de « modulus» en latin :

SINGULIER PLURIEL
NOMINATIF | modulus modulr
VOCATIF module modulr
AccUSATIF | modulum  modulos
GENITIF modull modulorum
DATIF modulo modulis
ABLATIF modulo modulis

Proposition. Les propriétés suivantes sont satisfaites pour tous polynémes M, A, B, C':

19

II. Polynémes 20

(1) si A=B=C, alors A=C, (3) si A= B, alors B = A.
MM M M M

(2) A=A,
M
Exercice. Prouver cette proposition.

Proposition. Soient M, Ay, As, By, By des polynomes tels que A; = Ay et By = Bs.

Alors :

2

1) A1 + Bl E A2 + BQ7 (2) A1 — Bl E A2 — BQ, (3) AlBl 1%[ AQBQ.

Exercice. Prouver cette proposition.

Lemme. Si A et B sont deux polynomes et que R est le reste d’une division euclidienne
de A par B, alors A = R.

Exercice. Prouver ce lemme.

Exercice. Soit (A) une relation entre des polynomes telle que :
(1) iAABAC, alors AAC,
(2) AAA,
(3) si AA B, alors B A A,

(4) si Al A A2 et Bl A BQ, alors A1 +Bl A A2+BQ, Al — Bl A AQ — Bg, et
AlBl A AQBQ.

Montrer qu’il existe un polynéme M tel que la relation (A) est la congruence modulo M.

(Autrement dit : montrer qu’il existe M € R[X] tel que (E) =(A).)

Définition. Une congruence sur les polyndmes® est une relation (A) entre des polynomes
telle que :

(1) iAABAC, alors AAC,
(2) AAA,
(3) si AA B, alors BA A,

(4) si Al A A2 et Bl A BQ, alors A1 +Bl A A2+BQ, Al — Bl A A2 — BQ7 et
AlBl A AzBQ.

8 La notion de congruence sur les polynémes est un cas spécial d’une notion générale de congruence sur
une structure algébrique.
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11.15. Classes de congruence

Définition. Soit M un polyndéme. Définissons les classes de congruence de polynémes
modulo M ainsi :

(1) A tout polyndme A, on associe sa classe de congruence modulo M, notée « [A]ar »?;

(2) si A et B sont deux polyndmes, on admet que les classes de congruence de A et
de B modulo M coincident si et seulement si A est congru a B modulo M :

Av=[Bn & A = B;

(3) toute classe de congruence modulo M est la classe de congruence modulo M d'un
polyndme (c’est-a-dire, elle est de la forme [A],s, oit A est un polynome).

Remarque. Souvent on donne une définition différente des classes de congruence, en les
réalisant comme des ensembles : on dit que la classe de congruence de A modulo M est
I’ensemble de tous les polynémes congrus & A modulo M. En pratique, en tant que les
propriétés algébriques sont concernées, cette définition équivaut la notre.

Notation. Lorsque le polynéme module M sera précisé dans le contexte, on pourra écrire
« [A] » au lieu de « [A]as ».

Définition. Soit M un polynoéme. Soient « et S deux classes de congruence de polynémes
modulo M. On définit la somme o + 3, la difference o — B et le produit a8 ainsi : si A
et B sont deux polynomes tels que o = [A]y et B = [B]ay, alors

déf

(1) a+p=[Ay+[Blu = [A+ B, def

(2) a—B8=[Alm—[Blu « [A— Blu,

Exercice. Montrer que pour tout polynéme M, les définitions données de 1’addition, de
la soustraction et de la multiplication des classes de congruence de polynémes modulo
M sont correctes et completes.

Remarque. 11 existe une pratique d’écrire ¢« A» tout court & la place de «[A]y » ou
« [A] » lorsque le contexte permet de comprendre qu’il s’agit d’une classe de congruence
de polynémes modulo M. Ainsi, on peut rencontrer des formules comme celle-1a :

«(1+X)1=X)=2 mod 1+ X?».
Cette formule doit alors étre lue comme
«14+ X)iaxz [ — X]iox2 = [2]14x2 ».

Proposition. Soit M un polynéme et soient «, 8,7 des classes de congruence de poly-
nomes modulo M. Alors les identités suivantes sont satisfaites :

9 La notation « Ay » au lieu de « [A]p » peut aussi étre rencontrée.
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W a+(B+7)=(a+p8)+7, &) a(By) = (af)y,

(2) a+ [0y =a=[0]u+q, (8) a[l]y = a=[1]ya,

3 B+a=a+p, (7) Ba=af,

@) (a=p)+p=a, ®) a(f+7)=ab+ay.

Exercice. Prouver cette proposition.

Exercice. Est-il vrai que si « et § sont deux classes de congruence de polyndémes modulo
un polynéme M telles que « # [0]p; et 8 # [0]p, alors af # [0] 7

11.16. %4 Nombres complexes comme classes de
congruence

11.17. Polynémes en plusieurs indéterminées

Définition. Définissons les mondmes unitaires en indéterminées X1, ..., X, ainsi :
(A) Le nombre 1 est un monéme unitaire.
(B) Il y a n mondmes unitaires distingués X1, ..., X,, dit les indéterminées.

(C) L’opération de multiplication est définie pour tous les monomes unitaires : si A et
B sont deux monéomes unitaires, alors AB est un mondme unitaire aussi. En plus,
les 3 identités suivantes sont satisfaites pour tous monémes unitaires A, B, C' :

(1) A(BC)=(AB)C, (2) A-1=A=1-A, (3) BA=AB.
(D) Tout mondéme unitaire A en indéterminées X1, ..., X, s’écrit comme
A= X7 Xt X0,
ou les exposantes ey, es, ..., e, sont des nombres naturels.
(E) Sidy,ds,...,d, et ey, e, ..., e, sont des nombres naturels tels que
XPX X = XPXG X
alors dy =€y, dy=e9, ..., d, = e,.
Définition. Définissons les polyndmes en indéterminées X1, ..., X, a coefficients réels,

parfois appelés polynémes tout court, ainsi :
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23 I1.17. Polynémes en plusieurs indéterminées

(4) Tout nombre réel est un polynéme, dit polynéme constant.'°

(B) Tout mondéme unitaire en indéterminées Xy, ..., X, est un polynéme en indéter-
minées X1, ..., X,.
(C) Les opérations d’addition, de soustraction et de multiplication sont définies pour

tous les polyndmes : si A et B sont polynémes, alors A+ B, A— B et AB sont poly-
nomes aussi. En plus, les 8 identités suivantes sont satisfaites pour tous polynomes

A B, C:

(1) A+ (B+C)=(A+B)+C, (5) A(BC) = (AB)C,

(2) A+0=A=0+A4, 6) A-1=A=1-4,

(3) B+A=A+B, (7) BA= AB,
(4) A+(B—-A)=B, (8) A(B+C)=AB+ AC.
(D) Tout polynome A en indéterminées X1, ..., X, s’écrit comme
A=aUy +aUs + - + Uy,
ou Uy, U,,..., Uy sont des mondmes unitaires en indéterminées Xi,...,X,, et
ai,as, ..., a, sont des nombres réels.
(E) Si Uy, Us,..., U sont des mondmes unitaires en indéterminées Xy, ..., X, diffé-

rents deux a deux, et a1, aq, ..., a; sont des nombres réels tels que

a Uy + aUs + -+ -+ a,U, =0,
alors a; =as = --- =a, = 0.

Notation. L’ensemble des polynémes en indéterminées X1, ..., X,, a coefficients dans R

(réels) est noté « R[Xq,..., X,]»

Définition. Un mondme en indéterminées Xy, ..., X, a coefficient réel est un polynéme
de la forme a X7 --- X5, ou les exposantes ey, . . ., €, sont des nombres naturels et ot a
est un nombre réel non nul, dit le coefficient de ce mondme.

Ainsi, d’apres les définitions précédentes, les mondmes sont les multiples des monémes
unitaires par des nombres réels non nuls.
Exemples. (1) Voici quelques mondémes unitairesen X, Y, Z: 1, X, Y, XY, X?Y Z.

(2) Voici quelques monomes en X, Y, Z a coeflicients réels qui ne sont pas unitaires :
3, —X,Y/2, V2X? 75

10 Peut-étre il serait plus approprié de 'appeler polynéme scalaire — voir la note 1 pour polynéme constant

en une indéterminée.
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(3) Voici quelques polyndémes en X, Y, Z a coefficients réels qui ne sont pas monémes :
1+X+Y, XY +YZ-2Y2 0.

Remarque. La notion des monOomes unitaires semble étre plus utile que la notion des
monomes a coefficients réels. Certains auteurs utilisent le terme mondme exclusivement
pour les monémes unitaires.

Définition. Soit un polynéme
A=a1U + asUs + - - - + a Uy,

ou Uy, Us,...,U, sont des mondmes unitaires en indéterminées Xj, ..
deux a deux, et ay, as, ..., a; sont des nombres réels.

., X, différents

(1) Le nombre a; est dit le coefficient de A aupres de U;.

(2) Ceux des monémes a1Uy, axls, . . ., apU qui ne sont pas nuls sont dits termes de A.

(3) Si A aun terme de la forme aX? - -+ X? = a, avec a un reel non nul, alors ce terme
est dit le terme constant'' de A. Si aucun des termes de A n’est un nombre réel,
on peut dire que A n’a pas de terme constant. Cependant, souvent il peut étre
pratique de dire exceptionnellement dans ce cas que le terme constant de A est 0.

Définition. Soit

A= X0 Xen

un mondme unitaire en indéterminées X, ..., X,. Si By,..., B, sont des polynémes'?

(peu importe en quels indéterminées), alors le résultat de substitution de By, ..., B, dans
A pour Xi,...,X, est le polynébme, qu’on va noter « A\Xl:BhM’Xn:Bn », défini ainsi :

déf ey e
Alx,=p,. xn=B, = B" - B

Définition. Soit un polynéme
A=a U+ +apUy,

ou Uy, ...,Uy sont des mondmes unitaires en indéterminées Xi,..., X, et ay,...,a;

sont des nombres réels. Si By, ..., B, sont des polynoémes'? (peu importe en quels indé-

terminées), alors le résultat de substitution de By, ..., B, dans A pour X7,..., X, est
A ) 7 . . ..

le polynéme, qu'on va noter « Aly _p  x _p, » défini ainsi :

déf
A|X1:ma,Xn:Bn = (U1|X1:BL,“,X,1:BTL> +ootag (Uk‘XlzBl,“.,Xn:Bn) .

Peut-étre il serait plus approprié de 'appeler le terme scalaire — voir la note 1 pour polynéme constant
en une indéterminée.

Il y a d’autres objets mathématiques qu’on peut substituer pour une indéterminée dans un mondme
unitaire, comme, par exemple, des matrices carrées ou des opérateurs linéaires.

Il y a d’autres objets mathématiques qu’on peut substituer pour une indéterminée dans un polyndme,
comme, par exemple, des matrices carrées ou des opérateurs linéaires.
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25 I1.18. % Polynéme dérivé

Exemples. Si A= XY —2YZ+3ZX € R[X,Y, Z], alors :

Alx_y yos, 7.6 =4:5-2:5-6+3-6-4
=20 — 60 + 72
= 32,
Alx_p yov, z—v_v = UV =2V(U = V) +3(U = V)U
=UV —2UV +2V2 +3U% - 3UV
=3U% —4UV + 2V

On peut aussi effectuer une substitution partielle, dont la signification doit étre claire :
(XY —2YZ+3ZX)|y_,=4Y = 2YZ +12Z.

Notation. On utilise souvent une notation « A(By,..., B,)» pour le résultat de substi-
tutions de By, ..., B, dans A € R[X1,..., X,] pour X, ..., X,. Pour que cette notation
ne soit pas ambigué, il faut que les indéterminées soient ordonnées.

Exemples. Si A = XY —2YZ 4+ 3ZX € R[Z,Y, X], et que les indéterminée Z,Y, X
sont ordonnées dans cet ordre-ci, alors
A(6, 9, 4) = A|Z:6, Y=5 X=4 — 32,
AU -V, V, U) = Alyey v, yov, x=v = 3U2 —4UV +2V2

11.18. ## Polynome dérivé

Définition. Soit A € R[X] un polyndme en une indéterminée X. Le polynome dérivé
de A, noté d’habitude « A’ », est le polyndme en la méme indéterminée X défini ainsi :

ar AKX +Y) — AX)

)
Y Y=0

A = A(X)

ou Y est une nouvelle indéterminée différente de X.

Remarque. Le choix de la formule dans la définition de la dérivation de polynémes donnée
ci-dessus est un peu arbitraire. Par exemple, quel que soit A € R[X], on peut démontrer

les identités suivantes, et donc on pourrait aussi bien prendre une des ces formules pour
la définition de A’ :

AKX +Y) — A(X)
Y

AX) — A(X - Y)
Y

Y=0 Y=0

AX +Y/2) — A(X —Y/2)
Y

Y=0
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Exemple. Si A = X2, alors

, X+Y)? - Xx? 2XY +Y?
A :% = =(2X+4Y)|y_o=2X.
Y=0 Y=0
Pour comparaison,
2 )2 2
XXVl aXy v oy
Y Y=0 Y Y=0
et
(X +Y/2)? — (X -Y/2)? 2XY
% - Ty = (2X)|y—o = 2X.
Y=0 Y=0

Trouvons les polynémes dérivés des polynémes 1, X, X2 et X3, oit X est une indé-
terminée :

1-1
1= —= = 0ly_, =0,
Y vo Y=0
X+Y)-X
X' = (7 =1y, =1,
Y veo Y=0
X +Y)? - X2
pey = FEZE Cox gyl =ox,
Y Y=0
(X +Y)? - x?
(X% = s e B (3X*+3XY +Y?)|,_, =3X>

On peut montrer (et on va le faire) que pour tout n € N strictement positif (n > 0),
ona:

(X" =nXxX" 1.

[...]
Si A, B € R[X] et c € R, alors

1) (A+B)=A+D5, (2) (AB) =AB+ AB', (3) (cA) =cA.
Si A, B € R[X] et A(B) est le résultat de substitution de B dans A pour X, alors
(A(B)) = A(B)B".
[...]

Notation. On va utiliser la notation suivante pour la dérivation d’ordre supérieur (déri-
vation itérée) d’un polynéme A en une indéterminée :

A(O) ’Ef A, A(l) Cgf 14/7 A(2) d:éf AN, A(S) Cif 14///7

Autrement dit, A® = A et AT = (AM) pour tout n € N.
[...]
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27 I1.19. %% Formule de Taylor

1.L19. %% Formule de Taylor
[...]

Si A est un polynéme de degré n en une indéterminée, alors

A'(X)Y? AM(X)y™
A(X +Y) :A(X)+A’(X)y+%+...++')
= AR X)YE
R
k=0

o X et Y sont deux indéterminées différentes. Si on substitue 0 pour X et X pour Y,
on trouve la formule suivante :

A”(0 A(n) 0
A(X) = A(0) + A(0)X + #)@ ++ %X”
—~ AW(0)
= I X"
k=0
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