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II. Nombres entiers relatifs

I.1. Qu’est-ce que c’est, un nombre entier relatif ?

Rappelons nous que l'opération de soustraction de nombres naturels peut étre appli-
quée a deux nombres naturels a et b a la condition que b < a, et que dans ce cas le
résultat de cette opération est la différence entre a et b, notée « a — b». La valeur de la
différence « a — b» n’est définie comme un nombre naturel que si b < a.

Exercice. Essayer de compléter les tableaux suivants :

3 5 1 4 7T |4
8 |10 10| 13 16 | 13
100 | ? ?7 | 100 100 | 7

La différence entre deux nombres exprime un certain rapport entre ces nombres, qu’on
pourrait appeler leur « rapport additif ». Par exemple, le « rapport additif » entre 5 et
3 est le méme qu’entre 10 et 8, et le méme qu’entre 102 et 100, mais différent de celui
entre 7 et 4. En effet :

5—-3=10—-8=102—-100=2#3=7—4.

Cependant, il parait clair que le « rapport additif » entre 3 et 5 doit étre le méme
qu’entre 8 et 10. Or, aucun nombre naturel n’exprime, dans le sens précédent, le « rapport
additif » entre 3 et 5, ni entre 8 et 10, car les valeurs des différences « 3—5» et « 8 —10»
ne sont pas définies comme nombres naturels.

Avant de tenter de régler cette situation embarrassante, essayons de clarifier 'idée du
« rapport additif ».

Notons (f) la relation entre couples de nombres naturels dont le sens sera le suivant :

«(a,b) = (¢, d) » veut dire que le « rapport additif » entre b et a est le méme

qu’entre d et c.

Essayons de donner une définition précise de la relation (f) en accord avec l'idée

intuitive du « rapport additif ». On souhaite, en particulier, que

(3,5) = (8,10) = (100,102) # (4,7),
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mais aussi que

(5,3) = (10,8) = (102,100) # (3,5).

¥ ¥

Dans le cas ot a < b et ¢ < d, on souhaite que ’équivalence suivante soit satisfaite :

(mb)f(qd) & b—a=d-c

Cependant, ’équation « b —a = d — ¢ » ne peut servir comme la définition du sens de
«(a,b) = (¢,d)» que si a < bet ¢ <d, car sinon, les valeurs des différences « b — a » et

«d — ¢» ne sont pas toutes les deux définies (comme nombres naturels). Le probleme
est dans 'opération de soustraction.

Comment peut-on vérifier si b — a = d — ¢ sans utiliser Popération de soustraction ?
Une solution est évidente : il suffit de vérifier si b+ ¢ = d + a, car

b—a=d—c & b+c=d+a

danslecasoua <betc<d.

Les valeurs des deux membres de I’équation « b+ ¢ = d+ a» (de ses parties gauche et
droite) sont définies pour tous nombres naturels a, b, ¢, d. On va utiliser cette équation
pour définir la relation (f)’ qui est censée traduire I'idée intuitive du « rapport additif ».

Définition. Définissons la relation (f) par 'équivalence suivante :

(a,b);—‘(c,d) & bt+cec=d+a,

ou a, b, ¢, d sont quatre nombres naturels arbitraires.

Notons que, d’apres cette définition,
(@b)=(cd) & (ba)
(c,a) = (d,b).

Exercice. Vérifier sur des exemples si la définition donnée ci-dessus de la relation (f)

est en accord avec 'idée intuitive du « rapport additif ».

Exercice. Soient a, b, ¢, d quatre nombres naturels. Montrer que (a,b) = (c,d) si et

seulement si il existe deux nombres naturels e et f telsquee+a = f+cete+b= f+d.
Exercice. Trouver des nombres naturels a, b, ¢, d tels que

(5.8) = (a,11),  (5,8)= (L),  (85)=(c11),  (8,5) = (11,d),

g'ils existent. Combien des choix y a-t-il pour les valeurs de a, de b, de c et de d?
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Exercice. Trouver des nombres naturels a, b, ¢, d tels que

G32@D G2 G52 6522,

s’ils existent. Combien des choix y a-t-il pour les valeurs de a, de b, de c et de d?

Les trois propriétés suivantes de la relation (f) sont d’une importance particuliére
pour la définition des entiers relatifs :

(1) si (a,b) = (¢,d) et (c,d) = (e, f), alors (a,b) = (e, f),

(2) (a,b) = (a,b),

(3) si(a,b) = (¢, d), alors (e, d) = (a,b).

T
Exercice. Démontrer ces propriétés.
Prenons en plus note des deux lemmes suivants.

Lemme. Pour tous nombres naturels a, b, ¢, (a,b) = (a+¢, b+c).
Lemme. (1) Sia, b, ¢ sont trois nombres naturels tels que (a,b) = (a,c), alors b = c.

(2) Sia, b, ¢ sont trois nombres naturels tels que (a,c) = (b,c), alors a =b.

Exercice. Prouver ces lemmes.

Ainsi on a défini le sens de la phrase «le rapport additif entre b et a est le méme
qu’entre d et c» : cela veut dire que b+ ¢ = d+ a. En plus, si a < b et ¢ < d, les
« rapports additifs » entre b et a et entre d et ¢ sont exprimés par les nombres naturels
b—a et d—c, et pour voir si les deux « rapports additifs » sont les mémes, il suffit de voir
si b —a = d — c. Mais, comme déja mentionné, aucun nombre naturel n’exprime, dans
ce sens, le « rapport additif » entre 3 et 5, ni entre 8 et 10, car les valeurs des différences
«3—5» et «8—10» ne sont pas définies comme nombres naturels.

Une issue de cette situation est d’inventer de nouveaux nombres pour exprimer les
différences entre n’importe quels nombres naturels.

Définition. Définissons les nombres entiers, aussi dits entiers relatifs, ainsi :
(1) tout nombre naturel est entier;

(2) si a et b sont deux nombres naturels tels que la valeur de la différence «b — a»
n’est pas définie comme un nombre naturel (car a > b), on admet que la différence
b — a est un entier;

(3) sia, b, ¢, d sont quatre nombres naturels, on admet que I'entier d — ¢ est le méme
que Uentier b — a si et seulement si (c, d) = (a,b) :

d—c=b—a & (c,d)f(a,b) & btce=d+a;
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(4) tout entier est la différence de deux nombres naturels.

Notation. L’ensemble des entiers relatifs sera noté « Z ».

Notons qu’on n’a pas besoin d’un nouveau systéeme de numération pour écrire les
nombres entiers relatifs car tout entier relatif peut étre écrit comme la différence de
deux nombres naturels. En plus, tout entier relatif qui n’est pas nombre naturel peut
étre écrit sous la forme « 0 — a », ol @ est un nombre naturel.

Notation. On adopte une écriture abrégée pour les différences de la forme «0 —a» : on
n’écrira pas le premier « 0 ». Ainsi, au lieu de « 0 — a », on peut écrire « —a » tout court.

Exemple. L’expression « —42» veut dire 0 — 42.

11.2. Relations d’ordre usuelles

Définition. Définissons les relations (<), (=), (<), (>) entre des entiers par les équi-
valences suivantes, ou a, b, ¢ sont des nombres naturels arbitraires :

b—a<c—a < b<cg, b—a>c—a < b2>c,

b—a<c—a & b<eg, b—a>c—a & b>c
Il reste a vérifier que ces définitions sont toutes correctes et compléetes.

Proposition. La définition donnée ci-dessus de la relation (<) est correcte. C’est-d-
dire, quels que soient six nombres naturels ay, as, by, by, ¢1, co, si by —ay = by —as et
Cc1 — a1 = ¢y — ao, alors

b1 < C1 = bQ < Co.

Démonstration. Soient ay, as, by, be, ¢1, co six nombres naturels tels que by —a; = by —ay
et ¢ —ay = ¢y — as. Alors,

(a1,b1) = (ag,by) et (ai,cq) = (ag, c2)
(voir la définition des entiers relatifs), ¢’est-a-dire,
bi+ay=by+a; et c;+ay=cy+a.
D’apres les propriétés des nombres naturels déja établies,

bh<ao & h+a<ata
&S bhhtar<cota & by <o O

Exercice. Vérifier si les définitions des relations (=), (<), (>) sont correctes elles aussi.

Proposition. Les définitions données ci-dessus des relations (<), (=), (<), (>) sont
toutes complétes. C’est-a-dire, quels que soient deux entiers x et y, il existe trois nombres
naturels a, b, ¢ tels que x =b—a et y =c— a.
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Démonstration. Soient z et y deux nombres entiers arbitraires. Soient a, b, ¢, d nombres
naturels tels que x = a — b et y = ¢ — d. Alors
z=(a+d)— (b+d), y=(c+b)—(b+d). O

Exercice. Essayons de définir une relation (A) entre des nombres naturels par I’équi-
valence suivante :

a+bAc+d & b+c=d+a.
Est-ce que cette tentative définition est correcte ?

Proposition. Quels que soient les nombres naturels a, b, c, d, les équivalences suivantes
sont satisfaites :

a—b<c—d & a+d<c+b,
a—b>c—d & a+d=c+b,
a—b<c—d < a+d<c+hb,
a—b>c—d & a+d>c+b.

Démonstration. Comme a —b=(a+d)—(b+d)etc—d=(c+b)—(d+b),ona:

a—b<c—d
& (a+d)—(b+d) <(c+b)—(d+D)
& a+d<c+b.
On vérifie de la méme maniere les cas de (=), de (<) et de (>). O

Les relations (<), (=), (<), (>) sont reliées par les équivalences suivantes :
(1) z <y siet seulement si y > =,
(2) z <y siet seulement siy > z,
(3) x < ysietseulement six <youz=y,
(4) z <y sietseulement si v <y etz #y.
Exercice. Vérifier ces équivalences.

Les quatre propriétés suivantes de la relation (<) entre des nombres entiers sont les
mémes que pour la relation (<) entre des nombres naturels :

(1) stz <yety<z alorsz <z, (3) sizx<yety<x, alorsx =y,
(2) z <z, (4) r<youy<ux.

Exercice. Démontrer ces propriétés.
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Les trois propriétés suivantes de la relation (<) entre des nombres entiers sont les
mémes que pour la relation (<) entre des nombres naturels :

(1) siz<yety<z, alorsz <z,

(2) siz <y, alors x # v,

(3) siz#y,alorsz <youy<z.
Exercice. Démontrer ces propriétés.

Notation. Si z et y sont deux entiers, on va noter « max(x,y) » le plus grand entre z et
y et «min(x,y) » le plus petit entre z et y :

def Jx siox =y, , ar Jr s
max(x,y) = ) min(z,y) = )
Yy sl x <y sl x

Entiers positifs et négatifs

Définition. Soient a et b deux nombres naturels. Le nombre entier b — a est dit :
(1) positif (au sens large) si et seulement si a < b,
(2) négatif (au sens large) si et seulement si a > b,
(3) strictement positif si et seulement si a < b,
(4) strictement négatif si et seulement si a > b.
Autrement dit,
(1) x est positif (au sens large) si et seulement si x > 0,
(2) x est négatif (au sens large) si et seulement si z < 0,
(3) x est strictement positif si et seulement si x > 0,
(4) x est strictement négatif si et seulement si z < 0.

Ainsi, les entiers positifs (au sens large) sont les nombres naturels, et tout entier
négatif peut étre écrit sous la forme « —a », ol @ est un nombre naturel.

11.3. « Translation additive » d’'un nombre naturel par un
entier relatif
En introduisant les nombres entiers relatifs, on a prolongé I'opération de soustraction

des nombres naturels pour que la valeur de la différence «a — b» soit définie quels que
soient les nombres naturels a et b (méme quand a < b), et on a défini les nombres entiers
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comme les valeurs de toutes les différences entre des nombres naturels. Cependant, pour
I'instant, les opérations d’addition, de soustraction, de multiplication et de division ne
sont définies que pour les nombres naturels.

Dans la section suivante on va chercher une fagon convenable de prolonger I'opération
d’addition des nombres naturels en une opération définies pour n’importe quels entiers
relatifs, qu’on va toujours appeler I’addition et noter « + ».

Pour commencer, on va adopter la définition suivante, qui parait tout a fait naturelle.

Définition. Si a et b sont deux nombres naturels, et que x = b — a, alors la somme de
a et de l'entier x, notée « a + x », est b :

a4+ (b—a) &y,

Cette définition est clairement en accord avec la définition de I'addition des nombres
naturels, car si a, b et b — a sont tous nombres naturels, alors la somme de a et b — a est
b, au sens de I'addition des nombres naturels. Ainsi, cette définition, pourvu qu’elle soit
correcte, prolonge I'opération d’addition des nombres naturels.

1l est facile de montrer que cette définition est correcte, c’est-a-dire, que si a est un
nombre naturel et x est un entier relatif tels que la définition s’applique pour donner
une valeur de « a + x », alors elle ne donnera qu’'une valeur unique. En effet : si b; et by
sont deux nombres naturels tels que x = by —a = by — a, alors by = by, d’apres un lemme
précédent.

Exemple. 54+ (=3) =5+ (0-3)=5+(2—-5) =2.
Exercice. Calculer et simplifier : 1+ (—1).

Cependant, la valeur de « 3+ (0 — 5) » n’est pas encore définie.

Soit « un entier. Si a et b sont deux nombres naturels tels que x = b — a, alors on
va, de maniere informelle, appeler b = a + x le « translaté additif » de a par x. On peut
parler de l'opération de « translation additive » par x, qui a certains nombres naturels
associe leurs translatés additifs par x.

11.4. Addition

D’aprés la définition de la « translation additive », quels que soient trois nombres
naturels a, b, ¢, on a :

a+b—a)+(c—b)=b+(c—b)=c=a+(c—a).

Cette observation suggére qu'il est naturel de définir Uopération d’addition (+) des
entiers relatifs de telle maniere que pour tous nombres naturels a, b, ¢, on ait 1’égalité :

(b—a)+(c—b)=c—a.

Pour voir si on peut imposer cette identité comme la définition de I’addition d’entiers, il
suffit de vérifier si pour tous nombres naturels ay, as, by, by, c1, ¢o tels que by —a; = by—as
et ¢c; —by =cy — by, 0n a ¢; — a; = ¢y — ag. D’apres le lemme suivant, c¢’est le cas.
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Lemme. Soient siz nombres naturels ay, as, by, ba, 1, ca tels que (a,b) = (ag,be) et

(b1, 1) = (ba, c2). Alors (a1, 1) = (ag, ca).

Démonstration. Comme (aq, by) = (a2, bs), on en déduit que (aq,as) = (b1, by). Comme

(b1, c1) = (b2, c2), on en déduit que (by,bs) = (c1,¢2). Ainsi, (ay,as) = (c1,¢2). Dot

((11,()1) f (a2762). ]
Définition. Si a, b, ¢ sont trois nombres naturels, x = b—a et y = c—b, alors la somme
des entiers x et y, notée «x +y» est ¢ —a :

(b—a)+ (c—0) e
Exercice. Montrer, en utilisant le dernier lemme, que cette définition est correcte. Véri-
fier en plus qu’elle est complete, c’est-a-dire, qu’elle définit la somme de deux n’importe
quels entiers.

Ainsi on a défini 'opération d’addition (+) qui a deux n’importe quels entiers associe
leur somme.

Exemples.
B-1)+09-4)=B-1)+(8-3)=8—-1=7,
B-1D+4-9=09-7+4-9)=4—-7=0-3=-3,
(1-3)+09-4)=(1-3)+(6—-1)=6—-3=23,
(1-3)+(4-9=0b6-7+(0-5)=0-7=-T.

Exercice. Calculer et simplifier : (—1) + 1, 1 4+ (—1), (—1) + (—1).
En général, pour tous nombres naturels a, b, ¢, d,

(a=b)+(c—d)=((a+d)—(b+d)+ ((a+c)— (a+d))
=(a+c)— (b+d).

Exercice. Essayons de définir une opération (A) sur des nombres naturels par I'identité
suivante :

(a+b)A(c+d) Eab+ cd.
Est-ce que cette tentative définition est correcte ?

Les trois identités suivantes satisfaites par 'opération d’addition de nombres entiers
sont les mémes que pour 'opération d’addition de nombres naturels :

W z+@W+2)=(@+y) +2z
2 z+0=2=0+=x,

@) y+trx=x+uy.
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Exercice. Démontrer ces identités.

Notation. On adopte une écriture abrégée pour les sommes de la forme « 0+ x» : au
lieu de « 0 + x », on peut écrire « +x ».

Exemple. L'expression « +(+(+42)) » veut dire 0+ (0 + (0 + 42)).

Lemme. Soit © un entier arbitraire. Soient a et b deuxr nombres naturels tels que
r=b—a. Posonsy=a—>b. Alorsz+y=0=y+ .

Exercice. Prouver ce lemme.
Proposition. Pour tous entiers x et y, il existe un unique entier z tel que z +y = .

Démonstration. Soient x et y deux entiers arbitraires, et soit v un entier tel que y+v =
v+ y =0 (il existe d’aprés le lemme précédent). Alors

(z+v)+y=az+@w+y) =x+0=uza.

On a montré I'existence, il reste a montrer I'unicité : que si z est un entier tel que
z4+y ==z, alors z =z + 0.
Soit z un entier tel que z + y = . Alors

z=z4+0=z+(y+v)=(2+y)+v=a+v. O
Définition. Deux entiers x et y sont dits opposés 'un de l'autre si et seulement si

z+y=0.

Rapport aux relations d’ordre usuelles

Proposition. Pour tous entiers x, y, z, si x <y, alors x + z < y + z.

Exercice. Prouver cette proposition.

Corollaire. Pour tous entiers x, y, z, les équivalences suivantes sont satisfaites :
r<y & zT+z<y+z, <y & x+z<y+z

Exercice. Prouver ce corollaire.

11.5. Soustraction

La définition de l'opération de soustraction repose sur les propriétés suivantes des
nombres entiers :

(1) siy+xz=2z+uz, alorsy =z,

(2) quels que soient z et y, il existe z tel que z +x = y.

II. Nombres entiers relatifs 10

Soient = et y deux entiers. On peut tenter de chercher un entier z tel que z + z = y.
Comme montré précédemment, il y en a un, et un seul.

Définition. Si z et y sont deux entiers, alors 'unique entier z tel que z + x = y est dit
la différence de y et x et est noté «y — x ».

Ainsi on a défini opération de soustraction (—) qui & deux n’importe quels entiers
associe leur différence.

Exercice. Calculer et simplifier : (—1) — 1, 1 — (—1), (—=1) — (—1).

La définition de opération de soustraction (—) donnée ci-dessus peut étre exprimée
par I’équivalence suivante :

y—r=z << y=z+ux

L’opération de soustraction (—) d’entiers peut aussi étre définie par les deux identités
suivantes, a la condition que 'opération d’addition (+) est déja définie :
1) (z+y)—y=u, 2 (z—y)+y=u=.

En fait, n’importe quelle de ces deux identités suffit toute seule pour définir I'opération
de soustraction d’entiers.

Exercice. Montrer que n’importe quelle de ces deux identités suffit toute seule pour
définir 'opération de soustraction d’entiers.
Exercice. Soient a, b, ¢, d quatre nombres naturels. Montrer que
(a—0b)—(c—d)=(a+d)— (b+c).

Les identités suivantes sont satisfaites (pour tous x, y, z entiers) :

W z+y-—2=@+ty -z ®) (x—y)+z=(r+2) -y,
@ r—(+z)=(@-2 -y, M (z-y)—z=(r—2)—y,
@) r—(y—2) =(x+2)—y, 8) z—(v—vy) =y,
@ -y +y—2)=z-2z 9 z—-0=uz,
B) (z+2)—(y+z2)=z—y, (10) z—x=0.
Exercice. Démontrer ces identités.

Notation. On adopte une écriture abrégée pour les différences de la forme « 0 —z » : au
lieu de « 0 — @ », on peut écrire « —x ».

Exemple. L’expression « —(—(—42)) » veut dire 0 — (0 — (0 — 42)).
Observons que :
1) —(-2)=0—-(0—=2z) =z,
2 z4+(-y)=2z+0—-y)=(x+0)—y=a—vy.

10
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Rapport aux relations d’ordre usuelles

Proposition. Pour tous entiers x, vy, z, si x <y, alors z —x > z — y.

Exercice. Prouver cette proposition.

Corollaire. Pour tous entiers x, y, z, les équivalences suivantes sont satisfaites :
r<y & z—T>z—Y, Ty & 2T =2z

En particulier :

(1) z est strictement positif si et seulement si —x est strictement négatif,

(2) =z est strictement négatif si et seulement si —z est strictement positif,

(3) w est positif (au sens large) si et seulement si —x est négatif (au sens large),

(4) z est négatif (au sens large) si et seulement si —z est positif (au sens large).

Exercice. Prouver le dernier corollaire.

11.6. Multiplication

Définition. Si a est un nombre naturel et x est un entier, alors le produit de x et a,
noté « x X a», «x-a» ou «xa», est défini par la regle :

2a®0tata+ta.
—_————
a fois
Lemme. Pour tous a, b, ¢ naturels, (a — b)c = ac — be.

L’identité (a — b)c = ac — be est déja établie dans le cas ou tous les nombres qui
interviennent dans le calcul sont naturels, ¢’est-a-dire, dans le cas ou b < a. Il reste a
vérifier le cas général.

Démonstration du lemme. D’apres les propriétés de ’addition et de la soustraction déja
établies,

(a=bc=0+(a—-b)+(a—b+---+(a—0)

¢ fois
=0+ (a+(=0)+(a+(=0)+ -+ (a+ (D))
c fois

=0tata+t---+a+(=b)+(=b)+ -+ (=b)

¢ fois ¢ fois
=0+a+a+---+a—(0+b+b+---+0b)

¢ fois ¢ fois
= ac — bc. ]

11
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Définition. Si a et b sont deux nombres naturels, = est un entier, et y = b — a, alors le
produit de x et y, noté « x X y», « T -y », ou «xy », est défini par la regle :

x(bfa)(ﬁfo +rt+a+--+r —rx—r—-—2x
b fois a fois
=0+z+z+--+z—04+2x+z+- - -+2)=ab—za.
b fois a fois

Exercice. Vérifier si cette définition est correcte.

Ainsi on a défini 'opération de multiplication (-) (aussi notée « (x)») qui & deux
n’importe quels entiers associe leur produit.

Exercice. Calculer (—1)1, 1(—1) et (—=1)(—1).
Proposition. Pour tous entiers x et y, yr = xy.

Démonstration. Soient x et y deux entiers arbitraires. Soient a, b, ¢, d quatre nombres
naturels tels que a—b = x et c—d = y. Alors, en appliquant le dernier lemme et d’autres
propriétés déja établies, on trouve :

xy=z(c—d) =zc—xd=(a—b)c— (a—b)d = (ac — bc) — (ad — bd)
=ac—bc+bd —ad=ca—cb+db—da=ca—da+db—cb
= (ca —da) — (cb—db) = (c —d)a — (¢ — d)b = ya — yb = y(a — b)
= yx. ]
Les identités suivantes sont satisfaites :
(1) z(yz) = (zy)z, 4) z(y+2) =y + 2z,
2 z-1l=2x=1-uz, (B) z(y—2) =2y —zz,
(3) yx = xy, (6) z-0=0.

Exercice. Démontrer ces identités.

Rapport aux relations d’ordre usuelles
Proposition. Pour tous entiers x, y, z,

(1) sizx<yetz>0,alors xz < yz,

(2) six <y etz<0,alorsxz > yz.
Exercice. Prouver cette proposition.

Corollaire. Pour tous entiers x, y, z,

12



13 11.6. Multiplication

(1) si z> 0, alors les équivalences suivantes sont satisfaites :

r<y & xz<yz, r<y <& 2z2<Yz,

(2) si z <0, alors les équivalences suivantes sont satisfaites :

<y & 17>y, r<y & 1z =yz.

Exercice. Prouver ce corollaire.

Corollaire. Si x, y, z sont trois entiers tels que xz = yz et que z # 0, alors x = y.
Exercice. Prouver ce corollaire.

Corollaire. Pour tous entiers x et y,

(1) six>0ety>0,alors zy > 0, 3) sizx<0ety>0,alorszy <0,

(2) six>0ety<0, alors zy <0, (4) six<0ety<0, alorszy > 0.
Exercice. Prouver ce corollaire.

Corollaire. Si x et y sont deuz entiers tels que © # 0 et y # 0, alors xy # 0.
Exercice. Prouver ce corollaire.

Corollaire. Pour tout entier x, xx > 0.

Exercice. Prouver ce corollaire.

Exercice. Trouver tous les nombres entiers x tels que xzz + 5z + 4 < 0. Indication :

zr+br+4d=zr+z+de+d=(c+1)(z+4).

Multiplication par un nombre non nul

Les deux propositions suivantes ont été présentées ci-dessus comme corollaires de
propriétés de la multiplication en rapport avec les relations d’ordre, mais elles méritent
d’étre contemplées indépendamment des relations d’ordre.
Proposition. Si x, y, z sont trois entiers tels que vz = yz et que z # 0, alors x = y.

Proposition. Si x et y sont deux entiers tels que x # 0 et y # 0, alors xy # 0.

Exercice. Trouver tous les nombres entiers z tels que xx + 5x + 4 = 0. Indication :
zr+br+d=zrt+a+de+4d=(z+1)(x+4).

13
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11.7. Valeur absolue

Définition. Si a et b sont deux nombres naturels, et que x = b — a, alors la valeur
absolue de lentier x, notée « |z|», est définie ainsi :

‘b_a|(£f b—a si a<b,
a—b si b<a

Autrement dit, si x est un entier, alors

| |déf +xr si x>
€T =
—x si <

0,
0.
Ainsi, la valeur absolue de tout entier est positive (au sens large).

En utilisant la notation avec « max », on peut définir la valeur absolue d’un entier x
par la formule :

|z| = max(z, —x).

Une autre fagon (équivalente) de définir la valeur absolue d’un entier  est par 1’équi-
valence suivante :

>0
lzl=y <& v :
T =Yy

Exercice. Montrer que la valeur absolue peut étre définie par cette équivalence. Indi-
cation : si a et b sont deux nombres naturels tels que aa = bb, alors a = b, car, pour les
nombres naturels a et b, si a < b, alors aa < bb.

Lemme. Pour tous entiers x et v,

lz] <y & —y<z<y,
lz| <y & —y<z<uy.

Démonstration.

lz| <y < max(z,—z)<y < {

T
=
-y

NN

Y
T

r<y
7| <y & max(z,—x)<y <
—x <y
r<y
& & —y<z<y. O
—y <

14



15 11.8. Divisibilité

Proposition (Inégalité triangulaire). Pour tous entiers x et y,
|z +yl <[]+ 1yl
Démonstration. Comme |z| < |z| et |y| < |y|, d’apres le lemme précédent on a :
—lel e <] et —lyl <y <yl
D’ot,
(e[ +1y]) Sz +y < Jz| + |y,
et donc, encore d’apres le lemme précédent,
|z +yl <[]+ 1yl O

L’origine du nom « inégalité triangulaire » sera peut-étre plus claire si 'on traduit
cette inégalité sous la forme suivante :

lc—al <|b—a|+]|c—b|.
Proposition. Pour tous entiers x et y,
lzy| = || [yl
Démonstration. Soient x et y deux entiers arbitraires. Alors

(zy)(zy) = (zx)(yy) = (|z[z])(|yly]) = (=l lyD (=] lv]);

et |z| ly| = 0. D’ou, |zy| = |z||y|, d’aprés une des définitions équivalentes de la valeur
absolue. l

11.8. Divisibilité

Définition. On dit qu'un entier x divise un entier y si et seulement si il existe un entier
z tel que y = xz.

Exercice. Vu que 'ensemble des nombres naturels fait partie de ’ensemble des entiers,
maintenant on a deux définitions de la divisibilité pour les nombres naturels. Selon
I’ancienne, a divise b si et seulement si il existe un nombre naturel ¢ tel que b = ac.
Selon la nouvelle, a divise b si et seulement si il existe un entier z tel que b = az. Vérifier
qu’il n’y a pas de contradiction entre les deux définitions.

Exemples. Les entiers 2, —3 et 4 divisent —12, mais 5 ne le divise pas. Tout entier
divise 0. Le nombre 0 ne divise que lui-méme. Les nombres 1 et —1 divisent tous les
entiers.

Notation. On utilise toujours la notation « z | y» pour dire « z divise y ».

15
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Ainsi on a défini la relation de divisibilité (|) entre entiers.

Au lieu de dire que x divise y, on peut dire que y se factorise par x, ou encore que
est un diviseur de y, ou que y est un multiple de x. Voici donc quatre fagons différentes
d’exprimer une méme relation entre z et y, notée « x | y» :

(1) « divise y, (3) x est diviseur de y,

(2) y se factorise par z, (4) y est multiple de z.
Exemples. L’entier 3 est diviseur de —12, et —12 est multiple de 3.

Définition. Les entiers qui sont multiples de 2 sont dits pairs, et les autres sont dits
1MPairs.

Lemme. Pour tous entiers x et y, x divise y si et seulement si |x| divise |y|.
Exercice. Prouver le lemme.

Les deux propriétés suivantes de la relation (|) entre des nombres entiers sont les
mémes que pour la relation (|) entre des nombres naturels :

(1) siz|yety]z alorsz]| z, (2) x|z

Exercice. Démontrer les deux propriétés.

Cependant, il n’est pas vrai en général que si x | y et y | x, alors = y. Ce qui est
vrai, en revanche, c’est que si x | y et y | z, alors |z| = |y|.!

Définition. Deux entiers sont dits premiers entre eux si et seulement si tout leur diviseur
commun divise 1. Au lieu de dire que a et b sont premiers entre eux, on peut aussi dire

que a est premier avec b.

Autrement dit, deux entiers sont premiers entre eux si et seulement si ils n’ont pas de
diviseurs communs autres que 1 et —1.

Exemples. Les entiers —10 et —21 sont premiers entre eux, mais —10 et 15 ne le sont
pas.

Proposition. Soient x, y, z trois entiers tels que z divise x et y. Alors z divise x + ),
ainst que T — Y.

Exercice. Prouver cette proposition.

Parfois on utilise la définition suivante : deux entiers sont dits associés (entre eux) si et seulement chacun
des deux divise 'autre. Ainsi, deux entiers x et y sont associés si et seulement si z =y ou z = —y.

16



17 I1.9. Division

11.9. Division

La définition de I'opération de division repose sur la propriété suivante des nombres
entiers :

siyr = zz et © # 0, alors y = x.

Soient = et y deux entiers. On peut tenter de chercher un entier z tel que zx = y. Si
xty,iln’y en a pas. Si x = y = 0, alors tout valeur de « z» convient. Si z # 0 et que
x |y, alors il y a un et un seul entier z tel que zx = y.

Définition. Si x est un entier non nul et y est un multiple de z, alors I'unique entier z
tel que zz = y est dit le quotient de y par et est noté «y = x », ou €y : T » ou «y/z »,

ou «z\y», ou « = ». Dans les autres cas, aucun entier n’est dit « quotient de y par x ».
x

Ainsi on a défini Vopération de division (/) qui & deux entiers associe leur quotient,
tant que leur quotient est défini.

Exemples. 12/(—3) = —4, mais on n’a pas défini la valeur de I'expression « 12/5 », ni
la valeur de l'expression « 12/0 », ni la valeur de 'expression « 0/0 », comme un entier.

Exercice. Calculer (—1)/1, 1/(—1) et (—1)/(—1).

La définition de I'opération de division donnée ci-dessus peut étre exprimée par 1’équi-
valence suivante :

x#0
Vo, o {# |
T Yy =zT

L’opération de division (/) d’entiers peut aussi étre définie par les trois propriétés
suivantes, a la condition que 'opération de multiplication (-) est déja définie :

) (zy)/y=z siy#0,
(2) (z/y)y=z siy#0ety|uz,
(3) la valeur de « x/y » n’est définie (comme un nombre entier) que si y # 0 et y | x.

En fait, la deuxieme propriété résulte de la premiere, et la premiere résulte de la
deuxieme, donc il suffit de garder une seule parmi les deux.

Exercice. Montrer que la deuxiéme propriété résulte de la premiere, et que la premiere
résulte de la deuxieme.

Voici quelques identités remarquables satisfaites par 'opération de division (pour les
entiers) :

(1) x(y/z) = (zy)/z siz]|yetz=#0,

17
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(2) /(yz) = (x/2)/y siyz|xetyz #0,

(3) x/(y/z) = (zz)/y siz|y|zzety#0,

@ (z/y)y/z) ==z/z siz|y|zety#0,

() (2z)/(yz) =x/y siy|xetyz#0,

6) (x/y)z=(vz)/y siy|xzety#0,

(M) (x/y)/z=(x/2)]y siyz|zetyz#0,

(8) z/(z/y) =y siy|zeta#0,

9 z/1=uz,

(10) z/z =1 siz #0,

A1) (w+y)/z=a/z+ylz siz|a z|yetz#£0,
(12) (z—y))z=a/2—y/z siz|x, 2z |yetz#0,
(13) 0/z =0 siz #0.

Exercice. Démontrer ces identités.

11.10. Exponentiation, puissances

Définition. Si a est un nombre naturel et x est un entier, alors x puissance a, ou la
a-ieme puissance de x, ou x élevé a la a-ieme puissance, est le nombre noté « z%» et
défini par la regle :

a fois

Les identités suivantes sont satisfaites pour tous a et b naturels et pour tous x et y
entiers :

(1) Iab — (xa)b7 (3) Ia+b — l’al’b7 (6) (:L,y)a — l.aya’

M (x/y)*=a"/y"
siy#£0ety]|x,

(2) 2! ==, (4) 2770 = g/2b
siz#0etb<a,

(5) 2° =1, ® 1°=1.

Exercice. Démontrer ces identités.

18
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Définition. Sia et b sont deux nombres naturels, u est un diviseur entier de 1 (autrement
dit, u = £1), et © = b — a, alors u puissance x est le nombre noté « u* » et défini par la
regle :

b

b—a déf U
u = U U U o = —,
, fufu) - Ju=

b fois a fois

Exercice. Vérifier si cette définition est correcte.

Exercice. Calculer 17! et (—1)71.

11.11. Racines

Définition. Une racine carrée d’'un nombre z est un nombre y tel que y?> = z. Une
racine cubiqgue d'un nombre x est un nombre y tel que y* = z. En général, si n est
un nombre naturel non nul, une racine n-iéme d’'un nombre x est un nombre y tel que
Yyt =x.

Exemples. Le nombre —3 est une racine carré de 9, 2 est une racine cubique de 8, —1
est une racine 2023-iéme de —1.

Exercice. Montrer que pour tout nombre naturel non nul n, 0 est 'unique racine n-ieme
de 0.

Exercice. Montrer que si n est un nombre naturel non nul pair et x est un entier
strictement négatif, alors parmi les nombres entiers? il n’y a pas de racines n-iémes de z.

Proposition. (1) Si u est une racine n-iéme de x et v est une racine n-ieme de y,
alors uv est une racine n-iéme de xy.

(2) Si x est une racine m-iéme de y et y est une racine n-iéme de z, alors x est une
racine mn-ieme de z.

Exercice. Prouver cette propositions.
Proposition. (1) Si x est une racine carrée de y, alors —x l’est aussi.

(2) Six ety sont deur racines carrées de z, alors y = x ou y = —x.

Exercice. Prouver cette propositions. Indication : pour la deuxiéme partie, considérer
le produit (x 4+ y)(z — y).

Proposition. Si n est un nombre naturel non nul et x et y sont deuzr entiers positifs
tels que x™ =y, alors x = y.

On peut montrer qu’il n’y en a pas parmi les nombres réels non plus. En revanche, parmi les nombres
complezes il y en a n.
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Exercice. Prouver cette propositions.

Proposition. Si n est un nombre naturel impair et x et y sont deux entiers tels que
™ =y, alors x = y.

Exercice. Prouver cette propositions.

Définition. Soient n un nombre naturel impair et # un entier qui est la n-iéme puissance
d’un entier y (z = y™). Alors la racine n-iéme de x est 'unique racine n-iéme entiére
de z (donc y).

Définition. Soient n un nombre naturel non nul et x un entier positif (x > 0) qui est
la n-iéme puissance d’un entier y (x = y™). Alors la racine n-iéme de z est P'unique
racine n-iéme positive de z (donc |y|). Si x est strictement positif (z > 0), alors la racine
n-ieme positive de x est aussi dite la racine n-ieme principale de x.

Notation. Si n est un nombre naturel non nul et x est un entier qui admet une racine
n-iéme entiére®, alors on note « {/z » ou « {7 » 'unique racine n-iéme entiére de x si n
et impair, et on note « /z » ou « ¥z » 'unique racine n-iéme positive de x si n est pair.
Si m est pair et z est strictement négatif, alors la valeur de I’expression « /z » n’est
pas définie (I'expression « {/x » n’a pas de sens). Dans le cas ott n = 2, on utilise aussi
la notation « y/x » au lieu de « ¢z ».

Ainsi, si n est un nombre naturel impair, alors pour tous x et y entiers,
Ve=y &

et si n est un nombre naturel non nul pair, alors pour tous x et y entiers,

_.n
r=y,

Ve=y &

y=0
z=y"

Pour n naturel impair, 'opération {/ sur les entiers peut aussi étre définie par les trois
propriétés suivantes :

(1) Yar =z,
(2) (z)™ =2 six est la n-iéme puissance d'un entier,

(3) la valeur de « /= » n’est définie (comme un nombre entier) que si x est la n-ieme
puissance d’un entier.

En fait, la deuxieme propriété résulte de la premiere, et la premiere résulte de la
deuxieme, donc il suffit de garder une seule parmi les deux.

Pour n naturel non nul pair, 'opération ¥/ sur les entiers peut aussi étre définie par
les trois propriétés suivantes :

3 La méme notation sera utilisée pour les racines réelles.
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21 11.12. Division euclidienne

1) Var==x siz >0,

(2) (/)" =2 siz est la n-iéme puissance d’'un entier,

(3) la valeur de « /z » n’est définie (comme un nombre entier) que si = est la n-iéme
puissance d’un entier.

En fait, la deuxiéme propriété résulte de la premiere, et la premiere résulte de la
deuxieme, donc il suffit de garder une seule parmi les deux.

Exemples. /9 =3, /=8 = —2, V0 =0, *3/—1 = —1, Pexpression « v/—1 » n’a pas

de sens (sa valuer n’est pas définie).
Exercice. Calculer v/64, v/64 et /—64.

Voici quelques identités remarquables pour m et n naturels non nuls, a naturel, et z
et y entiers, qui sont satisfaites d la condition que les valeurs des deur membres (des
parties gauche et droite) soient définies comme nombres entiers :

1) V= (yx)", (3) ay = YTy,
@ /=, @ {faly = Jz/ /7,
(B) ¥Y1=1, Y0 =0.
Exercice. Démontrer ces identités.

Observons que /(—1)(—1) = 1, alors que la valeur de l'expression « v/—11/—1» n’est
pas définie (car déja I'expression « v/—1» n’a pas de valeur définie).

11.12. Division euclidienne

Si z et y sont deux entiers avec y # 0, alors effectuer une division euclidienne de x
par y veut dire trouver un entier ¢ (le quotient) et un entier r (le reste) tels que :

D) z=yq+r,
(2) r satisfait une certaine condition précisée d’avance, d’habitude sous forme d’une
double inéquation, qui d’habitude assure que le couple (g, r) est unique.

Comme une condition sur le reste qui assure que le couple (¢,7) est unique, on peut
utiliser, par exemple, une des suivantes :

(1 0<r <yl (4) —lyl <2r <yl

(2) —|yl <r <0, (5) —|y| <2r <yl
B)0<r<youy<r<o,

Exemple. En effectuant la division euclidienne de —100 par —7, on peut, selon la
condition souhaitée pour le reste, trouver, par exemple, le quotient 15 et le reste 5, ou
le quotient 14 et le reste —2.
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1.L13. PGCD et PPCM

Les PGCD et les PPCM des nombres entiers sont définies de la méme maniere que
pour les nombres naturels.

Définition. Un nombre entier d est dit un plus grand commun diviseur (PGCD) de
nombres entiers x et y si et seulement si

(1) d est diviseur commun de x et y, et

(2) d est multiple de tout diviseur commun de x et y.

Définition. Un nombre entier m est dit un plus petit commun multiple (PPCM) de
nombres entiers x et y si et seulement si

(1) m est multiple commun de z et y, et
(2) m est diviseur de tout multiple commun de x et y.

Dans le cas des nombres entiers, les PGCD et les PPCM ne sont uniques que lorsque
ils sont nuls. En effet, si z est un PGCD de x et y, alors —z l'est aussi, et si z est un
PPCM de z et y, alors —z 'est aussi.

Les deux propositions suivantes peuvent étre prouvées assez facilement en utilisant
Pexistence des PGCD et PPCM pour les nombres naturels (ce qui a été prouvé précé-
demment).

Proposition. Tous deux nombres entiers ont un unique PGCD positif (au sens large)
et un unique PGCD négatif (au sens large), et ces deuz PGCD sont opposés l'un de
Uautre.

Proposition. Tous deux nombres entiers ont un unique PPCM positif (au sens large)
et un unique PPCM négatif (au sens large), et ces deux PPCM sont opposés ['un de
Uautre.

Notation. Pour deux nombres entiers x et y, on va noter « pged(x,y) » Punique PGCD
positif de x et y, et « ppem(x,y) » 'unique PPCM positif de x et y.

Observons que pged(z, y) = pged(|z], [y]), et que ppem(z,y) = ppem(|z], [y]).
Le lemme suivant sera utilisé pour justifier un algorithme de calcul du PGCD.

Lemme. Si z, y, z, q sont quatre nombres entiers tels que v =y X q + z, alors
(1) tout diviseur commun de y et z est diviseur de x,
(2) tout diviseur commun de x et y est diviseur de z,
(3) en particulier, les PGCD de x et y sont les mémes que les PGCD de y et z.

Exercice. Prouver ce lemme.
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11.14. Algorithme d’Euclide

Pour trouver un PGCD de deux nombres entiers x et y, il suffit de trouver le PGCD
naturel des nombres naturels |z| et |y|, par exemple par la version de I’algorithme d’Eu-
clide pour les nombres naturels.

Autrement, on peut appliquer 1'algorithme d’Euclide directement au couple de z et y,
avec une condition convenable sur les restes des divisions euclidiennes. Toute condition
qui garantie qui la suite des valeurs absolues des restes est strictement décroissante (tant
qu'il n'y pas eu du reste 0) convient.

Cependant, on peut réduire le nombres des divisions euclidiennes a effectuer en choi-
sissant une telle condition que la valeur absolue du reste soit toujours inférieure ou égale
a la moitié de la valeur absolue du diviseur :

o =2, =Y,
ro = T1q¢2 + T2, 2|ra| < [l
1 =Toq3 + T3, 23] < [raf,

11.15. Nombres premiers

Tout nombre entier divise 0, mais 0 ne divise que lui-méme.

Les nombres +1 divisent tous les nombres entiers, mais les seuls nombres entiers qui
divisent 1 ou —1 sont 1 et —1.

Ainsi, en ce qui concerne la relation de divisibilité pour les nombres entiers, les nombres
0 et 1 sont «les plus singuliers ».

Cependant, certains autres nombres entiers, qui sont dits premiers, se distinguent bien
par rapport a la relation de divisibilité.

Définition. Un nombre entier a est dit premier? si et seulement si
(1) a ne divise pas 1, et

(2) les seuls nombres entiers qui divisent a sont £1 et +a.

Observons qu’un nombre entier a est premier si et seulement si —a est premier.

Définition. Les nombres entiers différents de 0 et de =1 qui ne sont pas premiers sont
dits composés.

Si on voulait suivre de pres la terminologie de ’algebre moderne, on devrait appeler ces nombres
irréductibles, plutdt que premiers, et on devrait appeler premiers les nombres p différents de 0 et de +1
tels que pour tout produit @ X b qui est divisible par p, a ou b est divisible par p. Cependant, d’aprés
le lemme d’Euclide, une telle définition moderne des nombres premiers serait en fait équivalente a la
définition donnée ici. Autrement dit, lorsqu’il s’agit des nombres entiers, on peut montrer qu’il n’y a
pas de différence entre les éléments irréductibles et les éléments premiers au sens de ’algébre moderne.
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Exemple. Les nombres 42, +3 et £5 sont premiers, alors que les nombres £+4 et +6
sont composés.

Proposition. Tout nombre entier composé peut étre écrit comme un produit de nombres
entiers premiers.

Exercice. Prouver cette proposition.

11.16. Lemme de Bézout

Le lemme suivant est connu sous le nom de lemme de Bézout, parmi d’autres.

Lemme (Lemme de Bézout). Si x et y sont deux entiers et z est leur PGCD, alors il
existe deux entiers s et t tels que

z=xs+ yt.
Exercice. Trouver des nombres entiers s et ¢ tels que 12s + 30t = 6.

Démonstration du lemme de Bézout. Clairement, il suffit de montrer le lemme pour le
cas de x, y, z positifs, donc naturels. Démontrons cela par un raisonnent par [’absurde :
supposons que cela est faux et en déduisons une absurdité.

Supposons qu’il existe deux nombres entiers positifs = et y tels que leur PGCD positif
ne peut pas étre écrit comme xs + yt avec s et t entiers. Dans ce cas, il existe un couple
de nombres entiers positifs avec cette propriété dont la somme est la plus petite parmi
les sommes de tous les couples de nombres entiers positifs avec cette propriété.

Soient donc x et y deux nombres entiers positifs tels que leur PGCD positif ne peut
pas étre écrit comme xs+yt avec s et t entiers, et qu’en plus la somme z+y est inférieure
ou égale a toute somme u + v de nombres entiers positifs u et v dont le PGCD positif ne
peut pas étre écrit comme us+ vt avec s et ¢ entiers. Sans perte de généralité, supposons
en plus que x > y. (Sinon on peut échanger les rdles de x et y).

Dans ce cas, y > 0, car pged(z,0) =x=2-14+0-0. Do, (z —y)+y=2 <z +vy,
et donc pged(x — y, y) peut étre écrit comme (z — y)s + yt avec s et ¢ entiers (d’apres
le choix de x et y). Soient donc s et t deux entiers tels que

pged(z —y, y) = (z —y)s + yt.
Or, pged(z,y) = pged(x — vy, y). Donc,
pged(z,y) = (z —y)s + yt = zs +y(t — s).
Cela contredit le choix de z et y. O
Utilisons le lemme de Bézout pour en déduire quelques faits utiles.

Lemme. Si x et y sont deux entiers premiers entre eux, et que z est un multiple commun
de x et y, alors xy divise z.
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25 I1.16. Lemme de Bézout
Démonstration. Soient u et v deux entiers tels que zu = yv = z. Soient s et t deux
entiers tels que zs + yt = 1 (ils existent d’apres le lemme de Bézout). Alors

z = (xs+ yt)z = xsz + ytz = xsyv + ytzu = xy(sv + tu). O

Corollaire. Si x et y sont deux entiers premiers entre euz, alors xy est un PPCM de
T ety.

Lemme. Si x et y sont deux entiers, z est un PGCD de x et y, et que w est un multiple
commun de x et y, alors xy divise zw.

Démonstration. Soient u et v deux entiers tels que zu = yv = w. Soient s et ¢t deux
entiers tels que xs + yt = z (ils existent d’apres le lemme de Bézout). Alors

zw = (s + yt)w = xsw + ytw = xsyv + ytzu = xy(sv + tu). O
Corollaire. Si x et y sont deuz entiers, alors
ppem(z, y) pged(z, y) = |zy| .

Démonstration. Sans perte de généralité, supposons que x et y sont positifs.
Soient u et v deux entiers tels que

v =pged(z, y)u ety = pged(z,y)v.

Alors upged(x, y)v est un multiple commun de z et y. D’ou, ppem(zx, y) | upged(z, y)v,
et donc

ppem(z, y) pged(z, y) | upged(z, y)vpged(z, y) = zy.
D’apres le lemme précédent,
zy | ppem(z, y) pged(z, y).

Comme zy et ppem(z,y)pged(z,y) sont deux entiers positifs dont chacun divise
I'autre, c’est le méme. O

Lemme (Lemme d’Euclide généralis¢). Si x et y sont deux entiers et z est un diviseur
de xy qui est premier avec x, alors z divise y.

Démonstration. Soient s et ¢ deux entiers tels que zs + zt = 1 (ils existent d’apres le
lemme de Bézout). Soit w un entier tel que xy = zw. Alors

y = (zs + at)y = zsy + xyt = zsy + zwt = z(sy + wt),

et donc z divise y. O
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11.17. Théoréeme fondamental de I'arithmétique

A Tlaide du lemme de Bézout, on peut prouver le théoréme fondamental de ’arithmé-
tique :

Théoréme (Théoréme fondamental de l'arithmétique). Tout nombre naturel composé
peut étre écrit comme un produit de nombres naturels premiers d’une unique fagon, a
lordre prés des facteurs.

Commencons par les deux lemmes suivants.

Lemme (Lemme d’Euclide). Si x et y sont deux entiers et p est un diviseur premier
de xy, alors p divise x ou p divise y.

Démonstration. Supposons que p ne divise pas x. Alors p est premier avec x. Soient s
et ¢ deux entiers tels que ps + 2t = 1 (ils existent d’apres le lemme de Bézout). Soit ¢
un entier tel que xy = pq. Alors

y = (ps + xt)y = psy + xyt = psy + pqt = p(sy + qt),
et donc p divise y. O
Remarque. Le lemme d’Euclide est un cas particulier du lemme d’Euclide généralisé.

Lemme. Si p,qi,...,q, sont des nombres naturels premiers tels que p divise le produit
Q1+ Gn, alors il existe un indice i (entre 1 et n) tel que p = g;.

Démonstration. Posons

ap=1, ar=q, a=qq, a=qqqs, .., G=0q" " .

Comme p ne divise pas ay mais divise a,, il existe k entre 1 et n tel que p ne divise pas
aj—1 mais divise ay.

Soit k& un indice entre 1 et n tel que p ne divise pas a,_1 mais divise a = ag_1¢x.
Alors, d’apres le lemme précédent, p divise g, et donc p = gx. L

Démonstration du théoréme fondamental de ’arithmétique. Démontrons ce théoréme par
un raisonnent par [’absurde : supposons qu’il existe un nombre naturel composé qui peut
étre écrit comme un produit de nombres naturels premiers de deux fagons essentiellement
différentes, et en déduisons une absurdité.

Supposons qu’il existe un nombre naturel composé qui admet deux écritures comme un
produit de nombres naturels premiers de maniere qu’un certain nombre premier apparait
comme facteur dans les deux écritures un nombre différent des fois (par exemple, une
fois dans une des écritures et deux fois dans I’autre, ou une fois dans une des écritures et
pas du tout dans 'autre). Alors, en considérant deux telles écritures et en « supprimant »
les facteurs communs dans les deux, on peut trouver un nombre naturel qui admet deux
écritures comme un produit de nombres naturels premiers de maniére qu’aucun nombre
premier n’apparait comme facteur dans les deux écritures a la fois. Or, cela contredit le
lemme précédent. O
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27 I1.17. Théoréme fondamental de I'arithmétique

Le théoréme fondamental de I’arithmétique peut étre démontré un peu plus aisément
en utilisant la notation suivante :

Notation. Si p est un entier premier et que a est un entier non nul, on va noter « v,a»
le plus grand nombre naturel n tel que p™ divise a.

Exemples. 1512 =2, 1312 =1, 1512 = 0.
Exercice. Calculer v3666.

Définition. Pour un nombre entier premier p et pour un nombre entier non nul a, le
nombre vya est dit la valuation p-adique de a.

Exemple. La valuation triadique (3-adique) de 45 est 2.

Observons que si p et ¢ sont deux nombres entiers premiers, alors

1 sig=poug=—p,
Vpq = .
0 sinon.
Proposition. Si p est un entier premier et a et b sont deux entiers non nuls, alors
vp(ab) = vpa + vpb.
Démonstration. Posons m = v,a et n = v,b. Soient c et d les entiers tels que a = p™c et
b = p"d. Alors p ne divise ni ¢, ni d. Donc, d’aprées le lemme d’Euclide, p ne divise pas
ed. Or, ab = p™t"ed. D’ot, v,(ab) = m + n = vpa + v,b. O
Ainsi, si aq,...,a,, et by, ..., b, sont des nombres entiers non nuls tels que
al"'am:bl"'bn~,
alors, pour tout nombre premier p,
Up@1 4+ -+ + Vplm = Vpby + -+ - + pby,.
En particulier, si ay, ..., a, et by, ..., b, sont des nombres naturels premiers tels que
ar- e = by by,
alors tout nombre premier apparait comme facteur dans le premier membre de cette
égalité (dans sa parti gauche) autant de fois qu’il apparait dans son second membre

(dans sa partie droite). D’ott, m = n, et Uexpression « ay - - - a,, » ne différe de I'expression
«by -+ b, » que par I'ordre des facteurs.
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11.18. Congruences

Définition. Soient z, y, 2z trois entiers. On dit que x est congru a y suivant le module
z, ou modulo z, si et seulement si il existe un entier w tel que

T =1y + zw.

Autrement dit, deux entiers = et y sont congrus modulo un entier z si et seulement si
z divise x — y.

Exercice. (1) Trouver tous les entiers congrus a 5 modulo 0.
(2) Trouver tous les entiers congrus a 5 modulo 1.
(3) Trouver tous les entiers congrus & 5 modulo —1.
Notation. On va écrire « © =y» pow dire « z est congru a y modulo 2 ».

Ainsi, pour tout entier m, on a défini la relation (=) entre entiers, qui est dite la
m

relation de congruence modulo m.
Lorsque la valeur du module m sera précisée dans le contexte, on pourra écrire « r =
Yy » tout court au lieu de « x = y », par exemple :
m

2=8 (mod. 3).

En écriture mathématique contemporaine, il est courant d’abréger « modulo» comme
«mod », sans point. Par exemple :

2=8 (mod 3).

Note étymologique. Le mot « module » vient du latin « modulus », qui est la forme di-
minutive de « modus» (qui peut se traduire comme «mesure », « rythme », « borne »,
« limite », « mode »). Voici le tableau de déclinaison de « modulus» en latin :

SINGULIER PLURIEL
NOMINATIF | modulus modulr
VOCATIF module modull
AccUusATIF | modulum  modulos
GENITIF modult modulorum
DATIF modulo modulis
ABLATIF modulo modulis

Proposition. Les propriétés suivantes sont satisfaites pour tous entiers m, x, y, z :

1) siz=y=z alorsx =z,
m m m

(2) z ==,

(3) six =y, alorsy =x.
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29 I1.18. Congruences

Exercice. Prouver cette proposition.

Proposition. Soient m, x1, xa, 41, Yo des entiers tels que x1 = o et y;
m

(1) x4+ 1 =22 + o, (2) =1 —y1 =22 — Yo, (3) iy i Tola.

m m

Exercice. Prouver cette proposition.
Lemme. Si x et y sont deux entiers et que r est le reste d’une division euclidienne de

x par y, alors x =r.
y

Exercice. Prouver ce lemme.
Lemme. Sim, x, y sont des entiers tels que 0 < |z — y| < |m)|, alors x ?r_f Y.
Exercice. Prouver ce lemme.
Exercice. Est-ce que le nombre 12 4 22 4+ 32 4+ ... 4- 100? est pair ou impair ?
Exercice. Soit z = 333333,

(1) Trouver le dernier chiffre de I’écriture binaire de z.

(2) Trouver le dernier chiffre de I’écriture décimale de x.

(3) Trouver le reste de la division euclidienne de z par 7.
Exercice. Soit (A) une relation entre des entiers telle que :

(1) sizx Ay Az alorsz A z,

(2) z A x,

(3) six Ay, alors y Az,

(4) sixy Ao et yy Ay, alors xp +y1 A o+ Y2, ©1 — Y1 A T — Yo, et T1y1 A T2ys.
Montrer qu’il existe un nombre entier m tel que la relation (A) est la congruence mo-
dulo m. (Autrement dit : montrer qu’il existe m € Z tel que (E) =(A).)

Définition. Une congruence sur les entiers® est une relation (A) entre des entiers telle
que :

(1) six Ay Az alorsz A z,
(2) z Az,
(3) siz Ay, alors y A x,

(4) sixy Ao ety Ay, alors xy +y1 A xg+yo, Ty — Y1 A o — ya, et T1y1 A Toys.

5 La notion de congruence sur les entiers est un cas spécial d’une notion générale de congruence sur une
structure algébrique.
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11.19. Classes de congruence, arithmétique modulaire

Définition. Soit m un entier. Définissons les classes de congruence d’entiers modulo m
ainsi :

(1) a tout entier x, on associe sa classe de congruence modulo m, notée « [x],, »%;

(2) si x et y sont deux entiers, on admet que les classes de congruence de x et de y
modulo m coincident si et seulement si z est congru a y modulo m :

=l = ==v.
m

Remarque. Souvent on donne une définition différente des classes de congruence, en

les réalisant comme des ensembles : on dit que la classe de congruence de x modulo

m est 'ensemble de tous les entiers congrus a x modulo m. En pratique, en tant que

Uarithmétique modulaire est concernée, cette définition équivaut la noétre.

Notation. Lorsque la valeur du module m sera précisée dans le contexte, on pourra écrire
« [z] » au lieu de « [z]m ».

Définition. Soit m un entier. Soient « et 8 deux classes de congruence d’entiers mo-
dulo m. On définit la somme o + 3, la difference a — 3 et le produit af ainsi : si x et y
sont deux entiers tels que a = [z],, et 8 = [y]m, alors
aéf
(1) a+ 8= [an+ [yln = [2+ Ylm,

@ a—B=[an— W = [2— Yln,

3) af = [2]ulyln < [2y]m.

Exercice. Montrer que pour tout m entier, les définitions données de 1'addition, de la
soustraction et de la multiplication des classes de congruence d’entiers modulo m sont
correctes et complétes.

Remarque. 11 existe une pratique d’écrire « x » tout court a la place de « [z], » ou « [z] »
lorsque le contexte permet de comprendre qu’il s’agit d’une classe de congruence d’entiers
modulo m, plutét que d’un entier (malgré apparence). Ainsi, on peut rencontrer des
formules comme celle-la :

«—2=25-8 mod 3».

Cette formule doit alors étre lue comme
«[0]3 — [2]3 = [5]5 - [8]3 »,

ou comme « [0]3—[2]3 = [2]3-[2]3 », (en simplifiant I’écriture des classes de congruence de
5 et de 8). Selon cette interprétation, dans la formule « =2 = 5-8 mod 3 », le numeral
« 3 » représente l'entier 3, les numéraux « 2», « 5», et « 8 » représentent des classes de
congruence d’entiers modulo 3, et les symboles « — » et « - » représentent les opérations
de soustraction et de multiplication des classes de congruence d’entiers modulo 3.

6 La notation « Ty, » au lieu de « [z],, » peut aussi étre rencontrée.
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Proposition. Soit m un entier et soient «, 3,7y des classes de congruence d’entiers
modulo m. Alors les identités suivantes sont satisfaites :

W a+(B+7)=(a+p)+7, (6) a(fy) = (apf)y,

(2) a+[0]m=a=][0],+q, 6) a[l]ym =a=[1]na,
3) f+a=a+p4, (7)) Ba=ap,

@ (a-B)+p=q, 8 a(B+7) =aB+ary.

Exercice. Prouver cette proposition.

Exercice. Soit A l'ensemble des quatre classes de congruence modulo 4 suivantes :
[0}47 [1]47 [2]4: [3}4

(1) Montrer que A contient exactement 4 éléments, c’est-a-dire, que les 4 classes
[0]4, [1]4, [2]4, [3]4 sont deux & deux distincts.

(2) Montrer que A contient toutes les classes de congruence d’entiers modulo 4.

(3) Montrer que la somme, la différence, et le produit de deux n’importe quels éléments
de A est un élément de A.

(4) Dresser les tables d’addition, de soustraction et de multiplication des éléments

de A.

Exercice. Est-il vrai que si a et 3 sont deux classes de congruence d’entiers modulo un
entier m telles que a # [0],, et 8 # [0],,, alors a8 # [0],, 7
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