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. Polynémes

CHAPITRE-BROUILLON

I.1. Définitions, opérations, propriétés de base

I.1.1. Définitions et exemples

Tout polyndme en une indéterminée X & coefficients dans un corps K (on dit aussi :
un polynéme sur K) s’écrit comme une « expression formelle » de la forme :

ao+ a1 X + asX? 4+ -+ a, X", avec n €N, ag,...,a, € K.

Le symbole X s’appelle une indéterminée. Les polynémes constants de la forme ag, avec
ap € K, sont autorisés, et on les identifie d’habitude avec les éléments de K. Parmi eux,
il y a un polynéme special : le polynome nul 0.

On admet que X° = 1 et que 0X™ = 0 pour tout n € N. Ainsi deux autres facons
d’écrire un polynéme a coefficients aq, . . . , a,, sont les suivantes :

ao+ a1 X +as X+ +a, X" = Zaka = Zaka.
k=0 k=0

Dans la derniére écriture, on a posé a,11 = apig =--- =0.

La representation d’un polynéme par une « expression formelle » n’est pas tout-a-fait
unique. Par exemple : 1 +1X =1+ 1X 4+ 0X2 + 0X?. On se permet aussi d’écrire X"
au lieu de 1.X™, d’écrire les termes d'un polynéme dans un ordre quelconque, et de ne
pas écrire les termes nuls : 1 +0X +1X24+0X3 =1+ X% = X2+ 1.

Plus précisément, deux polynémes en I'indéterminée X, chacun écrit sous une forme
standard, sont égaux si et seulement si leurs coefficients aupres des mémes puissances
de I'indéterminée sont égaux. (Si X* n’intervient pas dans une écriture, cela veut dire
que le coefficient aupres de X* est 0.)

L’ensemble de tous les polynomes en X sur K est noté K[X].

Le polynéme X" (avec n € N) s’appelle le monome de degré n. Ainsi, le monéme de
degré 0 est 1.

Les trois opérations algébriques principales définies dans K[X] sont les suivantes :

(1) addition,

(2) multiplication par un élément de K (cette opération peut étre vue aussi comme
un cas particulier de multiplication de deux polyndmes),
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(3) multiplication.

Ces opérations sont définies des fagons naturelles. Pour la multiplication, on utilise la
regle :

X™. X" = X" pour tous m,n € N.

Nous admettons ici sans démonstration que ces opérations sont bien définies, c’est-
a~dire que le résultat ne dépends pas du choix d’écriture de chaque argument, ni de
I'ordre dans lequel on applique des regles différents pour développer et apres simplifier
le résultat. (Une démonstration de ce fait nécessiterait de donner d’abord des définitions
précises.)

Définitions précises

Une fagon de construire un modele de K[X] et ainsi de le définir précisément est la suivante.

On dit que K[X] est I'ensemble de toutes les suites infinies (an)nen des éléments de K avec la
propriété qu'il existe N € N tel que pour tout n > N, a, = 0.

Aprés on définit les opérations d’addition de deux éléments de K[X] et de multiplication d’un élément
de K[z] par un élément de K naturellement : pour (an)nen, (bn)nen € K[X] et ¢ € K, on pose

(@n)nen + bn)nen E (@n +bp)nens  clan)nen L (can)nen

Pour définir la multiplication, on utilise une opération sur les suites qui s’appelle « produit de convo-
lution » : pour (an)nen, (bn)nen € K[X], on pose

a6t
(@n)nen - (bn)nen = (aobn + a1bp_1 + -+ + anbo)nen-

Pour justifier le choix de « X » dans « K[X] », on pose

déf
X =(0,1,0,0,0,0,...),
c’est-a-dire X est la suite (an)nen avec ag =0, a1 =1, et as =ag=---=0.
Les mondmes sont les suites avec exactement un terme non nul qui vaut 1. Les polyndmes constants
sont les suite de la forme

((10,0,070,‘..),

et on identifie (aop,0,0,0,...) € K[X] avec ag € K. Le polynome nul est (0,0,0,...).

Ce que on a fait ici pour définir K[X] formellement, c’est de representer tout polyndme par la suite
de ses coefficients, et de définir les opérations algébriques directement sur ces suites.

On peut vérifier maintenant que tout P € K[X] s’écrit comme

P=ay+a1 X +aX*+  +a,X", ou neN, ag,...,a, € K.

En effet, il suffit d’écrire d’abord P = (aq, ..., a,,0,0,0,...).

On vérifie également que les opérations d’addition et de multiplication qu'on a définies dans K[X]
satisfont des propriétés usuelles : associativité, commutativité, distributivité, etc.

Le terme de degré n et le coefficient de degré n du polynéme P = ), a, X" sont
respectivement le terme a, X™ et son coefficient a,,. Le terme de degré 0 est donc agX?,
que l'on identifie au coefficient de degré 0, i.e. & ag € K, et que I'on nomme au choix
terme constant ou coefficient constant de P. Nous le noterons tc(P).
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Si tous ses coeflicients sont nuls, le polynéme est le polynéme nul. Dans le cas contraire,
soit n € N le plus grand indice d’un coefficient non nul (il y a bien un tel plus grand
indice). On a donc :

P:ZaiXi:ao—i----—kanX” avec  a, # 0.
=0

L’entier n est alors appelé le degré de P et noté deg P. Par convention, deg0) = —oo
(Pavantage est que cela donne des régles de calcul simples et valables dans tous les cas
sans exception).

Le terme de degré deg P, c’est-a-dire ici a, X", est appelé le terme dominant de P et
noté td(P). Son coefficient a,, est appelé le coefficient dominant et noté cd(P).

Un polynéme de degré 0 a la forme suivante : son coefficient constant ag est non nul,
et tous ses autres coefficients sont nuls. C’est donc un polynéme constant non nul. Le
polynéme nul est aussi constant, mais son degré par définition est —oo.

1.1.2. 8 axiomes d’un « anneau commutatif»

Les opérations d’addition et de multiplication dans K[X] satisfont les propriétés sui-
vantes :

(1) pour tous P,Q, R € K[X],
P+(Q+R)=(P+Q)+R,

(2) pour tous P, Q € K[X],
P+Q=Q+P,

(3) pour tout P € K[X],
P+0=0+P=P

(4) pour tout P € K[X],
P+ (=P)=(-P)+ P =0,

(5) pour tous P,Q, R € K[X],
P(QR) = (PQ)R,

(6) pour tous P, Q € K[X],

PQ = QP,
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(7) pour tout P € K[X],

P-1=1-P=P

(8) pour tous P, @, R € K[X],

(P+Q)R=PR+QR, P(Q+R)=PQ+PR.

L’ensemble des propriétés se résume en disant que K[X| muni de 'addition et de la
multiplication est un « anneau commutatif ». En revanche, K[X] n’est pas un « corps »,
car les seuls polynomes inversibles sont les polynomes de degré 0 — les polynomes
constants non nuls. (Or, tout élément non nul d’un corps admet un inverse multiplicatif.)

1.1.3. Propriétés du degré par rapport aux opérations

Soit P un polynéme non nul :
P=ay+a X+ - +a,X? aveca,#0.

Rappelons nous que le terme dominant de P, noté td(P), est alors a,X?, que son co-
efficient dominant, noté cd(P), est a,, et que son degré, noté deg P, est l'entier p. Par
convention, le polynéme nul 0 est de degré —co et n’a pas de terme dominant ni de
coefficient dominant.

Voici quelque propriétés du degré par rapport aux opérations.

(1) Si P, @ € K[X], alors
deg(P + Q) < max(deg P, deg Q).
Si en plus td(P) + td(Q) # 0, alors

deg(P + @) = max(deg P, deg Q).

(2) Si P,Q € K[X], alors
deg(PQ) = deg P + deg Q.
(On suppose ici que —oo + n = —oo pour tout n € N.)
Pour vérifier ces propriétés, considérons d’abord deux polyndémes non nuls
P=ay+a; X+ - +a,X? aveca,#0
et

Q="by+b X+ - +bX? avecb; #0.
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L’addition des polynoémes P et () donne :

ag o) + - a, 1 s1p<gq,
(a0 +bo) + -+ + (ap + bp) XP 4 by a XV - 5, X7 s

(a0 +bo) + -+ (ag + b)) X7+ agn X7 + -+, XP siq<p,
(ao+bo)+--~+(ap+bp)XP sip=gq.

P+Q=

On en déduit que, si p # q, le degré de P + @ est le maximum des degrés de P et @, et
que son terme et son coefficient dominants sont ceux de P ou de @ (celui qui a le plus
grand degré). Si p = ¢, le degré de P + () est en général p, sauf dans le cas exceptionnel
ou a, + b, = 0 : dans ce cas, les termes dominants se simplifient et le degré de P + @
diminue strictement. Dans tous les cas, on retiendra la regle suivante :

deg(P + Q) < max(deg P, deg Q),

avec égalité en général, la seule exception étant celle ot td(P) +td(Q) = 0. A noter que
I'inégalité reste valable si P ou @) est nul.
La multiplication des polyndémes P et ) donne :

PQ = aghy + (a1by + agh1) X + -+ + (apby—1 + ap—1b,) XPT971 + a,b, XPH0.

Le terme dominant de PQ) est donc a,b, X?1%, et 'on a dans tous les cas les formules :
td(PQ) = td(P)td(Q) et cd(PQ) = cd(P)cd(Q),

d’ou 'on déduit la regle :
deg(PQ) = deg P 4 deg Q.

A noter que la régle reste valable si P ou Q est nul.

Conséquence : «intégrité » de K[X]
Proposition. Si P,Q € K[X], P #0, et Q # 0, alors PQ # 0.

Dit dans l'autre sens : si PQ) = 0, alors P = 0 ou Q = 0. On exprime cette regle en
disant que « anneau K[X] est intégre ».

Corollaire. Si A, B,C € K[X], A#0, et AB = AC, alors B=C.
Démonstration. Si AB = AC, alors A(B — C) = AB — AC = 0. Comme A # 0, alors,
par I« intégrité » de K[X], B—C =0. Ainsi B = C. O

Remarque. Cette régle ne va pas de soi; ainsi, le produit de deux fonctions quelconques
peut étre nul sans qu’aucune des deux le soit. Prenons les fonctions f, g: R — R définies
par les formules :

fx) =z —|z|

(Ces fonctions sont d’ailleurs continues.) Alors fg = 0, mais aucune des deux fonctions
f,g n’est nulle. Ce phénomene est impossible avec des polynoémes, ni avec des fonctions
polynomiales sur un corps infini.

et g(x)=z+|z|.
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1.1.4. Substitution pour I'indéterminée

Si P et @ sont deux polynémes dans K[X], on peut substituer @ dans P pour X. Le
résultat est noté P(Q). Si

P=ay+ a1 X +aX?+ - +a,X",
alors
P(Q) = a0+ mQ + aQ° + - - + a,Q".

Définition. La substitution d’un élément a € K dans un polynéme P € K[X] pour
obtenir la valeur P(a) € K s’appelle I’évaluation de P en a.

Définition. Une racine de P € K[X] est un r € K tel que P(r) = 0.

L’évaluation d'un polynéme P € K[X] en éléments de K donne lieu & une fonction
polynomiale f: K — K, a — P(a).

Définition. Une fonction polynomiale dans K est toute fonction de la forme f: K —
K,z — P(z), ou P € K[X].

Tout polynéme P € K[X] définit ainsi une fonction polynomiale K — K. On verra
aussi que dans des corps commutatifs infinis, comme Q, R, ou C, toute fonction poly-
nomiale est définie par un unique polynoéme. Cela n’est plus le cas si le corps K est fini;
en effet, dans tout corps commutatif fini, toute fonction polynomiale est définie par une
infinité de polyndmes distincts.?

Il y a d’autres objets mathématiques qu’on peut substituer pour une indéterminée dans
un polynéme, comme, par exemple, des matrices carrées, des opérateurs différentiels, ou
d’autres polyndémes.

Si P, @ € K[X], alors la substitution de  dans P pour X donne :

P(Q)=ao+ai(bo+ - +b,X) +--ap(by+ -+ b X9)P.

Si @ n’est pas constant, alors le terme dominant de P(Q)) est apbh X7 et le degré est pg.
(On suppose ici que (—oo)n = —oo pour tout n > 0.)

1.2. Divisibilité
Définition. On dit qu’un polynéme B divise un polynéme A si et seulement si il existe
un polyndéme C' tel que A = BC.

On écrit B | A pour noter que B divise A.

Proposition. La relation de divisibilité dans K[X]| est « transitive » et « réflexive »,
c’est-a-dire :

! Par exemple, le polynéme X + X? € (Z/2Z)[X] définit la fonction nulle Z/2Z — Z/2Z, z — 0.
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(1) pour tous A, B,C € K[X], si A| B et B| C, alors A| C,
(2) pour tout A € K[X], A| A.

Définition. Un polyndme non constant P € K[X] est dite irréductible sur K si et
seulement si tout diviseur de P dans K[X] est soit constant, soit un multiple de P de
la forme aP avec a € K.

1.3. Division euclidienne

Rappelons nous le théoréme suivant sur les nombre entiers.
Théoréme. Si a,b € Z et b# 0, alors il existe un unique couple q,r € Z tel que :
(1) a=bg+r, et
(2) 0<r<hb.
Il y a un théoreme analogique pour les polynémes.

Théoréme. Si A, B € K[X] et B # 0, alors il existe un unique couple Q, R € K[X] tel
que :

(1) A= BQ+R, et
(2) deg R < deg B.

Définition. Dans ce théoreme, les polynomes @) et R s’appellent respectivement le
quotient et le reste de la division euclidienne de A par B.

Montrons I'unicité. Pour cela, supposons que
A= BQ1+ R = BQy + Ry,
Alors

deg Ry < deg B, deg Ry < deg B.

Ry — Ry =B (Q1 — Qa).
D’un coté,
deg(Ry — R1) < max(deg R;,deg Ry) < deg B,
et de 'autre coté,
deg(R2 — R1) = deg(Q1 — @Q2) + deg B.
Comme B # 0, cela n’est possible que si Q1 — Q2 = 0. Ainsi Q1 = Q2 et Ry = Ry, d’ou
I'unicité.

Pour montrer I'existence, on peut faire quelques exemples et trouver un algorithme
général qui calcule le quotient et le reste.
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Théoréme. Si P € K[X] et a € K, alors le reste de la division euclidienne de P par
X — a est la constante P(a).

Démonstration. Soient ) et R le quotient et le reste de la division euclidienne de P par
X — a. Alors

P=(X—-a)Q+R (%)

et deg R < deg(X — a) = 1. Comme deg R < 0, R est constant. Par substitution de a
pour X dans I’équation (*), on a :

P(a) = (a — 0)Q(a) + Ra) = R
(vu que R(a) = R). O
Corollaire. Un nombre r € K est une racine de P € K[X] si et seulement si X —r

divise P.

Racines multiples

Définition. Un nombre r € K est une racine multiple de P € K[X| de multiplicité
m € N si et seulement si (X — r)™ divise P mais (X — 7)™ ne divise pas P.
1.4. Division selon les puissances croissantes

Théoréme. Si A, B € K[X], le terme constant de B n’est pas nul, et n € N, alors il
existe un unique couple Q, Ry € K[X] tel que :

(1) A= BQ+ X"'R,, et
(2) deg@ < n.

Définition. Dans ce théoréme, les polynomes @ et X"t R, s’appellent respectivement
le quotient et le reste de la division selon les puissances croissantes de A par B a ’ordre n.

1.6. PGCD

Définition. Un plus grand commun diviseur (PGCD) de polynémes P et Q) est un
polynoéme D tel que :

(1) D est un commun diviseur de P et @) (c’est-a-dire, D | P et D | Q),
(2) si C est un commun diviseur de P et ), alors C' est un diviseur de D.

L’unique PGCD de P et @ avec le coefficient dominant 1 est noté pged(P, Q).
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Identité de Bézout

Avant d’énoncer un théoréme sur 1'identité de Bézout pour les polynémes, rappelons
nous l'identité de Bézout pour les entiers.

Théoréme (Identité de Bézout). Si a et b sont deuz entiers, pas tous les deux nuls,
alors pged(a, b) existe et est unique, et en plus il existe deuz entiers m et n tels que

pged(a, b) = am + bn.

Théoréme (Identité de Bézout). Si A et B sont deux polynomes sur K, pas tous les
deux nuls, alors pged(A, B) eziste et est unique, et en plus il existe deux polynéomes P
et Q sur K tels que

pged(4, B) = AP + BQ.

L’idée d’une démonstration : I’algorithme d’Euclide (par la division euclidienne) pour
trouver le pged(P, Q).

Corollaire (Lemme d’Euclide). Si A, B, D sont trois polynomes, D divise AB, et que
pged(B, D) =1, alors D divise A.

Démonstration. Soient P et @) deux polynomes tels qu’on a 'identité de Bézout :
1= BP+ DQ.
Par multiplication par A, on trouve :
A= (AB)P + D(AQ).
Comme D | AB | ABP et D | DAQ, on en déduit que D | A. O

Corollaire. Si A, B, M sont trois polynomes, A et B divisent M, et que pged(A, B) =1,
alors AB divise M.

Démonstration. Posons
M = AQ.

Comme B | M = AQ1 et pged(A, B) = 1, par le lemme d’Euclide, B | Q1. Posons
Q1= BQ.

Alors M = ABQ», et donc AB | M. O

PPCM

Définition. Un plus petit commun multiple (PPCM) de polyndémes P et @ est un po-
lynéme M tel que :

(1) M est un commun multiple de P et @ (c’est-a-dire, P et @) sont diviseurs de M),

(2) si N est un commun multiple de P et @, alors IV est un multiple de M.

Proposition. Soient A et B deux polynomes et D un PGCD de A et B. Posons A = A1 D
et B= B;D. Alors AiBD est un PPCM de A et B.
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1.6. Interpolation de Lagrange

Théoréme (Interpolation de Lagrange). Soient ay, ..., an,b1,...,b, € K, o0 les valeurs
a; sont deuzr d deuz distinctes. Il existe alors un unique polynome P € K[X] de degré
deg P < n—1 tel que P(a;) =b; pouri=1,...,n.

Démonstration. L’unicité peut se voir comme suit. Si P et ) sont deux polynémes de
degrés deg P,deg@ < n — 1 et tels que P(a;) = Q(a;) = b; pour i = 1,...,n, alors le

polynéme P — @, dont le degré est < n — 1, admet les n racines : aq,...,a,; il est donc
nul et P = Q.
L’existence s’obtient par une construction explicite. On pose d’abord, pouri =1,...,n:
1
K; = X —a;) et Li=——K,.
i H ( ]) i K@(G@) i
1<j<n
J#i

(Il est évident que K;(a;) # 0, ce qui justifie cette derniére définition.) On voit que
degL; =n — 1 et que

Lia) 1 sii=j,
i\aj) =
! 0 sii#j.

En posant

P =Y "bL;
i=1
on obtient donc un polynéme P de degré deg P < n — 1 et tel que :

P(a;) = Z bjL;i(a;) =b; pourtout i=1,...,n.
j=1

C’est bien ce que l'on voulait. [

1.7. Dérivation formelle

1.7.1. Polynéme dérivé
Définition. Si P =ag+ a1 X + -+ + a, X™ € K[X], alors le polyndme dérivé de P est
P =a; 426X + -+ +na, X" L.
Propriétés :
1 (P+Q) =P +Q,
(2) (PQ) =P'Q+ PQ,
(3) P’ =0 si et seulement si P est constant,

(4) sidegP > 1, alors deg P’ = deg P — 1.

10
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1.7.2. Dérivation d’ordre supérieur

Notons P® la dérivée k-iéme du polyndéme P®) e K[X]. En particulier, pour k =
0,1,2,3,ona:

PO — P, PL = P, P2 = P, P — pm

D’apres la régle deg P’ = deg P — 1 (valable pour un polynoéme non constant P), on
a plus généralement que pour tout k < deg P,

deg P® = deg P — k.

En particulier, si n = deg P, alors P est un polynéme constant non nul et P+ = 0.
Réciproquement, si P est un polyndme tel que P*) = 0, alors deg P < k.

Exemple. Les dérivées successives du polyndéme XP? sont :

(XP)O = xP (X)W = pxP=t (XP)D = p(p—1)XP2 ...,

(XP)PD = pIx,  (XP)®) =l (XP)PHD = .
Plus précisément : si 0 < k < p, k entier, alors la dérivée k¢ de XP est

|
xP\(F) — p: XPk
X% (p— k)

Cette dérivée est nulle si k > p.

1.7.3. La formule de Leibniz

Les régles concernant la k¢ dérivée ressemblent un peu a celles concernant la dérivation.
On a évidemment :

(P + Q)(k) =pP® 4 k),

Pour la dérivée k° d’'un produit, c¢’est plus compliqué. On trouve facilement pour les
petites valeurs de k :

(PQ)// — P//Q _"_ QPIQ/ _"_ P)Q//7 (PQ)/// — PINQ _"_ 3PIIQI + 3P/Q// + Q/l/.

La ressemblance avec le carré et le cube de (a+b) s’impose, et ’'on peut conjecturer une
formule générale utilisant les coefficients binomiaux. C’est la formule de Leibniz, qui est
en effet vraie.

Théoréme (Formule de Leibniz). Soient P,Q € K[X]. Pour tout entier naturel k :

(PQ)™ = Z <Z) PRk

k=0

11
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Démonstration. Elle se fait par récurrence sur n. Pour n = 0, on a I’égalité PQ = PQ.
Pour n = 1, on retrouve la régle de Leibniz (PQ) = P'Q + PQ’. Supposons la formule
vérifiée au rang n. Alors :

k=0

k) y(n—k))’
= (k’) (p( )Q( ))
k=0
_ Z (TL) (P(k+l)Q(nfk) + P(k)Q(n*k«Fl))
k=0 k
_ — (n (k+1) Ay (n—Fk) — (n (k) /y(n—k—+1)
> ()P (1) P
k=0 k=0
a, n "\ /n
_ (k) Ay (n—k+1) (k) y(n—k-+1)
> (1 )rar ey (7) e
k=1 k=0
n+1
(0 () e
e~ k—1 k
n+1
n+1 e
= ( N )p(k)Q( k+1)
k=0
C’est la formule voulue au rang n + 1. |

1.7.4. Formules de Taylor

La formule de Taylor pour les polynémes admet de nombreuses formes. Dans tous
les cas, elle permet de développer P(A + B), ot P est un polynéme et A, B sont deux
expressions (polyndmes ou autre chose) ou tout simplement deux nouveaux indéterminés
différents de X. Commencons par un petit lemme.

Lemme. Soit Q = by + --- 4 b, XP. Alors, pour tout entier naturel k :

QW (0) = k! by, SZ: k< p,
0 st k> p.

Démonstration. C’est immédiat & partir du calcul des dérivées successives de chaque X*
dans I'exemple vu plus haut. ]

Théoréme (Formule de Taylor). Soit P € K[X] un polynome de degré n et soit a € K.

12



13 L8. Polynémes sur C et sur R

1 1
P(X) = P(0) + P'(0)X + 5P"(O)X2 +ot EPW(O)X”

"1
_ =) k
=0
1 1
P(X +a)=P(a)+ P(a)X + EP"(a)X2 NI Hp(n)(a)X”
1
= — pk) k
k=0
1
P(X)=P(a)+ P'(a)(X —a) + §P”( (X —a)? +
1
+ n'P (a)(X — a)
1 k
-3 LPB@x — ot
k!
k=0
P(A+B) = P(A) + BP'(A )+%BQP”(A)+ ..+i'Bnp(n)(A)
n!
1
= EBkP(k)(A) pour tous A, B € K[X].
k=0

Démonstration. La premieére formule est immédiate en appliquant le lemme : si P =
ap+ -+ a, X", alors a, = £.P®(0).

La deuxiéme se prouve en appliquant la premiére au polynome Q(X) =
dont les dérivées sont données par la relation Q) (X) = P®) (X + a).

La troisieme s’obtient en remplagant X par X — a dans la seconde.

La derniere est la plus général et s’obtient par calcul direct en développant les parties
gauche et droite. |

P(X + a),

Exemple. En utilisant la troisieme formule, on voit maintenant facilement que le reste
de la division euclidienne de P par (X — a)? est P(a) + P'(a)(X — a).

1.8. Polynomes sur C et sur R

Théoréme (« Théoréme fondamental de Palgebre »). Tout polyndme non constant a
coefficients complezes admet une racine compleze.

Théoréme. Sir € C est une racine de P € R[X], alors T (le conjugué compleze de r)
est aussi une racine de P, et de la méme multiplicité que 7.

L’idée d’une démonstration : si

P=ay+au; X+ - +a,X" € R[X]

13
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et P(r)=0,r¢€C, alorson a :

P(r) =0,
ap +arr + -+ a,r™ =0,
ap + a7+ 4 a, 7" =0,

P(r) =0.

Corollaire. Tout polynome dans R[X] de degré supérieur a 2 est réductible.

L’idée d’une démonstration : soient P € R[X] avec deg P > 3 et r une racine complexe
de P.Sir € R, alors P est divisible par X —r € R[X]. Sinon, posons r = a+1b, a,b € R.
Alors P est divisible par (X —r)(X —7) = X? — 2aX +a% + V? € R[X].

Théoréme. Tout polyndme de degré impaire admet une racine réelle.

L’idée d'une démonstration : appliquer le Théoréme des valeurs intermédiaires.

1.9. Fractions rationnelles

1.9.1. Définitions

L’ensemble des fractions rationnelles a coefficients dans K sera noté K(X) (K peut
étre Q, R ou C, comme avant). Un élément de K(X ) est une « fraction» 4, ou A, B €
KI[X] et B # 0. Les fractions rdtlonnelleb Aot € 5 sont déclarées égales si et seulement si
AD = CB. Ainsi chaque fraction ratlonnelle R € K(X) possede une infinité d’écritures
sous la forme 4 avec A, B € K[X].

Les opérations d’addition et de multiplication dans K(X) sont définies par les formules

suivantes :

A+CdeAD+CB é Ca f£
B D BD B D BD’
On définit aussi les fractions 0 et 1 :

aer 0 aef 1
0= - 1= -
1’ 1
et les opération de I'opposé et de 'inverse :

A g —A A\ 'aa B
AwzA (ANTwB o
B B B A

On peut « identifier » tout polynéme P € K[X] avec la fraction rationnelle £ car sil'on
applique les regles ci-dessus a des fractions rationnelles de cette forme, on retrouve bien
les opérations déja définies pour les polynomes. Alors on peut considérer K[X] comme

une partie de K(X) par cette identification : K[X] C K(X). Apres cette identification,

14



15 1.9. Fractions rationnelles

on peut observer que la fraction 4, ot A, B € K[X], n’est rien d’autre que le résultat

B’
de la division de A = £ par B = £ dans K( ).

Pour toute fraction rationnelle F = % € K(X), on définit le degré de F par la formule :

deg F’ & deg A — deg B.
Comme B # 0 (donc deg B € N), cette soustraction a un sens méme si A = 0, dans
quel cas I'on trouve deg 0 = —oo. Cependant, pour &tre certain que la définition a bien

un sens, il faut vérifier qu ‘elle ne dépend pas de I’écriture particuliere choisie pour F.

Supposons donc que F' = B C .Ona:

AD =CB = deg A+ degD = degC + deg B
= deg A —deg B =deg(C —deg D,

car on peut soustraire deg B + deg D # —o0. Pour calculer deg F', on peut donc indiffé-

remment utiliser ’écriture ' = 4 ou ’écriture ' = D

1.9.2. Propriétés algébriques

K(X) est un « corps commutatif » (il satisfait les 10 axiomes d’un « corps commuta-
tif »).

1.9.3. Propriétés du degré par rapport aux opérations

Le degré des fractions rationnelles satisfait les propriétés suivantes :
(1) si F,G € K(X), alors

deg(F + @) < max(deg F, deg G),

(2) si F,G € K(X), alors
deg(FG) = deg F + deg G,
(3) si F e K(X) et F #0, alors
deg(1/F) = —degF,
(4) si F,G € K(X) et G # 0, alors

deg(F/G) = deg F' — deg G.

15
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1.9.4. Evaluation, zéros, poles

Soit —” une forme irréductible de F' € K(X). On dit que F est définie en o € K si
By(a) 7é 0. On pose alors :

Ag(e)
Bo(Oé)

F(a) = e K,

que I'on appelle valeur de F' en a.. Ces définitions ne dépendent pas du choix d’une forme

irréductible : si %1 est une autre forme irréductible de F', les conditions Bo( ) # 0 et
By (a) # 0 sont équivalentes et gggz; _ gi(a
que B(a) # 0, on a encore F(a) = g(u)
223 n'est définie pour aucune écriture 4 de F.

De plus, pour toute ocrlturo £ de F telle

Réciproquement, si F' n’est pas deﬁme en q,

alors

Exemples.

(1) La fraction rationnelle € K(X) est définie en 0, mais cette écriture parti—

X2+X

méme fraction rationnelle convient.

(2) La fraction rationnelle 13— € Q[X] est déﬁnie en tout point de Q mais pas en
tout point de R. La fraction rationnelle € R[X] est définie en tout point de
R mais pas en tout point de C.

X2+1

On appelle pole de F un élément o € K en lequel F' n’est pas définie. Pour toute
forme 1rreduct1ble 2 de F, la multiplicité de « en tant que racine de By est la méme :
on l'appelle I’ordre du pole a.

On appelle zéro de F un élément o € K en lequel F(«) = 0. Pour toute écriture % de
F, « est alors une racine de A. Pour toute forme irréductible g—g de F', la multiplicité de
« en tant que racine de By est la méme : on 'appelle I’ordre du zéro a.

Il existe un unique m € Z tel que F' = (X —a)™G, ou G est définie en a et G(ar) # 0 :
sim > 0, a est un zéro d’ordre m de F'; si m < 0, c¢’en est un pole d’ordre —m ; si
m = 0, o n’est ni un zéro ni un pdle. L’entier m est appelé I'ordre de F en «.

1.9.5. Fonctions rationnelles

De méme que les polynémes servent a « coder » algébriquement les fonctions polyno-
miales, les fractions rationnelles servent a « coder » algébriquement les fonctions ration-
nelles, c’est-a-dire les fonctions obtenues en divisant une fonction polynomiale par une
autre, par exemple

r—1

T IO = T

Pour attacher une fonction rationnelle a une fraction rationnelle F'| il y a une petite
complication due a la multiplicité des écritures % de F.

16



17 1.9. Fractions rationnelles

Pour toute fraction rationnelle F' € K(X) écrite sous forme irréductible %7 I’ensemble
des pdles de F, qui est 'ensemble des racines de B dans K, est fini. Son complémentaire
dans K est ensemble D des a € K tels que F(a) est défini. On Pappelle ensemble de
définition de F.

Proposition. Soient F,G € K(X). On suppose que pour tout « € Dp N Dg, F(a) =
G(a). Alors F =G.

Démonstration. Si F = 4 et G = £, on a (AD — BC)(a) = 0 pour tout o dans

I’ensemble infini Dr N D¢, donc AD — BC' = 0. O

On peut donc identifier la fraction rationnelle F' avec la fonction rationnelle x — F(x)
de Dp dans K. Cette identification est évidemment compatible avec 1'addition et la
multiplication des fractions rationnelles d’un coté, des fonctions de l'autre. La seule
petite difficulté est celle-ci : il peut arriver que F' + G ou FG soit défini en un point ou

X

F ou G n’est pas défini. Par exemple % — % et % - 57 sont définies partout.

1.9.6. Décomposition en éléments simples

Si F'= 4 € K(X) est une fraction rationnelle, A, B € K[X], alors on peut effectuer
la division euclidienne de A par B pour écrire : A = QB + R. Ainsi on obtient la
décomposition suivante de F :

F:Q—i—g, ot Q,Re K[X] et degR < degB.

Le polynoéme @ s’appelle la partie entiére de F. On va voir maintenant comment dé-
composer une fraction de la forme £ avec deg R < deg B en somme de fractions plus

B
simples.
Proposition. Soit

A

F =
B, B,

une fraction rationnelle non nulle, A, By, By € K[X], telle que deg F' < 0 (¢ ’est-a-dire,
deg A < deg By + deg Bs). Supposons que

pged(By, By) = 1.
Alors il existe un unique couple de polynomes R1, Ry € K[X] tel que :

(1

R R

=1 .22
B By

(2) deg Ry < deg By et deg Ry < deg B,.
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Démonstration. Montrons d’abord 1'unicité. Supposons que

- Rl RQ - Sl 52

F

"B B B B
deg Ry < deg By, deg Ry < deg Bs, deg S < deg By, deg Sy < deg By. Alors

R -8 So— R
55 (- S)B= (S R)By
Par le lemme d’Euclide, By | Ry — Sy et By | So — Ry. Or, deg(R; — S1) < deg B et
deg(S2 — Ry) < deg By. Donc, Ry — 51 = 0 et Sy — Ry = 0, c’est-a-dire, Ry = S et
Ry = S,.
Montrons maintenant I'existence. Soit I'identité de Bézout pour B; et B :

1= B\P,+ B,Py, P, P,eK[X].

Alors

A _ABP+BP) AR AP

F= — _ Al
BB, BB, By B

Effectuions les divisions euclidiennes de AP; par B; et de AP, par B :

AP, = BQ1 + Ry,
APy = ByQa + Ry,

deg Ry < deg By,
deg Ry < deg Bs.

Alors

Ry R,
F= — =2
O+ +@&+g

Il reste & montrer que @1 + Q2 = 0. En effet,

R, R,
=F_-—=__=
Q1 + Qs B B,

donc deg(@Q1 + Q2) < 0 (car deg F' < 0, deg Ry < deg By, deg Ry < deg By). Ainsi
@Q1+Qs=0c¢t

Proposition. Soit

A

F=—
Bm

une fraction rationnelle non nulle, A, B € K[X], m > 1, telle que deg F' < 0 (c’est-a-dire,

deg A < mdeg B). Il existe alors un unique m-uple de polynémes Ry, ..., Ry, € K[X]
tel que :

18



19 1.9. Fractions rationnelles

€D

R Ry R,
F = - - —
B + B2 + + Bm’

(2) degR; < deg B pour tout i € {1,...,m}.
Démonstration. 1l suffit de décomposer A comme
A=B" 'R+ B™2Ry+---+ BRy_1 + R,

avec deg R; < deg B pour tout ¢ € {1,...,m}. Pour cela, on peut, par exemple, effectuer
les divisions euclidiennes suivantes. D’abord, la division euclidienne de A par B :

A= BQ, + Rn.
Ensuite, la division euclidienne de @,,, par B :

Qm = BQu-1+ Rin-1.
Et ainsi de suite, jusqu’a la division euclidienne de Q5 par B :

Q2 = BQ1 + R
Vu que deg A < mdeg B, deg Q,,, < deg A—deg B, deg Q-1 < deg Q,, — deg B, et ainsi
de suite, et deg )1 < deg @2 — deg B, on peut conclure que deg @1 < 0, donc @ = 0.
D’ot,

A=R,+BR, 1+ -+ B™ %Ry + B"'R,.

|

Définition. La decomposition en éléments simples d’une fraction rationnelle F' € K(X)

est une écriture de F' comme la somme d’un polynéme (la partie entiere de F) et de
R

fractions de la forme P AVEC P,R e K[X] et m = 1, ot P est un polynéme irréductible

(premier) et deg R < deg P.

Exemple.
X0+ X+ X34+ X2+ X +1 by + b1 X + b X2 + b3 X3
:a0+a1X+
X4-2X2+1 (X —1)2(X +1)2
Co+01X d0+d1X
= X
a0+a1 +(X—1)2 (X+1)2
aq (€5} B B2
= X .
wrudt ot ety T
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