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|l. Introduction aux vecteurs

1.1. Exemples

Voici quelques exemples de vecteurs :

(1) Grandeurs vectorielles en physique ou en mécanique : force, vitesse, etc.
. - ’ 7’ . .

(2) Vecteurs libres de la forme AB en géométrie classique.

(3) Nombres réels, couples de nombres réels, triples de nombres réels, quadruples de
nombres réels, etc.

(4) Diverses objets mathématiques qu’on peut additionner et multiplier par de sca-
laires (cela généralise les cas précédents).

Remarque. On ne peut additionner deux vecteurs que s’ils sont membres d'un méme
espace vectoriel. En particulier, on ne peut pas additionner un vecteur force avec un
vecteur vitesse, ou un couple de réels avec un triple de réels.

1.2. Grandeurs vectorielles en physique

Certaines grandeurs physiques sont dites scalaires. Une grandeur scalaire est caracté-
risée par un unique nombre (qui peut varier dans 'espace et dans le temps), muni d’une
unité.

Par exemple, la pression est une grandeur scalaire, elle peut étre exprimée numéri-
quement en pascals (Pa).

Si une grandeur physique est caractérisée non seulement par sa valeur numérique,
mais aussi par son direction et son sens, alors elle est dite vectorielle.

Par exemple, une force exercée sur un point matériel est caractérisée par son intensité,
sa direction, et son sens, et donc elle est une grandeur vectorielle.

Lorsque deux ou plusieurs forces sont exercées sur un méme point matériel au méme
temps, elles peuvent étre toutes remplacées par une seule force résultante sans changer
leffet sur le mouvement du point matériel. Ainsi, les forces peuvent étre additionnées.

Pour calculer la force résultante de deux forces, et méme seulement pour trouver son
intensité, il ne suffit pas de connaitre les intensités des forces données, mais il faut aussi
connaitre leurs directions et leurs sens.

En plus d’étre additionnées, les forces peuvent étre multipliées par des réels. Par
exemple, pour une force donnée, on peut concevoir une force de la méme direction et
du méme sens, mais 2 ou 3 fois plus intense. Si on multiplie une force par un nombre
négatif, on obtient une force du sens opposé.
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I.3. Vecteurs libres en géométrie classique

Quelques soient deux points A et B, ils déterminent un vecteur AB de A vers B.

Parfois on dit que AB est un vecteur libre' car il n’est pas spécialement lié aux points
A et B. En effet, si A, B, C, et D sont quatre points tels qu'une méme tmnslatwn t
«raméne» A sur B et C sur D (c’est-a-dire, t(A) = B et t(C’) ) alors ¢ AB = CD
Am%l si ABCD est un parallélogramme, alors AB = DC BC = AD CD = BA et
DA =CB. I

Deux vecteurs OA et OB sont égaux (coincident) si et seulement si les points A et B
coincident. N N

Pour tout point A, le vecteur AA est le vecteur nul, noté «0» : AA=0

Deux vecteurs u et v peuvent étre addltlonnes pour donner un vecteur note «u—+v .
Slu—ABctv—BC alors u + v = AC.

Tout vecteur w peut &tre multiplié par tout nombre réel « (dit un scalaire) pour
donner un vecteur noté « au ».

1.4. n-uplets de réels comme vecteurs

Pour tout entier positif n, 'ensemble R™ des n-uplets de réels est un espace vectoriel,
ou les opérations vectorielles sont définies par les formules :

(xla"'axn)+(y17-~-7yn) - (l'1+y17~-~737n+yn)
a(x1, .., Tp) = (Qx1, ..., ).

L On parle de wvecteurs libres lorsque on veut les distinguer de deux autre especes de « vecteurs» qui
apparaissent parfois en géométrie affine : les vecteur liés et les vecteuulissants. Pour ces derniers on
utilise des notations différentes : le vecteur lié de A vers B est noté « [AB] », et le vecteur glissant de A
vers B est noté « (@) ». Les vecteurs liés et les vecteurs glissants ne sont pas des vecteurs dans le sens
usuel du mot, et ils ne seront pas utilisés dans ce cours.



Il. Espaces vectoriels et espaces affines

11.1. Espaces vectoriels

Les vecteurs libres d’une droite, d’'un plan ou d’un espace tridimensionnel en géométrie
classique forment ce qui s’appelle un espace vectoriel réel, si on prend en compte les
opérations définies sur les vecteurs libres.

De maniére informelle, on peut dire qu'un espace vectoriel réel est un ensemble non
vide de vecteurs ot tous deux vecteurs peuvent étre additionnés, et tout vecteur peut
étre multiplié par tout réel. Une définition précise est la suivante.

Définition. Un espace vectoriel réel' est un ensemble V muni :

(1) d’une opération d’addition, qui a deux éléments x et y de V associe leur somme
rz+yeV,

(2) d’un élément nul 0 € V (il peut &tre noté « 0 » aussi),

(3) d’une opération de soustraction, qui a deux éléments x et y de V associe leur
différence x —y €V,

(4) d’une operation de multiplication par des nombres réel, qui & un élément x de V
et & un nombre réel o associe un élément ax € V (aussi noté « za»),

tel que les identités suivantes soient satisfaites, pour tous ¢, y,z € Vet o, € R :
(6) (/))CM)IE = B(aa:),
(6) lx ==,

D z+(y+2)=(x+y) +z,

(2) c+0=x =0+,

@) zt+(y—z)=y=(y—z)+=, (M (a+ Bz = ax + B,
4 y+z=x+y, 8) a(z+y) =azx+ay.
Les éléments d’un espace vectoriel sont dits vecteurs.

Notation. Le vecteur nul d’un espace vectoriel V peut étre noté « Oy » ou « Oy ».

Définition. Deux vecteurs x et y d’'un méme espace vectoriel sont dits opposés I'un de
l’autre si et seulement si * +y = 0.

! De la méme maniére on peut définir les espaces vectoriels rationnels ou les espaces vectoriels complezes.
En fait, pour le faire, il suffit de remplacer dans cette définition toute mention des nombres réels par
une mention appropriée des rationnels ou des complexes (remplacer « o, 3 € R» par ««a, 3 € Q» ou
«a,fB € Cr).
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Proposition. Si et z sont deux vecteurs opposés d’un méme vecteur y, alors € = z.

Démonstration.
z=x+0=x+(y+2z)=(x+y)+2=0+2=2 ]

Ainsi, tout vecteur & admet un unique vecteur opposé, qui est 0 — x.
Comme en arithmétique, on utilise la notation abrégée suivante :

Notation. Si x est un vecteur (d'un espace vectoriel), I'expression « +a » veut dire 0+
(= @), et Pexpression « —x » veut dire 0 — .

Ainsi, —x est le vecteur opposé de (et @ est le vecteur opposé de —x).

Les 8 propriétés qui font partie de la définition d’un espace vectoriel réel (abstrait)
sont dites aziomes.?2 Lorsque on considére un espace vectoriel réel abstrait, on admet
que les axiomes soient satisfaits, car ils font partie de la définition.

Les vecteurs libres d’une droite, d'un plan ou d’un espace tridimensionnel en géométrie
classique forment un exemple « concret » d'un espace vectoriel réel abstrait. (Pour le
montrer, on doit vérifier que les 8 axiomes sont satisfaits.)

Exercice. Essayer de faire de dessins pour vérifier les 8 axiomes pour les vecteurs d'un
plan.

A partir des 8 axiomes d’un espace vectoriel, on peut déduire d’autres propriétés, dont

les suivantes :

(1) z—x=0, (5) 0z =0,
D zx-—y=x+0-y)=x+(-y), (6) (a—pB)x =ax — fx,
3) (z+y) —y=m=, (7) a0 =0,
@) (z+y)—z=z+(y—=2), (8) a(x —y) =ax — ay.

En effet :

2 En général, lorsque on définit une structure algébrique abstraite, les propriétés qui font partie de sa
définition sont dites aziomes.



(z+ty)-y=(z+y) —y) +0
@ty -~y +y+0-y)
Y@ty -y +y) +0-y)
@ty +0-y)
(233+(y+(6—y))(:)w+6(:):c,

(@+y)— 22 (x+y)—2)+0
(@ +y)—2) +(z+(0-2)
Y((@ty) —2) +2)+(0-2)
(@ ty)+(0-2)
(:)w+(y+(6—z)

Dt ((y—2) +2)+(0-2)
Qat(y-2+=+0-2)2
0z 2 0z + 0

D 0z + (0z + (0 — 0x))

@ (0z + 0z) + (0 — 0x)

D010+ (0 0z) =0z + (0 —0z) 20,

I1.1. Espaces vectoriels

(a—Bz 2 (a-Bz+0
2 (0= B)z+ (B2 + (0 — a))
Y ((a = Bz + Bz) + (0 — )
(:)((a—ﬁ)+ﬁ)w+(6—ﬂm):aw+(6—ﬂm):aw—ﬁw7
a6@00+6
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ax—y) = alx—y)+0

oz —y) + (ay + (0 - ay))

a(z —y)+oy)+ (0 —ay)

[

=

a((@—y) +y)+ (0 ay) 2 oz + (0 - ay) = oz — ay.

L’ensemble des nombres réels R est un exemple tres simple d’un espace vectoriel réel.
I est en effet facile de vérifier que I'ensemble R muni de ses opérations d’addition et
de soustraction, de son élément 0, et de 'opération de multiplication des réels par des
réels, satisfait les 8 axiomes.

Parmi d’autres exemples courants des espaces vectoriels réels il y a :

(1) l’ensemble R? des couples de réels, 'ensemble R? des triples de réels, ainsi que les
ensembles R, R®, RS, etc,

(2) Tensemble {0},

(3) l’'ensemble C des nombres complexes,

(4) Vensemble R[X] des polynémes a coefficients réels en une indéterminée X,
(5) T'ensemble C(I,R) des fonctions réelles continues sur un interval I donnée.

Plus précisément, pour chacun de ces ensembles, si on le munira des opérations d’addition
et de soustraction, de I’élément nul, et de I'opération de multiplication par des réels
d’une maniere « naturelle », on pourra montrer que les 8 axiomes d’un espace vectoriel
réel seront satisfaits.

11.2. Espaces vectoriels R"

Rappelons nous qu’on note « R » I’ensemble des nombres réels.

Notation. Soit n un nombre naturel. On note « R™ » I’ensemble des n-uples d’éléments
de R. (De la méme manieére, « Z™ » dénote 'ensemble des n-uples d’entiers, « Q™ » dénote
I’ensemble des n-uples de rationnels, etc.)

Ainsi, R? est 'ensemble des couples de réels, R? est 'ensemble des triples de réels, R*
est I'ensemble des quadruples de réels, et ainsi de suite. L’ensemble RY ne contient qu’un
seul élément — le O0-uple (). On va éviter de parler de R pour des raisons pédagogiques,
car a premiere vue ce cas peut paraitre peu intuitif et différent des autres.

Pour tout nombre naturel non nul n, on va doter R® d’une structure d'un espace
vectoriel réel. Pour cela il suffit de définir les opérations d’addition et de soustraction,
I’élément nul, et 'opération de multiplication par de réels de maniere qu’ils satisfassent
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les 8 axiomes. On les définit ainsi :

(ar, )+ Bry oy ) E(ar + B,y o+ B),
(a1 v 0m) = (Br o Ba) E (01 = B o — Ba),
0% 0,...,0),
Blan,....an) € (Bou,.... Bay,)

(Ici oy, B, B sont des réels.)
Exemple' (172) + (374) = (476)7 3(1a 2) = (376)a (172) - (374) = (_27 _2) = _2(17 1)

Exercice. Vérifier que les opérations définies ci-dessus satisfont les 8 axiomes d’un
espace vectoriel réel.

Parfois les n-uples de réels sont écrits en colonne, par exemple :

a1 B

N B I

Qn /Bn

En fait, en calcul matriciel, suivant les conventions établies, il est souvent pratique
d’identifier les éléments de R™ avec des matrices-colonnes.

oy + By oy Bay
= : Bl =
(7% + ﬁn Qp 5an

11.3. Espaces affines

Les points d’une droite, d’un plan ou d’un espace tridimensionnel en géométrie clas-
sique forment ce qui s’appelle un espace affine réel, si on prend en compte les opérations
de translation par tous les vecteurs libres.

Définition. Soit V un espace vectoriel. Un espace affine de direction V est un ensemble
E muni :

(1) d’une opération qui & deux éléments A et B de E associe un élément AB de V,

(2) d’une opération qui & un élément x de V et a un élément A de E associe un élément
A+ x de E,

tel que les identités suivantes soient satisfaites, pour tous A, B € Eet ¢,y € V :
(D A+(z+y)=(A+2)+y,
(2) A+ AB = B,
3) m =x.

Les éléments d’un espace affine sont dits points. La direction d’un espace affine est aussi
dite I'espace vectoriel associé a cet espace affine.

II. Espaces vectoriels et espaces affines 8

On peut interpréter « A + x » comme le résultat de translation du point A par le
vecteur @, et on peut interpréter « AB » comme le vecteur par lequel il faut translater
le point A pour obtenir le point B.

Notation. Pour deux points A et B d’un espace affine, le vecteur AB peut étre noté
« B — A» et peut étre dit la différence de B et A :

déf 73

B—- A= AB.
Notation. Lorsque un ensemble E est traité comme un espace affine, son espace vectoriel
associé (sa direction) est parfois noté E.

L’ensemble des poins d’une droite, d’'un plan ou d’un espace tridimensionnel en géo-
métrie classique est un exemple d’un espace affine, si comme son espace vectoriel associé
on prend l'ensemble des vecteurs géométriques libres de cette droite, ce plan, ou cet
espace tridimensionnel.

Voici d’autres exemples d’espaces affines.

(1) Tout ensemble d’un seul point E = { P} est un espace affine si on prend E= {0}
comme l’espace vectoriel associé.

(2) Tout espace vectoriel E est aussi un espace affine et son propre espace vectoriel
N "
associé : E = E. Si @,y € E, on définit xy & y—x.

(3) Si F est un sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel Eet v € E, alors G = F+v =
{z+v|x € F} est un espace affine, et G =F.

(4) L’ensemble
F={(z,y) eR* |z +y=1}
est un espace affine. Son espace vectoriel associé est

F={(x,y)eR?*|z+y=0}

Exercice. Essayer de faire de dessins pour vérifier les 3 axiomes d’un espace affine pour
les points et les vecteurs dans un plan.

A partir des 3 axiomes d’un espace affine réel et des 8 axiomes d’un espace vectoriel
réel, on peut déduire d’autres propriétés, en particulier les suivantes :

(1) A+0=A4, (3) AB+x =A(B +x),
(2) A4 =0, (4) AB+ BC = AC.
En effet :

A+02 A+ AA) + 0L A+ (AA+0) = A+ A4 2 4,
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Ad=A+0) 20,
AB+a @ AA+AB+2) L A(A+AB) +2) 2 AB + ),

Kl Yy
AB+BC Y A(A+ (AB + BC) Y A(A+ AB) + BC) 2 A3 + BC) 2 AC.

11.4. Espaces affines R”

Tout espace vectoriel E peut étre vu comme un _espace affine. Pour cela on utilise E

comme son propre espace vectoriel associé (donc, E= E), et on définit :
g Yy 2z pourtous x,y cE.

Ainsi, les éléments d’un espace vectoriel E peuvent étre traités comme vecteurs ou
comme points, mais 'addition de deux éléments de E donne le méme résultat indépen-
damment si on la regarde comme 'addition de deux vecteurs ou comme 'addition d’un
point et d'un vecteur. Pareil, la soustraction de deux éléments de E donne le méme ré-
sultat indépendamment si on la regarde comme la soustraction entre deux vecteurs ou
entre deux points.

Ainsi on munit chaque ensemble R™ d’une structure d’espace affine, en utilisant son
structure d’espace vectoriel.

Exemple. Si A = (1,2) et B =
AB=B-A= (2,

(3,4) sont deux point de l'espace affine R?, alors
2), et c’est un vecteur de I'espace vectoriel R2.

11.5. Bases et dimension d’un espace vectoriel

Définition. Une combinaison linéaire de vecteurs 1, ..., x, d'un espace vectoriel réel
est un vecteur de la forme ayx; + -+ - + @, &,, O ay,...,a, € R.

Définition. Une famille F = (x1,...,x,) de vecteurs dans un espace vectoriel E est
dite génératrice de E si et seulement si tout vecteur de E est une combinaison linéaire
des vecteurs de F.

Définition. Une famille B = (z1,. .., x,) de vecteurs dans un espace vectoriel E est dite

une base de E si et seulement si pour tout y € E, il existe un unique n-uple (a1, ..., a,) €
R™ tel que
Y=o+ -+ @y,

Clairement, toute base de E est une famille génératrice de E.

Remarque. Ici on ne parle que de familles génératrices finies et bases finies. Il existe
cependant des espaces vectoriels qui n’admettent pas de familles génératrices finies. Il
est possible de généraliser les définitions et les énoncés des théoremes pour « autoriser »
les familles génératrices infinies et les bases infinies.

II. Espaces vectoriels et espaces affines 10

Définition. Si B = (xy,...,x,) est une base de E, y est un vecteur de E, et

y:a1m1+---+anmn,

alors les nombres aq, . .., a, s’appellent les coordonnées cartésiennes de y dans la base B.

Notation. Si B = (x1,...,x,) est une base de E
des coordonnées de y ddnb B peut étre noté « [y]z» ou « zly]» ou « [y
adopter la deuxiéme notation. Ainsi :

et y un élément de E alors le n-tuple
]B»; ici on va

slyl = (o1, an) & y=a@+- -+,
Exemple. Si B = (u,v) est une base et w = 2v — u, alors zglw] = (—1,2).

Les coordonnées des vecteurs peuvent étre écrites en colonne, par exemple :

«glz] = [g] )

(au lieu de « g[z] = (a, B) »).
Pour toute base B, les coordonnées dans B respectent les opérations vectorielles :
sl —y| = plx] — 5yl

slox] = aglz].

slz +y] = glz] + 5yl
8[6] = (07 N '70)7

Exemple. Soient les n éléments suivants dans R™ :

)l

Il est facile de vérifier que la famille (e, ...
base canonique de R™.

,en) est une base de R". Elle s’appelle la

Exercice. Vérifier que la base canonique de R™ est effectivement une base de R"™.

Théoreme. Toute famille génératrice minimale d’un espace vectoriel est une base de
cet espace.

Autrement dit, si une famille génératrice n’est pas une base, alors on peut enlever un
élément de cette famille et obtenir une famille génératrice plus petite. Si on commence
avec une famille génératrice finie et on enléve un par un des éléments « redondants », on
finira par trouver une base.

Corollaire. Si E est un espace vectoriel et F = (x1,...,x,) est une famille génératrice
de E, alors on peut extraire de F une sous-famille qui est une base de E.

10



11 I1.6. Repéres et dimension d’un espace affine

Théoréme. Toutes les bases d’un espace vectoriel ont la méme taille (le méme nombre
d’éléments).

Définition. La dimension d’un espace vectoriel E, notée dim E, est le nombre d’éléments
dans une n’importe quelle base de E.

Exemple. La dimension de R™ est n, car la base canonique de R" est composée de n
vecteurs.

Proposition. Dans un espace vectoriel de dimension n, toute famille génératrice a n
éléments est une base de cet espace.

Exercice. Prouver cette proposition en admettant les théorémes précédents.

Définition. Un espace vectoriel de dimension 1 s’appelle une droite vectorielle. Un
espace vectoriel de dimension 2 s’appelle un plan vectoriel.

11.6. Repéres et dimension d’un espace affine

Définition. Un repere d’un espace affine E est composé d’'un point de E, qui est appelé
son origine, et d’une base de I'espace vectoriel associé E.

On va identifier le repére composé d’une origine A et d’une base (xi,...,x,) au

(n+ 1)-uple (A, x1,...,@,).
Notation. Un repeére (A, x1,...,x,) peut étre noté « Axy ... x, ».

Un espace affine E muni d’un repere est dit un espace cartésien. On dit aussi le
repere donné définit dans E un systeme de coordonnés cartésiennes. En effet, un repere
(A 21, ..., x,) dans E permet d’associer a tout point B de E un unique n-uple de ses
coordonnées cartésiennes (aq, . .., a,) par 'équation

—
AB = (1 4+ .. +O[n33n

Ainsi, si E est un espace affine muni d’un repeére (A, x1,...,x,), et (a1,...,q,) est

un n-uple de réels, alors le point de E de coordonnées (aq, ..., a,) est le point
B=A+aoax+ + apz,.

Définition. La dimension d’un espace affine E est la dimension de son espace vectoriel
associé E.

Définition. Un espace affine de dimension 1 s’appelle une droite affine. Un espace affine
de dimension 2 s’appelle un plan affine.

11
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11.7. Sous-espaces vectoriels

Une partie F d'un espace vectoriel E peut lui-méme étre un espace vectoriel par rapport
aux opérations fournies par E. Dans ce cas cette partie F de E est dite un sous-espace
vectoriel de E.

Définition. Soit E un espace vectoriel réel. Une partie F de E est dite un sous-espace
vectoriel si et seulement si

(1) pour tous u,v € F,u+v €F,

(2) pour tous u,v € F, u —v € F,

(3) Og €F,

(4) pourtousa € RetueF, au eF.

Ici la condition (2) est en fait redondant, car elle résulte des conditions (1) et (4).

Exercice. Vérifier qu'une partie d’un espace vectoriel satisfait les 4 condition de la
définition si et seulement si elle est un espace vectoriel par rapport aux opérations
« héritées » de 'espace ambiant.

Exemple. Soient E=R2? et F = { (z,y) € R? | 2 +y = 0}. Alors F est un sous-espace
vectoriel de E.

Sous-espace vectoriel engendré par une famille de vecteurs

Proposition. Si F = (uq,...,u,) est une famille de vecteurs dans un espace vectoriel
E, alors l’ensemble de toutes les combinaisons linéaire des éléments de F est un sous-
espace vectoriel de E.

On note Vect(uy,. .., u,) ensemble des combinaisons linéaires de uy, ..., u, :
déf
Vect(uy, ..., u,) = {a1ug + -+, | o, ..., €ER L
Clairement, (u1,...,u,) est une famille génératrice de Vect(u,...,u,). On dit que
le sous-espace Vect(uq, ..., u,) est engendré par (u1,...,u,).

Vecteurs colinéaire et vecteurs coplanaires

Définition. Soit S un ensemble de vecteurs dans un espace vectoriel E. Alors les vecteurs
de S sont dits colinéaires entre eux si et seulement si S est inclus dans une droite
vectorielle D qui est un sous-espace de E. Les vecteurs de S sont dits coplanaires entre
eux si et seulement si S est inclus dans un plan vectoriel P qui est un sous-espace de E.

12



13 I1.8. Sous-espaces affines

Pour vérifier si les vecteurs d’'un ensemble S sont colinéaires il suffit de vérifier §il
existe un vecteur u tel que tout vecteur de S soit un multiple de u.

Pour vérifier si les vecteurs d’'un ensemble S sont coplanaires il suffit de vérifier s'il
existe deux vecteurs u et v tels que tout vecteur de S est une combinaison linéaire de
u et v.

Théoréme. (1) Dans une droite vectorielle, tout vecteur non nul forme une base.
(2) Dans un plan vectoriel, tout couple de vecteurs non colinéaires forme une base.

(3) Dans un espace vectoriel de dimension 3, tout triple de vecteurs non coplanaires
forme une base.

11.8. Sous-espaces affines

Une partie F d’un espace affine E peut lui-méme étre un espace affine, et dans ce cas
elle est dite un sous-espace affine de E. Par exemple, une droite affine peut faire partie
d’un plan affine, et un plan affine peut faire partie d'un espace affine de dimension 3.
Voici une définition formelle.

-
Définition. Soit E un espace affine réel avec 1'espace vectoriel associé E. Une partie non
vide F de E est dite un sous-espace affine de E si et seulement si il existe un sous-espace
vectoriel F de E tel que

(1) pour tous M,N € F, MN € F,
(2) pour tous u € FetMe F, M +uekF.
Dans ce cas, F sera I’espace vectoriel associé a F.

Exemples. (1) Les plans et les droites de la géométrie classique sont exemples des
espaces affines. Leurs espaces vectoriels associés sont les ensembles de leurs vecteurs
libres. Une droite dans un plan est un sous-espace affine de ce plan.

(2) L’ensemble
F={(z,y) eR? |z +y=1}
est un sous-espace affine de I'espace affine R2. Son espace vectoriel associé
F={(zy)eR*|z+y=0}

est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel R2.

Points alignés et poins coplanaires

Définition. Un ensemble de points est dite aligné si et seulement si il fait partie d’'une
droite affine. Un ensemble de points est dite coplanaire si et seulement si il fait partie
d’un plan affine.

13
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11.9. Présentation de sous-espaces vectoriels et affines

SECTION-BROUILLON

Présentation de sous-espace vectoriels par bases ou familles
génératrices

Exemple. Soient w = (1,2,3) et v = (3,2, 1) deux éléments de R3. Alors
Vect(u,v) = {s(1,2,3) +1(3,2,1) | s,t e R}

est un sous-espace vectoriel de R3.

Présentation de sous-espaces affines par un point avec des vecteurs
directeurs

Exemple. Soient w = (1,2,3) et v = (3,2,1) deux éléments de R? vus comme vecteurs
et M = (1,0,0) un élément de R® vu comme un point. Alors L’ensemble

F=M + Vect(u,v) = {(1,0,0) +s(1,2,3) +£(3,2,1) | s,t e R}

est un sous-espace affine de R3. En plus, Muv est un repere de F.

Présentation par paramétrage

Exemple. L’ensemble
F={(s+3t,2s+2t,3s+t) | s,t c R}

est un sous-espace vectoriel de R3.

Exemple. L’ensemble
F={(1+s+3t2s+2t,3s+1t)|s,teR}

est un sous-espace affine de R3.

Présentation par équations et systéemes d’équations linéaires
Exemple. L’ensemble
F={(z,y,2) eR* |2 —2y+2=0}
est un sous-espace vectoriel de R3.
Exemple. L’ensemble
F={(v,y,2) R’ |z —2y+2=1}

est un sous-espace affine de R3.

14
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11.10. Calcul dans un espace affine

SECTION-BROUILLON

Théoréme (Un « métathéoréme »). On peut écrire « (N — M) » au liew de « MN » et
utiliser les régles algébriques « usuelles » pour faire calcul avec les points et les vecteurs
d’un espace affine.

Exemple.

1-— 1 1
A+§AB—A+§(B—A)—A+§—§f§+§—§(A+B)

~Ya_Biop

1— 1—
5 (A—B)+B:§BA+B:B+§BA.

1
T2
I1.11. Combinaison affines et « vectoriels », barycentre

SECTION-BROUILLON

Théoreme. Soient n points My, ..., M, dans un espace affine réel et soient o, ..., ay, €

R.
(1) Siay+---+a, =0, alors l’expression
a My + -+ a, M,
représente un vecteur v. Ce vecteur v peut étre calculé par la formule
v =0 AM; + -+ + a, AM,
ou A est un point arbitraire.
(2) Siay+ -+ a, =1, alors Uexpression
oMy + -+ a, M,
représente un point G. Ce point G est uniquement déterminé par I’équation

—_— —

OélGMl + -+ OénG.]\/[n =

3) Siay+ -+ a, #0, alors 'expression

oMy + -+ + o, M,
a1+...+an

représente un point G. Ce point G est uniquement déterminé par I'équation

—_— —

alGJWl + -+ O‘nkan =

15
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Définition. Si ay,...,a, € R, a1 +---+a, =0, et My,..., M, sont n points dans un
espace affine réel, alors on va appeler le vecteur

v=a M+ -+ a,M,,
qui s’exprime aussi comme

v:a1m+~-+0xnm

avec A arbitraire, la « combinaison vectorielle » de My, . .., M, avec coefficients a1, . .., a,
(ce terme cependant n’est pas standard).

Définition. Si ay,...,a, € R, a1+ -+, =1, et Mq,..., M, sont n points dans un
espace affine réel, alors le point

G = OélMl + .- +Oén]\/[n7
qui peut étre déterminé par I’équation
— —
O[lG]le 4+ -+ O[nGMn = O,
s’appelle la combinaison affine de My, ..., M, avec coefficients ay, . .., ay,.

Définition. Si ay,...,a, € R, a4+ -+ a, #0, et My,..., M, sont n points dans un
espace affine réel, alors le point
_ O[lMl + - +oen]an
o+t ay

qui peut étre déterminé par ’équation
aGM; + - + a,GM,, = 0,

s’appelle le barycentre des points pondérés (My, aq), ..., (M,,a,) (points affectés des
coefficients — « poids »).

Théoréme. Soient Ay, ..., An, Bi,..., B, des m + n points dans un espace affine et
A1y Quny By, P des réels tels que

(D o+ +an#0,
(2) fi+- 4B #0,
(3 a1+ Fam+ Bt + B #0.

Soient F' le barycentre de (Ai,01), ..., (Am,am) et G le barycentre de (B, B1), ...,
(B, Bn). Alors le barycentre de (A1, 1), - ..y (Amsam), (B, B1), -, (Bn, Bn) est aussi
le barycentre de (F,o1 + -+ + am) et (G, 01+ -+ Bn).

16
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11.12. Convexité

SECTION-BROUILLON

Définition. Si ay,...,a, € Ry sont n réels positifs tels que ag + -+ + a,, = 1, et
My, ..., M, sont n points dans un espace affine réel, alors le point

O[lAN[l + -+ Oén]an
s’appelle la combinaison conveze de My, ..., M, avec coefficients aq, ..., a,.

Ainsi toute combinaison convexe est une combinaison affine.

Proposition. Si A et B sont deuz points d’un espace affine, alors ’ensemble des com-
binaisons convezes de A et B est le segment [A, B] (de la droit affine qui passe par A
et B).

Définition. L’ensemble de toutes les combinaisons convexes de points d’une partie S
d’un espace affine s’appelle I"enveloppe conveze de S.

Par exemple, 'enveloppe convexe de deux point distincts est le segment, 1’enveloppe
convexe de trois points non alignés est le triangle plein, etc.

Définition. Une partie S d’un espace affine réel est dite conveze si et seulement si
pour tous n points M, ..., M, € S, toute combinaison convexe de M, ..., M, est aussi
dans S.

En d’autres termes, une partie d'un espace affine est convexe si et seulement si elle
coincide avec son enveloppe convexe.

Proposition. Une partie S d’un espace affine réel est conveze si (et seulement si) pour
tous A, B € S, le segment [A, B] est inclus dans S.

11.13. Orientation

Définition. Deux bases (e1,...,e,) et (fy,..., f,) dun espace vectoriel réel E sont
dites avoir la méme orientation si (ej,...,e,) peut étre transformée continfiment en
(fi1,---, ) (en transformant e; en f, ez en f,, et ainsi de suite) de telle fagon, qu’en

tout moment de sa transformation, la famille reste une base de E.

Exemple. Soit (a,b) une base dans un plan. Alors (2a, 3b), (b, —a), et (a+b, —2a+3b)
sont des bases de la méme orientation que (a,b), mais (—a,b) et (a, —b) n’ont pas la
méme orientation que (a,b). Cependant, (—a,b) et (a,—b) ont la méme orientation
entre elles. (A voir sur un dessin.)

Théoréeme. Tout espace vectoriel réel de dimension finie admet exactement deuz orien-
tations différentes.
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Définition. Les deux orientations différentes d’un espace vectoriel de dimension finie
sont, dites opposées I'une de l'autre. Orienter un espace vectoriel veut dire déclarer une
de ses orientations positive, et I'orientation opposée négative.

Définition. Dans un espace vectoriel orienté, toute base d’orientation positive est dite
directe, et toute base d’orientation négative est dite indirecte.

Définition. Orienter un espace affine veut dire orienter son espace vectoriel associé.

Définition. Dans un espace affine orienté, un repere est dit direct si sa base est directe,
et il est dit indirect si sa base est indirecte.

L’orientation canonique de I'espace vectoriel R™ est celle ou la base canonique de R
est directe.

11.14. Volumes de parallélépipédes

SECTION-BROUILLON

La notion de volume (n-dimensionnel) dans un espace vectoriel ou affine de dimension
n est bien définie, méme si en général il n’y a pas de 'unité de volume canonique.

En particulier, si (ej,...,e,) et (fy,..., f,) sont deux bases d’un espace vectoriel,
alors le rapport des volumes des parallélépipedes n-dimensionnels « portés » par ces bases
est un scalaire bien défini.

Si un espace vectoriel est muni d’un produit scalaire, il y a un choix canonique pour
I'unité de volume : le volume d’un cube unité (d’'un cube « porté » par une base ortho-
normée).

18



I11. Introduction aux déterminants

I11.1. Introduction au déterminant d’une famille de
vecteurs

1l existe une opération spéciale qui a toute base B d’un espace vectoriel E de dimension
n et a toute famille F de n vecteurs dans E associe un nombre réel qui s’appelle le
déterminant de F par rapport a B, et qu'on note detg F. Voici quelques propriétés
remarquables de cette opération, ot on considere un espace vectoriel E de dimension n :

(1) pour toute famille F & n éléments dans E, et pour toutes deux bases B et C de E,

(detg C) (detc .7:) = detp F,

(2) pour toutes deux bases B et C de E,
(dctc B) (dctg C) =1,
(3) pour toute base B de E,
detg B =1,
(4) pour toute famille F a n éléments dans E, et pour toute base B de E,

F est une base < detg F # 0,

(5) pour toutes deux bases B et C de E,

B et C ont la méme orientation <  detgC > 0.

111.2. Déterminant d’un couple

Soit, P un plan vectoriel.

Définition. Soit B = (a,b) une base du plan vectoriel P. A tout couple (u,v) de
vecteurs de P on associe leur déterminant par rapport a B, qui est un nombre réel noté
dets(u,v). L’opération

(u,v) — detg(u, v)

est completement déterminée par les identités suivantes, ou les variables w, v, w repré-
sentent des vecteurs quelconques de P, et « représente un nombre réel quelconque :
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(1) detz(u + v, w) = detg(u, w) + detg(v,w) et detg(au,v) = adetg(u,v)
(Popération detp est linéaire en premier argument),

(2) detg(u, v+ w) = detp(u,v) + detg(u,w) et detg(u, av) = adetg(u,v)
(Popération detp est linéaire en deuziéme argument),

(3) detp(u,u) =0
(Popération detp est alternée, en tant qu'une opération bilinéaire),

(4) detgB =1.
opération detg qui a chaque couple de vecteurs de P associe un réel et qui satisfait les
quatre propriétés données.
La propriété suivante découle des propriétés données dans la définition :
detg(v,u) = — detp(u, v)
(Popération detg est antisymétrique, en tant quune opération bilinéaire).
Exercice. Démontrer cette identité. Indication : il suffit de vérifier que
0 = detg(u + v, u +v) = detg(u,v) + detg(v, u).

Soit B = (a,b) une base. Cherchions une expression concréte pour detg(u,v) si les
vecteurs u et v sont données par leurs coordonnées dans B :

U = Tua + Yub, v =1x,a+y,b.
Notons d’abord que

detg(a,a) =0, detg(a,b) =1, detg(b,a)=—1, detg(b,b)=0.
Alors on peut calculer que

dets(u, v) = detp(24,a + Yub, To@ + Yob) = Ty — Yol

Théoréme. Quel que soit une base B d’un plan vectoriel P, deux vecteur w et v de P
sont colinéaires si et seulement st detg(u,v) = 0.

L’idée d’une démonstration. 1l est facile de vérifier que si u et v sont colinéaires, alors
detg(u,v) = 0. En effet, si v = au, alors dets(u, v) = detg(u, au) = adetg(u,u) = 0.

Si u et v ne sont pas colinéaires, alors le couple (u,v) est une base. On peut utiliser
la décomposition des vecteurs de la base B = (a,b) dans la base (u,v) pour exprimer
detg(a, b) comme un multiple de detg(u,v). Comme detg(a,b) = 1 # 0, on en déduit
que detg(u,v) # 0. O

20
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111.3. Introduction au déterminant d’une matrice

A toute matrice réelle carrée A, on associe un nombre réel qui ’appelle son déterminant
et qui est noté det A ou |A|. Les deux notions du déterminant — celle pour les matrices
et celle pour les familles de vecteurs par rapport aux bases — sont liées.

Voici les formules pour les déterminants des matrices 0 x 0, 1 x 1, 2 X 2, et 3 x 3.

(1) Pour la matrice 0 x 0, qu’on va noter & :
o] = 1.
(2) Pour une matrice 1 x 1 :
la] = a
(attention & ne pas confondre avec la valeur absolue, malgré la méme notation).

(3) Pour une matrice 2 x 2 :

a b

d’ = ad — bc.

(4) Pour une matrice 3 x 3 :

a b c

def—aZ{—b’d{—i-ch

g b g g
e f b ¢ b c
=aly G T n i T g

=aei+bfg+ cdh —afh — bdi — ceg.

Ainsi, si u et v sont deux vecteurs d’un plan vectoriel muni d’une base B, et que les
coordonnées de u et de v dans B sont

[B]u:[’”"] et [B]v=[’“],

Yo
alors

Ty Ty

detg(u,v) =
B( ) Yu Yo

Cette relation entre les déterminants des matrices carrées et les déterminants des
familles de vecteurs par rapport a des bases se généralise a toutes dimensions.
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IV. Espaces vectoriels euclidiens et espaces
affines euclidiens

IV.1. Espaces euclidiens en géométrie classique et en
géomeétrie analytique

Un plan euclidienne au sense classique (comme au college) est un exemple d’un espace
affine de dimension 2 : il y a des points, et il y a un espace vectoriels associé dont
les éléments sont les « vecteurs libres ». En plus, on peut mesurer les distances entre les
points et les angles entre les vecteurs non nuls. En fait, savoir mesurer les distances entre
les points revient a la méme chose que savoir mesurer les « longueurs » des vecteurs.

Pour résumer, un plan euclidienne classique est un espace affine de dimension 2, ou
dans I'espace vectoriel associé chaque vecteur possede une « longueur », qui est un réel
positif, entre chaque couple de vecteurs non nuls il y a un angle bien déterminé, qui est
un réel dans Uintervalle [0, 7], et ces « longueurs » et angles satisfont quelques lois, qui
traduisent les axiomes de la géométrie classique.

De la méme maniere, un espace euclidien classique 3-dimensionnel est un espace affine,
ou on peut mesurer les longueurs et les angles.

En géométrie euclidienne classique, le produit scalaire de deux vecteurs u et v est
défini comme le nombre

[l [|v]| cos 6,

ol ||u|| est la « longueur » de u, ||v|| est la « longueur » de v, et § est la mesure de 'angle
entre u et v.

En géométrie euclidienne analytique, un produit scalaire est une notion primitive qui
doit satisfaire de certaines propriétés (des axiomes du produit scalaire), alors que les
longueurs et les angles sont définis & partir d’'un produit scalaire donné.

Une notation usuelle en mathématique pour le produit scalaire de u et v est (u, v).

Etant donné un produit scalaire, la norme (la « longueur ») d'un vecteur u, notée ||u/|,
est définie par :

Jull = V/lu, w).
La mesure de 'angle (non orienté) entre deux vecteurs non nuls w et v est définie
comme l'unique nombre 6 € [0, 7] tel que
cosf = M
[ o]
Dans la suite on va confondre la signification géométrique des angles avec leurs me-
sures, et on va dire qu’'un angle est un nombre réel.
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IV.2. Produit scalaire

Définition. Soit E un espace vectoriel réel. Un produit scalaire dans E est une opération
f qui & tout couple (u,v) de vecteurs de E associe un nombre réel f(u,v) de telle fagon
que les propriétés suivantes soient satisfaites, ou les variables w, v, w représentent des
vecteurs quelconques de E, et « représente un nombre réel quelconque :

1) flu+v,w)=f(u,w)+ flv,w) et f(au,v)=af(u,v)
(Popération f est linéaire en premier argument),

@ flu,v+w)=f(u,v)+ f(u,w) et f(u,av)=af(u,v)
(Popération f est linéaire en deuziéme argument),

3 f(v,u) = f(u,v)

(Popération f est symétrique),

(4) siu#0,alors f(u,u) >0
(Popération f est défini positive, en tant qu’une opération bilinéaire).

Exemple. Voici un exemple d’un produit scalaire p dans I'espace vectoriel R? :

p((a1, az), (B1, f2)) = (1 + a2)(Br + F2) + 2(o — 2)(Br — o).

Exercice. Montrer que 'opération donnée dans le dernier exemple est en effet un pro-
duit scalaire.

Exemple. Soit E = C([0, 1], R) 'espace vectoriel des fonctions continues [0,1] — R.
On peut définir un produit scalaire p dans E par la formule :

p(f.g) = / f(a(tydt,  f.geE.

Définition. Un espace vectoriel euclidien est un espace vectoriel muni d’une opération
produit scalaire. Un espace affine euclidien est un espace affine dont 1’espace vectoriel
associé est muni d’un produit scalaire.

Notation. Le produit scalaire des vecteurs u et v dans un espace vectoriel euclidien est
noté (u, v).

A partir des propriétés du produit scalaire, on peur déduire toutes les propriétés
géométriques usuelles des distances, des longueurs, et des angles.

La norme

Définition. La norme d’un vecteur w dans un espace vectoriel euclidien, notée ||u||, est
le nombre réel défini par les conditions :

lull >0 et full*= (u, u).
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Dans un espace aﬂi&euclidien, la distance entre deux points A et B est définie comme
la norme du vecteur AB.

Voici quelques propriétés remarquables en rapport avec la norme, qui découlent toutes
des axiomes du produit scalaire. Ici u et v représentent des vecteurs quelconques, et «
représente un réel quelconque.

@ [loul| = |al [Ju],

@) [{w, o) < [lull [[v]]
1

"inégalité de Cauchy-Schwarz),

|
(
@) fu+o| < [lul| + ]|

(Vinégalité triangulaire).

L’angle non orienté

Définition. L’angle non orienté entre deux vecteurs uw et v dans un espace vectoriel
euclidien est le nombre réel 6 défini par les conditions :

0<O<m et |u|lv]cost=(u,v).
(D’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz, une solution pour ¢ existe.)
Exercice. Soit P un plan vectoriel euclidien muni d’une base B = (a,b) telle que

(a,a) =1, (b, b) =4, et (a, b) = —1. Soient u et v deux vecteurs donnés par leurs
coordonnés dans la base B :

o} - )

Calculer ||ul|, ||v||, et {(u, v). En déduire 'angle entre u et v. Quel est angle entre a
et b? Indication : (u, v) =0, d’ott 'angle entre w et v est 7/2.

Le produit scalaire canonique dans R"

Dans 'espace vectoriel R™, on définit le produit scalaire canonique par la formule :
(a1, am), (Bry. o Bu)) = anfi +ofy + - 4+ By = Zazﬂi-
i=1

Lorsque on parle d’'un produit scalaire dans R™, on entend par défaut son produit
scalaire canonique.

Exercice. Vérifier que le produit scalaire canonique est en effet un produit scalaire.
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25 IV.3. Orthogonalité, vecteurs normaux

% Matrice de Gram

Définition. Soit F = (uy,...,u,) une famille de vecteurs dans un espace vectoriel
euclidien. La matrice de Gram de F est la matrice

(w1, ur) (ur, un)
(un,' Uuy) <un Up,)
[...]

IV.3. Orthogonalité, vecteurs normaux

Définition. Deux vecteurs u et v dans un espace vectoriel euclidien sont dits orthogo-
nauz, ce qu’on exprime par la notation w L v, si et seulement si (u, v) = 0. On dit que
deux ensembles de vecteurs U et V sont orthogonauz, et on écrit U L V| si et seulement
sipourtousu e Uetv eV, u L v.

Observations :
« le vecteur nul 0 est orthogonal & tout vecteur,
o langle entre deux vecteurs orthogonaux non nuls est 7/2.

La notion de 'orthogonalité de vecteurs est liée & la notion de la perpendicularité des
objets géométriques dans la géométrie classique (comme les droites, les segments, les
plans).

Vecteurs normaux

Définition. Soient E un espace affine euclidien et F un sous-espace affine de E. Soient E
l’esgace vectoriel associé a E ('ensemble des vecteurs de E) et F l_e) sous-espace vectoriel
de E associé & F (I'ensemble des vecteurs de F). Un vecteur u € E est dit normal & F si
et seulement s'il est orthogonal & F.

IV.4. Projetés orthogonaux

Définition. Soient E un espace vectoriel euclidien et F un sous-espace vectoriel de E.
Le projeté orthogonal d’un vecteur w € E sur F est le vecteur v € F tel que uw —v L F.

Proposition. Cette définition est correcte dans le sens que le projeté orthogonal de u
sur F est bien défini : si v1,v2s € F, u—v; LF, et u—vy L F, alors vy = vs.

IV. Espaces vectoriels euclidiens et espaces affines euclidiens 26

Démonstration. Supposons v; and v, sont deux projetés orthogonaux de u sur F. Alors
v —vy=(u—vy)— (u—wvy) LF.

En particulier,
v, — Ve L vy — v,

c’est-a-dire,
(v1 — Vg, vV1 — V) = 0.

D’ot, v1 — vy = 0 et donc vy = vs. [

Définition. Soient E un espace affine euclidien et F un sous- espace afﬁne de E. Le projeté
orthogonal d'un point A € E sur F est le point B € F tel que BA L F ot F est I espace
vectoriel associé a F.

Proposition. Cette définition est correcte dans le_sens que le projeté orthogonal de A
sur F est bien défini : si By, By € F, BlA 1L F et BQA L F alors By = Bs.

L’opération qui a chaque point d'un espace affine euclidien, ou a chaque vecteur d'un
espace vectoriel euclidien, associe son projeté orthogonal sur un sous-espace donné (affine
ou vectoriel) s’appelle une projection orthogonale.

Définition. Si E est un espace vectoriel euclidien et F est un sous-espace vectoriel de E,
alors la projection orthogonale de E sur F est application (opération, la fonction) qui
a tout vecteur u € E associe le projeté orthogonal de w sur F. Si E est un espace affine
euclidien et F est un sous-espace affine de E, alors la projection orthogonale de E sur F
est I'application qui & tout point A € E associe le projeté orthogonal de A sur F.

Exemple. Soit w un vecteur non nul. Alors la projection orthogonale sur F = Vect(u),
notée proj,,, est donnée par la formule :

o= e ) ot

Exercice. Vérifier que la formule donnée pour proj, (v) est juste.

proj, (v) =

IV.5. Familles orthonormées

Définition. Soient E un espace vectoriel euclidien et ey, ..., e des vecteurs dans E. La
famille (eq, ..., ex) est dite orthonormée (ou orthonormale) si et seulement si

1 sii—q
(e, ej)—{o ziz#? pour tous 1,5 € {1,...,k},

c’est-a-dire, ||e;|] =1 pour tout ¢, et e; L e; pour tous i # j.
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27 IV.6. Déterminants par rapport aux bases orthonormées directes

Exemple. Par rapport au produit scalaire canonique de R™, la base canonique de R™
est orthonormée.

Si (@, b) est une base orthonormée d’un plan vectoriel euclidien P, et que u = z,a+y,b
et v = z,a + Y,b sont deux vecteurs de P, alors

(u, v) = (Tya + yub, Tya + y»b)
= TyTy <a> a> + Ty Yo <a, b> + Yuy (b, a> + YuYo <b, b>

= TuZy + YuYo-

Si (a, b, €) est une base orthonormée d’un espace vectoriel euclidien (de dimension 3),
et que u = xua + Yub + 2y et v = r,a + y,b + z,c sont deux vecteurs de F, alors on
peut calculer que

<u7 ’U> = Touly + Yulv T ZuZv-

Exercice. Vérifier la derniére formule pour (u, v).

IV.6. Déterminants par rapport aux bases orthonormées
directes

Proposition. Soit E un espace vectoriel euclidien orienté de dimension n. Si B et C
sont deux bases orthonormées directes de E, et que F est une famille de n vecteurs dans
E, alors detg F = det¢ F.

Définition. Si E est un espace vectoriel euclidien orienté de dimension n, et que F
est une famille de n vecteurs dans E, alors le déterminant de F, noté det F, est le
déterminant de F par rapport a une n’importe quelle base orthonormée directe de E.

IV.7. Déterminant d’un couple dans un plan euclidien
orienté

Soit P un plan vectoriel euclidien orienté.

Le déterminant d’un couple (u, v) de vecteurs de P, noté det(u, v), est le déterminant
de ce couple par rapport a une n'importe quelle base orthonormées directe de P.

En particulier, si ('Z, 5 ) est une base orthonormée directe de P, alors

- -

det(s,7) =1 et det(F,4) = —det(i,j) = —1.
Interprétation géométrique

Si u et v sont deux vecteurs non colinéaires d’'un plan affine euclidien orienté, la valeur
det(u,v) admet une interprétation géométrique assez simple : c’est I« aire orienté »

27
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d’un parallélogramme ABCD tel que AB = uw et BC = v. (L7« ailg())rie_n:cé » d’un
parallélogramme ABC'D dans un plan euclidien orienté est positive si (AB, BC') est une
base directe, et négative si (A_B>7 B—C’)) est une base indirecte.)

En fait, la valeur det(u, v) est complétement déterminée par les propriétés suivantes :

(1) siwu et v sont colinéaires, alors det(u,v) = 0,

(2) si (u,v) est une base directe, alors det(u,v) > 0,

(3) si (u,v) est une base indirecte, alors det(u,v) < 0,

(4) si u et v ne sont pas colinéaires, alors |det(u, v)| est I'aire d’un parallélogramme

ABCD tel queﬁ:u et BC = v.

Rapport avec les angles orientés

Dans un plan vectoriel euclidien orienté on peut définir les angles orientés entre les
vecteurs non nuls. Généralement on les définit & un multiple de 27 pres. Par exemple,
si (;, ;) est une base orthonormée directe, alors m/2 et —37/2 sont des angles orientés
deiaj, et —m/2 et 3w/2 sont des angles orientés de jad.

Proposition. Soient u et v deux vecteurs non nuls dans un plan vectoriel euclidien
orienté, et soit 0 un angle orienté de uw a v. Alors

lu| |lv||sin @ = det(u,v).

1V.8. Produit vectoriel

Dans cette section on travail dans un espace vectoriel ou affine euclidien orienté de
dimension 3.

Définition. Dans un espace vectoriel euclidien orienté E de dimension 3, on associe a
tout couple (u,v) de vecteurs de E leur produit vectoriel, noté u x v,! qui est, lui aussi,
un vecteur de E. L’opération

(u,v) » u X v

est uniquement déterminée par les identités suivantes, ou les variables u, v, w repré-
sentent des vecteurs quelconques de E, et « représente un nombre réel quelconque :

W (ut+v)xw=uxwt+vxw et (au)Xv=a(uxv)
(Popération X est linéaire en premier argument),

@) uxwt+w)=uxv+uxw et ux(av)=aluxXv)
(Popération X est linéaire en deuziéme argument),
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29 1V.8. Produit vectoriel

—

@) uxu=0
(Popération x est alternée, en tant qu'une opération bilinéaire),

(4) si (u,v,w) est une base orthonormée directe de E, alors u x v = w.

Proposition. Cette définition est correcte : il existe une unique opération X qui satisfait
les propriétés décrites.

—

Observons que si (¢, j, k) est une base orthonormée directe, alors

- -

=i, kxi=j.

B!

ixj=k Jx
On peut montrer 'identité suivante :
vXu=—(uxv)
(Popération X est antisymétrique, en tant qu'une opération bilinéaire).
Exercice. Démontrer cette identité.

On peut démontrer les propriétés géométriques suivantes, qui déterminent complete-
ment le vecteur u X v :

D) uxvluetuxvlo,
(2) si u et v sont colinéaires, alors u x v = 0,
(3) si u et v ne sont pas colinéaires, alors (u, v, u X v) est une base directe,

(4) si u et v ne sont pas colinéaires, alors |u X v|| est 'aire d’un parallélogramme
ABCD tel que AB =wu et BC =wv.

Ainsi, si u et v sont non nuls et 6 € [0, 7] est 'angle non orienté entre u et v, alors
[ x o] = [lull [|v] sin 6.
Calcul
Si (2,7, k) est une base orthonormée directe de E et que

v = x1;+ ylj‘i’ 21’5,
Vo = .TQZ+ 'U2_;+ ZQE,

! En France, le symbole « A » est courant pour noter le produit vectoriel. Cependant, dans d’autres pays
le symbole « X » est utilisé pour le produit vectoriel, et le symbole « A » est réservée au produit extérieur
— une opération plus basique que le produit vectoriel et pas sans rapport avec ce dernier, mais laquelle
n’apparait que dans des chapitres assez avancés de la géométrie ou de 'algebre.
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alors
7 1 T2
2 1 20 = Tr1 T2| =2 Ty T2y
V1 X V2= 17 U yQIy e
- Z1 22 Z1 22 N Y2
k AR

On peut trouver cette formule & partir des égalités

— -

ixj=k jxk=1i, kxi=j.

1IV.9. Produit mixte

Dans cette section on travail dans un espace vectoriel ou affine euclidien orienté de
dimension 3.

Proposition. Soit E un espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3. ST w, v, w
sont trois vecteurs dans E, alors

(u, v X w) = (v, w X u) = (W, u X V).

Définition. Soit E un espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3. Le produit mixte
d’une famille (u, v, w) de vecteurs de E, noté [u, v, w], est le nombre réel défini par

[u, v, w) (ﬁf(u, vXw)=(v,wxu)=(w, uxv).
Propriétés :
(1) pour u,v,w, € E,

[u, v, w] = [v,w,u] = [w,u,v] = —[w,v,u] = —[v,u,w] = —[u,w, v,

(2) pour s, t,u,v,€c Eet a,8 € R,

[as + Bt, u, v] = afs, u, v] + ([t, u, v].

La valeur absolue de [u, v, w] est égale au volume du parallélépipeéde construit sur les
vecteurs u, v et w.

Le produit mixte [u, v, w] est strictement positif si (u, v, w) est une base d’orientation
positive (base directe), il est strictement négatif si (u, v, w) est une base d’orientation
négative (base indirecte), il est zéro si les vecteurs u, v et w sont coplanaires.
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31 1V.9. Produit mixte

Calcul
Si (; _;’, E) est une base orthonormée directe de E et que
v = 1% + ylj‘*‘ sk,
vy = 9% + yz.;-i' %k,
V3 = 237 + 93;+ ik,

alors
Ty T2 I3
[V1,v2,03] = |1 Y2 ys| = det ;55 (V1,2 05).
Z1 22 Z3

On peut trouver cette formule a partir de I’égalité
[4,7,k] = 1.

Note sur la notation. En France, surtout en matieres appliquées, le produit vectoriel
de u et v est souvent écrit comme « uAv ». Pourtant, en géométrie, 'expression « uAv »
est la notation standard pour le produit extérieur des vecteurs u et v, dont le résultat est
un bivecteur — une espece de tenseur. Si on garde « A » pour noter le « produit extérieur »,
et si on utilise une certaine autre opération standard notée « x» (I’opérateur de Hodge),
on peut trouver les formules suivantes pour le produit vectoriel et pour le produit mixte :
u X v=x*(uAv), [u, v, w] = x(u Av A w).
L’expression « u x v » est la notation usuelle anglaise pour le produit vectoriel de u
et v. Il existe encore une autre notation, utilisée dans la literature russe : « [u, v] »,
et méme un mélange de deux : « [u X v]». Peut-étre le choix le plus logique serait de
noter le produite vectoriel de w et v par « [u,v]» et le produit mixte de u, v, w par
« [u, v, w] » n’est-ce pas ? Cependant il parait que cette combinaison des notations n’est
pas courante.
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V. Description de sous-espaces vectoriels et
affines par des équations

V.1. Représentations paramétriques

Une droite donnée par un point et un vecteur directeur

Soient E un espace affine et D une droite affine dans E passant par un point A avec
un vecteur directeur w. (Ainsi, Au est un repere de D.) Alors, quel que soit un point M
de E, on a I’équivalence :

MeD <& EItGRtelquem:tu
& dt e R tel que M = A+ tu.

Si O est encore un point quelconque (I'origine d’un repére, par exemple), alors
—_—> —_—> —_—>
AM =tu & OM =0A+tu.

On peut en déduire une représentation paramétrique de D dans un repére R de E si on
connait les coordonnées de A dans R et les coordonnées de u dans la base de R.

Par exemple, supposons E est un plan affine (dimE = 2) et R = Oab est un repere
de E. Soient (x4,y4) les coordonnées de A dans R et (4, Yy) les coordonnées de u dans
la base (a,b) :

O_A>:31,'Aa+yAb et U = xya + Yyub.

Soient (s, ya) les coordonnées de M dans R : OM = xpa + yub. Alors on a 1'équi-
valence :

—_—  —

OM =0A+tu < zya+yub=(xaa+yab)+ t(zua + yu.b)
& zya+yub= (4 +zut)a+ (ya + yut)db

Ty = Tao + Tyt
<~
{ ym = Ya + Yut

Voici donc une représentation paramétrique de D dans R :

{x = Ta + Tt

teR.
Yy = yYa + Yul,

— -
Si D est la droite vectorielle associée a D, alors quel que soit un vecteur v de E, on a
I’équivalence :

'UEB & dt € R tel que v = tu.

— —
On peut en déduire une représentation paramétrique de D dans une base donnée de E.
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33 V.2. Equations cartésiennes

Un plan donné par un point et deux vecteurs directeurs

Soient E un espace affine et P un plan affine dans E passant par un point A avec deux
vecteurs directeurs non colinéaires u et v. (Ainsi, Auv est un repére de P.) Alors, quel
que soit un point M de E, on a I’équivalence :

MeP < 357t€RtelsqueA—]Vf>=su+t'v
& ds,t € R tels que M = A + su + tv.

On peut en déduire une représentation paramétrique de P dans un repére R de E si on
connait les coordonnées de A dans R et les coordonnées de u et de v dans la base de R.

Si P est le plan vectoriel associé a P, alors quel que soit un vecteur v de E on a
I’équivalence :

weP & ds,t € R tels que w = su + tv.

On peut en déduire une représentation paramétrique de P P dans une base donnée.

V.2. Equations cartésiennes

Une droite donnée par un point et un vecteur directeur dans un plan

Soient P un plan affine et D une droite affine dans P passant par un point A ayec un
vecteur directeur u. Alors, quels que soient un point M de P et une base B de P on a
I’équivalence :

MeD <& detg(AM, u)=0.
Si O est encore un point quelconque ('origine d’un repere, par exemple), alors
detg(m, u) = dctB(O—]\/f - O—A>7 u) = dctg(O—M>7 u) — dotB(O—fi, u).

Si R = Oab est un repere donné de P, soient (z,yn) les coordonnées de M dans
R : OM = zpra + yprb. Alors

detg(OM, u) = detg(zpya + yub, u) = zydetg(a, w) + yas detp(b, u).
Ainsi on obtient une équation cartésienne de D dans R :
>
detg(a,u)x + detg(b, u)y = detg(OA, u).
Pour que les coefficients de cette équation soient plus faciles a trouver, il peut étre naturel
d’utiliser la base B = (a, b).

Soient (x4,y4) les coordonnées de A dans R et (T4, yu) les coordonnées de u dans la
base (a,b) :

O—zﬁl):anerAb et U= x,a + Yub.
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Posons B = (a,b). Alors

detg(a,u) = yu, detp(b,u) = —x,, detB(O_A>, U) = TAYy — YATy-
D’ot une équation cartésienne de D dans R :
Yul — T = YulA — TuYA-

Si D est la dr01tc vectorielle associée a D, alors quels que soient un vecteur v de P et
une base B de P on a I'équivalence :

veD o detg(v,u) = 0.
7 . 7’ . 7 . = 7’ =
On peut en déduire une équation cartésienne de D dans une base donnée de P (pour

cela il sera naturel d’utiliser cette méme base comme la base B dans la formule).

Un plan donné par un point et deux vecteurs directeurs dans un
espace de dimension 3

Soient E un espace affine de dimension 3 et P un plan affine dans E passant par un
point A avec deux vecteurs dlrecteurs non colinéaires u et v. Alors, quels que soient un
point M de E et une base B de E on a l’équivalence :

MeP & detz(AM, u, v)=0.

On peut en déduire une équation cartésienne de P dans un repére donné de E (pour cela
il sera | naturel d’utiliser la base de ce repere comme la base B dans la formule)

Si P est le plan vectoriel associ¢ a P, alors quels que solent un vecteur v de E et une
base B de E on a l’équivalence :

weP detg(w,u,v) = 0.

On peut en déduire une équation cartésienne de P dans une base donnée de E (pour
cela il sera naturel d’utiliser cette méme base comme la base B dans la formule).

Une droite donnée par un point et un vecteur normal dans un plan
euclidien

Soient P un plan affine euclidien et D une droite affine dans P passant par un point A
avec un vecteur normal 72 # 0. Alors, quel que soit un point M de P, on a 1’équivalence :

MeD & <AM, ﬁ> -0
Si O est encore un point quelconque (I'origine d’un repeére, par exemple), alors

<m7ﬁ>:<O_M)—O_z4)7ﬁ>:<O_M>,ﬁ>—<O_z4>7ﬁ>.

34



35 V.2. Equations cartésiennes

Si R = Oab est un repere donné de P, soient (zp,yn) les coordonnées de M dans
R : OM = zpra + yprb. Alors

<OA/[, FL> = <IL'1wa + y]wb, 'FL) =Tnm <Cl/7 ’fi) + Ymr <b, 'fi) .
Ainsi on obtient une équation cartésienne de D dans R :
(a, @)z + (b, B)y = <0_A’, ﬁ>

(Attention au cas des repéres non orthonormés pour le calcul des produits scalaires.)
Considérons le cas ou le repére R est orthonormé. Soient (z4,y4) les coordonnées de
A dans R et (z7,ys) les coordonnées de 7 dans la base (a,b) :

OA = zaa+ysb et M= xza+ yszb.
Alors
— — 7
<a'7 n) = Ty, <b7 n) = Yn, <OA, TL> = TATH + YaYa-
D’ott une équation cartésienne de D dans R :
TAT + Ya¥y = TaTa + Yaya.
Si D est la droite vectorielle associée D, alors quel que soit un vecteur v de B, on a
I’équivalence :
uebD < (u, 1) = 0.

— —
On peut en déduire une équation cartésienne de D dans une base donnée de P (attention
au cas des bases non orthonormées).

Un plan donné par un point et un vecteur normal dans un espace
euclidien de dimension 3
Soient E un espace affine euclidien de dimension 3 et P un plan affine dans E passant

par un point A avec un vecteur normal 7 # 0. Alors, quel que soit un point M de E, on
a I'équivalence :

MecP & <M[’,ﬁ>:o.

On peut en déduire une équation cartésienne de P dans un repére donné de E (attention
au cas des repéres non orthonormés). R

Si P est le plan vectoriel associé & P, alors quel que soit un vecteur v de E, on a
I’équivalence :

wueP & (u, i) = 0.

— —
On peut en déduire une équation cartésienne de P dans une base donnée de E (attention
au cas des bases non orthonormées).
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V.3. Passage entre représentations paramétriques et
équations cartésiennes

Transformation d’un systéme d’équations cartésiennes en une
représentation paramétrique

Soient E un espace affine muni d’un repere et F une droite, un plan, ou un autre sous-
espace dans F donné par un systéme d’équations cartésiennes (éventuellement réduit a
une équation). Alors on peut trouver une représentation paramétrique de F a partir de
ce systeme. Pour cela il suffit de « résoudre » ce systéme en traitant certaines variables
comme des parametres donnés et les autre comme des inconnues qu’on cherche a exprimer
en termes des parameétres.

Transformation d’une représentation paramétrique en un systeme
d’équations cartésiennes

Soient E un espace affine muni d’un repere et F une droite, un plan, ou un autre
sous-espace dans E donné par une représentation paramétrique. Alors a partir de cette
représentation, on peut trouver un systéme d’équations cartésiennes (éventuellement
réduit & une équation) qui représente F. Pour cela il suffit de « résoudre » les systéme
qui donne la représentation paramétrique pour les parametres en isolant au méme temps
des équations sans parametres qui donnent la condition pour qu’une solution existe.
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VI. Systemes de coordonnées usuels
CHAPITRE-BROUILLON

V1.0.1. Coordonnées cartésiennes

Soit E un espace affine muni d’un repére (O, €, ...,&,). Le point de E de coordonnée

cartésiennes (x1,...,T,) est le point
M=0+x1€1 + -+ x,€p.
Chaque point de E ainsi possede un unique n-uple de coordonnées cartésiennes par

rapport au repere choisi.

VI1.0.2. Coordonnées dans un plan euclidien

-

Soit P un plan euclidien muni d’un repére orthonormée (O, z,j)

Coordonnées polaires

Le point de P de coordonnées polaires (r,0) est le point de coordonnées cartésiennes
(z,y) on

T =rcosf
y =rsinf

Si M est ce point, alors HO]V[ =7

V1.0.3. Coordonnées dans un espace euclidien de dimension 3

- =

Soit E un espace euclidien de dimension 3 muni d’un repére orthonormée (O, 1,5, k).

Coordonnées cylindriques

Le point de E de coordonnées cylindriques (r,0, z) est le point de coordonnées carté-
siennes (x,y, z) ou

x =rcosf
y =rsinf
2
Si M est ce point, alors HO]V[H =724 22
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Coordonnées sphériques

Le point de E de coordonnées sphériques (r,0,¢) est le point de coordonnées carté-
siennes (z,y, z) ol

x =rsin¢@cosf
y = rsin¢sinf
Z=1Ccos ¢

Si M est ce point, alors HOMH =r.
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VIl. Transformations classiques d’espaces
affines et euclidiens

CHAPITRE-BROUILLON

VII.0.1. Transformations classiques d’un espace affine

Soit, E/ un espace affine.
Une translation de E par un vecteur ¢ € E est Uapplication f: E — E définie par

F(M) =M + 5.

Une homothétie de E de centre O et de rapport r est 'application f: F — E définie
par

Of(M) =rOM,
ou encore
F(M) =0+ rOM,

[Symétries.]

VI1.0.2. Transformations classiques d’un plan euclidien

Soit. P un plan affine.
Une rotation de P de centre O et d’angles 0 est I'application f: P — P définie par
les regles :

(1) pout tout point M, ’

o] - ot

)

(2) pout tout point M # O, 'angle de OM & Of(M) mesuré dans le sens direct est
mod 27.

Voici une autre fagon de trouver I'image M’ de M par une rotation de centre O et
d’angle 6, en utilisant les fonctions trigonométriques.

(1) SiM =0, alors M'=M = O.

(2) Si M # O, alors soit (@, 7) la base directe de P telle que :
(a) i = OM,

39
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() UL,
) ||l = [la]-

Dans ce cas, M' = O + (cos 0)@ + (sin ).

[Similitudes, symétries orthogonales.]

VI1.0.3. Introduction a la notation matricielle

[...]

40
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VIIl. Courbes paramétrées planaires

CHAPITRE-BROUILLON
Dans ce chapitre, P est un plan euclidien orienté muni d’un repére orthonormé direct

(0,4.5)

VIIl.1. Définitions de base

Définition. Une courbe paramétrée dans un plan euclidien (ou affine) P est une appli-
cation continue f: I — P, ou I C R est un intervalle.

La continuité de 'application f: I — P de I'intervalle I dans le plan euclidien P veut
dire que pour tout ty € I et pour tout disque D dans P centré en f(zg) (de rayon € > 0),
il existe un intervalle de R centré en ¢, de la forme |ty — 9, %o + J[ tel que I'image de
Jto — d,to + 6[NI par f est inclue dans D.

Si f: I — P est une courbe paramétrée, on peut définir ses dérivées itérées f', f”,... :

f'(t) = lim —f(t +h) - f(t), f"(t) = lim —fl(t +h) — F(#)

h—0 h h—0 h ’

Ainsi, les valeurs de f sont des points dans P, mais les valeurs de f’, f”,... sont des
vecteurs dans P.

On suppose maintenant que P est muni d’un repére orthonormé direct (O, i ;) On
peut alors identifier P avec R? en identifiant tout point M = O + zi + yj avec le couple
de ses coordonnées (z,y), et tout vecteur ¥ = zi +yJ avec le couple (z,y).

Pour toute courbe paramétrée f: I — P, il existe un unique couple de fonctions
x,y: I — R telles que

-

fy=0+z@)yi+yt)], tel.

On peut vérifier que f est continue si et seulement si x et y le sont.
On peut aussi exprimer la fonctions f: I — P comme

f{t) =0+ (1),

ou 7: I — P, donc 7(t) est le vecteur « rayon» Of(t).
On peut aussi calculer que

- -

Oy =2Oi+y@®), f'(t)=a"@)i+y" ()],
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En effet, par exemple, pour f’ on trouve :

(O + 2(t+ h)i + y(t + h)j) — (O + z()i + y(1)))

= lim
h—0 h
iy @ R) = 2(@)i+ (y(t+ h) — y(0))]
= l1m
h—0 h
— lim (z(t th) —2(t)- yt+h) - y(t)j)
h—0 h h

=2'(t)i +y/(t)].
Exemples
Paramétrage d’un cercle

Paramétrage du cercle unité d’équation 2+ y? = 1 dans R? par fonctions trigonomé-
triques :

xr = cost
{ S0 er
y =sint

Le paramétrage est donc donné par la fonction f: R — R2,

f(t) = (cost, sint).

Paramétrage d’un ellipse

Soient a > 0, b > 0, et considérons 'ellipse d’équation :

Posons © = acost, y = bsint. Cela donne un paramétrage de 'ellipse.

Paramétrage des branches d’une hyperbole

Soient a > 0, b > 0. Considérons I’hyperbole d’équation :

2 2
R
az b

Voici les paramétrages de ses deux branches par fonctions hyperboliques :

r = acosht r = —acosht
teR.

y = bsinht y = bsinht

42



43 VIII.1. Définitions de base

Fig. VIII.1. : Ellipse.

A
Y

o] |

Fic. VIIL.2. : Hyperbole.

Les paramétrages sont donc donnés par les fonctions fi, fo: R — R2,
fi(t) = (acosht, bsinht), fo(t) = (—acosht, bsinht).

Chacune des deux branches a deux mémes asymptotes d’équations

=0 et “4+Z=0
a b

SHE
SalES

Paramétrage du folium de Descartes

Le folium de Descartes dans le plan R? est donné par I’équation :

2?4+ y° = 3ay.
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F1a. VIIIL.3. : Folium de Descartes.

Posons y = tx (si = 0, alors y = 0). Alors on trouve :

3t
T

3
YTy

44

Pour t < —1 et pour t > —1, cela donne deux paramétrages de deux « morceaux » de la
courbe.
En étudiant le comportement lorsque t — —1~ et ¢ — —1T, on trouve une asymptote
d’équation

rz4+y=-—1

Paramétrage de la lemniscate de Bernoulli

Observons que |y| < |z|. Posons y = xsint (si & = 0, alors y = 0). Alors on trouve :

La lemniscate de Bernoulli dans le plan R? est donnée par 1’équation :

(@® +9%)* = 2(2* — ).

\/Qcost
T= e
1+sin“t
B V2sint cost
T 1 +sin®t

Ceci est un paramétrage de la courbe.

44

Cette courbe est bornée.



45 VIII.2. Trajectoire, reparamétrage, longueur, parameétre naturel

Fi1a. VIII.4. : Lemniscate de Bernoulli.

VIIl.2. Trajectoire, reparamétrage, longueur, parameétre
naturel

VIII.2.1. Trajectoire

Avec une courbe paramétrée, comme avec un mouvement d’un objet mobile, on associe
souvent sa trajectoire. Il semble cependant qu’il n’y a pas de définition mathématique
unique de la trajectoire d'une courbe. On va en donner ici deux définitions différentes et
non équivalentes. La premiere parait plus commune et facile & comprendre. La seconde
parait plus raisonnable.

(1) Le plus souvent on définit la trajectoire d’'une courbe paramétrée f: I — P comme
I'ensemble image f(I) de f dans P.

(2) Une définition alternative (et non équivalente) est de dire que deux courbes para-
métrées f: I — Pet g: J — P ont la méme trajectoire si et seulement si une peut
étre obtenue de l'autre par un reparamétrage strictement croissante, c’est-a-dire,
s’il existe ¢: I — J continue et strictement croissante telle que

f=god et g=foo™h

VIIl.2.2. Reparamétrage

Dans ce cours on va utiliser la définition suivante d’un reparamétrage.

Définition. Un reparamétrage d’'une courbe paramétrée f: I — P est toute application
bijective ¢: J — I d’un intervalle J C R sur l'intervalle I.

Si¢: J — I est un reparamétrage de f: I — P, alors

g=fo¢:J—= P, g(t)= f(o(1)),
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est une courbe paramétrée. Parfois c¢’est cette nouvelle courbe paramétrée g qui s’appelle
un reparamétrage de f. Il faut noter que g et f one la méme trajectoire dans le premier
sens; pour qu’elles aient la méme trajectoire dans le second sens, il suffit que ¢ soit
croissante.

VIIl.2.3. Longueur

Définition. La longueur d’une courbe paramétrée f: I — P (ou de sa trajectoire) est la
borne supérieure (c’est-a-dire, la plus petite majorante) des longueurs des lignes brisées
inscrites dans f.

VIII1.2.4. Paramétrage naturel et abscisses curvilignes

Définition. Une arc d'une courbe paramétrée f: I — P est la restriction f|j,4 de f a
un sous-intervalle [a, b] C 1.

Définition. Une courbe paramétrée f: I — P est dite avoir paramétrage naturel (on
dit aussi normal) si et seulement si pour tout a,b € I tels que a < b, la longueur de l'arc
flia) est b—a.

Théoréeme. Si f: I — P est une courbe paramétrée dérivable, alors le paramétrage de
r est naturel si et seulement si pour toutt € I,

17 @O =1.

Il est de coutume d’utiliser la variable « s » au lieu de « ¢ » pour désigner un paramé-
trage naturel.

Une courbe paramétrée f: I — P peut représenter le mouvement d’un objet mobile
(appelé aussi mobile tout court) dans le plan P, ol le parameétre ¢ représente un moment
du temps et la valeur f(t) représente la position en moment ¢. Cependant il est possible,
méme quand il s’agit du mouvement d’un objet, que le parametre ¢ ne représente pas
le temps, mais, par exemple, la distance parcourue. Le paramétrage par la distance
parcourue est justement le paramétrage naturel.

Définition. Une abscisse curviligne de f est une fonction o: I — R telle que pour tous
t1,t2 € I avec ty < ¢y, la longueur de l'arc f|j, ¢, est o(t2) — o(t1).

Si le paramétrage de f est naturel et qu’on note le parametre « s », alors les abscisses
curvilignes sont toutes les fonctions o de la forme o(s) = s+ C, ou C' est une constante.
Ainsi on peut dire d’une fagon informelle que « une abscisse curviligne est la méme chose
qu'un parametre naturel ».

VII1.3. Elément de longueur curviligne

Rappel : la longueur d'une arc d’'une courbe paramétrée est la borne supérieure des
longueurs des lignes brisées inscrites.
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47 VIIL3. Elément de longueur curviligne

Soit v: I — P une courbe paramétrée continliment dérivable,

-

(1) = O+ ()i +y(t)].

On va noter L(t,t2) la longueur de 'arc de + associée a 'intervalle [t1,t5] C 1. On
définit L(tq,t2) = —L(t2,t1) pour t1 > ta, et L(¢,¢) = 0 pour tout .

Soit o: I — R une abscisse curviligne de ~, c’est-a-dire une fonction strictement
croissante telle que pour tous tq,ty € I tels que t; < g,

L(ty,ts) = o(ta) — o(t1).

En utilisant le théoréme des accroissements finis et le théoreme de Pythagore, on peut
montrer que o est contintiment dérivable et que pour tous t € I et h € R,

(do(t; h))? = (da(t; h))® + (dy(t; h))*.
(Ici, do, dx, dy sont des différentielles, voir le cours d’analyse.) Si le paramétrage de
est naturel et qu’on note le parametre « s», alors o(s) = s+ C, ou C est une constante,
et donc do(s) = ds et

(ds)* = (da(s))* + (dy(s))?,
qu’on écrit aussi comme

(ds)* = (dz)* + (dy)*.

Ainsi, pour t; < ts,

L{tt) = olts) — o(t) — /{ " do(t) = [ *|do ()

- / BN CEO N CO)

- / VO (@) doP
- VEOE T G OF |di]
- / VEOFF GO

En utilisant les formules L(tq,t3) = —L(ta,t1) et L(t,t) = 0, on conclut que pour tous
t,to €1,

Lity,ts) = / V@O T 0P
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En particulier, si v représente le parcours d'un objet mobile, #(t) est le vecteur vitesse
et v(t) est la vitesse scalaire de I'objet au moment ¢ € I, alors

() = 0@ = V(1) + (v (1))?,

et donc la distance parcourue par l'objet entre deux moments ¢, et to est

L(tn,ta) — /tz o(t) dt

t1

VIIl.4. Vitesse et accélération

Si une courbe paramétrée v: I — P décrit le mouvement d'un objet par rapport au
temps, alors le vecteur vitesse U est la dérivée de la position par rapport au temps :

Le vecteur accélération d est la dérivée du vecteur vitesse par rapport au temps, donc la
dérivée seconde de la position :

a(t) ='(t) ="(t).

La witesse est la norme du vecteur vitesse, et 1'accélération est la norme du vecteur
accélération :

VIIL.5. Vecteurs tangent et normal, repere de Frenet

Jean Frédéric Frenet (1816-1900) fut un mathématicien, astronome et météorologue
frangais (selon Wikipédia). Dans sa thése « Sur quelques propriétés générales des courbes
a double courbure », il présenta en 1847 a Toulouse quelques formules pour la géométrie
différentielle des courbes dans 'espace. Dans ce chapitre on va voir la relation de Frenet,
qui est la version planaire d'une de ces formules.

Soit v: I — P une courbe paramétrée dérivable telle que 7/ (ou ¥, ou v) ne s’annule
pas.

Le vecteur tangent T de v est la fonction I — P définie par

Le vecteur f(t) est un vecteur de longueur 1 tangent a la trajectoire de « en point y(t).
Observons aussi que

F(t) = v(t)T(t).
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Le vecteur normal N de ~ est la fonction I — P définie par la propriété suivante :

—

pour tout t € I, (T(t), N(t)) est une base orthonormée directe de P.
Le repére mobile (v(t),T'(t), N(t)) s’appelle le repére de Frenet de 7.
Pour mieux comprendre la dynamique du repere de Frenet, introduisons son angle par

rapport au repére fix (O, 4, j) comme une fonction continue 6: I — R telle que

{T‘(t) = cosO(t)i + sin6(t)
N(t) = —sinf(t)i + cos(t)

On peut montrer qu'une telle § existe car 7' ne s’annule pas. On peut alors déduire les
identités suivantes :

T't)=0®)Nt), N'(t)=-0@T().

Si on pose w(t) = ¢'(t) la vitesse angulaire orientée du repére de Frenet, on a :

=1

T'(t) = w(t)N (1),

=/

N'(t) = —w()T(t).

VII1.6. Courbure et la relation de Frenet

1
La courbure d’une droite est 0. La courbure d'un cercle de rayon R est ik

Considérons maintenant une courbe paramétrée v: I — P deux fois continiment
dérivable (c’est-a-dire, @: I — P est continue) et paramétrée par un parametre naturel

(v(s) =1).

Définissons le repere de Frenet et la fonction 8 comme avant. Ainsi,

N'(s) = —0'(s)T(s).

La courbure orientée k(s) et la courbure k(s) dans ce cas sont définies par
k(s)=0'(s),  r(s) = [k(s)]-

C’est-a-dire, dans le cas ol le paramétrage est naturel (la courbe est traversée a la vitesse
constante 1), la courbure orientée est égale & la vitesse angulaire orientée du repere de
Frenet. On observe que

=17

i(s) = '(s) = T'(s) = 0(s)N(s),  als) = [0'(s)].

Donc, dans ce cas,

k(s) = [V ()l = als).

Considérons enfin le cas général ou v: I — P est deux fois continiment dérivable et
~' ne s’annule pas.
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Pour t1,t; € I avec t; < ty, définissons L(t1,t;) comme la longueur de I'arc |, ¢,
Pour t1,ty € I avec t1 > o, posons L(t1,ts) = —L(ta,t1). Posons L(t,t) = 0 pour tout
tel.

Soit tg € I. Définissons o: I — R par la formule

o(t) = L(to, ).
Alors o et 0~! sont strictement croissantes et deux fois dérivables (moi, je espére, je
n’ai pas vérifié). On peut aussi monter que

o'(t) = IV @) = v(®).

1

Prenons 07 comme un reparamétrage de -y : posons

y=vyoc tia(l)— P.

Alors 7 est deux fois dérivable et paramétrée par un parametre naturel.

On veut que la courbure et la courbure orientée soient invariantes par reparamétrages
croissants. Donc on veut définir la courbure de v en ¢ égale & la courbure de ¥ en s = o(t),
et de méme pour la courbure orientée. La courbure orientée de 7 en s est égale a

d i - 0'(c"1(s))

— (o7t =1

2 000 = 5T
D’otl, la courbure orienté de v en t = o71(s) est

/ /
b= 0 _ 00wt
o) V@I )

ou w(t) = ¢'(t) est la vitesse angulaire orientée du repere de Frenet. Donc

— —

w(t) = k(t)v(t), T'(t) = k(t)v(t)N(¢), N'(t) = —k(t)v()T(t).

En utilisant la relation T (¢) = k(t)v(t)N(¢ , on trouve que
q

a(t) =v'(t) = % (v(t)f(t) =0T () +v()T(1)
= ()T(t) + k() (v(t))>N(t).
Cette relation
a(t) = o' ()T (1) + k(1) (0(1))*N(t)

s’appelle la relation de Frenet.
A partir de la relation ¥(t) = v(¢)T(t) et de la relation de Frenet, on trouve facilement
encore une formule pour la courbure orientée :

detyz 7 (0(t), d@(t) = k(t)(v(1))’,
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et donc
£ = detz 5 (0(t), 5(15))‘

(v(t))?

La courbure x est comme avant définie comme la valeur absolue de la courbure orientée

VIIIL.7. Intégrale curviligne

Considérons un objet mobile qui se déplace dans un espace euclidien, ou dans un plan,
ou sur une droit £ sur un intervalle du temps /. (On présuppose avoir fixé un référentiel
au sens de la mécanique newtonienne.) Dans chaque moment ¢, soit v(t) la vitesse de
lobjet, et soit F'(t) la force exercée sur 'objet. Pour simplifier le modele, on va oublier ici
que les unités de mesure des distances, des vitesses, et des forces sont toutes différentes,
et on va traiter les mémes vecteurs de F au choix comme vecteurs de déplacement, ou
comme vecteurs de vitesse, ou comme vecteurs d’accélération, ou comme vecteurs de
force. Dans ce cas, le travail de la force pendant un intervalle du temps [t1, 6] C I est
donnée par I'intégrale

/t:t (F(t), v(t)) dt

Il faut cependant distinguer une intégrale de cette forme dune intégrale curviligne du
second type définie ci-dessous, qui sert & exprimer le travaille accompli par un champ de
force sur un déplacement d’un objet mobile.

Supposgzls maintenant que la force est une fonction de la position et pas du temps :
F: F — E. Ainsi F est un champ vectoriel dans E. Soit ¥(t) la position de 'objet au
moment t. Alors v: [ — E est une courbe paramétrée dans E, et v(t) = +/(¢). Dans ce
cas, le travail de la force pendant [t;,¢s] est

2 l2
| e, owni= [ @6, v
t=t; t=t;
On peut aussi utiliser une espece d'une intégrale de Stieltjes pour exprimer ce travail
ainsi :
to
| e o).

Une intégrale de cette forme s’appelle Iintégrale curviligne du champ F' le long de ~y
entre ¢, et 1.

On peut montrer que la valeur d’une intégrale curviligne ne dépend pas du paramé-
trage autant que la trajectoire et le sens dans lequel elle est traversée sont donnés.
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Une autre propriété remarquable de 'intégrale curviligne apparait lorsque la force F
admet un potentiel f: P — R, c’est-a-dire quand

5 or_ (70 -0 of - Of =
F=-Vf= <18.7;+‘]6y) .

Dans ce cas, l'intégrale curviligne de Fle long de v entre t; et ty est la différence des
valeurs du potentiel f entre y(¢1) et y(t2) :

/tz (F(), dr(1)) = F(r(t) = FOr(12)).

En effetlz
[ (Fa. a0) = [ (@60 ao

t1

= —[f( O = (1)) = f(v(t2))-

On peut aussi exprimer une intégrale curviligne du champ vectoriel F:P— Pen
termes de formes différentielles. Posons

—

w(M;h) = <F(M)7 E> pour MeP, heP.

Alors w est une 1-forme différentielle dans P, et on a I’égalité :

[ (e, aw)= [ e

1
ﬁf‘ﬁliz]

ou w est I'intégrale de w sur V'arc 7|y, 4,), qui est définie comme la limite des

'Y‘[tl,tz]
sommes intégrales, de maniere similaire a celle de la définition de l'intégrale de Riemann
usuelle.

Le champ vectoriel F': P — P admet un potentiel f: P — R si et seulement si la

—

forme différentielle w(M;h) = <F(M)7 E> est la différentielle de —f. Clest-a-dire, F
s’écrit comme

F=-Vf
si et seulement si w s’écrit comme

wzfd]i
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ou
aon) = SLon de+ L anyay
df (M hyi + hyj) = %(M)hw + %(M)hy.

(Ici dz et dy dénotent les différentielles des fonctions z et y qui & chaque point de P
associent ces coordonnées x et y, et donc pas les méme fonctions x et y qui représentent
les coordonnées des points de v paramétrées par t € 1.) Il y a un théoréme général (le
théoréme de Stokes) selon lequel, en particulier,

/ df = F(v(t2) — F(r(1)),
RUTES!
et donc

/ w=— / df = [(3(12)) — (7(82):
ity o]

’Yl[tlth] 1.ty
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