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Préface

Ces notes sont basées sur un cours enseigné a 1’Université d’Aix-Marseille
dans les années 20132017 aux étudiants de la deuxieme année de Licence
« Sciences pour I'Ingénieur ».

En fonction des connaissances de l’audience, des interactions avec 1'au-
dience (beaucoup de questions ou peu de questions) et du style d’enseignement
(exemples intégrés dans le cours ou laissés pour les TDs), la partie théorique
du cours est estimée de prendre entre 24 et 36 heures. Cependant, certaines
parties de ces notes contiennent plus de la matiere que ce que serait possible
a inclure dans le cours sur lequel les notes sont basées.

Ce cours ne suit aucun livre, mais peut-étre une majorité de son contenu est
couvert par un n’importe quel livre classique d’algebre linéaire, comme, par
exemple, [1, 2, 3, 4].
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|. Systémes d’équations linéaires'"

I.1. Exemples et définitions de base

1.1.1. Equations linéaires

Définition. Une équation linéaire en variables x1, ..., x, est une équation de
la forme

a1ry + -+ apxy, = bv

ou ai,...,a,,b € R. Le nombre b dans cette équation s’appelle le second
membre. Si b = 0, on dit que 'équation est homogeéne (ou sans second membre).

Définition. Un systéme d’équations linéaires en variables xy,...,x, est un
systeme d’équations linéaires en variables x4, ..., z,, ¢’est-a-dire, un systeme
de la forme

a1 + 0+ aaT, = b

am1T1 + + GmaTn = bp
ou a;;,b; € R. Les nombre by, ..., b, dans ce systéme s’appellent les seconds
membres. Si by = -+ = b, = 0, on dit que le systeme est homogéne.

Observation : un systeme homogene admet toujours la solution nulle.

1.1.2. Résolution d’un systéme d’équations linéaires sans
méthode particuliere

Ecrire et résoudre quelque systemes d’équations linéaires par toute méthode
qui semble bonne.

1.1.3. Introduction a la méthode d’élimination de Gauss sur
un exemple

Ecrire et résoudre un systeme d’équations linéaires par la méthode d’élimi-
nation de Gauss.
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1.1.4. Les cas de R, C, Q

Parler de la différence entre les systemes d’équations linéaires a coefficients
dans R, a coefficients dans C, et a coefficients dans Q (qu’il n’y en a pas).

1.2. Le systeme homogeéne associé
1.2.1. Définitions et exemples
Définition. Soit (E) une équation linéaire :

a1 + -+ apry, = b. (E)
L’équation homogéne associée & (E) est ’équation

a1+ -+ ape, =0 (Eo)
(o1t les nombres ay, . .., a, sont les mémes que dans (F)).
Définition. Soit (S) un systeme d’équations linéaires :

a1121 + -+ A1 nLy = bl

Am,171 + + AmnTn = bm
Le systeme homogéne associé a (S) est le systéme

aary + - 4+ aipzr, = 0

Am 11 + + Amndn = 0

(avec les mémes a; ;).

1.2.2. Propriétés

Proposition. Soient (S) un systéme d’équations linéaires et (Sy) son systéme
homogéne associé. Alors

(1) une « combinaison linéaire » de solutions de (Sy) est une solution de (Sp),

(2) la somme d’une solution de (S) avec une solution de (Sy) est une solution

de (S),
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(3) la différence de deuz solutions de (S) est une solution de (Sp).

L’idée d’'une démonstration : additionner deux systemes d’égalités obtenues
en remplacant les variables par des solutions, ou soustraire un systeme de
l'autre, etc.

1.3. L’algorithme d’élimination de Gauss

1.3.1. Systémes échelonnés

Soit (S) un systéme d’équations linéaires ot on a choisi et « fixé » 'ordre des
variables (ainsi que l'ordre des équations). On va supposer que les équations
sont ordonnées de haut en bas, et que les variables dans chaque équation
apparaissent dans 'ordre de gauche a droit :

a1z + 0+ aipT, = b

: (S)
Am,171 + + AmnTn = bm
Définition. On dit que (S) est échelonné si et seulement si les conditions
suivantes sont satisfaites' :

(1) s’il y a des équation de la forme « 0 = b», alors elles sont toutes regrou-
pées a la fin du systéme (en bas),

(2) si une variable apparait comme la premiere variable (avec coefficient non
nul) dans une équation, alors ni cette variable, ni les variables précé-
dentes, n’apparaissent pas dans les équations suivantes.

Définition. Si (S) est échelonné, alors le premier (a gauche) coefficient non
nul de chaque équation de (S) s’appelle le pivot de cette équation, et la variable
aupres de laquelle il se trouve s’appelle la variable pivotale de cette équation.
Les variables qui ne sont pas pivotales s’appellent parfois variables libres.

Définition. Un systéme échelonné est dit échelonné réduit si et seulement si
tous les pivots sont 1, et chaque variable pivotale n’apparalt que dans une seule
équation.

L Cette notion dun systéme échelonné n’est pas vraiment standard. En revanche, la notion
d’une matrice échelonnée, & voir plus tard, est assez standard.
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Exemple. Le systéme suivant est échelonné (par rapport a l'ordre des va-
riables z,y, z, w, ) :

r + 2y + 3z + 4w =1
5y + 6z + Tt
8w + 9 = 3

Il
B

Ici, les variables z et ¢ sont libres.
Le systéme suivant est échelonné réduit (par rapport a lordre des variables
x’ y) Z? w’ t)

x + 2z + 3t =1
y + 4z + 5t = 2
w = 3

Les variables z et ¢ sont libres.

Remarque. On peut montrer que tout systeme d’équations linéaires qui admet
au moins une solution est équivalent a un unique systéme échelonné réduit —
par rapport a ’ordre choisi des variables, et en supposant que les équations de
la forme « 0 = 0» sont supprimées a la fin. (Pour démontrer 'unicité, on peut
utiliser la récurrence sur le nombre des variables.)

1.3.2. Opérations élémentaires
Opérations élémentaires de la méthode d’élimination de Gauss :
(1) B+ Ei+ oLy, i # ],
(2) E; «+ aE;, a #0,
(3) E; < E; i #j.

Ces opérations sont toutes inversibles : pour chacune de ces opérations, il y
a une opération inverse du méme type.

Proposition. Les opérations élémentaires transforment un systéeme donné en
un systéme équivalent.

En pratique, lorsque on cherche a simplifier un systéme, en plus d’appliquer
ces trois type d’opération on s’autorise d’habitude de supprimer des équations
de la forme « 0 = 0». Plus généralement, si une équation résulte des autres,
on peut la supprimer sans que cela aurait changé I’ensemble des solutions.
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1.3.3. Présentation informelle de I’algorithme

L’algorithme d’élimination de Gauss est un algorithme pour résoudre un
systeme quelconque d’équations linéaires. On effectue cet algorithme en deux
étapes.

(1) D’abord on transforme le systéme donné en un systéme échelonné par
des opérations élémentaires (le systéme échelonné ainsi obtenu sera équi-
valent au systéme initial).

(2) Si en effectuant I’étape précédente on a obtenu une équation « absurde »
de la forme «0 = b» avec b # 0, alors on conclut qu’il n’y a pas de
solutions. Sinon, on prend des parameétres différents comme les valeurs
des variables libres, et on trouve ensuite une par une les valeurs des
variables pivotales en commencant par la derniére et en « remontant »
vers la premiére.

Il y a une version légerement modifiée de cet algorithme qui s’appelle I’algo-
rithme de Gauss-Jordan. Dans cette version, apres avoir obtenu un systeme
échelonné, au lieu de chercher la solution générale par la « remontée », on conti-
nue a transformer le systéme par des opérations élémentaires jusqu’a obtenir
un systeéme échelonné réduit.

1.3.4. Conséquences sur le nombre de solutions

Si I'on étudie toutes les possibilités qu’on peut rencontrer en appliquant
la méthode d’élimination de Gauss, on peut constater qu’il n'y a que trois
possibilités pour ’ensemble des solutions : il peut

(1) étre vide (si 'on déduit une équation « absurde » de la forme «0 = b»
avec b # 0),

(2) avoir un seul élément (si aucune équation « absurde» n’a été déduite,
alors que toutes les variables dans le systéme échelonné sont pivotales),
ou

(3) étre infini (si aucune équation « absurde » n’a été déduite, alors que dans
le systéme échelonné il y a au moins une variable libre).

Théoréme. Un systéme d’équations linéaires soit n’admet aucune solution,
soit admet une solution unique, soit admet une infinité des solutions.

I. Systémes d’équations linéaires 6

1.4. Matrices de systemes et vocabulaire
« vectoriel »

Soit (S) un systéme d’équations linéaires :

a1x1 + 0+ aiaT, = b

am1T1 + + Gma®n = bp

Définition. La matrice de (S) est le tableau des coefficients :

a1 G1p

Um,1 = Omn
Le wvecteur second membre de (S) est le m-uple (by,...,by), souvent écrit en
colonne :

b

b

La matrice augmentée de (S) est la matrice de taille m x (n + 1) obtenue
en juxtaposant la matrice du systeme avec le vecteur second membre écrit en
colonne, comme suit :

a1 - Qinp by
m1 *°° Qmn bm
Si
ry = 81
T, = S8y
est une solution de (.5), alors le n-uple (sy,. .., s,) s’appelle un vecteur solution

de (9); il est souvent écrit en colonne :

51

Sn
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Lorsque on effectue une élimination de Gauss, on peut au lieu de systémes
utiliser leurs matrices augmentées.

Définition. Une matrice est dite échelonnée si et seulement si les conditions
suivantes sont satisfaites pour elle :

(1) si une ligne est nulle, alors toutes les lignes suivantes sont nulles,

(2) si le premier élément non zéro d’une ligne se trouve dans la colonne
numéro j, alors tous les éléments dans les colonnes des numéros de 1 a
j dans toutes les lignes suivantes sont zéro.

Pour toute ligne non nulle d’une matrice échelonnée, son premier élément non
zéro s’appelle le pivot de cette ligne, et la colonne ou se trouve ce pivot s’appelle
la colonne pivotale de cette ligne.

Définition. Une matrice échelonnée est dite échelonnée réduite si et seulement
si tous les pivots sont 1, et dans chaque colonne pivotale tous les élément sauf
un (le pivot) sont zéro.

Exemple. Soient

1 2 3
0 5 6
0 00
0 0 0

—
= O
= DN

,  B=

o O =

0
7
9

—
O Ot W

0

La matrice A est échelonnée. La matrice B est échelonnée réduite.

Il. Espaces vectoriels réels!'®

I.1. Définitions et propriétés de base

Définition. Un espace vectoriel réel est un ensemble F non vide avec deux
opération :

¢ une addition des éléments de E

u,v—=u+v€EFE, pou uv€EF,
o une multiplication des éléments de F par les nombres réels

a,u—aue E, pour aeRjueFE.

Ce n’est pas tout : ils doivent satisfaire les 8 axiomes suivants.

(1) Pour tous u,v,w € E,
(u+v)+w=u+ (v+w).

(2) Pour tous u,v € E,
Uu+v=0v-+u.

(3) 1l existe un élément 0 € E tel que pour tout u € E,
u+0=0+u=u.

(4) Pour tout v € FE, il existe un élément dans E noté —u tel que
w4+ (—u) = (—u) + u = 0.

(5) Pour tous a € Ret u,v € F,

alu+v) =au+ av.
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(6) Pour tous o, € Retue E,
(o + B)u = au + SBu.

(7) Pour tous o, € Retue E,
(Ba)u = Blau).

(8) Pour tout u € E,
lu = u.

Eléments des espaces vectoriels s’appellent vecteurs.

On va considérer uniquement les espaces vectoriels réels, donc on ne va pas
dire « réel » chaque fois.

Exemples. (1) R, R", C, C", {0}.
(2) Fonctions réelles sur un ensemble donné A : R4,
(3) Fonctions réelles continues sur un intervalle réel I : C'(I,R).
(4) Polynomes a coefficients réels ou complexes : R[X], C[X].
(5) Solutions d’un systeme d’équations linéaires homogenes.
Proposition. Soit E un espace vectoriel. Alors
(1) il existe un seul vecteur 0 dans Uaziome (3),
(2) pour tout vecteur u, il existe un seul vecteur —u dans l'aziome (4),
(3) pour tout a € R, ol = 0,
(4) pour tousu € E et « € R, a(—u) = —au,
(5) pour tout u € E, Ou = 6,
(8) pour tousu € E et a € R, (—a)u = —au.

Définition. L’élément 0 s’appelle I’ élément neutre. Pour tout u, I’élément —u
s’appelle I'opposé de u.

Définition. Une combinaison linéaire de vecteurs vy, ..., v, est tout vecteur
de la forme aqvy + - - - + a,v, avec aq,...,a, € R.

Observation : une combinaison linéaire de combinaisons linéaires des vec-
teurs d’un ensemble S est encore une combinaison linéaire des vecteurs de S.
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11.2. Sous-espaces vectoriels

Définition. Soit F un espace vectoriel réel. Une partie F' de E s’appelle un
sous-espace vectoriel si et seulement si

(1) Op € F,

(2) pour tout u € F', —u € F,

(3) pourtousa e Retue F, au e F,

(4) pour tous u,v € F, u+wv € F.

Observation : un sous-espace vectoriel est lui-méme un espace vectoriel.

Proposition. Une partie F' d’un espace vectoriel E est un sous-espace vectoriel
si et seulement si

(1) F # o,
(2) pour tousa € Retue F, au e F,
(3) pour tous u,v € F, u+v € F.

Définition. Si A et B sont deux parties d’un espace vectoriel £, on définit
leur somme A + B par

A+BY{a+blac A be B}

Proposition. La somme de deux sous-espaces vectoriels de E est aussi un
sous-espace vectoriel de F.

Observons que pour tous sous-espaces vectoriels U, V, W d’un espace vec-
toriel F/, on a :

U+(V+W)=U+V)+W.

Ainsi, on peut écrire « U +V + W » (sans parentheéses) pour désigner 1'espace
vectoriel U + (V 4+ W) =U+V)+W.

Définition. La somme directe (interne) de deux sous-espaces vectoriels F' et

G, notée F @ G, est la méme chose que la somme F 4+ G a la condition que

F NG = {0}, sinon, il n’y a pas de somme directe (interne) de F et G. Ainsi,
FeaGYF+G si FNG={0}

Si F® G = FE, alors G est dit un sous-espace supplémentaire de F' dans FE.

10
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Proposition. Soient U, V., W trois sous-espaces vectoriels d’un espace vecto-
riel E. Alors la somme directe composée U (VW) est définie si et seulement
st (U V)@ W est définie, et lorsque les deux sont définies, elle sont égales.

Gréce a cette proposition, on peut écrire « U @V & W » au lieux de « U &
VeW)retde«(UBV)D W

Esquisse d’une démonstration. On peut montrer que I'existence de la somme
directe composée U & (V @& W) équivaut a la condition suivante :

siueU,v6V,wEW,ctqucu+v+w:6,alorsu:v:wzﬁ.

On peut également montrer que cette condition est équivalente a ’existence
de la somme directe composée (U & V) & W. Ainsi, U & (V & W) est définie
si et seulement si (U & V) & W est définie.

SiU@ (Ve W)et (UeV)®W sont définies, alors

Ua(VeW)=U+{V+W)=U+V)+W=UaV)aW. O

11.3. Familles de vecteurs
Rappel : différence entre familles et ensembles

11.3.1. Familles génératrices

Théoréme. Soit S un ensemble ou une famille de vecteurs dans un espace
vectoriel E. Alors 'ensemble des combinaisons linéaires de vecteurs de S est un
sous-espace vectoriel de E. En plus, c’est le plus petit sous-espace qui contient
tous les éléments de S.

Définition. Le sous-espace composé de toutes les combinaisons linéaires de
vecteurs d’une famille (ou d’un ensemble) S dans un espace vectoriel E est dit
le sous-espace de E engendré par S.

Le sous-espace de E engendré par S est noté (S), ou (S)g, ou Vect(S), ou
Vectg(S).

Définition. Une famille 7 dans un espace vectoriel E est dite génératrice de
E si et seulement si Vect(F) = E.

Proposition. Les opérations des types suivants appliquées d une famille de
vecteurs ne changent pas le sous-espace engendré par cette famille :

(1) E; < Ei+aEj, i # j,

11
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(2) Ei<—OéEi, 0[#0,
(3) EZHE],Z?&],

(4) ajouter ou supprimer un élément qui est une combinaison linéaire des
autres (par exemple 0).

11.3.2. Dépendances linéaires

Définition. Une dépendance linéaire entre n vecteurs uy, . . ., u, est un élément
(ay,...,a,) de R™ tel que

auy + - -+ aguy, = 0.

La dépendance linéaire nulle (0, ...,0) est dite triviale (car elle est toujours
présente : Quy + - - - + Ou,, = 6)
Définition. Une famille de vecteurs (uq, ..., u,) est dite lide si et seulement
si elle admet une dépendance linéaire non triviale (elle est «liée» par ses
dépendances linéaires non triviales). Si (uq,...,u,) est liée, on dit aussi que
les vecteurs uq, ..., u, sont linéairement dépendants.

Définition. Une famille de vecteurs (uy,...,u,) est dite libre si et seulement
si elle n’est pas liée, c’est-a-dire, s’il n’y a pas de dépendances linéaires non
triviales entre uy, ..., u,. On dit aussi dans ce cas que les vecteurs uy, ..., u,
sont linéairement indépendants.

Une famille infinie F est dite liée si et seulement si elle possede une sous-
famille finie liée; F est dite libre si et seulement si toute sa sous-famille finie
est libre.

11.3.3. Bases

Théoréme. Si S est un ensemble de vecteurs dans un espace vectoriel et F
est une famille libre mazimale d’éléments de S, alors

S C Vect(F).

Corollaire. Toute famille libre mazimale dans un espace vectoriel est généra-
trice de cet espace.

Théoréme. Toute famille génératrice minimale d’un espace vectoriel est libre.

12



13 11.3. Familles de vecteurs

Théoréme. Soit (u1,...,u,) une famille de vecteurs dans un espace vectoriel
E. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) (uy,...,uy,) est une famille libre mazimale,
(2) (uq,...,uy,) est une famille génératrice de E minimale,
(3) (uy,...,uy,) est une famille génératrice de E libre.

Démonstration. Les implications (1) = (3) et (2) = (3) résultent de deux
théoremes précédents.
Les implications (3) = (1) et (3) = (2) sont faciles a vérifier. O

Définition. Une base d'un espace vectoriel est une famille génératrice libre de
cet espace.

Exemple. Posons

1 0 0
0 1 :
e = , ea= ||, ..., en=1|"
! : ? : 0
0 0 1
n éléments de R™. Tl est facile a vérifier que la famille (eq,...,e,) est libre

et génératrice de R"™. Donc elle est une base de R"™. Elle s’appelle la base
canonique de R™.

Proposition. Une famille B = (uy,...,u,) dans un espace vectoriel E est
une base de E si et seulement si pour tout v € E, il existe un unique n-uple
(x1,...,2,) € R™ tel que

V=2T1U] + -+ TplUy.

Les nombres x4, . .., x, dans cette proposition s’appellent les coordonnées de
v dans la base B, et on va écrire

a1

Théoréme. Tout espace vectoriel a une base (finie ou infinie). En plus, toute
famille libre peut étre « complétée » en une base, et de toute famille génératrice
une base peut étre extraite.

Ce théoreme est facile a démontrer si ’espace en question est engendré par
une famille finie de vecteurs. Dans le cas contraire, les démonstrations reposent
sur I’aziome du choix de la théorie des ensembles.

13
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11.3.4. Matrices de passage

Définition. Si B = (ey,...,ey) et C = (f1,..., fn) sont deux bases d'un
espace vectoriel, alors la matrice de passage de B a C (ou la matrice de
changement de base de B a C) est la matrice avec la famille des colonnes

([Als, - [fulB):

Ainsi, si (eq,...,e,) et (f1,..., fn) sont deux bases d'un espace vectoriel, et

fi = aier + +  Ami€m,

fn = a1pe1 + + AmnCm,

alors la matrice de passage de (e1,...,en) & (f1,..., fn) est cette matrice :
11 - Qinp
m1 = Gmn

Dans la prochaine section on verra qu’ici nécessairement m = n.

11.4. Le rang et la dimension

Le théoreme suivant va nous permettre de définir le rang d’une famille de
vecteurs et la dimension d'un espace vectoriel.

Théoréme. Si {vy,...,v,} C Vect(uy,...,un) et n > m, alors la famille
(v1,...,0,) est lice.
Démonstration. On cherche & montrer qu’il existe z1, ..., z, € R pas tous zéro
tels que

T01 + -+ 20, = 0. (E)

L’idée est d’utiliser le fait qu'un systeme de m équations linéaires homogenes
avec n inconnues admet (une infinité) de solutions non nulles, car n > m.

Décomposons vy, . .., v, en combinaisons linéaires de uy, ..., Uy, :
V1 = a1u + +  Gm1Um,
Up = QA1pU1 + + A lm,
14



15 I1.4. Le rang et la dimension

Alors, pour tous zi,...,z, € R,

TV + -+ TRV,
= -Tl(al,lul + -+ am,lum) + -+ xn(al,nul +---+ ammum)

= (1121 + -+ a102)u1 + -+ Qa1 + - F pnp) Ui,

Ainsi, pour trouver une solution non nulle de 'équation (E), il suffit de trouver
une solution non nulle du systeme

aary + o0+ aipr, = 0

(5)

Am,1T1 + + AmnTn = 0

Une solution non nulle de (S) existe car le systéme est homogene et le nombre
de variables n est plus grand que le nombre d’équations m. |

Corollaire. Si (uq,...,uy) est une famille génératrice d’un espace vectoriel
E et (vi,...,v,) est une famille libre dans E, alors m > n.

Corollaire. Si (u1,...,up) et (v1,...,v,) sont deux familles libres mazimales
dans un méme ensemble (ou famille), alors m = n.

Corollaire. Si (uy,...,upy) et (vi,...,v,) sont deuz bases d’un espace vecto-
riel, alors m = n.

Définition. Le rang d’une famille ou d’un ensemble de vecteurs S, noté rk .S
(en anglais) ou rang S (en frangais), est le nombre d’éléments dans n’importe
quelle famille libre maximale d’éléments de S.

Définition. La dimension d’un espace vectoriel E, notée dim FE, est le nombre
d’éléments dans n’importe quelle base de E.

Si E est un espace vectoriel, alors
dimE =1k E.
Si S est un ensemble ou une famille dans un espace vectoriel, alors
rk .S = dim Vect S.
Comme la base canonique de R™ compte n éléments, on conclut que

dimR" = n.

15
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Proposition. Si E est un espace vectoriel de dimension finie n, alors toute
famille libre dans E a au plus n éléments, et toute famille génératrice de E a
au moins n éléments. En plus, toute famille libre a n éléments est une base, et
toute famille génératrice a n éléments est une base.

Proposition. Si E est un espace vectoriel de dimension finie n, F est un
sous-espace de E, et F # F, alors dim F < n — 1.

Démonstration. Comme F' est un sous-espace de E, dimF < dimE = n.
Soient (fi,..., fr) une base de F et v € E\F. Alorsdim F = ket (f1,..., fx,v)
est libre. Doncn=dimFE > k+1=dim F + 1. OJ

1.L5. Le rang d'une matrice
Exemple. Soit

1
0
—1

A—

W N =
— N W
—_ ==

Soient w1, us, us, uy les colonnes de A et vy, vg, v3 les lignes de A. Alors
rk(uh U2, U3, U4) =2= rk(vla V2, ’03)'

Proposition. Si (uq,...,u,) est une famille de vecteurs dans un espace vec-
toriel E et (vq,...,v,) est une famille de vecteurs dans un espace vectoriel F,
et que les équations

x1u1+"'+xnun:0 et $1U1+"'+m71,1}n:0

ont le méme ensemble des solutions pour (ri,...,x,) (c’est-d-dire, les dépen-
dances linéaires entre uq, ..., u, sont les mémes qu’entre vy, ..., v,), alors les
deuz familles ont le méme rang :

rk(uyg, ... un) = 1k(vy, ... Un).
Par exemple, si les deux systémes

ajax;+ - +apr, = 0 biix1+ -+ bz, = 0
. ot )

apaT1 + -+ appxy, = 0 bg1xi 4+ +bgnzn, = 0

16



17 I1.5. Le rang d’une matrice

sont équivalents, alors

1,1 A1n b1,1 bl,n
rk

Il
—
2

ap,1 Qp,n bg1 bgn

Proposition. Les opérations des types suivants appliquées a une matrice ne
changent pas l’espace engendré par les lignes ni les dépendances linéaires entre
les colonnes :

(1) L < L+ oLy, i # j,

(2) L; « al;, a#0,

3) Ly < Lj, i #j,

(4) ajouter ou supprimer une ligne nulle.

Par symétrie, les opérations analogiques sur les colonnes ne changent pas l’es-
pace engendré par les colonnes ni les dépendances linéaires entre les lignes.
En particulier, toutes ces opérations ne changent ni le rang de la famille des
colonnes, ni le rang de la famille des lignes.

Lemme. Par les opérations élémentaires décrites dans la derniére proposition,
on peut transformer n’importe quelle matrice A en une matrice (carrée) B telle
que dans chaque ligne et dans chaque colonne de B, il se trouve eractement
un élément non zéro.

Par exemple, on peut ainsi transformer

131 1
221 0 w[(l) (1)]
311 —1

Lemme. Si dans chaque ligne et dans chaque colonne d’une matrice, il y a
au plus un élément non zéro, alors le rang de la famille des lignes est égal au
rang de la famille des colonnes et égal au nombre d’éléments non zéros de cette
matrice.

Théoréme. Le rang de la famille des lignes d’une matrice est égal au rang de
sa famille des colonnes.

17
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Démonstration. Soit A une matrice. Par les opérations élémentaires sur les
lignes et sur les colonnes, on peut transformer A en une matrice (carrée) B
telle que dans chaque ligne et dans chaque colonne de B, il se trouve exactement
un élément non zéro. Le rang de la famille des lignes de A est égal au rang de
la famille des lignes de B, et le rang de la famille des colonnes de A est égal
au rang de la famille des colonnes de B. Or, B a le méme rang de lignes que
le rang de colonnes. |

Définition. Le rang d’une matrice A, noté rk A (en anglais) ou rang A, est le
rang de la famille des colonnes de A et simultanément le rang de la famille des
lignes de A.

Proposition. Le rang d’une matrice échelonnée est égal a son mombre des
pivots.

Remarque. Si A € R™" est échelonnée réduite et de rang n, alors A = I.

Définition. Le rang d’'un systéme d’équations linéaires est le rang de sa ma-
trice (non augmentée).

Théoréme. Soit (S) un systéme d’équations linéaires.

(1) Si le rang de (S) est égal au nombre d’équations, alors (S) admet au
moins une solution.

(2) Sile rang de (S) est égal au nombre de variables, alors (S) admet au
plus une solution.

Démonstration. Soient (S) le systéme

a1 + 0+ e, = b

am1T1 + + Gma®n = bp

et A sa matrice :

a1 - Qin
A= :
m1 = Omn
Soient aq, ..., a, les colonnes de A vues comme éléments de R™ :
ay :(al,ly"'aam,l)7 ceey Gp = (al,nw"?am,n)'

18



19 I1.6. Sous-espaces affines

Soit b = (by,...,bn) le vecteur second membre de (S). Alors le systeme (5)
est équivalent a ’équation

riay + -+ + Tpa, = b.

Sirk(aq,...,a,) = m, alors la famille (aq,...,a,) est génératrice de R™, et
b ) b Y ) Y
donc b s’écrit comme une combinaison linéaire de aq, ..., a,.
Sirk(aq,...,a,) = n, alors la famille (a4, ...,a,) est libre, et donc il n’est
1 ; Un ) 1, s Un P
pas possible d’écrire b comme une combinaison linéaire de aq, ..., a, de deux
facons différentes. |

11.6. Sous-espaces affines

Définition. Soient E un espace vectoriel et F' un sous-espace vectoriel de E.
Une partie non vide A de E est dite un sous-espace affine de E avec espace
vectoriel associé F si et seulement si

(D VeeAVueF, z+u€A,
(2) Vo,yec A,y—xz € F.

Eléments d’un espace vectoriel s’appellent « vecteurs », mais éléments d’un
espace affine s’appellent « points». Si A est un sous-espace affine d’un espace
vectoriel et x,y € A, alors

—» déf
Ty =y — .
Exemples. (1)
E =R?

A={(zy) e Elz+y=1},
F={(z,y) e E|xz+y=0}.
(2) Soient (S) un systéme d’équations linéaires et (Sp) son systeme homogene

associé. Alors I’ensemble des solutions de () est un espace affine, son
espace vectoriel associé est I’ensemble des solutions de (.Sp).

(3) Soient (E) une équation différentielle linéaire et (Ej) son équation ho-
mogene associée, par exemple :

y" + sin(z)y’ + cos(z)y = €, (E)
y" + sin(z)y’ + cos(z)y = 0. (Eo)

Alors I’ensemble des solutions de (F) est un espace affine, son espace
vectoriel associé est 'ensemble des solutions de (Ey).

19
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I11.1. Définition et exemples

Définition. Soient E et F' deux espaces vectoriels et h: £ — F une applica-
tion. Alors h est dite linéaire si et seulement si

(1) pour tous z,y € F,

h(z +y) = h(z) + h(y),

(2)
h(0) =0,

(3) pour tout z € E,

(4) pour tousx € Fet a € R,
h(az) = ah(z).

Proposition. Une application h: E — F entre deuzr espaces vectoriels est
linéaire si les conditions (1) et (4) de la définition sont satisfaites.

d2

) 42 etc.

Exemple. Opérateurs différentiels : %

111.2. Propriétés basiques et opérations

Proposition. Soit h: E — F une application linéaire.

(1) Si G est un sous-espace vectoriel de E, alors h(G) est un sous-espace
vectoriel de F.

(2) Si G est un sous-espace vectoriel de F', alors h™'(G) est un sous-espace
vectoriel de E.

20



21 II1.3. Image, noyau, rang
Proposition. Si f: E — F et g: F — G sont deuz applications linéaires,
alors Uapplication composée go f: E — G est aussi linéaire.

Proposition. Si f: E — F est une application linéaire bijective entre E et
F, alors la bijection réciproque f~': F — E est aussi linéaire.

Proposition. Soient E et F deux espaces vectoriels. Alors [’ensemble des
applications linéaires E — F' est un espace vectoriel par rapport aux opérations
définies par les formules

(f +9)(x) = f(z) + g(x),
(af)(@) = af(x).

L’espace vectoriel des applications linéaires £ — F est noté L(E, F).

I11.3. Image, noyau, rang

Définition. Soit h: E — F une application linéaire. L’image et le noyau de
h, notés img h et ker h (« kernel » en anglais), sont définis comme suit :

imgh ¥ {h(z) |z € EY},
kerh™ {2 € E | h(z)=0}.

Proposition. Soit h: E — F une application linéaire. Alors ker h est un
sous-espace vectoriel de E et imgh est un sous-espace vectoriel de F.

Démonstration. ker h = h='({0}), img h = h(E). O
Proposition. Soient h: E — F une application linéaire et x,y € E. Alors
h(z)=hly) < x—yé€kerh.
Corollaire. Une application linéaire h est injective si et seulement si
ker h = {0}.

Définition. Soit h: E — F une application linéaire. Le rang de h, noté rk h,
est la dimension de I'image :

vk o % dim img h.

21
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Lemme. Si h: E — F est une application linéaire et x1,...,x, € E, alors
h(Vect(zy,...,x,)) = Vect(h(xy), ..., h(z,)).

Il en résulte facilement que si h: E — F est une application linéaire, alors
rk h < dim E. D’ailleurs, il est clair que rk h < dim F.

Théoréme (Théoréme du rang). Soit h: E — F une application linéaire.
Alors

rk h + dimker h = dim E.
On peut aussi écrire cette formule comme suit :
dimimg i + dim ker h = dim dom h,

. déf .
oudomh = FE, le « domaine » de h.

Démonstration. Soit (vq,...,vs) une base de ker h. Complétons la en une base
(v1,...,0511,...,u,) de E. On va vérifier que (h(uy),...,h(u,)) est une base
de img h.

La famille (h(uy),...,h(u,)) est génératrice de imgh car

imgh = h(E) = h(Vect(vy, ..., 05, U1, ..., Up))
= Vect(0,...,0,h(w), ..., h(u,)) = Vect(h(wy), . .., h(u,)).
Montrons que (h(uy), ..., h(u,)) est libre. Supposons pour cela que
onh(uy) + -+ ah(uy) =0, aq,...,a, €R.
Alors
haguy + -+ - + apuy) = 6,
donc il existe B1,...,08; € R tels que
aquy + -+ apu, = frog + -+ Bus.
Comme la famille (vq,...,vs, U1, .., u,) est libre, forcement
a=--=a=ph=-=pF=0
Ainsi (h(uq), ..., h(u,)) est une base de imgh. Donc

dim F = r + s = dimimg h + dim ker h. O

22



23 II1.4. Applications linéaires comme « morphismes »

Exemple. Soit
E={(z,y,2) R’ |z +y+2=0}

un sous-espace vectoriel de R?. Trouver sa dimension.
Une facon de faire est la suivante. Soit h: R® — R Dapplication linéaire
définie par la formule :

hz,y,z) =z +y+ 2

Alors E = ker h. Observons que h(1,0,0) # 0, donc imgh = R. Ainsi, par le
théoreme du rang,

dim F = dimR?® — dimimgh =3 — 1 = 2.

Avant d’énoncer le théoréme suivant, voici un rappel pertinent : si A et B
sont deux ensembles finis avec le méme nombre d’éléments et f: A — B une
fonction (application), alors f est injective si et seulement si f est surjective.

Théoréme. Soient E et I deux espaces vectoriels de la méme dimension
finie (dim E = dim F' < 00). Alors pour tout application linéaire h: E — F,
les énoncés sutvants sont équivalents :

(1) h est injective sur E (ker h = {0}),
(2) h est surjective sur F (imgh = F).

Démonstration. h est injective sur E < kerh = {0} < dimkerh =0 <
dimimgh = dim E (par le théoréeme du rang) < dimimgh = dim F (car
dim F =dim F) < imgh = F (car si imgh était un sous-espace propre de F,
dimimg h serait inférieur au égale a dim F'—1) < h est surjective sur F. [

111.4. Applications linéaires comme « morphismes »

Une application linéaire s’appelle aussi un homomorphisme d’espaces vec-
toriels. Une application linéaire injective s’appelle un monomorphisme. Une
application linéaire surjective s’appelle un epimorphisme. Une application li-
néaire bijective s’appelle un isomorphisme.

En fait, une meilleur facon de définir un isomorphisme est comme un homo-
morphisme inversible.

Une application linéaire h: F — F est dite inversible (comme une applica-
tion linéaire) si et seulement si il existe une application linéaire g: F' — E telle
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que go h =idg et ho g = idp. Dans ce cas, telle application g est unique et
s’appelle I'application réciproque de h, notée h~'. Comme on le sait déja, une
application linéaire h: E — F est inversible comme une application linéaire
entre F et F' si et seulement si elle est bijective entre E et F.

Une application linéaire d’un espace linéaire dans lui-méme s’appelle un
endomorphisme. Les endomorphismes linéaires s’appellent aussi opérateurs (li-
néaires). Un endomorphisme qui est au méme temps un isomorphisme (d'un
espace avec lui-méme) s’appelle un automorphisme.

111.5. Matrices d’applications linéaires

Soient h: E — F une application linéaire et (ey,...,e,) une base de E.
Alors h est complétement déterminée par les valeurs hiey),. .., h(e,).
Définition. Soient h: E — F une application linéaire, B = (eq,...,e,) une

basede E, et C = (f1,..., fm) une base de F. Alors la matrice de h relativement
aux bases B et C (ou par rapport aux bases B et C) est la matrice avec la famille

des colonnes ([h(e1)]c, - - ., [h(en)]c). Cest-a-dire, si
her) = ainfi + + a1 fm,
h(en) . arnfi + + ampnfm,
alors la matrice de h relativement aux bases (e1,...,e,) et (fi,..., fim) est
ai1r - Qip
Ui G

Elle sera notée [h]c 5.

En particulier, si ' = E, alors [id]¢ g est la matrice de passage (matrice de
changement de base) de C a B.

Proposition. Soient h: E — F une application linéaire entre deux espaces
vectoriels E et F' des dimensions finies, B une base de E et C une base de F.

Alors

rk h = rk[h]c 5.
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Démonstration. Pour tous aq, ..

arh(ey) +
donc,

rk(h(ey), . .
Or,

rk(h(ey), ...,
et

rk([h(ed)e, .-

II1.5. Matrices d’applications linéaires

h(e,)) = dim Vect(h(e

s [h(en)le) = tk[h]c 5.

Lo, € R,

1),---,h(ey)) =dimimgh =rkh

25

IV. Endomorphismes d’espaces
vectoriels ™

IV.1. # Définition et exemples

Définition. Un endomorphisme d'un espace vectoriel E est une application
linéaire £ — E.

[...]

IV.2. # Propriétés basiques et opérations

[...]

IV.3. Sous-espaces stables

Soient E un espace vectoriel et h: £ — F un endomorphisme de E.

Définition. Un sous-espace vectoriel F' de E est dit stable par h si et seulement
si

h(z) € F pour tout z € F.

En utilisant une autre notation, on peut dire que F est stable par h si et
seulement si h(F) C F.

Exercice. (1) Montrer que ker & est stable par h.

(2) Montrer que ker h? est stable par h.

(3) Montrer que pour tout m € N, ker h"™ est stable par h.
Exercice. (1) Montrer que img h est stable par h.

(2) Montrer que img h? est stable par h.

(3) Montrer que pour tout m € N, img h"™ est stable par h.
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27 IV.4. Spectre, vecteurs et valeurs propres

Exercice. Soient h,k: ' — E deux endomorphismes de E tels que ho k =
ko h.

(1) Montrer que ker k est stable par h.

(2) Montrer que img k est stable par h.

IV.4. Spectre, vecteurs et valeurs propres

Soient F un espace vectoriel et h: £ — F un endomorphisme de E.

Définition. Le spectre de h, noté o(h) ou Sph, est 'ensemble de tous les
a € R tels que I'application h — aidg n’est pas inversible :

o(h) « {a € R | h—aidg n’est pas inversible }.

Observation : 'application h est inversible si et seulement si 0 ¢ o(h).

Exemple (important).

o(id) = {1},

Définition. Un wvecteur propre de h est un vecteur non nul v tel qu’il existe
a € R tel que

o(Aid) = {A} pour tout X € R.

h(v) = awv.

Définition. Une wvaleur propre de h est une valeur o € R telle qu’il existe un
vecteur non nul v tel que

h(v) = awv.

Autrement dit, a est une valeur propre de h si et seulement si 'application
h — aidg n’est pas injective. En effet :

(h— aidg)(v) = h(v) — aidg(v) = h(v) — aw,

donc h — avidg n’est pas injective si et seulement si il existe un v # 0 tel que
h(v) — av = 0.

Proposition. Si « est une valeur propre de h, alors o € o(h).

Théoréme. Si dim E est finie, alors o(h) est l'ensemble des valeurs propres
de h.

27
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Esquisse d’une démonstration. Appliquer le fait que tout endomorphisme in-
jectif d'un espace de dimension finie est inversible. |

Exemples. (1) Soit E = C*°(R) I'espace des fonctions R — R indéfiniment
dérivables, « de variable t ». Soit h = %: E — E. Alors 'ensemble des
valeurs propres de h est R, et I’ensemble des vecteurs propres associés

a une valeur propre A est I’ensemble des fonctions de la forme ¢ — Ce™
avec C € R* =R\ {0}.

(2) Soient E =R? h: E — E, h(z,y) = (v + 2y, 2z + y). Alors les valeurs
propres de h sont 3 et —1. Un vecteur propre associé a la valeur 3 :
v; = (1,1). Un vecteur propre associé a la valeur —1 : vy = (1,—1). Une
question supplémentaire : soit B = (v1,v2), trouver la représentation
matricielle [h|g g de h relativement a la base B.

Définition. Soit o une valeur propre d’un endomorphisme h de E. Alors le
sous-espace ker(h — aidg) de F s’appelle le sous-espace propre associé a a, et
sa dimension s’appelle la multiplicité géométrique de la valeur propre a.

Proposition. Soit h: E — E un endomorphisme d’un espace vectoriel réel
E. Siaq,...,a, € R sont des valeurs deux a deux différentes et que vy, ..., v,
sont des éléments de E tels que

h(v;) = ayv;,  pour tout i =1,...,n,
et
vy + -+, =0,
alors
vy =---=u, =0.
En d’autres termes, cette proposition affirme que si a1,...,a, € R sont

deux a deux différentes, alors

ker(h — a1 id) + - - - + ker(h — «,, id)
= ker(h — a1id) @ - - - @ ker(h — a, id).
Démonstration. Montrons, par exemple, que, sous les hypothéses énoncées,
v1 = 0. Posons
(X —a)(X —ag) - (X — o)

L P PO Sy p——

e R[X].
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29 IV.4. Spectre, vecteurs et valeurs propres

Alors
Play) =1 et P(ag)=Plag)=---=P(a,) =0.

On va maintenant substituer A pour X dans P et appliquer le résultat a la
somme vy + -+ + Up.

On note P(h) 'endomorphisme de E qui s’exprime comme :
(h—agid)o---o(h— a,id)

(1 — ) (1 — )

P(h) =

(toute autre écriture du polynéme P résulte en méme endomorphisme P(h)
apres la substitution de h pour X).
Observons que si h(v) = av, alors P(h)(v) = P(a)v. Ainsi,

P(h)(v1+ -+ +v,) = P(h)(v1) + - + P(h)(vy)
= Plag)vy + -+ - + P(an) v, = 1.

Or, P(h)(vy + - - - +v,) = P(h)(0) = 0. Donc v; = 0.
De la méme maniére on peut montrer que vo = 0,...,v, = 0. N
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V.1. Définitions et exemples
Définition. Une matrice réelle de taille m x n est une famille de nombres réels
(@ j)1<i<m,1<j<n, d’habitude écrite en tableau :

a1l - Qin

m1 = Omn

L’élément d’indice (4, j) d’'une matrice A sera noté [A]; ;.
L’ensemble des matrices réelles de taille m x n sera noté M,, ,(R) ou R™*™.
Voici quelques matrices spéciales.

o Les matrices nulles O = Oy, ,, € R™" : [0];; = 0.

p

o Les unités matricielles Ey; = Ej jmn € R™" ¢

1 sii=ketj=1
(Erilij = { !

0 sinon.

o Les matrices identités I = I, € R™"™ :

1 sii=j,
[{]ij = {

0 sinon.

V.2. Opérations sur matrices

V.2.1. Matrices comme vecteurs

L’addition de matrices A, B € R™*" est définie par la formule
dét
[A+ Bli; = [Ali; + [Bliy-
La multiplication par un scalaire o € R d’une matrice A est définie par la
formule

déf
[aAli; = oAl
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Proposition. L’ensemble R™*™ avec les opérations d’addition et de multipli-
cation par les réels est un espace vectoriel réel de dimension mn. La famille
(Es j)1<i<m,1<j<n €St une base de R™*".

V.2.2. La transposition

Soit A € R™ " une matrice. Alors la matrice transposée de A, notée *A, est
la matrice dans R"*™ définie par la formule :

[ Aliy = [Alj.
Observations :
(1) pour toute matrice A, t(':A) = A,
(2) Tapplication
A tA R™ 5 RV

est un isomorphisme des espaces vectoriels R™*™ et R™*™.

V.2.3. La multiplication

Supposons que certaines valeurs ou variables @1,...,®, s'écrivent comme
combinaisons linéaires de i, ..., Y, et que yi, ..., ¥y, s’écrivent comme com-
binaisons linéaires de zq,..., 2, :

1 = a11Y1+ -+ a14Y, Yy = bz 4+ bz,

Ty = ApaY1+ -t ApeY, Yg = bgazi+-+ bz,

Soient A et B les matrices de ces deux « systemes » :

Ay -0 Qg b1,1 T bl,r
A= , B =
ap1 -+ dpg bgi -+ bgr
Si on exprime i, ..., %, comme combinaisons linéaires de z1,..., 2., on ob-

tient un « systéme » de la forme

x| 1121+ -+ C1r2p

Ty = a2t t G2y
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La matrice C' de ce « systeme » s’appelle le produit de A et B, noté AB.
Autrement dit, le produit de A € RP*? avec B € R7*" est la matrice AB €
RP*" définie par la formule :

[ABl;; = [Alia[Bly; + [Ali2[Bla; + - - + [Alig[Bloj = > _[Alis[ Bl

k=1
Voici quelques observations.
(1) Pour E;; € R et B € RT,

By € R sij=F,
BBt = {O € Rpx*" sinon.

(2) Pour la matrice identité I € R™*™ et pour tout A € R™*" [A = A.
Pour la matrice identité I € R™*™ et pour tout A € R™*" Al = A.

Proposition. La multiplication des matrices vérifie les propriétés suivantes
(lorsque les dimensions des matrices sont « compatibles ») :

(1) (AB)C = A(BC),

(2) IA=A, Al = A,

(3) A(B+C)=AB+ AC, (A+ B)C = AC + BC,

(4) "(AB) =*'B-*A.
Proposition. Si A, C, et L sont trois matrices et A = CL, alors toute colonne
de A est une combinaison linéaire des colonnes de C, et toute ligne de A est
une combinaison linéaire des lignes de L.

Application aux systemes d’équations linéaires

Ecriture d’un systeme d’équations linéaires a ’aide de matrices :

41171 + -+ 1.nTn bl
Am,1T1 + -+ Amnln = bm
aii 0 Qip T by
= =
m1 *°° Qmn T, bm
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Equations « matricielles » linéaires

Théoréme. Soient A € R™" et B € R™**. Soit I’équation
AX =B (E)
pour Uinconnue X € R™*.
(1) Sirtk A =m, alors l'équation (E) admet au moins une solution.

(2) Sirtk A =mn, alors l’équation (E) admet au plus une solution.

Démonstration. Soient By, ..., By les colonnes de la matrice B et Xi,..., X}
les colonnes de la matrice inconnue X. Alors I’équation (F) pour X est équi-
valente au systeme suivante pour X, ..., Xy :

AXy = B

AX, = By

Chaque équation

est équivalente & un systéme de m équations pour n inconnues réelles (pour les
composantes de X;). Comme démontré précédemment, si tk A = m, alors ce
systeme admet au moins une solution, et si rk A = n, alors ce systéme admet
au plus une solution.

Si chaque équation AX; = B; admet au moins une solution, alors ’équation
(E), elle aussi, admet au moins une solution. Si chaque équation AX; = B;

admet au plus une solution, alors I'équation (E) admet au plus une solution.
O

On peut résoudre toute équation matricielle de la forme

AX =B

)

ol A et B sont données et X est I'inconnue, par une forme d’élimination de
Gauss.
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V.3. Matrices des applications linéaires

Proposition. Soient E, F, G espaces vectoriels de dimensions finies, A une
base de E, B une base de F, C une base de G.

1
idg|aa=1.

(2) Si f: E— F est une application linéaire et v € E un vecteur, alors
()l = [fls.alv]a.

() Si f: E— F et g: I'— G sont deux applications linéaires, alors

90 fle.a = lgle.slf]5.4-

V.4. Rang de matrices

V.4.1. Propriétés du rang par rapport aux opérations
Voici quelques propriétés du rang de matrice par rapport aux opérations.
(1) Pour toute matrice A,

rktA = rk A.

(2) Si A et B sont deux matrices de mémes dimensions, alors

rk(A+ B) <rk A +rk B.

(3) Si A et B sont deux matrices et le produit AB est défini, alors

rk AB < min{rk A, rk B}.

L’égalité rk*A = rk A est assez facile & démontrer.

Pour démontrer I'inégalité rk(A + B) < rk A 4 rk B, on peut observer, par
exemple, que toute colonne de A+ B est la somme d’une colonne de A et d’une
colonne de B, d’ou, chaque colonne de A + B appartient a ’espace engendré
par les colonnes de A et de B.

Pour démontrer que tk AB < rk A et que rk AB < rk B, on peut appliquer
la propriété que toute colonne de AB est une combinaison linéaire des colonnes
de A, et toute ligne de AB est une combinaison linéaire des lignes de B.
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35 V.4. Rang de matrices

V.4.2. Définition du rang en revue

Voici une autre démonstration que le rang de la famille des lignes d’une
matrice est égal au rang de sa famille des colonnes.

Théoréme. Le rang de la famille des lignes d’une matrice est égal au rang de
sa famille des colonnes.

Démonstration. Soient A une matrice m X n et k un entier. Alors les énoncés
suivants sont équivalents :

(1) le rang de la famille des colonnes de A est < k,

(2) il existe k colonnes ¢, ..., ¢, (pas nécessairement dans A) de taille m
telles que toute colonne de A est une combinaison linéaire de ¢y, ..., ¢,

(3) il existe une matrice C de taille m x k et une matrice L de taille k x n
telles que A = CL,

(4) il existe k lignes ly,...,[; (pas nécessairement dans A) de taille n telles
que toute ligne de A est une combinaison linéaire de Iq,. .., I,

(56) le rang de la famille des lignes de A est < k.
En effet, les équivalences suivantes sont évidentes :
e ) e @)@ e6)
Il résulte de I'équivalence (1) < (5) que la famille des colonnes et la famille

des lignes d’une matrice ont le méme rang. O

V.4.3. Les «factorisations du rang»

Théoréme. Si A € R™*™ est une matrice du rang r > 0, alors il existe
B eR™" et C € R™™ telles que A = BC.

Corollaire. Le rang d’une matrice non nulle A € R™*™ est le plus petit r € N
tel que A se décompose en produit A = BC avec B € R™*" et C € R™".

Exemple. Soit

A:

o o o

1 3 4
2 2 4).
31 4
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1 3

Alors tk A = 2, et les colonnes |2| et |2| forment une famille libre maxi-
3 1

male parmi les colonnes de A. En exprimant les autres colonnes de A comme
combinaisons linéaires de ces deux, on trouve que

13
0101
A=22[ ]
310011

V.5. Le noyau et I'image d’une matrice

Par analogie avec les applications linéaires, on définit le noyau et I’image
d’une matrice.

Définition. Soit A € R™*™. Le noyau de A est '’ensemble des éléments z € R”
qui, écrits en colonne, satisfont I’équation

0
AQZ: -
0

L’image de A est I'ensemble des éléments y € R™ tels que si y est écrit en
colonne, alors il existe x € R™ écrit en colonne tel que

Ax =y.

On va noter ker A le noyau de A et img A 'image de A.

Si A € R™ ™ alors ker A est un sous-espace vectoriel de R™ et img A est un
sous-espace vectoriel de R™.

Comme pour les applications linéaires,

dimimg A =rk A

(cependant, pour les applications linéaires, c¢’était la définition du rang, alors
que pour les matrices, ¢’est une propriété qui doit étre démontrée).

Le théoréme du rang pour les matrices est analogique a celui pour les appli-
cations linéaires : si A € R™*", alors

dimker A + dimimg A = n.
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VI. Matrices carrées®"

Définition. Une matrice carrée est une matrice de taille n x n (autrement dit,
avec le méme nombre des colonnes que des lignes).

VI.1. Matrices carrées de formes spéciales

Définition. Soit A une matrice carrée.

o A est dite diagonale si
[Al;; =0 pour i j.
o A est dite triangulaire supérieure si

[A];; =0 pour i>j.

o A est dite triangulaire inférieure si

[A];; =0 pour i< j.

Exemples. Soient

1 0 (
0 (
0 2
00 3

[
O =~

(
(

N O Ut

O O =
SO O

2
0

w

(

La matrice A est diagonale, les matrices A et B sont triangulaires supérieures,
les matrices A et C sont triangulaires inférieures.

Définition. Une matrice carrée A est dite symétrique si *A = A, c’est-a-dire,

[Ali; = [Alji-

] est symétrique.

Exemple. La matrice [; §
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VI.2. Matrice inverse

VI1.2.1. Définition et propriétés

Définition. Soient A, B € R™*" deux matrices carrées. Elle sont dites inverses
I'une de l'autre si et seulement si

AB=1 et BA=1.

Proposition. 5i A € R"™" et B et C sont deux matrices inverses de A, alors
B=C.

Démonstration. B = Bl = BAC = 1C = C. OJ

La matrice inverse d’une matrice carrée A est notée A"
Voici quelques propriétés.

(1) Si A € R™™ est inversible, alors A™! est inversible et
(AT =4,
(2) Si A € R™™ est inversible, alors *A est inversible et
(A=A,
(3) Si A, B € R™" sont inversibles, alors AB est inversible et
(AB)™' = B7tA™,
Montrons que (*4)~ = (A1) :

tAt(A

H=tATA) =T =1,
f(AhrA

(AAYHY =t =1

t
t

Montrons que (AB)™' = B~1A~1:

ABB AT = ATA ' = AA =1,
B 'A'AB=B'IB=B'B=1.

Proposition. Si A, B € R"" et AB=1, alorstk A=rkB=n et BA=1.
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39 VI1.2. Matrice inverse

Démonstration. Par une proposition précédente,

min(rk A,k B) >tk I = n.
Donc rk A = n. Ainsi, par un théoréme démontré dans le chapitre précédent,
I’équation

AX=A (E)

admet au plus une solution.
Il est clair que X = I est une solution de (F). Or, X = BA est aussi une
solution de (E) :

ABA =TA = A.
Ainsi BA=1. ]

Proposition. Une matrice n x n est inversible si et seulement si son rang
est n.

Démonstration. Par la proposition précédente, si A € R™™ est inversible,
alors Tk A = n.
Si A € R™" et rk A = n, alors I’équation matricielle

AX =1

admet (exactement) une solution B d’apres un théoréme du chapitre précédent,
et par la proposition précédente, cette matrice B est I'inverse de A. |

VI1.2.2. Calcul

Pour les matrices 1 x 1 :

Pour les matrices 2 x 2 :
a b)Y 1 d —b
c d ad—be|—c al’

(Ici, ad — be est ce qui s’appelle le déterminant de [CCL

b , .
d]' Le déterminant
d’une matrice (a) € R™! est a.)

Il existe des formes explicites pour toutes dimensions, mais elles ne four-
nissent pas d’habitude de fagon efficace de calcul de la matrice inverse d’une
matrice générale de grande taille. En pratique, on peut calculer A~! en résol-

vant 1’équation

AX =1.
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VI1.3. Matrices des applications linéaires et
changement de bases

Proposition. Soit f: E — F wune application linéaire entre deux espaces
vectoriels tels que dim E = dim F' < co. Soient A une base de E et B une base
de F. Alors f est inversible si et seulement si la matrice [f|p.a est inversible,
et dans ce cas,

[ as = [flaa
Rappel : soient A et B deux bases d'un espace vectoriel £ de dimension
finie, alors la matrice de changement de base de A a B est la méme que la
matrice de I'application identité idg par rapport a B et A : [idg] 4 5.
Sih: E — FE est un endomorphisme d’un espace vectoriel E et B est une base
de F, alors la matrice de h relativement a B et B sera aussi notée simplement
[h]p, au lieu de [h]p s

Proposition. Soient A et B deuz bases d’un espace vectoriel E de dimension
finie, et soit P la matrice de passage de A a B. Alors

(1) la matrice de passage de B a A est P71,
(2) pour tout v € F,
[v]a=Plls et [v]s=P'[v]a,

(3) pour tout endomorphisme h: E — E,
[Wa= P[hsP™" et [h]s =P '[h]4P.
Démonstration.
P~ = [idg| s = [idg']5.4 = [idg]B.a-
Plv]s = [idglaslv]s = [ide(v)]a = [v]a.
Plh]zsP~! = [idg]aslhlspslidelsa = [idgohoidglaa = [hlaa. O

Proposition. Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie, A et
B deux bases de E, et C et D deux bases de F. Soient P la matrice de passage
de A a B, et QQ la matrice de passage de C a D. Alors pour toute application
linéaire (homomorphisme) h: E — F,

[hles = Q[h]p.aP.

Démonstration.

Q[hp.aP = [i[drlep[h]p alidp|as = [idr oh oidgle s = [hles. O
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VI.4. Déterminant

VI1.4.1. Déterminant d’une matrice carrée

Théoréme. Pour tout entier n > 0, il existe une unique fonction
det: R™" - R

qui satisfait les propriétés suivantes :

(1) si B est obtenue de A € R™™" par une opération L; < L; + oL;, i # j,
alors

det B = det A,

(2) si B est obtenue de A € R™ ™ par une opération L; < aL;, alors

det B = adet A,

3
det] =1.

Esquisse d’une démonstration. L’unicité. Considérons d’abord une matrice éche-

lonnée réduite A € R™". Il n’y a que deux possibilité : A = I ou la derniere
ligne de A est nulle. Si A = I, alors det A = 1 par la condition (3). Si la
derniére ligne de A est nulle, alors 'opération L,, < 0L, ne change pas A, et
donc det A = 0det A = 0 par la condition (2).

Soit maintenant A € R™" une matrice quelconque. Par les opérations de
type L; <~ Li+alL;, i # j, et L; < aL;, a # 0, on peut transformer A en une
matrice échelonnée réduite B € R™ " (comme dans l'algorithme de Gauss-
Jordan). Comme déja démontré, la valeur de det B est déterminée uniquement
(et elle est 0 ou 1). La valeur de det A est uniquement déterminée par la valeur
de det B grace aux conditions (1) et (2).

L’existence. Pour montrer qu’une telle fonction det existe, on peut en donner
une formule et vérifier que les propriétés sont satisfaites. Par exemple, on peut
vérifier que pour les matrices 1 x 1 on peut définir det par la formule

det [a] =a.
Pour les matrices 2 x 2, on peut la définir par la formule
a b
det [c d] = ad — be.
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Pour vérifier I'existence pour les matrices n x n en général, on aurait be-
soin d’utiliser des propriétés du groupe S, des permutations de 1’ensemble
{1,...,n}, et en particuliere une définition et des propriétés de la signature
d’une permutation o € S,,. Si 'on admet tout cela, une formule qui convient
a tout n est la suivante :

11 Qip

det | : . | = Z sign(o) ﬁ U 5(3) - 0
i=1

an’l e an’n o€Sh
Définition. Cette fonction det s’appelle déterminant.

Le déterminant d’une matrice A est noté det A ou |A].
Voici quelques observations :

(1) Si une ligne de A est nulle, alors det A = 0 (par la condition (2)). Plus
généralement, si A est une matrice n X n et rk A < n, alors det A = 0.

(2) detaA = a"det A pour A € R™" (par la condition (2)).

(3) Le déterminant d’une matrice diagonale est égal au produit des éléments
sur la diagonale (par les conditions (2) et (3)).

(4) Si B est obtenue de A € R™*" par une opération L; <» L;, i # j, alors
det B = —det A. En effet, 'opération L; <+ L, ¢ # j, est la composition
des opérations suivantes :

1. Ly« L; + L,
2. Lj+ L; — L,
3. L+ L+ Lj,
4. L; + —L;.

Proposition. Le déterminant d’une matrice triangulaire est égal au produit
des éléments sur sa diagonale.

Exemple.
100 100 100 100 1 00
2 4 0/=|0 4 0/=4|0 1 0|=4|10 1 0/=2410 1 0|=24
356 0 56 056 006 0 01
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43 VI1.4. Déterminant

Lemme. Si t est une opération élémentaire sur les lignes de matrice ou si t
est une composition de telles opérations, et qu’une matrice A’ est obtenue de
A par t, alors t transforme tout produit AB en A'B. Si t est une opération
élémentaire sur les colonnes de matrice ou st t est une composition de telles
opérations, et qu’une matrice B’ est obtenue de B par t, alors t transforme
tout produit AB en AB’.

Théoréme. 5i A, B € R"™" alors
det AB = (det A)(det B).

Démonstration. Appliquons une récurrence sur le nombre d’opérations élémen-
taires (sur les lignes) suffisant pour transformer A en une matrice échelonnée
réduite par I'algorithme de Gauss-Jordan.

La base de récurrence : supposons que A est déja échelonné réduite. Alors il
n’y a que deux cas possibles : soit A = I, soit la derniére ligne de A est nulle.
Si A =1, alors AB = B. Si la derniére ligne de A est nulle, alors la derniére
ligne de AB est nulle aussi, et donc det A = 0 et det AB = 0. Dans les deux
cas, 1'égalité det AB = (det A)(det B) est claire.

Supposons maintenant qu’il y a une opération élémentaire reversible sur les
lignes qui transforme A en une matrice A’ telle que det A’B = (det A’)(det B).
Alors l'opération inverse transforme A’ en A, et, d’apres le lemme précédent,
elle transforme aussi A’B en AB. Il en résulte qu’il existe un a € R tel que
det A= adet A" et det AB = adet A’'B, d’olt, det AB = (det A)(det B). [

Théoréme. La fonction déterminant det satisfait les propriétés suivantes par
rapport aux opérations élémentaires sur les colonnes :

(1) si B est obtenue de A € R™™ par une opération C; < C; + aCj, i # j,
alors

det B = det A,

(2) si B est obtenue de A € R™ "™ par une opération C; < aC}, alors

det B = adet A.

Démonstration. Ecrivons A = AI. Soit T la matrice obtenue de I par opé-
ration élémentaire sur les colonnes par laquelle B est obtenue de A. Alors
B = AT. Comme le déterminant respecte la multiplication des matrices,
det B = (det A)(det T'). Maintenant observons que quelque soit I'opération
élémentaire sur les colonnes qu’on a utilisé pour obtenir T' a partir de I, on
pourrait obtenir 1" de I par une opération élémentaire du méme type sur les
lignes :
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(1) si T est obtenu de I par l'opération C; «— C; + aC; (ou ¢ # j), alors
lopération L; < L; + aL; appliqué a I va aussi donner 7', et donc dans
cecas detT =detl =1 et

det B =1det A =det A,

(2) si T est obtenu de [ par Popération C; < aCj;, alors 'opération L; < al;
appliqué a I va aussi donner T, et donc dans ce cas detT = adet [ = «
et

det B = avdet A. O

Corollaire. Pour tout matrice carrée A, det*A = det A.

Voici un résumé des propriétés algébriques les plus importantes du détermi-
nant. Toutes les matricés sont supposées d’étre carrées d’'une méme taille.

(1
det AB = (det A)(det B).

(2)
A est inversible < det A # 0.

(3) Si A est inversible, alors

1
det A7t = .
¢ det A
(4)
dettA = det A.

(5) Si deux matrices A et B coincident sauf dans leurs lignes numéro i, et
la ligne numéro ¢ de B est la ligne numéro i de A multipliée par @ € R,
alors

det B = avdet A.
Par exemple :
1 3
2 4

:2‘1 3'_

1 2

De méme pour les colonnes.
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(6) Si trois matrices A, B, C coincident sauf dans leurs lignes numéro i, et
la ligne numéro ¢ de C' est la somme des lignes numéro ¢ de A et de B,
alors

det C = det A + det B.
Par exemple :
12 |10, |02
N 3 4

3 4 3 4

De méme pour les colonnes. Voici une indication pour une démonstration
de cette propriété : traiter séparément le cas ou la famille des lignes sans
la ligne numéro ¢ est liée. Dans ce cas, les trois déterminants sont nuls.
Dans le cas contraire (si la famille des lignes sans la ligne numéro 14
est libre), la ligne numéro i d’une des deux matrices A ou B est une
combinaison linéaire des lignes de 'autre.

Formules pour petites dimensions
(1) Pour une matrice 1 x 1 :
|(a)] = a.

(2) Pour une matrice 2 x 2 :

(3) Pour une matrice 3 x 3 :

d e

h i g h

a b ¢
d e fl=a :
g h 1 gt

_b‘d f

+c‘

=aei+ bfg+ cdh — afh — bdi — ceg.

V1.4.2. Comatrice

Définition. Soit A une matrice carrée. Le cofacteur de A d’indice (3, j), noté
Cof; ; A, est (—1)" fois le déterminant de la sous-matrice de A obtenue en
supprimant la ligne i et la colonne j. La comatrice de A, notée com A, est la
matrice des cofacteurs de A :

Cofi7 A -+ Cofy,, A

com A = : . : .
Cof,1 A -+ Cof,, A
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Théoréme. Soit A € R™ ™. Alors pour tout k € {1,...,n},

Z[A]k,i Cofj; A = det A,
i=1
et aussi

n

Z[A]i,k Cof; 1, A = det A.

i=1

Ce théoreme permet de développer un déterminant suivant une ligne ou
sutvant une colonne.

Corollaire. Pour toute A € R™*",
Atcom A = (*com A)A = (det A)I.
D’ou,

1 tcom A

T detA

Parfois la matrice *com A est appelée matrice complémentaire de A.

VI1.4.3. Déterminant d’une famille de vecteurs

SiV = (v1,...,v,) est une famille de vecteurs dans un espace vectoriel F,
on définit les opérations suivantes applicables a V :

remplacer I’élément v; en position ¢ par v; 4+ v,
remplacer v; en position 7 par awv;,

3 E1<—>EJ,Z7EJ
remplacer v; en position ¢ par v;, et v; en position j par v;.

En fait, I'opération E; <> E;, i # j, est la composition des opérations
suivantes :

1) EZ < El + Ej,

46
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(2) E]‘ — Ej — Ei7
(3) EZ — EZ + Ej,
(4) Ej < —Ej.

Théoréme. Soient E un espace vectoriel de dimension n < oo et B une
base de E. Alors il existe une unique fonction detg: E™ — R qui satisfait les
propriétés suivantes :

(1) siune familletd = (uq, ..., u,) est obtenue d’une famille V = (vy, ..., v,)
dans E par une opération E; <— E; + oEj, i # j, alors

detgld = detg V,

(2) silU est obtenue de V € E™ par une opération E; < aE;, alors

detgU = adetg V,

3
detB B=1.

Ce théoréme est admis dans ce cours.

Définition. Si B est une base d'un espace vectoriel E de dimension n et
(v1,...,v,) est une famille de n vecteurs dans E, alors det(vy, . . ., v,) s’appelle
le déterminant de la famille (vy, ..., v,) relativement & la base B.

Observation : si un vecteur de la famille est nul, alors le déterminant est
zéro (a cause de la condition (2)).

Proposition. Si U est obtenue de V € E™ par une opération E; <+ E;, 1 # 7,
alors

detgld = — detg V.

Théoréme. Soient E un espace vectoriel de dimension n < oo, B une base de
E, et (v1,...,v,) une famille de n vecteurs dans E. Alors

(v1,...,0,) est liée < detg(vy,...,v,) =0.

Théoréme. Soient E un espace vectoriel de dimension n, A et B deux bases
de E, et F = (v1,...,v,) une famille dans E. Alors

(det4 B) (detg A) =1 et (detsB)(detgF) = dety F.
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VI1.4.4. Déterminant d’un endomorphisme linéaire

Proposition. Si h: E — E est un endomorphisme d’un espace vectoriel E de
dimension n < oo, et A = (e1,...,e,) et B=(f1,..., fa) sont deuz bases de
E, alors

det(el,...,en)(h(el)v cee h(en)) = det(fl,...,fn)(h<f1>> ceey h(fn)>

Définition. Le déterminant d’'un endomorphisme h: F — E d’un espace vec-
toriel E de dimension n < oo, noté det h, est défini par I’équation

det h = det(c,,. .\ (h(e1), ..., h(en)),
ou (eq,...,e,) est une base de FE.

Proposition. Si h: E — FE est un endomorphisme d’un espace vectoriel E de
dimension finie et B est une base de E, alors

det h = det[h]s.

VI1.4.5. Sens géométrique du déterminant

Si B est une base d’un espace vectoriel réel E& de dimension n < oo, et F
est une famille de n vecteurs dans F, alors

(1) le volume (n-dimensionnel) du parallélépipéde porté par la famille F est
|detss F| fois le volume du parallélépipede porté par la famille B,

(2) si F est une base, alors detg F > 0 si et seulement si F et B ont la méme
orientation.

Pour un endomorphisme d’un espace vectoriel réel de dimension finie, la
valeur absolue du déterminant représente le changement de volume, et le signe
du déterminant représente le changement d’orientation. Plus précisément, si
h: E — E est un endomorphisme d’'un espace vectoriel F, alors

(1) h multiplie le volume par |det A/,
(2) sideth > 0, alors h préserve l'orientation, et si det h < 0, alors h inverse
Porientation.
Volume dans un espace vectoriel réel

Pour toute base B d’un espace vectoriel réel E de dimension n, il existe
une unique fagon « naturelle » de définir le volume de tout parallélépipede n-
dimensionnel dans F de facon que le volume du parallélépipede « porté » par
les vecteurs de B soit 1.
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Orientations de bases d’un espace vectoriel réel

Définition. Deux bases (ey,...,e,) et (f1,..., fn) d'un espace vectoriel réel
sont dites avoir la méme orientation si (eq, ..., e,) peut étre transformée conti-
niment en (fi, ..., f,) de telle fagon, qu’en tout moment de sa transformation,

la famille reste une base.

Théoréme. Tout espace vectoriel réel de dimension finie admet exactement
deuz orientations différentes. (Elle sont dites opposées l'une de 'autre).

VI.5. Valeurs et vecteurs propres, spectre

Définition. Un vecteur propre réel de A € R™ ™ est un v € R™ non nul tel
qu’il existe o € R tel que

Av = aw.

Une valeur propre réelle de A € R™*™ est une valeur a € R telle qu’il existe
un v € R™ non nul tel que

Av = aw.
On peut également définir les vecteurs et valeurs propres complexes.

Définition. Le spectre réel de A € R™" noté or(A) ou Spr(A), est 'en-
semble de tous les a € R tels que la matrice A — «f n’est pas inversible :
or(A) © {a € R| A— ol nest pas inversible }.

Le spectre complexe de A € C™™ noté oc(A) ou Spe(A), est 'ensemble de
tous les a € C tels que la matrice A — o n’est pas inversible :

oc(4) © {a € C| A—al nest pas inversible }.
Le spectre complexe sera aussi appelé spectre tout court et noté o ou Sp.

Exemples.

o(l)={1}, o(A)={\}, o = {1,2,3}.

o O =
o N O
w o O
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Proposition. Le spectre d’une matrice carrée coincide avec ’ensemble de ses
valeurs propres. A la condition qu’on parle soit du spectre réel et valeurs propres
réelles, soit du spectre complexe et valeurs propres complexes.

Démonstration. Une valeur a € R est dans le spectre de A € R™" & A —al

n’est pas inversible < rk(A — al) < n < 1'équation (A — af)v = 0 admet une

solution non nulle dans R"™ < il existe v € R"™ non nul tel que Av = awv.
Pareil pour C. |

VI.6. Polyndme caractéristique

Pour chercher le spectre d’'une matrice, on peut utiliser la propriété que une
matrice carrée n’est pas inversible si et seulement si son déterminant est nul,
d’ou

or(A) ={aeR|det(A—al)=0},
0(A)={aecC|det(A—al)=0}.

Définition. Le polyndme caractéristique d'une matrice A € R™ ", noté x4,
est défini par 1’équation :

xa(a) = det(A —al) pour tout nombre .
Observations :
(1) xa(0) = det A,
(2) degxa =n,
(3) le terme dominant (le terme du plus haut degré) de x4(X) est (—1)"X",
(4) Xta = X4

Remarque. On peut aussi définir le polynéme caractéristique d’un endomor-
phisme d’un espace vectoriel de dimension finie.

Proposition. Le spectre (complexe) d’une matrice carrée A est l’ensemble des
racines (complezes) de xa.

Définition. Si « est une valeur propre de A € R™ ", alors la multiplicité de
a comme racine de x4 s’appelle la multiplicité algébrique de o comme valeur
propre de A.
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Exemple. Soit

A:[; Z]

Alors

xa(A) =det(A—AI) =

'1” 2 'z(l—)\)(4—)\)—2-3

34—
= —2 -5\ + A%

Pour trouver le spectre de A, il faut résoudre 1’équation
—2 -5\ + A\ =0.

On trouve ainsi :

o(A) = {5:?/:%}

Par ailleurs, on peut vérifier que —21 — 5A + A? est la matrice nulle.

Remarque. Un théoréme remarquable (appelé théoréme de Cayley-Hamilton)
affirme que pour toute matrice carrée A, ya(A) est la matrice nulle. Ainsi,
dans un certain sens, toute matrice carrée est une racine de son polyndéme
caractéristique.

VI.7. Trace

Définition. La trace d'une matrice carrée A, notée tr A, est la somme des
élément sur la diagonale de A :

@11 QAi2 -+ Qip
a1 Aa22 A2.n | qéf

tr| . ) .| = et aget+ s+ app.
Ap1 QAp2 - Qpnp

Voici trois simples observations.

(1) L’application A — tr A, R™"™ — R, est linéaire :

tr(eA+ BB) = atr A+ ftr B.
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(2) Si I € R™™ est la matrice identité, alors

trI = n.

(3) Pour toute matrice carrée A,
tr A =trtA.
Théoréme. Si A est une matrice m X n et B est une matrice n X m, alors

tr AB = tr BA.

Corollaire. Si A et P sont deuxr matrices carrées de méme taille et P est
inwversible, alors

tr PAP™' = tr A.
Démonstration.
tr PAP™' = tr P"'PA = tr A. O

Théoréme. La fonction trace R™™ — R est complétement déterminée par
les trois propriétés suivantes :

(1) elle est linéaire,
(2) la trace de AB est égale d la trace de BA pour toutes A, B € R™",
(3) la trace de la matrice identité I € R™™ est n.

La caractérisation de la trace par ces trois propriétés peut étre utilisée
comme la définition de la trace. Elle peut aussi servir a définir la trace des
endomorphismes d’un espace vectoriel réel (ou complexe, etc.) de dimension
finie : la trace sur ’ensemble End(F) des endomorphismes d’un espace vectoriel
E est la fonction tr: End(E) — R telle que

(1) tr est linéaire,
(2) tr(fog)=tr(go f) pour tous f,g € End(E),

(3) tridg =dim E.
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Ainsi que le déterminant, la trace d’'une matrice (ou d’un endomorphisme)
apparait dans son polynéme caractéristique : si A est une matrice n x n, alors
le coefficient du terme de degré n — 1 de son polynéme caractéristique est
(—1)"tr A. Le polynome caractéristique de A donc s’écrit comme

Xa(X) =det A+ 4 (=1)" (tr X" 4 (—=1)" X",

Remarque. Si on définit I’ ezponentielle d’'une matrice carrée par la formule
def 1o
expA = Z HA
k=0

(ou A° L1 est la matrice identité), alors on peut montrer que
detexp A =exptr A (=e"4).

Les exponentielles de matrices carrées sont utilisées, entre autre, pour écrire les
solutions de systemes d’équations différentielles linéaires a coefficients constants.

VI1.8. Diagonalisation et triangularisation
Définition. Diagonaliser une matrice carrée A veut dire trouver une matrice
diagonale D et une matrice inversible P telles que

A=PDP.

Triangulariser une matrice carrée A veut dire trouver une matrice triangulaire
T (supérieure ou inférieure) et une matrice inversible P telles que

A= PTP.

Proposition. Soient A, P, D € R™", P inversible et D diagonale avec A1, ..., A,

sur la diagonale :

M O - 0
0 X 0
D=1. , .
0 0 - \,

Soient v1,...,v, € R" les colonnes de P dans leur ordre. Alors A = PDP™!
si et seulement si

Av; = N,  pour touti=1,...,n.

(on regarde vy, ..., v, comme des éléments de R™ et au méme temps comme
des matrices colonnes).
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Démonstration. Soit B la base canonique de R"™. Soit h: R™ — R I’endomor-
phisme de R™ tel que [h|g = A. Autrement dit, h est défini par la formule

h(z) = Az pour tout x € R"

(éléments de R™ sont traités comme des matrices colonnes ici).
Posons V = (vy,...,v,). Alors V est une base de R™ (car tkP = n) et
P = [id|py est la matrice de passage de B a V. Ainsi,

A=[hls = PhlyP~" et [h]y =P [h]zP = P~ AP.
D’oti, A = PDP™! si et seulement si [h]y = D. Or, [h]y = D si et seulement si
h(v;) = A\w;, pour tout i =1,...,n. H

Voici une autre fagon de démontrer cette proposition, qui ne mentionne pas
les applications linéaires.

Si A= PDP~! ou D est une matrice diagonale, alors AP = PD, d’ou il est
assez facile de voir que les colonnes de P sont des vecteurs propres de A, alors
que les éléments de la diagonale de D sont les valeurs propres associées.

Réciproquement, si

X1,
Av; = N, v = pour tout i =1,...,n,
Tni
ol
N O - 0
0 A 0 T11 0 Tin
D = 3 . et P — N .
0 0 . )\n Tn1 " Tnn
(P est donc la matrice de passage de la base canonique a la base (vy,...,v,)),
alors
)\1331,1 s )\nﬂfl,n
AP = : : =PD,
)\lxn,l e )\n-/bn,n
et donc
A=PDP!
54
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Corollaire. Une matrice A € R™" est diagonalisable par des matrices réelles
si et seulement si il existe une base de R"™ formée de vecteurs propres de A.

On va admettre sans démonstration le théoreme suivant, qui sera revu avec
plus de précisions (mais toujours sans démonstration) dans le chapitre sur les
espaces vectoriels euclidiens comme un théoréme spectral.

Théoréme. Toute matrice réelle symétrique est diagonalisable par des ma-

trices réelles.

Exemple. La matrice n’est pas diagonalisable, car ses vecteurs propres

01
00
n’engendrent pas R2.

Pour triangulariser une matrice A € R™", au lieu d'une base composée de

vecteurs propres de A, on cherche une base (vy,...,v,) de R" telle que :
A?Jl = )\1111,

Avy = tigvr + oo,

Avn = tl,nvl + t2,nvl + + )\nvru

avec \; € R et t;; € R. (Le vecteur vy est donc un vecteur propre de A.)

Soit P la matrice de passage de la base canonique a la base (vy,...,v,) (les
colonnes de P sont les vecteurs vy, ..., v, écrits en colonnes). Alors
AMotip o i
a—pl® M Prpa
0 0 - A

Théoréme. Une matrice réelle carrée A est triangularisable par des matrices
réelles si et seulement si toutes les racines de x4 sont réelles.

Théoréme (Théoreme de Jordan). Pour toute matrice carrée A € C™ ", il
existe P,'T' € C™" telles que

A= PTP!
et T est triangulaire supérieure et diagonale-par-block :

By 0
By

0 By,
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et chaque block B; € C**ki est de la forme

Ao 1 0

A1

B =J,0n) ¥ A
.. 1
0 A

Les matrices carres n x n réelles peuvent étre vues comme représentations
canoniques des endomorphismes de I'espace vectoriel R™ (car R™ posséde une
base canonique). On va définir maintenant la diagonalisation et la triangula-
risation des endomorphismes des espaces vectoriels quelconques de dimension
finie.

Définition. Diagonaliser un endomorphisme h d’un espace vectoriel F de
dimension finie veut dire trouver une base B de E telle que [h]g soit diagonale,
et calculer [h]g. Triangulariser h veut dire trouver une base B de F telle que
[h]s soit triangulaire, et calculer [h]s.
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VIl. Systemes d’équations différentielles
linéaires a coefficients constants!?™

Ce chapitre est consacré a une des « applications» de l'algébre linéaire :
la résolution des systemes d’équations différentielles linéaires a coefficients
constants.

VIl.1. Généralités

Parfois on va confondre une famille (fi, ..., f,) de n fonctions D — R avec
une seule fonction F': D — R" définie par :
fil®)
Fit)y=1 :+ |, teD.
(1)
On définit la dérivée d'une famille (f1, ..., f,) de n fonctions par :

(fl??fn)/(gf(f{?‘"7f7{]>

Pour une fonction F': D — R" ou

fit)
Fity=1 + |, teD,
fa(?)
on définit sa dérivée par la formule
()
Fi¥| |, teD.
fa®)

Proposition. Si¢ fi,..., f.: D — R sont des fonctions dérivables, et A €
R™ ™ alors

m\ fi
Al :
I f
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Remarque. Si F': D — R™ est une fonction a valeurs dans R" et A: D — R™*"
est une fonction a valeurs dans R™*™ (« une matrice variable »), alors on a la
régle de Leibniz :

(AF) = A'F + AF'.
Pareil pour le produit de matrices : si A: D — RP*9 et B: D — R?" alors

(ABY = A'B + AB'.

VIl.2. Résolution d’un systéme d’ordre 1 par
diagonalisation ou par triangularisation

On va étudier seulement le cas de systémes avec le méme nombre d’équations
que de fonctions inconnues.

Considérons un systeme d’équations différentielle linéaires d’ordre 1 a coef-
ficients constants :

zh(t) = aix(t) + + aiaza(t) + fill),
: tel. (9)

D) = amna(t) + o aura(t) 4 (D),

11 Qin i (t)
A= : S, F() = : , tel.
Qp1 **° QApn f’!l(t)

La matrice A s’appelle la matrice du systéme (5).
Alors résoudre (S) revient a la méme chose que résoudre I’équation différen-
tielle « vectorielle »

X'(t)=AX{t)+ F(t), tel, (E)
ou X est une fonction inconnue I — R™, parce que on peut poser

z1(t)
Xt)y=1 :+ |, tel.
xn(t)
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Le systeme (S) est d’habitude facile a résoudre si la matrice A est diagonale,
car dans ce case les n équations sont toutes indépendantes les unes des autres,
donc il suffit de les résoudre indépendamment.

Si la matrice A n’est pas diagonale mais est triangulaire, on peut résoudre
le systeme en résolvant les équations une par une, en utilisant & chaque étape
les solutions des équations résolues précédemment.

Si la matrice A n’est pas diagonale mais est diagonalisable, on peut obtenir
un systeme dont la matrice est diagonale par un « changement des variables ».

Supposons A = PDP~! ott D est diagonale. Alors I'équation (E) s’écrit

X' =PDP'X +F.
Faisons le « changement des variables »
X(t) = PY(t), Y(t)=P'X(t).
Posons en plus, pour simplifier ’écriture,
F(t) = PG(t), G(t)=P'F().
Alors

X'=PDP'X+F
&  PY'=PDP'PY + PG
< Y =DY +G.

On peut maintenant trouver Y et ensuite X.

Sila matrice A dans (S) n’est pas diagonalisable mais est triangularisable, on
peut obtenir un systéme dont la matrice est triangulaire par un « changement
des variables » comme dans le cas avec une matrice diagonalisable.

Remarque. Si F' est nulle, alors la solution de (E) avec la condition initiale
X (0) = X, s’écrit comme

X(t) = exp(tA)Xo.

Exemple. Résoudre le systeme d’équations différentielles :

vy = —6y + 6ys — t,
vy = 21 — 2ys — 3ys + t, (S)
Y3 = —2u + s
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Posons
6 0 6 —t y1(t)
A= 2 =2 3|, F@)=| t|, Y@)=|w®)].
2 0 1 0 y3(t)

Alors le systeme (5) est équivalent a
Y' =AY + F.
Voici le polynéme caractéristique de A :
xa(A) = =12 = 16A = 727 = N = —(A + 2)*(A + 3).

Comme un vecteur propre pour la valeur propre —3, on peut prendre (2, —1,1).
Pour la valeur propre —2, on peut prendre 2 vecteurs propres linéairement
indépendants : (3,0,2) et (0,1,0). Les trois vecteurs choisis sont linéairement
indépendants, donc

-1

3 0 2)(-2 0 0)(3 O
A=10 1 -1 0 -2 o[fo 1 -1
2 0 1 0 0 =3||2 0 1
Posons
—2 0 O 30 2
D = 0 -2 oy, P=1(0 1 —-1].
0 0 -3 20 1

Alors A= PDP~!. Ainsi le systéeme (S) est équivalent a
Y'=PDP'Y+F & (P'Y)=DP'Y+P'F
Posons
X(t)=P'Y(t), G)=P'F(@).
Alors le systeme (5) est équivalent a
X'=DX +G.

On calcule P~! et 'on trouve :

-10 2
rP1l=| 2 1 -3l
2 0 -3
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Ainsi, le systéme (S) pour Y est équivalent au systéme suivant pour X :

ry = —2r1 + ¢t
xh = —2x9 —
xh = —3x3 — 2t

La solution générale pour zy, xs, x3 :

t 1
ZIIl(t> = 5 — Z + Cle_zt,
t 1 N
l’g(t) = —5 -+ Z + Cge_%, ou 01, CQ, Cs; € R.
2t 2
$3(t) = —g + § + 036_3t,

En utilisant le changement des variables
Y(t) = PX(0),

on trouve la solution générale pour yy,y2,y3 :

t 11

Y1 (t) = 6 — % + 3016_2t + 2036_3t,
t 1 N

yz(t) = é + % + 0267% — 03673t7 ou 01, 027 C3 € R.
t 5 —2t —3t

yd(t) = g - E + 2016 + 036 ,

Y

VIL.3. Transformation d’une équation d’ordre n a
une inconnue en un systeme d’ordre 1 a n
inconnues

Considérons une équation différentielle linéaire d’ordre n a coefficients constants :

2 () 4 a2V () + -+ a2’ (t) + agz(t) = f(t), tel. (E)
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Pour résoudre cette équation, on peut poser

Yo = T,
n = I'/,
Yn—1 = I(nil) )

et résoudre le systeme :

y(/) = Y1,
yi = Y2

: (5)
Ypo1 = —QoYo — G1Y1 — " — Qp_1Yn—1 + f.

Cependant, cette méthode n’est pas la plus directe.
Soit A la matrice du systeme (5) :

0 1 0 0

0 0 1 0
A= z

0 0 0 1

—0ap—1

Pour diagonaliser ou triangulariser A, il faudrait d’abord calculer son polynéme
caractéristique x4 et trouver ses racines. Il se trouve que

xa(A) = (=D"(ap + a1 A+ -+ A AL 4 A",

ce qui ressemble beaucoup au polyndme caractéristique de 'équation (F) défini
dans un cours d’analyse ou dans un cours d’équations différentielles :

PA) = A"+ ap A" - ag )+ ag.
En fait,
Xa(A) = (=1)"P(X).

(D’ailleurs, la matrice A s’appelle parfois la matrice compagnon du poly-
néme P.)
L’équation (F) s’écrit autrement comme

dn dn—l d
(dtn + an,lw + -+ alﬁ + Cl()> x(t) = f(t),
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63 VII.3. Transformation d’une équation en un systéme

ou, en utilisant le polynéme P, comme

P (i) (t) = f(t).

Supposons qu’on a trouvé toutes les racines Aj,..., A, de x4 et de P et a
factorisé ces deux polynoémes :

XA()‘) = ()‘1 _A)"'()‘n_)‘>a P()‘) = ()‘_Al)"'()‘_)‘n)-

En utilisant cette factorisation de P, on peut réécrire I’équation (£) comme

(62 (=)=

Posons
W) = o)
w0 = (GN)w® = 0 - ),
p) = (S-2)n = w0l

@) = (=2t ) = sl = a0,

Alors on obtient le systéme suivant :

(Gi-2)w0 = we

Yo = Mot

d & o

% - )\n—l yn—2<t) = yn—l(t> Yp—2 = )\nflyn72 + Yn—1
y;L—l = )‘nyn—l + f

G M) = 0

On peut le résoudre en trouvant d’abord y,_1, ensuite y,_o, et ainsi de suite
jusqu’a yo = x.

Par ailleurs, si f est nulle, alors il y a une formule assez simple pour la
solution générale de (F) en fonction des racines de P (avec des exponentielles
et des polynomes).
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IX. # Applications bilinéaires
symétriques a valeurs réelle

g[1h]
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X. Espaces vectoriels euclidiens 3"

X.1. Produit scalaire

En géométrie euclidienne classique, on définit le produit scalaire de deux
vecteurs u et v comme le nombre

[l o] cos 6,

ou ||u]| est la longueur de u, ||v|| est la longueur de v, et 0 est angle entre u et
v. Or, dans les espaces vectoriels « purs », on n’a pas des notions de longueurs
ni d’angles. En fait, en algebre linéaire on définit les longueurs et les angles a
partir du produit scalaire, qui est défini par des axiomes.

Définition. Soit £ un espace vectoriel réel. Un produit scalaire dans E est
n’importe quelle application £ x E — R qui a chaque couple d’éléments
x,y € E associe un nombre réel, appelé leur produit scalaire et noté (z, y), de
telle fagon, que les propriétés suivantes (axiomes) soient satisfaites :

(1) pour tous z,y,z2 € F et a, 5 € R,

(z, ay + b2) = a{z, y) + B (7, 2),

(o + By, z) = a(z, 2) + By, 2)
(on dit que (-, -) est bilinéaire)

(2) pour tous z,y € E,
{y, ) = (2, 9)
(on dit que (-, -) est symétrique),
(3) pour tout x € E,
40 = (z,2)>0

(on dit que (-, -) est défini positif).
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67 X.2. Quelques identités remarquables

Exemples. (1) Le produit scalaire canonique dans R™ est défini comme suit :
siz,y e R", v = (x1,...,2,) et ¥y = (y1,-..,Yn), alors

(@, y) = ayi =21y + Tagp + - + Taln

i=1

(2) Soit E = C([0,1]) 'espace des fonctions continues [0,1] — R. Pour
f,g € E, on peut définir leur produit scalaire par la formule :

(f, 9) = /tzof(t)g(t) dt .

Définition. Soit F un espace vectoriel réel muni d'un produit scalaire. La
norme, ou la longueur, d’'un vecteur x € E, notée ||z||, est définie par :

dsf
= = v/, 2).

L’angle entre deux vecteurs non nuls z,y € E est 'unique nombre réel 6 tel
que

(z, y)
=] {1yl

Définition. On dit que deux vecteurs u et v sont orthogonaux, et on écrit
w L v, sl (u, v) = 0. On dit que deux ensembles de vecteurs A et B sont
orthogonauz, et on écrit A 1 B, si pour tousa € Aetbe B, a L b.

cosf = et 0<O <.

Définition. Un espace vectoriel euclidien' est un espace vectoriel réel, d’ha-
bitude de dimension finie, muni d’un produit scalaire.

X.2. Quelques identités remarquables

Les identités suivantes se vérifient de fagon directe, en utilisant la définition
de la norme et les axiomes du produit scalaire.
La regle du parallélogramme :

lz +yl* + llz =yl = 21l2)* + 2 ly]I*-

L’identité de polarisation réelle® :

eyl — e —yl?

(z, y) 1

L Un espace euclidien est un espace affine.
2 Beaucoup plus intéressante est 1'identité de polarisation pour le produit scalaire complexe

67

X. Espaces vectoriels euclidiens 68

X.3. Deux inégalités classiques
Dans cette section, E est un espace vectoriel réel muni d’un produit scalaire.
Lemme (Théoréme de Pythagore). Si z,y € FE et x 1 y, alors
e+ ylI* = [l=]I” + lyll*
Démonstration.
lz+yl* = (@ +y, 2 +y) = (2, 2) + {x, y) + (y, =) + (v, v)
2 2
= [zl + [yl
car (z, y) = (y, ) = 0. O
Théoréme (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Si z,y € E, alors
[z, )] <l lyll-

En plus, U'égalité a lieu si et seulement si les vecteurs x et y sont linéairement
dépendants.

Démonstration. Si z =0, alors |(z, y)| = 0 = ||z ||y]|-
Supposons x # 0. Alors (z, ) > 0. Posons

~{z, )
Uy = <$’ x)

x et Y=y —uy.

(Ici yy est le projeté orthogonal de y sur Vect(x).)
On vérifie que (z, y1) = (z, y) :

e = (5 {200} = S0 o) = (o),

(x, x) (x, x)

dans les espaces complexes (en particulier, dans les espaces de Hilbert) :

2 . .2 2 . .2
_ Nz +yl”+ ez —ayll” = flz —yll” — iz +dy|

La définition du produit scalaire complexe est assez similaire a celle du produit scalaire réel.
Une particularité du produit scalaire complexe est la propriété suivante, qui remplace en
partie la bilinéarité du produit scalaire réel :

(ax, By) = ap(z,y) poura,BeC

(@ est le conjugué complexe de «).
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69 X.3. Deux inégalités classiques

D’ou

<£L', y2> = <fL', y> - <fL', y1> =0 et <y1> y2> = <
Donc, par le théoreme de Pythagore,

2 2 2

Y117 = Ny 1™+ Nll™

En particulier, ||y|| > ||v1]], et 'égalité a lieu si et seulement si y = y;.
Ainsi,

(z, y)

(z, z)

L’égalité a lieu si et seulement si y = y, c’est-a-dire, si et seulement si = et y
sont linéairement dépendants (cela reste pour le lecteur a vérifier). O

=l lyll = [l 1y ]l = (=, )] -

Exemples. (1) Sizy,...,%n,91,...,Y, € R, alors

jagn 4 Tl < bRy 2,

(2) Si f et g sont deux fonctions continues [0, 1] — R, alors

D < W ”tW Y,

et 'égalité a lieu si et seulement si une des fonctions est un multiple de
lautre.

Théoréme (Inégalité triangulaire). Si z,y € E, alors
2+ yll < [lzfl + [yl -

Démonstration. D’apres I'inégalité de Cauchy—Schwarz,

(@, y) <[z, y)l <l Nyl -

Donc,
lz +yl* = (& +y, 2 +y) = (2, @) + (2, y) + {y, 2) + (g, v)
2 2
= [l=lI” + 2 (z, y) + [y
2 2
< lell® + 2zl lyll + lyll” = A=l + [lylh?*.
Diou, |lz +y| < llzll + [yl O
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X.4. L’orthogonal d’une partie

Dans cette section, E est un espace vectoriel réel muni d’un produit scalaire.
Définition. Si A C E, 'orthogonal de A, noté AL, est
APy e Bz LAY ={2cE|WeA =Ly}
Si u € E, 'orthogonal de u, noté u*, est
Wz eE | r Lu)={u}".
Observations :
(1) E+={0},
(2) {0}t =
(3) At 1 A pour tout A C E,
(4) AcC (AY)* pour tout A C E,
(5) At est un sous-espace vectoriel de E pour tout A C E,
(6) Vect(A) C (A+)* pour tout A C E.

Exemple. Soit u = (1,2,3) dans R® muni du produit scalaire canonique.
Alors

ut ={(r,y,2) eR* |z +2y+32=0}.
Proposition. Si A C B C E, alors B+ C A*.
Corollaire. Pour tout A C E, ((At)4)+ = A+

Démonstration. D'un coté, A C A+, et donc (A1) € AL, De lautre coté,
AL C (AL 0

Proposition. Si A et B sont deuz parties de E, alors
(1) A*NBt=(AuB)t = (A+ B)*,
(2) AtuBtc(AnB)*L

Théoréme. Si F est un sous-espace vectoriel de E et dim F' < co, alors

70



71 X.5. Familles orthogonales et familles orthonormées

(1) E=F@F*+,
(2) (FHt=F.

Corollaire. 5i dim E = n < oo, alors il existe n sous-espaces vectoriel Vi,
ey Vi de E tels que :

(D E=Vig--aV,,
(2) dimV; =1 pour tout 1,

(3) Vi LV sii#j.

X.5. Familles orthogonales et familles
orthonormées

Dans cette section, F est un espace vectoriel réel muni d’un produit scalaire.

Définition. Une famille (eq, ..., e,) est dite orthogonale si et seulement si
(€i, €5) =0 pour tous 7,7 € {1,...,n} tels que i # j.
Définition. Une famille (eq,...,e,) est dite orthonormée ou orthonormale si
et seulement si pour tous ¢,5 € {1,...,n},
0 siij,
<ei7 e_/> = .. .
1 sii=j.

Exemple. La base canonique de R" est orthonormée par rapport au produit
scalaire canonique.

Proposition. Toute famille orthonormée est libre.

Démonstration. Soient (eq,. .., e,) une famille orthonormée et o, ..., a, € R.
Supposons que aze; + - - - + aye, = 0. Alors

0=llarer + -+ anen||* = (ier + - + anen, arer + -+ + aney)

=af 4 +an,
et donca; =---=aq, =0. O

Théoréme. Si dim E < oo, alors E admet un base orthonormée.
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Démonstration. Soient Vi, ..., V,, des sous-espaces vectoriels de E tels que :
W E=Vid---dV,,
(2) dimV; =1 pour tout 1,
@) ViLVysii#j

(voir la section X.4). Pour tout ¢ de 1 a n, soit v; € V; tel que ||v;|| = 1. Alors
(v1,...,v,) est une base orthonormée de FE. O

X.6. % Matrice de Gram

Dans cette section, E est un espace vectoriel réel muni d’un produit scalaire.

Définition. Soit F = (21,...,x,) une famille de vecteurs dans E. La matrice
de Gram de F est la matrice

(x1, 1) - (@1, @)

<$n7 SL‘1> <xnv xn>

En particulier, la matrice de Gram d’une famille est la matrice identité si et
seulement si la famille est orthonormée.

Théoréme. Soit G la matrice de Gram d’une famille finie F = (z1,...,%,)
de vecteurs dans E. Alors

(1) detG >0,
(2) detG > 0 si et seulement si F est libre.

[...]

X.7. Projeté orthogonal d’un vecteur
Dans cette section, E est un espace vectoriel réel muni d’un produit scalaire.

Lemme. Soient F' un sous-espace de E, x € E etyy,ys € F tels quex—y, L F
et x —yy L F. Alors y1 = .
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73 X.7. Projeté orthogonal d’un vecteur

Démonstration. Comme l’ensemble des vecteurs de £ orthogonaux a F' forme
un sous-espace vectoriel de £ (noté « F-»), on a :

m—ye=(@—1)—(x—y) L F
En particulier,
y1— Y2 L yr — ye,

c’est-a-dire,

(Y1 — y2, y1 —y2) = 0.
Dou, y1 —ya = 0 et donc Y1 = Yo. OJ

Définition. Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Le projeté orthogonal de
x € E sur F est I'unique élément y € F' tel que x —y L F.

Remarque. Dans cette définition, il est entendu qu’un élément y € F tel que
xr—y L F existe. Dans des espaces de dimension infinie, cela n’est pas toujours
le cas, et il peut arriver qu’il n’y a pas de projeté orthogonal de z sur F.

Exercice. Soit = € E.
(1) Donner une simple formule pour le projeté de = sur E.
(2) Donner une simple formule pour le projeté de x sur {6}

Proposition. Soient F' un sous-espace vectoriel de E et x un vecteur dans E.
Le projeté orthogonal de x sur F existe si et seulement si x € F @ F*.

En particulier, si dim F' < oo, alors E = F' @ F*, et donc, pour tout z € E,
le projeté orthogonal de z sur F existe bien.

Notation. Soient F' un sous-espace vectoriel de E et € E. On va noter
« projp x » le projeté orthogonal de x sur F' (sl existe). Si F' = Vect(u), alors
au lieu de « projp » OU « Projyeeq(y) » ON pourra écrire « proj, ».

Exemple. Soient u un vecteur non nul et x un vecteur quelconque dans F.
Alors le projeté orthogonal de x sur Vect(u) est donné par la formule :

proj, x = {u, x>u = i, o
(u, u) [ | [ |

Proposition. Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Alors :

73

X. Espaces vectoriels euclidiens 74
(1) six,y € E et qu’il existe les projetés orthogonaux de x et de y sur F|,
alors il existe le projeté orthogonal de x +y sur F', et
projp(z +y) = projp « + projp y,
(2) il existe le projeté orthogonal de 0 sur F, et

projp0 = 6,

(3) sia € R, x € FE et qu’il existe le projeté orthogonal de x sur F, alors il
existe le projeté orthogonal de ax sur F', et

projg(az) = aprojp .

Théoréme. Soient Fy et F deux sous-espaces vectoriels de E orthogonaux
Pun a Uautre (Fy L Fy), x un vecteur dans E, et y; le projeté orthogonal de x
sur F; pour i = 1,2. Alors iy, + y2 est le projeté orthogonal de x sur Fy & Fs.
En particulier, si x € Iy @ Fy, alors y; + y2 = x.

X.8. Orthonormalisation de Gram-Schmidt

Dans cette section, E est un espace vectoriel réel muni d’un produit scalaire.

Théoréme (Orthonormalisation de Gram-Schmidt). Soit (vy,...,v,) une fa-
mille libre dans E. Alors il existe une unique famille orthonormée (eq,. .., e,)
telle que :

(1) pour tout k € {1,...,n},

Vect(ey, ..., ex) = Vect(vy, ..., vx),

(2) pour tout k € {1,...,n},

<€k, Uk> > 0.

Esquisse d’une demonstration. Posons
Fr = Vect(vy, ..., vp) pour k € {0,...,n}.
Ainsi :
Fy = {0},

Fy = Vect(vy), e F, = Vect(vy,...,v,).
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75 X.8. Orthonormalisation de Gram-Schmidt

Notons que dim F), = k pour tout k € {0,...,n}.
Pour tout k € {1,...,n}, soit Uy le complément orthogonal de Fy_; dans
Fy, c’est-a-dire, Uy, est le sous-espace de Fj, tel que :

Ug L Fr1 et Up® Fr_q = F.
Alors :
(1) dim U; = 1 pour tout %,
(2) Uy LU;sii# 7,
(3
Uy = I,

UolUy=F, ..  U® -oU,=F,.

On peut montrer par récurrence qu’'une famille orthonormée (eq,...,e,)
satisfait a la premiere condition donnée dans le théoréme si et seulement si

er € Uy pour tout k € {1,...,n}.

Chaque espace Uy contient exactement deux vecteurs de norme 1, qui sont
opposés I'un de 'autre. La deuxiéme condition donnée dans le théoréme exclue
au moins un des deux choix et ainsi assure I'unicité de ey,.

Il ne reste qu’a vérifier qu'un des deux vecteurs unitaires de U convient
pour le role de ey, c’est a dire, que vy, n’est pas orthogonal a Uy. Or, ’ensemble
de vecteurs de Fj orthogonaux a Uy, est Fi_1, alors que vy € Fj, \ Fj_;. Donc,
v, n’est pas orthogonal a Uy,. |

Supposons qu’'une famille libre (vy,...,v,) dans E est donnée, et qu'on

cherche a « calculer » la famille orthonormée (ey, ..., e,) comme dans 1’énon-
cé du théoreme. Voici un algorithme de calcul de (eq,...,e,) a partir de
(v1,...,v,), dit Valgorithme de Gram-Schmidt.

Posons

Fy = Vect(vy, ..., vp) pour k € {0,...,n},

comme dans l'esquisse d'une démonstration du théoreme.

Posons
up = ProjpL vy =i,
Uy = ProjpL Us,
Up = ProjpL Un.
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La famille (uy, . .., u,) est orthogonale (mais pas nécessairement orthonormale)

et possede la propriété que, pout tout k € {0,...,n},
Vect(U1, e ,Uk) = Vect(v17 . 7’Uk) — Fk‘

On peut dire que la famille (uy,...,u,) est obtenue en orthogonalisant la fa-
mille (vy,...,v,).

Pour des applications pratique, on a besoin de formules plus explicites pour
uy,...,U,, données en termes des opérations « basiques». Pour en trouver,
observons que

projul z + et projuk T+ prOjF]j_ r =2,
et donc
proijL Tr=1x— proju1 T— e — projuk z,

pour tout k € {0,...,n} et pour tout = € E.

Ainsi :
u, = v,
Uy = Uy — Proj, v Z’U—MU
2 2 uy V2 2" T, w)
(%)
n—1 . n—1 <Ui, Un>
Up = Un_zpro.]uivn = Up— ﬁ i
i=1 i1 Uiy Ui
La famille (ey, ..., e,) est obtenue de (uq,...,u,) par la normalisation :
U
e, =——, kedl,...,n}
u £ € e

La version de ’algorithme de Gram-Schmidt présentée ci-dessus est parfois
dite la version classique. Lorsque cette version de 'algorithme est réalisé sur
un ordinateur en utilisant ’arithmétique binaire arrondie (par exemple, le type
float des langages C ou Python), des erreurs d’arrondi ont une tendance de
s’accumuler pendant 1'étape de l'orthogonalisation (x). Pour modérer cette
accumulation des erreurs d’arrondi, on peut modifier la version classique en
effectuant ’orthogonalisation par les formules suivantes :

uy = vy,
Uz = Proj,. Vs,
us = proj,y (proj,s vs), (%)

U, proju#71 < o (prO‘]HQL (pI‘OJulL Un)) t )a
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77 X.8. Orthonormalisation de Gram-Schmidt

ou chaque expression de la forme « proj,. y » peut étre évaluée selon la formule :

(@ y)

projxi- Yy=vy-— projz Yy=vY-— <.T .Z'>

7

Xl. % Applications linéaires entre
espaces vectoriels euclidiens'

XI1.1. # Vecteurs singuliers et valeurs singuliéres
d’une application linéaire

Dans cette section, E et F' sont deux espaces vectoriels euclidiens de dimen-
sions finies.

Définition. Soit v € E un vecteur unitaire (||v|| = 1). Posons V' = Vect(v).
Le vecteur v est dit un wvecteur singulier a droite pour une application linéaire
h: E — F si et seulement si il existe un sous-espace vectoriel U dans F' tel
que :

R(V)CcU et h(V:)cU-

Définition. Soit u € F un vecteur unitaire (||u|] = 1). Posons U = Vect(u).
Le vecteur w est dit un vecteur singulier a gauche pour une application linéaire
h: E — F si et seulement si il existe un sous-espace vectoriel V' dans E tel
que :

R(V)CU et h(VY)cU-

Observons que, lorsque h: E — F est une application linéaire, V' est un
sous-espace vectoriel de E et U est un sous-espace vectoriel de F', on a les
équivalence :

h(V)CcU << U-Lh(V) et
R(VE) cUH < U LhV?h).

Remarque. Dans certains contextes ou les vecteurs singuliers a droite ou a
gauche apparaissent, la condition qu’ils soient unitaires (par définition) est sans
importance : il suffit qu’il soient non nuls (ou méme pas). Malheureusement,
il n’y a pas de terme courant pour les « vecteurs singuliers non nuls, mais pas
forcement unitaires ».
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79 XI.1. % Vecteurs et valeurs singuliers

La « droite — gauche » terminologie provient de la fagon comment ’applica-
tion de fonctions est écrite. Si h: E — F est une application linéaire et v € F,
alors on peut appliquer h & v, et le résultat s’écrit « h(v) », avec « v » d droite
de « h ». Pour cela, les vecteurs de E définis comme singuliers sont dits singu-
liers a droite. Si h: E — F est une application linéaire et u € F, alors on peut
définir une application linéaire u*: F' — R par la formule :

u (y) = (u, y) pour tout y € F,

et alors, quel que soit v € E, on a :
u*(h(v)) = (u, h(v)) € R.

Dans «u*(h(v)) », «u*» est écrit a gauche de « h» (et «v» — a droite). Pour
cela, les vecteurs de F' définis comme singuliers sont dits singuliers a gauche.

Définition. Un nombre réel ¢ > 0 est dit une wvaleur singuliére pour une
application linéaire h: E — F si et seulement si il existe v € E et u € F tels
que :

(1) [jv]] =1 et v est un vecteur singulier a droite pour h,
(2) |Jul| =1 et u est un vecteur singulier & gauche pour h,
(3) h(v) = ou.
La proposition suivante est presque évidente, mais elle mérite d’étre énoncée :
Proposition. Soit h: E — F une application linéaire. Alors :
(1) tout vecteur unitaire de ker h est singulier a droite pour h,
(2) tout vecteur unitaire de (imgh)* est singulier d gauche pour h.

Remarque. Vu que tout vecteur unitaire dans ker h est singulier a droite pour h,
et que tout vecteur unitaire dans (imgh)*t est singulier & gauche pour h, ces
vecteurs singuliers n’ont pas beaucoup d’intérét. Malheureusement, il n’y a
pas de terminologie courante pour distinguer les vecteurs singuliers a droite
qui sont dans ker h des autres, et les vecteurs singuliers a gauche qui sont
dans (imgh)* des autres. On peut éventuellement dire que les vecteurs uni-
taires de ker h et de (img h)* sont des vecteurs singuliers triviauz.

Proposition. Si v € E est un vecteur singulier a droite pour une application
linéaire h: E — F, et que v ¢ ker h, alors v € (ker h)*.
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Proposition. Siu € F est un vecteur singulier a gauche pour une application
linéaire h: E — F, et que u ¢ (imgh)*, alors u € imgh.

Proposition. Soit h: E — F une application linéaire. Si (vq,...,v,) est une
base orthonormée de (ker h)* composée de vecteurs singuliers a droite pour h,
alors (h(v1), ..., h(v,)) est une base orthonormée de img h composée de vecteurs
singuliers a gauche pour h.

Théoréme. Quelle que soit une application linéaire h: E — F| l’espace E
admet une base orthonormée composée de vecteurs singuliers & droite pour h,
et lespace F' admet une base orthonormée composée de vecteurs singuliers a
gauche pour h.

Ce théoreme peut étre démontré en passant par le lemme suivant :

Lemme. Soit h: E — F une application linéaire. Soit u € E\ {0} tel que

1h(z)|] < ||h(u)]| pour tout x € E tel que ||z|| < ||u-.

Alors

h(z) L h(u) pour tout x € E tel que x L u.

La conclusion du lemme peut étre écrite ainsi : h(ut) C h(u)*.

Les hypotheses de ce lemme peuvent étre traduites ainsi : un vecteur non
nul v maximise la valeur de ||h(z)|| sur 'ensemble des vecteurs x de la méme
norme (qui peut étre pensé comme une sphére de rayon ||ul|). Ainsi, ce lemme
s’agit d’un extremum de la fonction qui & chaque vecteur = dans un ensemble
donné associe la valeur ||h(z)||. L’étude des extrema de fonctions fait partie du
domaine de I’analyse mathématique, et la démonstration suivante de ce lemme
est inspirée du calcul différentiel :

Démonstration du lemme. Sans perte de généralité, supposons que ||u|| = 1.
Posons

g(z) = (h(x), h(x)) = ||h(x)||> pour tout =€ E.

Ainsi on a une fonction g: £ — R.
D’apreés les hypotheses, g(z) < g(u) pour tout z € F tel que ||z| < 1.
Soit v € E tel que v L u. Définissons la fonction f: R — FE ainsi :

u 4+ tv

O =5 ay
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81 XI.1. % Vecteurs et valeurs singuliers

Alors, f(0) =wet || f(t)]| =

maximum global en 0. D’ot, (g o

1 = ||u|| pour tout ¢t € R. Donc, g o f atteint un
£)(0)=0si(go f)'(0) existe. On a :

[h(u+ tv)|®
||u+tv||

(g0 1)) = g(f(t)) = IL(fE)]* =

~ (h(u+tv), h(u +tv))
(u+tv, u+tv)

(h(u), h(u)) +t (h(u), h(v)) +t(h(v), h(u)) +* (h(v), h(v))

- (u, u) + t2 (v, v)

_ 1B + 2¢ (h(w), A(v)) + ¢ (2 (0)]?
1+ 2 o)

Par un calcul usuel, on trouve que
(g0 f)'(0) =2(h(u), h(v)).
Donc, (h(u), h(v)) =0 et h(v) L h(u).
Démonstration du théoréeme. [...] |

[...]
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#% Endomorphismes d’espaces
vectoriels euclidiens!'!™

XIl.1. Projections orthogonales

Dans cette section, E est un espace vectoriel réel muni d’un produit scalaire.

Définition. Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Une projection orthogonale
de F sur F est une application p: E — F qui a tout x € E associe un projeté
orthogonale de x sur F': x — p(z) L F.

Proposition. Soit F' un sous-espace vectoriel de . Une projection orthogonale
p de E sur F existe si et seulement si E = F @ F*, et dans ce cas Uapplication
p est unique et linéaire.

En particulier, si dim F' < oo, alors £ = F @ F*, et donc la projection
orthogonale de E sur F' existe bien.

Notation. Soit F' un sous-espace vectoriel de E. On va noter « projp » la pro-
jection orthogonale de E sur F' (si elle existe). Si F' = Vect(u), alors au lieu
de «pProjp » Ou « projyeey) » O pourra écrire « proj, ».

Exemple. Soit u un vecteur non nul. Alors la projection orthogonale sur
Vect(u) est donnée par la formule :

proj, r = {w, I>u = <u’ r> o
(u, u) Jull” "/ Jlul

Théoréme. Un endomorphisme p: E — E est une projection orthogonale (de
E sur imgp) si et seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

(1 p|imgp = idimgpy
(2) kerp L imgp.

Théoréme. Un endomorphisme h: E — E est une projection orthogonale (de
E sur imgh) si et seulement si les deuz conditions suivantes sont satisfaites :

(1) h*=h (on dit que h est idempotent), et
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83 XII.2. Endomorphismes orthogonaux et matrices orthogonales

(2) (h(z), y) = (x, h(y)) pour tous x,y € E (on dit que h est symétrique).

Proposition. Soient h: E — E un endomorphisme de E| et A la matrice de
h par rapport a une n’importe quelle base orthonormée de E. Alors h est une
projection orthogonale si et seulement si

(1) A% = A (on dit que A est idempotente) et
(2) *A = A (A est symétrique).

Dans les hypotheses de cette proposition, il est sous-entendu que E est de
dimension finie.

Théoréme. Soient Fy et F» deux sous-espaces vectoriels de E orthogonaux
Pun a Uautre (Fy 1 F), py la projection orthogonale sur Fy, et py la projection
orthogonale sur Fy. Alors p1+ pe est la projection orthogonale sur Fy & Fy. En
particulier, si Fy ® Fy = E (done, Fy = Fi- et Fy = F3b), alors p; + pa = idp.

XI11.2. Endomorphismes orthogonaux et matrices
orthogonales

Dans cette section, F est un espace vectoriel euclidien de dimension finie.

Définition. Un endomorphisme h: E — E est dit orthogonal® si et seulement
si

(h(z), h(y)) = (z, y) pour tous z,y € E.
Définition. Une matrice A € R"*" est dite orthogonale si et seulement si
PAA=1=A'A (cest-a-dire, *A = A7").
Observations :
(1) si A est orthogonale, alors det A € {£1},

(2) A € R™™ est orthogonale si et seulement si les colonnes de A forment
une base orthonormée de R" (par rapport au produit scalaire canonique),
et si et seulement si les lignes de A forment une base orthonormée de R".

L Cest bien le terme qui est utilisé, mais il serait probablement plus logique de I’appeler un
endomorphisme orthonormé.
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Proposition. Soit B une base orthonormée de E. Alors un endomorphisme
h: E — E est orthogonal si et seulement si la matrice de h par rapport a B
est orthogonale.

Ainsi, si la matrice d’'un endomorphisme h par rapport a une base ortho-
normée est orthogonale, alors h est orthogonal, et si h est orthogonal, alors les
matrices de h par rapport a toutes les bases orthonormées sont orthogonales.

Exercice. Démontrer la derniére proposition.

Proposition. Soit B une base orthonormée de E. Une base C de F est ortho-
normée si et seulement si la matrice de passage de B a C est orthogonale.

Exercice. Démontrer cette proposition.

XI1.3. # Endomorphismes symétriques
Dans cette section, E est un espace vectoriel euclidien de dimension finie.

Définition. Un endomorphisme h: E — E est dit symétrique si et seulement
si

(h(z), y) = (x, h(y)) pourtous z,y € E.
Autrement dit, h: £ — E est symétrique si et seulement si
(y, h(x)) = (x, h(y)) pour tous z,y € E.

Exercice. Montrer que toute projection orthogonale est un endomorphisme
symétrique.

Proposition. Soit B une base orthonormée de E. Alors un endomorphisme
h: E — E est symétrique si et seulement si la matrice de h par rapport a B
est symétrique.

Ainsi, si la matrice d’'un endomorphisme h par rapport a une base ortho-
normée est symétrique, alors h est symétrique, et si h est symétrique, alors les
matrices de h par rapport a toutes les bases orthonormées sont symétriques.

Exercice. Démontrer la derniére proposition.

Proposition. Soit h un endomorphisme symétrique de E. Soit F' un sous-
espace de E stable par h. Alors F*, lui aussi, est stable par h.
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Exercice. Démontrer cette proposition.

Théoréme. Quel que soit un endomorphisme symétrique h: E — E| l’espace
E admet une base orthonormée composée de vecteurs propres de h.

Ce théoreme peut étre démontré en passant par le lemme suivant :
Lemme. Soit h un endomorphisme symétrique de E. Soit u € E\ {0} tel que
(D) (z, h(z)) < (u, h(w)) pour tout x € E tel que ||z|| = ||u
Alors :
(2) (u, h(z)) = (x, h(u)) =0 pour tout x € E tel que x L u,
(3) u't est stable par h,

(4) u est un vecteur propre de h.

Les hypotheses de ce lemme peuvent étre traduites ainsi : un vecteur non
nul » maximise la valeur de (x, h(x)) sur I'ensemble des vecteurs z de la méme
norme (qui peut étre pensé comme une sphere de rayon ||u||).

Démonstration du lemme. Sans perte de généralité, supposons que |lu|| = 1.
Posons

g(xz) = (x, h(z)) pour tout z € E.

Ainsi on a une fonction g: F — R.
Soit v € E tel que v L u. Définissons la fonction f: R — F ainsi :

u 4+ tv
)= ———.
() [l + to]|

Alors, f(0) = wet || f(t)]] = 1 = |Ju|| pour tout ¢ € R. Donc, g o f atteint un
maximum global en 0. D’ow, (go f)'(0) = 0si (g o f)'(0) existe. On a :

(92 10 = 9(410) = {500, hisi0)) = L)

(u+tv, h(u + tv))
(u+ tv, u+ tv)

_ (uy, h(u)) +t (u, h(v) +t (v, h(u)) +12 (v, h(v))
(u, u) + 12 (v, v)

_ (uy h(w) + #({u, h(v) + (v, h(w)) + (v, h(v))
L+ 82 [|o]|?
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Par un calcul usuel, on trouve que

(g0 £)(0) = (u, h(v)) + (v, h(w)) =2 (u, h(v)) = 2 (v, h(u)).

Donc, (u, h(v)) = (v, h(u)) = 0.
La premiere partie de la conclusion est démontrée. Les deux autres s’en
déduisent facilement. O

Démonstration du théoréme. [...] O]

Corollaire (Diagonalisation orthogonale d'un endomorphisme symétrique).
Quel que soit un endomorphisme symétrique h: E — FE, il existe une base
orthonormée B de E telle que la matrice de h par rapport a B est diagonale.

Corollaire (Diagonalisation orthogonale d’une matrice symétrique). Quelle
que soit une matrice réelle symétrique A, il existe une matrice réelle diagonale
D et une matrice réelle orthogonale P telles que

A=PDP'=PD(*P).
Le dernier théoréme et ses corollaires représentent un cas relativement simple

de la théorie spectrale de I’analyse fonctionnelle.

XI11.4. % Décomposition polaire d’un
endomorphisme

Dans cette section, F est un espace vectoriel euclidien de dimension finie.

[...]
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