Théoreme de Cayley-Hamilton

Alexey Muranov

29 avril 2025

1 Introduction

Théoréme (Théoreme de Cayley-Hamilton). Soit R un anneau commutatif unitaire
(c’est-a-dire, avec l'unité 1g). Soient A une matrice carrée da coefficients dans R et xa
le polynome caractéristique de A. Alors xa(A) est la matrice nulle.

Il y a une démonstration tres courte de ce théoreme basée sur les deux ingrédients
suivants :

~Y

(1) Tisomorphisme canonique R™"[X] = R[X]|"*" qui permet d’« identifier » les ma-
trices n x n a coefficients dans R[X] avec les polyndmes en X a coefficients
dans R™™ (on «identifie» matrices a coefficients polynémes avec polynémes a
coefficients matrices),

(2) certaines actions a gauche de R™"[X] (et, donc, aussi de R[X]™*™) sur R™*",
associées aux éléments de R"*".

Cette démonstration suit essentiellement celle de Serge Lang dans son livre Algebra,
volume 1 (2002, 3° édition, en anglais).

2 Préliminaires
Pour tout matrice carrée A a coefficients dans un anneau commutatif unitaire,

(*com A)A = I det A,

ou [ est la matrice identité (de la méme taille que A).

Soit R est un anneau commutatif unitaire. Alors R[X] 'est aussi. Soient A une matrice
carrée a coefficients dans R et I la matrice identité de la méme taille. Considérons la
matrice carrée a coefficients dans R[X] donnée par I'expression A — IX. On a :

(*com(A — IX))(A—IX) = Idet(A - IX) = Ixa.



3 Démonstration

Dans cette section, R est un anneau commutatif unitaire, n est un nombre naturel,
A est une matrice n X n a coefficients dans R, I est la matrice identité n x n, O est la
matrice nulle n x n (4,1,0 € R™*" n € N).

Quelles que soient B € R[X|"™ et M € R™", avec

B=DBy+ B X+ + B,X"
= By X+ B X'+ .-+ B, X?, By, ..., B, € R™",
posons
Bay M ¥ ByMI + BIMA + -+ B,MA?
= ByMA® + BiMA' + ...+ B,M A?.

Alinsi, en particulier,

B<1A]:Bof.[+Ble++Bp[Ap
:Boj+BlA++BpAp:Bo+BlA++BpAp

En vue de la démonstration du théoreme de Cayley-Hamilton, observons que
(A—IX)aqu [ =AI—-TA=A—-A=0,
et que pour tout P = ag + a1 X + - + o, X? € R[X],

IPau T = (ool +onIX + -+ I XP) <y
:Oé()I]‘i‘OélIA—F""i‘Oép[Ap
=apl + A+ + AP
— P(A).

On aura besoin de quelques propriétés de 'opération (<4), présentées comme les
lemmes suivants.

Lemme. L’opération (<4) est linéaire en second argument :
Bay(M+N)=B<ds M+ By N et B<yaM = «a(B<4 M)

pour tous B € R[X]"", M,N € R"*", et a € R.

Exercice. Démontrer ce lemme.

Lemme. L’opération (<4) est linéaire en premier argument :
(B+C)<]AM=B<1AM—|—C<1AM et OéB<1AM=Oé(B<1AM)

pour tous M € R™"™ B,C € R[X|"", et a € R.



Exercice. Démontrer ce lemme.
Lemme. Pour tous M € R"*" et B,C € R[X]"*",
BCQAM:BQA (C<1AM)

Esquisse d’une démonstration. 1l suffit de traiter le cas ou B = BX? et C = C' X1, avec
B,C € R™" et p,q € N. Le cas général en résulte par bilinéarité. Or,

BXPCX%ay M = BCX?X944 M = BOX?P™ <, M = BOM AP*,
et

BX? <, (CX%<4 M) = BX? <14 CMAY = BOMAYA? = BCM AP, O
Démonstration du théoreme de Cayley-Hamilton.

Xa(A) =TIxa<al
= Idet(A—IX) <y 1
= (*com(A — IX))(A—=IX)as 1
(*com(A —IX)) as (A= IX)<s1)
(tcom —IX) ) @)
0. O

4 Généralisation

La méthode utilisée ci-dessus pour démontrer le théoreme de Cayley-Hamilton permet
de prouver d’autres énoncés d’apparence plus générale, comme la proposition suivante :

Proposition. Soient Ay,..., A, By,..., B, € R™" telles que :
(1) BiAy+---+ BpAn =0,
(2) Ai,..., A, commutent deuzr d deur.

Posons

B=DB X+ +BnXm € RIX1,..., X"
et

P=detB e R[X:,..., X
Alors

P(A,...,Ay) = O.



Exemple. Soient A, B € R"*" telles que BA = AB. Posons
P =det(BX — AY) € R[X,Y].

Alors P(A,B) = O.

Exercice. Soient A = [_; ?], B = [Z _;l] (A, B € Z**?). Posons

P =det(BX — AY) € Z[X,Y].
(1) Calculer AB et BA.
(2) Calculer P(A, B).

Idée d’une démonstration de la proposition. On peut définir une opération (<4, . 4,,) de

sorte que pour tous B € R[Xy,..., X,,]"" et M € R™™, on ait B <4, . a, M € R™",
et que
P(Ay, ..., Ap)
=1IP <y, a1
= Ildet(B1 X1+ -+ BnXm) <44, 1
= (‘com(B1 X1 + - + B X)) (BiX1 + -+ + B Xon) Qa1
= (‘com(Bi X1 + - + BnXin)) ar,ay, (BiXi+ -+ BpXpn) <apay, 1)

(
(*com(Bi Xy + -+ + By X)) <4,
0.

~~~~~

Proposition. Soient Aq,..., A, Bi,..., B, € R™" telles que :
(2) Ai,..., A, commutent deuzr d deur.

Posons

B=B X+ - +B,Xn=X1Bi+ -+ XuBn € R Xq,..., X"
et

P =detB € R[X3,..., X,
Alors

P(Ah,Am):O



Idée d’une démonstration. On peut définir une opération (>4,
tous B € R[Xy,..., X,,]"™ et M € R™" on ait M >y,

.....

.....

P(Ah 7Am)
= [DAl 77777 Am PI
—[[>A1 ,,,,, Am det(XlBl+"'+XmBm)]

Am, (X1B1 + 4 XmBm) tCOHl(XlBl —+ 4 XmBm>
A, ‘com(X By + -+ X;nBn,)

.....

= (I[>A1 ..... Am <X131++XmBm)) D> A,

..... A, ‘com(X By + -+ X B)
= . D

,,,,,

Si on veut chercher d’autres généralisations du théoreme de Cayley-Hamilton, on peut
se poser la question suivante, par exemple :

Est-il vrai que si A, B,C' € R"*", BA— AC = O, et qu'on pose
P =det(BX — XC) = det(BX — CX) = (det(B — C)) X" € R[X],

alors P(A) =07

. (01 (0 0 (01
Ceci n’est pas le cas, par exemple, pour A = [1 0],3— [1 0],0— [0 0].
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