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1 Applications multilinéaires alternées
Dans cette section, E et F sont deux espaces vectoriels sur K.

Définition. Soient A1, . . . , An, et B des ensembles, et

φ :
n∏

i=1

Ai → B

une application. Supposons que Ak et B sont munis de structures d’espaces vectoriels
sur K. Alors φ est dite linéaire en argument numéro k si et seulement si pour toute
famille

(ai)i∈{1,...,n}\{k} ∈
∏

i∈{1,...,n}\{k}

Ai = A1 × · · · × Ak−1 × Ak+1 × · · · × An,

l’application f : Ak → B donnée par

f(ak) = φ(a1, . . . , ak−1,ak, ak+1, . . . , an)

est linéaire.

En particulier, si φ : E2 → F , alors :

(1) φ est linéaire en premier argument si et seulement si pour tout v ∈ E, l’application
E → F définie comme

u 7→ φ(u,v)

est linéaire,

(2) φ est linéaire en second argument si et seulement si pour tout u ∈ E, l’application
E → F définie comme

v 7→ φ(u,v)

est linéaire.
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Définition. Soient E1, . . . , En, et F des espaces vectoriels sur K, et

φ :
n∏

i=1

Ei → F

une application. Alors φ est dite n-linéaire ou multilinéaire si et seulement si elle est
linéaire en chaque argument (de numéros de 1 à n).

Exemple. Posons E1 = K2 et E2 = K3. Soit φ : E1 × E2 → K définie par

φ(x,y) = 3x1y2 + x2y3, où x = (x1, x2), y = (y1, y2, y3).

Alors φ est 2-linéaire (où bilinéaire).

Définition. Une application n-linéaire φ : En → F est dite alternée si et seulement si

φ(v1, . . . , vn) = 0

pour toute famille (v1, . . . , vn) ∈ En de rang < n (telle que rk(v1, . . . , vn) ⩽ n− 1).

Exemple. Posons E = K3. Soit ω : E2 → K définie par

ω(x,y) = 3x1y2 − 3x2y1, où x = (x1, x2, x3), y = (y1, y2, y3).

Alors ω est bilinéaire alternée.

Proposition. Une application n-linéaire φ : En → F est alternée si et seulement si

φ(v1, . . . , vn) = 0

pour toute famille (v1, . . . , vn) ∈ En telle que le nombre d’éléments dans l’ensemble
{v1, . . . , vn} est < n (telle que card{v1, . . . , vn} ⩽ n− 1).

Idée d’une démonstration. Comme pour toute (v1, . . . , vn) ∈ En,

rk(v1, . . . , vn) ⩽ card{v1, . . . , vn},

une des implications dans l’équivalence est triviale. Il reste à démontrer l’autre : que si
φ(v1, . . . , vn) = 0 pour toute (v1, . . . , vn) ∈ En telle que card{v1, . . . , vn} ⩽ n−1, alors
φ(v1, . . . , vn) = 0 pour toute (v1, . . . , vn) ∈ En telle que rk(v1, . . . , vn) ⩽ n− 1.

Supposons que φ(v1, . . . , vn) = 0 pour toute (v1, . . . , vn) ∈ En telle que card{v1, . . . , vn} ⩽
n− 1. Soit (v1, . . . , vn) ∈ En telle que rk(v1, . . . , vn) ⩽ n− 1.

Considérons le cas particulier où

vn = α1v1 + · · ·+ αn−1vn−1.

Alors :

φ(v1, . . . , vn) = α1φ(v1, . . . , vn−1,v1) + · · ·+ αn−1φ(v1, . . . , vn−1,vn−1) = 0.

Les autres cas sont analogues.
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Si ω : E2 → F est bilinéaire alternée, alors, pour tous u,v ∈ E,

ω(u,v) + ω(v,u) = 0.

En effet :

0 = ω(u+ v, u+ v) = ω(u,u) + ω(u,v) + ω(v,u) + ω(v,v)

= 0+ ω(u,v) + ω(v,u) + 0 = ω(u,v) + ω(v,u).

De la même manière on peut démontrer la proposition suivante :

Proposition. Soit ω : En → F une application n-linéaire alternée. Soient 1 ⩽ i < j ⩽ n,
et (u1, . . . ,un) ∈ En et (v1, . . . , vn) ∈ En deux familles telles que :

(1) ui = vj, uj = vi,

(2) uk = vk pour k /∈ {i, j}.

Alors

ω(u1, . . . ,un) + ω(v1, . . . , vn) = 0.

Proposition. Une application n-linéaire φ : En → F est alternée si et seulement si

φ(v1, . . . , vn) = 0

pour toute famille (v1, . . . , vn) ∈ En telle qu’il y a i ∈ {1, . . . , n− 1} tel que vi = vi+1.

Exercice. Démontrer cette proposition.

Proposition. Soient n = dimE ∈ N, et ω : En → F une application n-linéaire alternée.
Soit B = (e1, . . . , en) une base de E. Supposons que

ωB = ω(e1, . . . , en) = 0.

Alors ω est nulle.

Idée d’une démonstration. Soient v1, . . . , vn ∈ E. Pour montrer que ω(v1, . . . , vn) =
0, on peut écrire v1, . . . , vn comme combinaisons linéaires de e1, . . . , en et utiliser les
propriétés des applications multilinéaires alternées.

Corollaire. Soient n = dimE ∈ N, et η, θ : En → F deux applications n-linéaires
alternées. Soit B une base de E. Supposons que ηB = θB. Alors η = θ.

Démonstration. Posons ω = η − θ. Alors ω est n-linéaires alternée, et ωB = 0. Donc, ω
est nulle, et η = θ.
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Notation. L’ensemble des applications n-linéaires alternées En → F sera noté comme
«Altn(E,F ) ».1, 2

Proposition. Quel que soit un nombre naturel n, Altn(E,F ) est un espace vectoriel :

(1) si ω1, ω2 : E
n → F sont n-linéaires alternées, alors ω1 + ω2 l’est aussi,

(2) si α ∈ K et ω : En → F est n-linéaire alternée, alors αω l’est aussi,

(3) l’application nulle En → F est n-linéaire alternée.

Proposition. Soient E, F , G, H des espaces vectoriels, f : E → F et h : G→ H deux
applications linéaires, et η : F n → G une application n-linéaire alternée (η ∈ Altn(F,G)).
Définissons une application θ : En → H par la formule :

θ(v1, . . . , vn) = h
(
η
(
f(v1), . . . , f(vn)

))
.

Alors θ est n-linéaire alternée (θ ∈ Altn(E,H)).

On peut montrer que pour n = dimE, dimAltn(E,F ) = dimF . Écrit autrement :

dimAltdimE(E,F ) = dimF.

Mais pour l’instant on n’a pas tout ce qu’il faut pour cela, et on va se contenter d’un
résultat plus faible :

Proposition. Si n = dimE ∈ N, alors dimAltn(E,F ) ⩽ dimF .

Idée d’une démonstration. Soit B une base de E. Alors l’application β : Altn(E,F ) → F
définie par βω = ωB est linéaire et injective, car, d’après une proposition précédente,
son noyau est nul.

Proposition. Soient n = dimE ∈ N, et η, θ : En → K deux applications n-linéaires
alternées. Alors

η(v1, . . . , vn) · θ(u1, . . . ,un) = η(u1, . . . ,un) · θ(v1, . . . , vn)

pour tous u1, . . . ,un,v1, . . . , vn ∈ E.

Cette proposition résulte immédiatement d’une proposition précédente et du lemme
suivant :

1 Cette notation est utilisée, par exemple, dans [Jän1993 ; Jän2001]. Cependant, il n’y a peut-être pas de
notation standard pour les espaces des applications multilinéaires alternées. Souvent aucune notation
spéciale n’est accordée.

2 Il ne faut pas confondre cet usage de la notation «Altn » avec un certain autre, qui, lui, est assez courant.
Selon cet autre usage, Altn(E) est un certain sous-espace de l’espace vectoriel E⊗n de tenseurs. Lorsque
l’espace vectoriel E est de dimension finie, l’espace E⊗n peut être canoniquement identifié avec l’espace
des applications n-linéaires E∗ → K, où E∗ = L (E,K) est l’espace des applications linéaires E → K,
et l’espace Altn(E), au sens de cet autre usage, peut être canoniquement identifié avec Altn(E∗,K) (au
sens défini ici).
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Lemme. Soient S un ensemble non vide et Φ un ensemble d’applications S → K qui
est un espace vectoriel au sens que :

(1) si φ1, φ2 ∈ Φ, alors φ1 + φ2 ∈ Φ,

(2) si α ∈ K et φ ∈ Φ, alors αφ ∈ Φ,

(3) l’application nulle S → K est dans Φ.

Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) il y a un élément e ∈ S tel que pour toute φ ∈ Φ, si φ(e) = 0, alors φ est nulle,

(2) dimΦ ⩽ 1,

(3) pour tous χ, ψ ∈ Φ et pour tous s, t ∈ S, χ(t)ψ(s) = χ(s)ψ(t).

Démonstration. Montrons d’abord que (1) implique (2) et (3).
Admettons (1), et soit alors e ∈ S tel que pour toute φ ∈ Φ, si φ(e) = 0, alors φ est

nulle.
Pour montrer (2), considérons l’application ε : Φ → K définie par ε(φ) = φ(e). Elle

est linéaire et injective (car son noyau est nul). Donc, dimΦ ⩽ dimK = 1.
Pour montre (3), considérons χ, ψ ∈ Φ arbitraires et montrons que, pour tous s, t ∈ S,

χ(t)ψ(s) = χ(s)ψ(t).
Pour commencer, observons que

χ(e)ψ(e) = χ(e)ψ(e).

(Il n’y a pas de faute de frappe ici : les deux membres de cette égalité sont identiques.)
On va maintenant montrer que

χ(e)ψ(s) = χ(s)ψ(e) pour tout s ∈ S.

Pour cela, posons

φ(s) = χ(e)ψ(s)− χ(s)ψ(e) pour tout s ∈ S.

Il suffit de montrer que φ est nulle. Or, φ ∈ Φ et φ(e) = 0, d’où, φ est nulle.
Enfin, soit s ∈ S arbitraire, et posons

φ(t) = χ(t)ψ(s)− χ(s)ψ(t) pour tout t ∈ S.

Pour terminer la déduction de (3), il suffit de montrer que φ est nulle. Or, φ ∈ Φ et
φ(e) = 0, d’où, φ est nulle.

Montrons que (2) implique (1). Admettons (2). Si dimΦ = 0, alors (1) est satisfaite
avec un n’importe quel choix de e ∈ S. Supposons dimΦ = 1, alors soit χ un générateur
de Φ, et soit e ∈ S tel que χ(e) 6= 0. Si ψ = αχ ∈ Φ, α ∈ K, et que ψ(e) = 0, alors
α = 0 et ψ est nulle. Donc, (1) est satisfaite.
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Montrons que (3) implique (1). Admettons (3). Si dimΦ = 0, alors (1) est satisfaite
avec un n’importe quel choix de e ∈ S. Supposons dimΨ > 0, alors soit χ un élément
non nul de Φ, et soit e ∈ S tel que χ(e) 6= 0. Alors, pour tous ψ ∈ Φ et s ∈ S,

ψ(s) =
χ(s)ψ(e)

χ(e)
.

Donc, si ψ(e) = 0, alors ψ(s) = 0 pour tout s ∈ S. Ainsi, (1) est satisfaite.

2 Déterminant d’une matrice carrée
Dans cette section, In est la matrice identité n × n. Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguïté,

on peut la noter « I » tout simplement.
Notation. L’ensemble des matrices m× n à coefficients dans K sera noté «Km×n ».3

On va provisoirement adopter la définition récursive du déterminant d’une matrice
carrée par « développement » suivant la première ligne :

Définition. Le déterminant d’une matrice carrée A = (ai,j)1⩽i,j⩽n ∈ Kn×n sera noté
« detA» et défini par récurrence sur n ainsi :

(1) Si n = 1, alors detA
déf
= a1,1 (l’unique coefficient de A).

(2) Si n ⩾ 2, alors

detA
déf
=

n∑
j=1

(−1)1+ja1,j det Â1,j,

où Â1,j ∈ K(n−1)×(n−1) est la matrice obtenue de A en « supprimant » la ligne
numéro 1 et la colonne numéro j.

Remarque. On peut élargir cette définition en commençant avec le cas n = 0, plutôt que
n = 1, et définir le déterminant de l’unique matrice 0× 0 (la matrice vide) comme 1.

Définition. Si A ∈ Kn×n et que B ∈ Km×m est une matrice obtenue de A en « suppri-
mant » n−m > 0 lignes et le même nombre de colonnes, alors le déterminant de B est
dit un déterminant mineur de A.4

Souvent au lieu de « déterminant mineur de A» on dit « mineur de A» tout court.
Pour développer la théorie du déterminant, on aura besoin de temps en temps de

le traiter comme une application Kn×n → K avec n et K donnés. Pour cela, on va
provisoirement adopter la notation suivante :
Notation. Pour tout n ∈ N, on va noter « detn » l’application Kn×n → K qui à chaque
A ∈ Kn×n associe son déterminant : detnA

déf
= detA.

3 Cette notation est utilisée, par exemple, dans [MB2023].
4 Voir, par exemple, [Syl1851].
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On pourrait utiliser la notation encore plus explicite « detn,K », mais normalement
« detn » doit suffire, tant qu’on suppose chaque fois que K est donné d’avance.

Proposition. L’application detn : K
n×n → K est n-linéaire alternée en colonnes de son

argument.

Idée d’une démonstration. Récurrence sur n.

Corollaire. dimAltn(Kn,K) = 1.

Démonstration. L’espace Altn(Kn,K) contient un élément non nul, et donc

dimAltn(Kn,K) ⩾ 1.

D’où, dimAltn(Kn,K) = 1.

Proposition. Si E est un espace vectoriel à n dimensions, alors dimAltn(E,K) = 1.

Démonstration. Vu qu’il est déjà montré que dimAltn(E,K) ⩽ 1, il suffit de montrer
qu’il existe une application En → K n-linéaire alternée non nulle.

Soit B = (u1, . . . ,un) une base de E.
Pour tout v ∈ E, on va noter « B[v] » la colonne des coordonnées de v par rapport

à B. Ainsi, B[v] ∈ Kn×1 pour tout v ∈ E.
Pour toute famille (v1, . . . , vk) de vecteurs dans E, on va noter B[v1, . . . , vk] la matrice

n× k de colonnes B[v1], . . . , B[vk]. En particulier,

B[u1, . . . ,un] = B[B] =



1 0 · · · 0

0 1
. . . ...

... . . . . . . 0

0 · · · 0 1


= I.

Définissons ω : En → K par la formule :

ω(v1, . . . , vn) = det B[v1, . . . , vn].

Alors ω est multilinéaire alternée et non nulle, car

ωB = det B[B] = 1.

Remarque. On peut en fait montrer que si E et F sont deux espaces vectoriels et que
dimE = n, alors dimAltn(E,F ) = dimF .

Proposition. Soient p, q, r ∈ N, A ∈ Kp×q, et η : Kp×r → K une application r-linéaire
alternée en colonnes de son argument. Définissons θ : Kq×r → K par la formule :

θ(M) = η(AM).

Alors θ est une application r-linéaire alternée en colonnes de son argument.
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Corollaire. Soit A ∈ Kn×n. Définissons ω : Kn×n → K par la formule :

ω(M) = detAM.

Alors ω est une application n-linéaire alternée en colonnes de son argument.

Proposition. Soit ω : Kn×n → K une application n-linéaire alternée en colonnes de
son argument. Alors, pour tout M ∈ Kn×n,

ω(M) = ω(I) detM.

Démonstration. L’ensemble des applications Kn×n → K qui sont multilinéaires alternées
en colonnes des ses arguments est un espace vectoriel 1-dimensionnel, et l’application
déterminant est un élément non nul de cet espace (donc en forme une base). Ainsi, il
existe α ∈ K tel que pour tout M ∈ Kn×n,

ω(M) = α detM.

En posant M = I, on trouve que α = ω(I).

Corollaire. L’application detn : K
n×n → K est complètement déterminée (caractérisée)

par ses propriétés suivantes :

(1) detn est n-linéaire alternée en colonnes de son argument,

(2) detn I = 1.

Remarque. On peut adopter la caractérisation de l’application detn donnée dans le der-
nier corollaire comme sa définition, et ainsi définir les déterminants des matrices carrées.

Proposition. Si A,B ∈ Kn×n, alors

detAB = (detA)(detB).

Démonstration. Soient A,B ∈ Kn×n. Définissons ω : Kn×n → K par la formule :

ω(M) = detAM.

Alors, d’après la proposition précédente,

ω(M) = ω(I) detM

pour toute B ∈ Kn×n. Or, ω(I) = detA et ω(B) = detAB. D’où,

detAB = (detA)(detB).

Question. Peut-on donner une formule de « développement » du déterminant suivant
une autre ligne que la première ?

Question. Est-il possible de « développer » le déterminant suivant une colonne ?
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Question. Quel est le rapport entre le déterminant d’une matrice et le déterminant de
sa transposée ?

On peut repondre à ces questions en utilisant le lemme et la proposition suivants.

Lemme. Soit une application φ : Kn×n → K multilinéaire, à la fois, en colonnes et en
lignes de son argument. Alors les énoncés suivants sont équivalents :

(1) φ(A) = 0 pour toute A ∈ Kn×n telle que rkA < n,

(2) φ est alternée en colonnes de son argument,

(3) φ est alternée en lignes de son argument.

Ce lemme résulte directement des propriétés du rang d’une matrice et des définitions
utilisées.

Proposition. L’application detn : K
n×n → K est n-linéaire alternée en lignes de son

argument.

Idée d’une démonstration. Multilinéarité : par récurrence sur n, avec un traitement spé-
cial de la linéarité par rapport à la première ligne.

Alternance : d’après le lemme précédent.

On peut déduire de cette proposition que toute application ω : Kn×n → K n-linéaire
altérenée en lignes de son argument est de la forme ω(M) = ω(I) detM , et que, en
particulier, l’application detn est l’unique application Kn×n → K qui est n-linéaire
alternée en lignes de son argument et dont la valeur pour la matrice identité est 1. Cela
peut se faire de manière analogique à ce qui a été fait ci-dessus pour les applications
Kn×n → K n-linéaires alternées en colonnes. En plus, il résulte de la proposition suivante
que les propriétés du déterminant sont les mêmes par rapport aux lignes que par rapport
aux colonnes :

Proposition. Si A ∈ Kn×n, alors

det tA = detA.

Démonstration. Définissons ω : Kn×n → K par la formule :

ω(A) = det tA.

Comme l’application déterminant Kn×n → K est n-linéaire alternée en lignes de son
argument, l’application ω est n-linéaire alternée en colonnes de son argument. Donc,

ω(A) = ω(I) detA

pour toute A ∈ Kn×n. Or, ω(I) = det tI = 1 et ω(A) = det tA. D’où, pour toute
A ∈ Kn×n,

det tA = detA.
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Proposition. Soit A = (ai,j)1⩽i,j⩽n ∈ Kn×n, et posons Âi,j la matrice obtenue de A en
« supprimant » la ligne numéro i et la colonne numéro j. Alors,

detA =
n∑

j=1

(−1)i+jai,j det Âi,j pour tout i ∈ {1, . . . , n},

et

detA =
n∑

i=1

(−1)i+jai,j det Âi,j pour tout j ∈ {1, . . . , n}.

La première formule de cette proposition est dite le « développement » du détermi-
nant de A suivant la ligne numéro i, et la deuxième est dite le « développement » du
déterminant de A suivant la colonne numéro j.

Idée d’une démonstration. La définition adoptée du déterminant donne la formule de
« développement » suivant la première ligne. Utiliser la multilinéarité en lignes pour en
déduire les formules de « développement » suivant les autres lignes. Utiliser l’identité
det tA = detA pour en déduire les formules de « développement » suivant les colonnes.

Formule de Leibniz
Pour n ∈ N, on note «Sn » l’ensemble des permutations de l’ensemble {1, . . . , n}

(bijections entre cet ensemble et lui-même).
Pour tout σ ∈ Sn, on définit le signe, ou la signature, de σ, noté « sign σ », ainsi :

sign σ
déf
= (−1)k si σ = τk ◦ · · · ◦ τ1, où chaque τi est une transposition de deux éléments

distincts de {1, . . . , n}. (On peut montrer que cette définition est correcte : la valeur de
« sign σ » est ainsi bien définie.)

Théorème (Formule de Leibniz). Si A = (ai,j)1⩽i,j⩽n ∈ Kn×n, alors

detA =
∑
σ∈Sn

sign σ
n∏

i=1

ai,σ(i) =
∑
τ∈Sn

sign τ
n∏

j=1

aτ(j),j.

3 Cofacteurs, comatrice, matrice complémentaire
Définition. Soit A ∈ Kn×n une matrice carrée. Le cofacteur de A d’indice (i, j), noté
«Cofi,j A», est (−1)i+j fois le déterminant de la sous-matrice de A obtenue en suppri-
mant la ligne i et la colonne j.
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En utilisant les cofacteurs, les formules de « développement » du déterminant de A
suivant les lignes et les colonnes s’écrivent ainsi :

detA =
n∑

j=1

ai,j Cofi,j A pour tout i ∈ {1, . . . , n},

detA =
n∑

i=1

ai,j Cofi,j A pour tout j ∈ {1, . . . , n}.

Définition. La comatrice de A ∈ Kn×n, notée « comA», est la matrice des cofacteurs
de A :

comA
déf
=


Cof1,1A · · · Cof1,nA

... ...
Cofn,1A · · · Cofn,nA

.

Définition. La matrice complémentaire de A ∈ Kn×n est tcomA (la transposée de la
comatrice de A).
Proposition. Pour toute A ∈ Kn×n,

(tcomA)A = (detA)I = A(tcomA),

où I est la matrice identité n× n.
Démonstration. Posons (tcomA)A = (ci,j)1⩽i,j⩽n. Alors, pour tous i, j ∈ {1, . . . , n},

ci,j =
n∑

k=1

(Cofk,iA)ak,j.

Lorsque i = j, d’après la formule du « développement » du déterminant de A suivant la
colonne numéro j, on trouve que

ci,j = cj,j =
n∑

k=1

(Cofk,j A)ak,j = detA.

Lorsque i 6= j, si on considère la matrice obtenue de A en remplaçant la colonne numéro
i par une copie de la colonne numéro j et on « développe » son déterminant suivant la
colonne numéro i, on trouvera la formule pour ci,j. Or, le déterminant d’une matrice
avec deux colonnes identiques est zéro. D’où, ci,j = 0 lorsque i 6= j. Ainsi,

(tcomA)A =



detA 0 · · · 0

0 detA
. . . ...

... . . . . . . 0

0 · · · 0 detA


= (detA)I.

L’identité A(tcomA) = (detA)I se démontre d’une manière analogique, en utilisant
les « développements » suivant les lignes.
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Corollaire. Si A ∈ Kn×n et detA 6= 0, alors

A−1 =
tcomA

detA
.

Exemple. Si A =

a b
c d

 et que ad− bc 6= 0, alors A−1 =
1

ad− bc

 d −b
−c a

.

Formule de Jacobi
La formule de Jacobi exprime la différentielle du déterminant d’une matrice carrée à

coefficients réels ou complexes comme la trace du produit de sa matrice complémentaire
et de sa différentielle :

Théorème (Formule de Jacobi). Si «A» est une variable qui représente une matrice
carrée à coefficients réels ou complexes, alors

d(detA) = tr(dA tcomA) = tr
(
(tcomA)dA

)
.

Démonstration. Posons A = (ai,j)1⩽i,j⩽n. Comme detA est multilinéaire en colonnes de
A, on a, par les propriétés usuelles de différentiation d’expressions multilinéaires :

d(detA) = d

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1,1 a1,2 · · · a1,n

a2,1 a2,2 · · · a2,n
... ... ...
an,1 an,2 · · · an,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

da1,1 a1,2 · · · a1,n

da2,1 a2,2 · · · a2,n
... ... ...

dan,1 an,2 · · · an,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1,1 da1,2 · · · a1,n

a2,1 da2,2 · · · a2,n
... ... ...
an,1 dan,2 · · · an,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+ · · ·+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1,1 a1,2 · · · da1,n

a2,1 a2,2 · · · da2,n
... ... ...
an,1 an,2 · · · dan,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

En « développant » chaque déterminant dans cette somme par la colonne des différen-
tielles, on a :

d(detA) =
n∑

j=1

n∑
i=1

(dai,j) Cofi,j A = tr(dA tcomA) = tr
(
(tcomA)dA

)
.
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Remarque. L’expression « d(detA) » utilise la notation différentielle classique qui, mal-
heureusement, n’est pas facile à formaliser en analyse « moderne » (telle qu’elle est d’ha-
bitude enseignée). Une solution simple est d’interpréter « d(detA) » comme une notation
abrégée pour det′(A)(dA), où det′(A) est la valeur en A de la dérivée de Fréchet de l’ap-
plication det.

Exemple. Posons A =

s t
u v

. Alors detA = sv − tu, et donc

d(detA) = v(ds) + s(dv)− u(dt)− t(du).

On a :

(tcomA)dA =

 v −t
−u s


ds dt
du dv

 =


v(ds)− t(du) v(dt)− t(dv)

−u(ds) + s(du) −u(dt) + s(dv)

,

et donc tr((tcomA)dA) = v(ds)− t(du)− u(dt) + s(dv) = d(detA).

Dans le cas particulier où A = F (t), F : R → Kn×n, la formule de Jacobi donne :

d
(
detF (t)

)
= tr

((tcomF (t)
)
d
(
F (t)

))
= tr

((tcomF (t)
)
F ′(t) dt

)
= tr

((tcomF (t)
)
F ′(t)

)
dt,

d’où,

d

dt

(
detF (t)

)
= tr

((tcomF (t)
)
F ′(t)

)
.

4 Déterminant d’une famille par rapport à une base et
déterminant d’un endomorphisme

Une matrice A ∈ Km×n peut être « identifiée » :

(1) à la famille de ses m lignes, vues comme éléments de Kn,

(2) à la famille de ses n colonnes, vues comme éléments de Km,

(3) à l’application linéaire Km → Kn définie par v 7→ vA si on « identifie » Km avec
K1×m et Kn avec K1×n,

(4) à l’application linéaire Kn → Km définie par v 7→ Av si on « identifie » Km avec
Km×1 et Kn avec Kn×1.

En accord avec ces différentes « identifications » possibles, la notion du déterminant
d’une matrice carrée se généralise de deux manières différentes mais liées :
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(1) à la notion du déterminant d’une famille par rapport à une base,

(2) à la notion du déterminant d’un endomorphisme.

(Toutes les deux dans des espaces vectoriels de dimensions finies.)
Pour le reste de cette section, E est un espace vectoriel sur K de dimension n ∈ N.

Définition. Soit B une base de E. Alors l’application déterminant par rapport à B, notée
« detB », est l’unique application n-linéaire alternée detB : E

n → K telle que detB B = 1.

Ainsi, si v1, . . . , vn ∈ E, et qu’on note B[v1, . . . , vn] la matrice n× n dont les entrées
sont les coordonnées des vecteurs v1, . . . , vn par rapport à B écrites en colonnes, alors

detB(v1, . . . , vn) = det B[v1, . . . , vn].

Proposition. Si n = dimE ∈ N, F est une famille à n éléments dans E, et B et C
sont deux bases de E, alors :

(1) (detB C)(detC F) = detB F ,

(2) (detB C)(detC B) = 1,

(3) detB B = 1.

Définition. Soit h : E → E un endomorphisme de E. Alors le déterminant de h, noté
« deth », est l’unique nombre (élément de K) tel que pour toute application n-linéaire
alternée ω : En → K et pour tous v1, . . . , vn ∈ E,

ω
(
h(v1), . . . , h(vn)

)
=

(
(det h)ω

)
(v1, . . . , vn) = (det h)ω(v1, . . . , vn).

Proposition. Si f, g : E → E sont deux endomorphismes, alors

det(g ◦ f) = (det g)(det f).

Proposition. Soient B = (u1, . . . ,un) une base de E et h : E → E un endomorphisme.
Alors

deth = detB
(
h(u1), . . . , h(un)

)
.

Corollaire. Si h : E → E est un endomorphisme et que A est la matrice de h par
rapport à une base de E, alors deth = detA.
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