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Calcul intégral

I11.1. # Mesure de Jordan

SECTION-BROUILLON
Certaines parties bornées de R"™ sont dites Jordan mesurables. A toute partie Jordan
mesurable A C R™ on associe un nombre réel positif dit la mesure de Jordan de A.

Notation. On va noter la mesure de Jordan de A C R™ par « m(A) ».

Propriétés fondamentales de la mesurabilité de Jordan. Fixons un nombre naturel
n. Dans les énoncés des propriétés suivantes, on va écrire « Jordan mesurable » tout court
au lieu de « Jordan mesurable dans R™ ».

€Y

(2)

(3)

(4)

L’ensemble vide @ est Jordan mesurable, et
m(2) = 0.

Si A et B sont Jordan mesurables, alors AU B, AN B, A\ B et B\ A sont tous
Jordan mesurables, et

m(AUB) +m(AN B) =m(A) +m(B).

En particulier, si AN B = &, alors
m(AU B) = m(A) +m(B).

Soit A une partie d’'un ensemble Jordan mesurable. Posons
m*(A) & inf{m(B) | B D A et B est Jordan mesurable },
m.(A) & sup{m(B) | B C A et B est Jordan mesurable }.

Si m.(A) = m*(A), alors A est Jordan mesurable, et
m(A) = m,(A) = m*(A).

Soit (A;)ien une famille dénombrable d’ensembles Jordan mesurables telle que si
i,7 € Neti##j, alors A, N A; = @. Posons

B=||A.
iEN
En général, B n’est pas obligé d’étre Jordan mesurable. Cependant, si B est Jordan
mesurable, alors

m(B) = _m(4).

1€EN
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(5) Soient Iy, ..., I, des intervalles bornés de R de longueurs aq, ..., a,. Posons
P:II X e xIn:{(:rl,...,:cn) ER”]xl EIl, ey $n€In}
Alors P est Jordan mesurable, et

m(P)=ay---ap.

Pour transformer ces propriétés en une définition de la mesurabilité et de la mesure
de Jordan, il suffit d’ajouter deux conditions suivantes :

(1) Un ensemble n’est Jordan mesurable que si sa mesurabilité de Jordan résulte des
propriétés données ci-dessus.

(2) La mesure de Jordan d’un ensemble est définie si et seulement si cet ensemble est
Jordan mesurable.

Définition. La frontiére d’'une partie A de R" est I’ensemble des points X € R™ tels
que pour tout voisinage V de X dans R", VNA# et VN(R™\ A) # @.

Notation. La frontiere de A sera notée « 9A ».!

Théoréme. Un ensemble A C R"™ est Jordan mesurable si et seulement si
(1) A est borné et
(2) 0A est de mesure nulle.

[...]

111.2. %% Intégrale de Riemann

SECTION-BROUILLON

Si A est une partie Jordan mesurable de R", alors certaines fonctions A — R sont
dites Riemann intégrables. A toute fonction Riemann intégrable f: A — R on associe
un nombre réel dit I'intégrale de Riemann de f (sur A).

Une fonction f: A — R est dite Riemann intégrable sur une partie Jordan mesurable
B C A si et seulement si la restriction de f sur B est Riemann intégrable, et dans ce cas,
I'intégrale de Riemann de la restriction f|g est dite l'intégrale de Riemann de f sur B.

Notation. [...]

I Le symbole « 0 » utilisé ici est le méme que dans les notations traditionnelles pour les différentielles et les
dérivées partielles. Selon une opinion répandue, il y a des similarités entre les deux usages. Cependant,
cette coincidence de notation est sans grande importance.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Frontière_(topologie)
https://mathoverflow.net/q/46252

II1.2. %% Intégrale de Riemann

Propriétés fondamentales de I'intégrabilité de Riemann. [...]

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

Pour toute fonctions f,

F(X)dv =o0.

Xeo

Si A et B sont deux ensembles Jordan mesurables et f est une fonction Riemann
intégrable sur A et sur B, alors f est Riemann intégrable sur AU B, sur AN B,
sur A\ B et sur B\ A, et

/ F(X)dv + / F(X)dV = F(X)dvV + F(X)av.
XeAuB

XeAnB XeA XeB

En particulier, si AN B = &, alors

/ fxav= [ fxav+ [ e
XeAuB XecA

XeB

Si f et g sont Riemann intégrables sur un ensemble Jordan mesurable A, alors
f + g est aussi Riemann intégrable sur A, et

| wegeav= [ e [ geoa

XeA XeA XeA

Si f est Riemann intégrable sur un ensemble Jordan mesurable A, alors, pour tout
a € R, af est aussi Riemann intégrable sur A, et

/ af(X)dV =a [ F(X)aV.
XeA XeA

Si f est Riemann intégrable sur un ensemble Jordan mesurable A, et que f(X) > 0
pour tout X € A, alors

F(X)dV > 0.
XeA

Si f et g sont Riemann intégrables sur un ensemble Jordan mesurable A, alors
min(f, g) et max(f, g) sont aussi Riemann intégrables sur A.

Soient A un ensemble Jordan mesurable et f une fonction a valeurs réelles définie
sur A qui est majorée et minorée sur A par des fonctions Riemann intégrables
sur A. Posons

f(X)dVv E inf { / g(X)dV ' g > [ et g est Riemann intégrable } ,
XeA XeA

/ f(X)dV e sup { / g(X)dVv ‘ g < f et g est Riemann intégrable } )
* X €A XeA
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*

Si f(X)dV = / f(X)dV, alors f est Riemann intégrable, et

XeA * X €A

*

feav = [ geoav= [ peoav

XecA XeA *X€A

(7) Soit (f;)ien une famille dénombrable de fonctions d wvaleurs positifs et Riemann
intégrables sur un ensemble Jordan mesurable A. Posons

9(X) = 3 Hi(X).

€N

En général, g n’est pas obligée d’étre Riemann intégrable sur A. Cependant, si g
est Riemann intégrable sur A, alors

| aar=% [ e

ieN Y X€A

(8) Si A est un ensemble Jordan mesurable, alors

/ dV:/ 1dV = m(A).
XeA XeA

Pour transformer ces propriétés en une définition de ’intégrabilité et de I'intégrale de
Riemann, il suffit d’ajouter deux conditions suivantes :

(1) Une fonction n’est Riemann intégrable que si sa intégrabilité de Riemann résulte
des propriétés données ci-dessus.

(2) L’intégrale de Riemann d’une fonction sur un ensemble est définie si et seulement
si cette fonction est Riemann intégrable sur cet ensemble (qui doit étre Jordan

mesurable).

Théoréeme. Soit B C R™ un ensemble Jordan mesurable. Alors une fonction f: B — R
est Riemann integrable (sur B) si et seulement si

(1) f est bornée et
(2) {X € B| f nest pas continue en X } est de mesure nulle.

[...]
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111.3. %% Intégrales multiples classiques

SECTION-BROUILLON
[...]

Dans 'expression « / / f(z,y) dx dy », il est entendu que

dr dy = [(d,x)(dyy) — (dyy)(dy)|
ou
dyx =dx > 0, dyx =0, dyy =0, dyy = dy = 0.

Remarque. Au lieu de «d, » et «d,», on peut fixer et utiliser d’autres symboles. Par
exemple, si on choisit «d» et «e», on aura «dx ey ». Traditionnellement, plutét que
«dy » et «dy», on utilisait différentes écritures de la lettre « d » ou des lettres similaires,
comme «J»234°

Si on veux admettre les valeurs quelconques de d; P = (d,x, dyy) € R? et de d,P =
(dyz, dyy) € R?, il faut écrire «|(dyx)(dyy) — (dyy)(dyz)| » & la place de «dz dy» (ou
« dx » veut dire d,z et « dy » veut dire dyy). En effet, |(dyx)(dyy) — (dyy)(dyx)| est Vaire
du parallélogramme dont deux cdtés orientés représentent les vecteurs d; P = (d,x, d,y)
et dyP = (dyx, dyy). Dans le cas ot dyx = dz > 0, dyx =0, djy = 0, dyy = dy > 0, ce
parallélogramme est rectangle d’aire dx dy.

Ainsi,

[ swwaedy= [[ . azay
~ [[ e i) )

- / / F(x,y) (i) (dyy) — (dyy) (do)]

o dans la premiere expression de 'intégrale, on admet implicitement que

dyz =dx >0, dyr =0, dyy =0, dy =dy >0,

2 Josiah Willard G1BBS et Edwin Bidwell WILSON. Vector analysis. A text-book for the use of students
of mathematics and physics. Founded upon the lectures of J. Willard Gibbs, Ph.D., LL.D. Anglais.
New Haven, CT : Yale University, 1901. xviii+436. URL : https://en.wikipedia.org/wiki/Vector_
Analysis, p. 188.

3 Hermann WEYL. “Reine Infinitesimalgeometrie”. Allemand. In : Mathematische Zeitschrift (sept. 1918),
p. 384-411.1SSN : 0025-5874. DOI : 10.1007/BF01199420. URL : https://link.springer.com/article/
10.1007/BF01199420, p. 387.

4 Elie CARTAN. La géométrie des espaces de Riemann. Paris : Gauthier-Villars, 1925. 61 p. URL : https:
//eudml.org/doc/192543, p. 13.

5 Elie CARTAN. Les systémes différentiels extérieurs et leurs applications géométriques. Paris : Hermann,
1945. 215 p. URL : https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k3385132c/, p. 36.



https://en.wikipedia.org/wiki/Vector_Analysis
https://en.wikipedia.org/wiki/Vector_Analysis
https://doi.org/10.1007/BF01199420
https://link.springer.com/article/10.1007/BF01199420
https://link.springer.com/article/10.1007/BF01199420
https://eudml.org/doc/192543
https://eudml.org/doc/192543
https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k3385132c/
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o dans la seconde expression de I'intégrale, on admet implicitement que

dix =dzx, dyx =0, dyy =0, dyy = dy,

o dans la derniere expression de l'intégrale, on ne fait aucune hypothese implicite
sur les valeurs de « d,x », « dyx », « dyy », « dyy ».
En utilisant la notion du déterminant d’une matrice carrée, on a :
dix dyx
(dy2)(dyy) — (dyy)(dyx) = det '
dyy dyy

Si (vy,...,v,) est une famille de n éléments d'un espace vectoriel n-dimensionnel
euclidien (c’est-a~dire muni d’un produit scalaire) orienté, alors on peut définir le déter-
minant de cette famille, noté « det(vy,...,v,)», de maniére que si on forme la matrice
des coordonnées des vecteurs vy, ..., v, par rapport a une n’importe quelle base ortho-
normée directe, le déterminant de cette matrice sera det(vy,...,v,).

Dans le cas de l'espace vectoriel R? mini de son produit scalaire canonique et de son
orientation canonique, si u = (ug,uz) et v = (v, vy), alors
U1

det(u,v) = det [u1

= U1V — U2V7.
Uz UQ]

Ainsi, en posant P = , di P = (dyz, dy) et dyP = (dyx, dyy), on a :

//f:cyd:cdy—/ £, y) 1(dy)(dsy) — (dyy)(doe)]

://f(P) det(d, P, d,P)|

Supposons maintenant que les valeurs de « x » et de «y» sont exprimées en termes
des valeurs de « s » et «t» :

:L‘:X(S,t), y:¢(87t)'

Posons aussi

D(s,t) = (X(s,t), ¢(s,t)).

Ainsi,
(l‘,y) = ¢(S7 t>
Alors on a :
/ Ox(s,t Ix(s,t
dyz = dy(x(s,t)) = x'(s,t)(dys, dyt) = Xg()s >d1$ + Xét )dlt
Ox Ox
= %dls + Edlt



Ainsi on obtient :

II1.3. %% Intégrales multiples classiques

dyx = %dls + %dlt, dyy = %dls + %dlt,
dyr = %dgs + %dzt, dyy = %dgs + %dyﬁ.
Donc,
(d,z)(dyy) = <gxd s+ gf dlt) (%dQS + %dﬂ)
gif gy(d 5)(dys) + (Zf” gy(d £)(dys)
- ?f ?Z(d $)(dat) + 57 ‘;t (dyt)(dyt),
et
(dyy)(dyz) = <%dls+ %dﬂf) (gxd s+ gfd2t>
= I dy5) o) + O 1))
%%(dls)(dﬂ) gy gx(d £)(dyt).
Dot
(dy2){ds) — () () = T 0% (1) (dys) + O Y () ()
O 1)) — T2 0 () ()
(55 - 2% (@9 - o)

— det Ja (s, 1) (d,5) (dot) — (d,1)(d3))

— det (s, 1) <(dls)(d2t) - (dlt)(d25)>.

On peut aussi trouver cette identité en utilisant le produit de matrices et les propriétés

du déterminant ainsi :

d;x Ta(s.) d;s
= S, 5
dy|  °° d.t

comime

ox
Os
y
ds

ox
ot
dy
ot

oun Jg(s,t) =
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alors
dix dox ds dos
S A ER) B
dyy dyy dit  dyt
et donc
dix dyx dys dys
det = det Jo(s,t) - det )
dyy dyy dit  dyt

Cette identité peut servir a changer les variables dans une intégrale double classique :

[ swwdedy= [[ e (@) ) - @)de)
— [[ 15101, w(s.0) [@0) () ~ (dyp) o)
= [[ 1.0 w(6,) 950 [(dr9)ot) = (d,8) )
= [[[ 7o 0.0 @5, 0)] [(@5)(dst) = (d0)(ds)
— [[re w0 @0 ds

ou
o dans la premiere expression de I'intégrale, on admet implicitement que

dyx =dzx >0, dyx =0, dyy =0, dyy =dy > 0,

o dans la derniere expression de 'intégrale, on admet implicitement que

o dans les autres expressions de l'intégrale, on ne fait aucune hypothese implicite
sur les valeurs de « d,x », « dyx », « dyy», «dyy», «dys», «dys», «dit», «dyt ».

[...]

111.4. %% Théoréme de Fubini

SECTION-BROUILLON
Notation. On va parfois utiliser la notation « / f(X)dV, » pour une intégrale de

€B
Riemann de f sur B C R" par rapport a la mesure de Jordan dans R".



9 II1.5. #% Changement de variables

Théoréme (Théoreme de Fubini). Soient B une partie Jordan mesurable de R™ et C
une partie Jordan mesurable de R"™. Alors B x C' est une partie Jordan mesurable de
R™ x R™ = R™™ et pour toute fonction f: B x C' — R Riemann intégrable,

/ fX,Y)dVya, = / <an f(X,Y) de> ,
(X,Y)eBxC vec XeB

d la seule condition que la valeur de l’intégrale itérée a droite soit définie.

[...]

111.6. 7 Changement de variables

SECTION-BROUILLON

Théoréme. Soient Q) une partie ouvert de R™ et ®: Q0 — R™ une fonction de classe C*.
Soit B C ) une partie Jordan mesurable telle que OB C € et que ® soit injective
sur Uintérieur topologique de B. Alors, pour toute fonction f: ®(B) — R Riemann
intégrable,

/y vy TV = [ (@) [det (X)) V.

[...]

111.6. # Courbes, surfaces, variétés
SECTION-BROUILLON

[...]
111.7. % Mesure de Jordan sur les courbes
SECTION-BROUILLON

[...]
111.8. ## Mesure de Jordan sur les surfaces
SECTION-BROUILLON

[...]
111.9. ## Intégrales curvilignes du premier type

SECTION-BROUILLON
[...]


https://fr.wikipedia.org/wiki/Intérieur_(topologie)
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111.10. ## Intégrales de surface du premier type

SECTION-BROUILLON
Si (vq,...,v,) est une famille de m éléments d’un espace vectoriel euclidien (c’est-a-
dire muni d’un produit scalaire), la matrice de Gram de cette famille est la matrice

(v, v1) o (V1 V)
<'Um, Ul> e <vm7 vm>
On va noter la matrice de Gram de (vy,...,v,,) comme « G(v1,...,V,;,)». Ainsi :
) (1, v1) - (1, V)
G('vl,...,'vm) d:ef : :
<'Um7 ,Ul> e <vm7 Um>
Le déterminant de la matrice de Gram G(vy,...,v,,) est le carré du volume m-

dimensionnel dun parallélépipéde m-dimensionnel dont m cotés orientés représentent
les vecteurs vy, ..., v,,. En particulier :

(1) siv = AB, alors la longueur du segment [AB] est
Vdet G(v) = (v, v) = |[v],

(2) si ABCD est un parallélogramme, u = AB et v = Zﬁ, alors 'aire de ce parallé-
logramme est

Vdet G(u,v) = \/(U, u) (v, v) — (u, v)°.

Si dans un espace vectoriel euclidien a n dimensions on fixe une base orthonormée et

qu’on note vy ;, ..., vy, les coordonnées de v; dans cette base, alors
V11 = Una V11 " Uim
G(”l? . 9 vm) =
V1m Un,m Un,1 Un,m
t
V1,1 Vi,m | [ V11 V1,m
Un1 *° Unm Un1 *° Unm

En particulier, dans R? muni de son produit scalaire canonique, si

u = (Ul,'LLQ,U3), v = (U17U27U3>7 w = (w17w2aw3)7

10



11 II1.10. %% Intégrales de surface du premier type

alors
t
Uy Uy | [
2 2 2
G(u) = uj + uj +u3 = [u1 Us u3] ug| = |uo| [usal,
Uusg Uz | (U3
UL v ¢ UL v Uy v
1 U 1 U1 1 U1
Uy Uz U3
G(u,v) = oo ol (U2 2| = fu2 vaf fuz e,
1 U2
’ Ug Vs Ug vVszf |(u3 U3
t
Uy Uz U3 Uy V1 Wy Uy V1 Wy Uy vV Wy
Gu,v,w)= vy vy v3||ug vo wo| = |uz vo wol||us vo wol.
w; w2 W3] |u3z V3 W3 Uz V3 W3)|uz V3 W3

Soit ¥ une surface de classe C!. Alors, plutét qu’intégrer sur B C ¥ une valeur
variable donnée en termes de P et de dS, ou P est un point variable de X, et dS est
un « élément d’aire de surface » (I’aire d’une partie variable du plan tangent a > en P),
on peut intégrer une valeur variable donnée en termes de P, de d,P et de d,P, ou P
est toujours un point variable de X, et d, P et d,P sont deux vecteurs tangents a 3 en
P avec lesquels on peut construire un parallélogramme dans le plan tangent dont 1’aire
sera dS. On aura 1’égalité :

/P 5 Zf(P) dS:/ f(P)\/det G(d, P, d,P).

PeBCE
Si d,P = (dyz, dyy, d,z) et dyP = (dyx, dyy, dyz), alors

¢ dyx dyx) (dyxr dyx

G(d\P, dyP) = |dyy dyy||diy dyy].
diz dyz| |diz dyz

[...]

Théoréme. Soit ¥ une surface de classe C' dans R3. Soient Q une partie ouvert de R?
et ®: Q — X une fonction de classe C'. Soit B C Q une partie Jordan mesurable telle
que OB C Q et que ® soit injective sur l'intérieur topologique de B. Alors, pour toute
fonction f: ®(B) — R Riemann intégrable par rapport d la mesure de Jordan sur X,

/ f(P)dS = / f(P)y/det G(d, P, d,P)
Ped(B)CT

Ped(B)CT

[ F@(Q)det 6(@(Q)(0,2), ¥(Q)(,0)

11


https://fr.wikipedia.org/wiki/Intérieur_(topologie)
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Si P=(x,y,2), d;P = (d;z, dy, d;z), Q = (s,t), d,Q = (d;s, d;t), et que P = ®(Q)
et d,P = ¥'(Q)(d,Q), alors

00 0

dl‘r d2x d d 85 at
S S a a

dyy doy| = Jo(s,t)| 1 on Jo(s,t)= | X
1Yy a4y a( )[dlt th] a(s,t) s Ot

ds Ot

(Jo(s,t) = Jo(Q) est la matrice jacobienne de ® en @ = (s,1).)

Dans le contexte des hypotheses du dernier théoréeme et en supposant, comme d’ha-
bitude, que dans R? et dans R? on utilise les bases canonique et les produits scalaires

canoniques, on peut calculer que :

¢ dyx dyx) (dix dyx
G(d\ P, dyP) = |dyy dyy||dyy doy

diz dyz| |diz dyz

et
t
/ / _[dis dys) dys  dys
G((Q@,Q). ¥(Q)0Q)) = [ . dgt] J¢<Q>J¢<Q)[dlt th]’
ot d;P = (d;x, dyy, d;z) et d,Q = (d;s, d;t). D’ou,
i@ J o d B t d;s d232
ot 6(¥(Q)(0,), ¥(@)(40)) = der (1@ (@) [} 7

— det (tJ¢<S’t>Jq)(57t)> ((dls)(d2t) — (dlt)(d25)>2,

et donc

\/det G(9(Q)(4,Q), ¥(Q)(4,Q))
- \/det (tj¢(s7t)J¢(s,t)> |(dy5)(dyt) — (dyt)(dys)] -

12
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Ainsi, toujours dans le contexte du dernier théoreme, on trouve :

/ F(P)dS = / F(P)\/det G(d, P, 4, P)
Ped(B)CT

Ped(B)CT

- /Q L f(<1>(Q))\/ det G (@(Q)(d,Q), ®'(Q)(,Q) )

/( L C thet (“Ta(s. 1) Ja(s.1)) I(d,5)(dat) — (d,1)(dy)

/(S,t)eBcR2 f(®(s, t))\/det (tjcp(S, t)Jsa (s, t)) ds dt.

13
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