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Chapitre 1

Intégrales généralisées

1. Rappels sur l’intégration

Soit [a,b] un intervalle, —oco < a < b < oo. Une subdivision de [a,b] est
une famille finie (a;)o<;<, telle que @ = ag < a; <--- < a, = b. Notons S|a, b]
I'ensemble de toutes les subdivisions de [a, b].

Soit f: [a,b] = R, —00o < a < b < oo. Pour chaque subdivision ¢ =
(ai)ogign de [CL, b], notons

n

LN =3 @0 it f)]

i—1 xe[ai_l,ai}

et

n

Jo(£) =) [(ai — ;1) sup f(x)] :

i=1 Ie[ai_hai]
LEMME. Si 0 = (a;)o<i<n €t T = (bj)o<j<m sont deux subdivisions quel-
conques de [a,b], on a toujours I,(f) < J.(f). Donc

sup I,(f) < inf J,(f).

oeSlab] o€S|a,b]

y=f(x)

al bl a2 a3 b2 .

FI1GURE 1. I,(f) et Js(f) sont représentés comme sommes des
aires de rectangles.
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DEFINITION. Une fonction f: [a,b] — R est dite intégrable (au sens de
Riemann) si

sup I, = inf J,
aGS[E,b] () o€Sla,b] (F):

Dans ce cas on définit son intégrale (de Riemann, usuelle) sur |a, b] par
/a b fla)de € Jesél’[g,b} I,(f) = Ueiél[ﬁ,b] Jo(f)-
Propriétés de I'intégrale usuelle :
(1) linéarité : fb(af( ) + Bg(x)) dz = Ozf f(z)dz + Bffg(x) dx
fb dx——ff dx,fafx dr =0;

( ) si f est intégrable sur [a,b] et sur [b,c|, a < b < ¢, alors f est intégrable
sur [a,d], et [ f(z)dx = fabf( de + [ f(x)dx;
(4) si f et g sont intégrables, alors fg est intégrable;
(5) si f est intégrable et |f| > ¢ > 0, alors 1/f est intégrable.
DEFINITION (Continuité par morceaux). Une fonction f est continue par
morceaux sur un intervalle borné [ si et seulement si f n’a qu'un nombre fini

de points de discontinuité sur I et possede les limites a droite et a gauche en
ces points.

THEOREME (Les fonctions continues par morceaux sont intégrables). Toute
fonction continue par morceaux sur un intervalle borné est intégrable sur
cet intervalle.

THEOREME (Premier théoréme fondamental de 'analyse). Si f est conti-
nue sur un intervalle I, alors

(1) f est intégrable sur I et
(2) [ admet une primitive sur I : pour tout a € 1, la fonction F définie par

:/axf(t)dt

est une primitive de f sur I.

THEOREME (Second théoréme fondamental de 'analyse). Si f est inté-
grable sur un intervalle I et admet une primitive I’ sur I, alors pour tous
a,bel,

/ F(@)dz = F(b) — Fla).

THEOREME (Changement de variable). Soient I et J deux intervalles de R,
¢: I — J une application continiment dérivable et f: J — R une application
continue. Alors, quels que soient o, 5 € I, on a :

/ F(6(2))é () do = /¢ jj)f(y) dy.
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DEMONSTRATION. Si F' = f, alors
d
L (Pota)) = F6la) - & (a). )

THEOREME (Intégration par parties). Soient I un intervalle de R, et u et
v deux fonctions I — R contindment dérivables sur I. Alors, quels que soient
a,bel, ona:

b b
/ u(t)v'(t) dt = u(b)v(b) — u(a)v(a) — / o' (t)v(t) dt.

DEMONSTRATION.

2 (w(@)el@)) = (apo(a) + u(@) (@), s

2. Définition et convergence d’intégrales généralisées

2.1. Définitions de base.

DEFINITION (Fonctions localement intégrables). Une fonction f a valeurs
réelles est localement intégrable sur un ensemble £ C R si et seulement si pour
tous a, b tels que [a,b] C E, f est intégrable sur [a, b].

DEFINITION. Soit f une fonction & valeurs réelles localement intégrable sur
un intervalle Ja,b[, ot —oo < a < b < +00. Soit zy €|a, b[, et définissons la
fonction F': |a,b[— R par

0= [ s

On dit que [’intégrale généralisée ff f(t)dt converge en a si et seulement si

lim, .+ F(z) existe et est finie, que f: f(t)dt converge en b si et seulement si
lim, ,,- F(z) existe et est finie. Si I'intégrale converge en a et en b, alors on
définit sa valeur par

/bf(t) dt = lim F(z)— lim F(x).

T—b— r—a™t

Si une intégrale ne converge pas, on dit qu’elle diverge.

DEFINITION. Une intégrale généralisé f; f(t)dt d'une fonction f a va-
leurs complexes converge si et seulement si les intégrales [ ’ Re(f(t))dt et

f Im(f(t)) dt convergent toutes les deux, et dans ce cas la valeur est défi-
nie par

/abf@ dt:/abRe(f(t))dt+z‘/ab1m(f(t))dt_

Toute fonction a priori sera a valeur complexe.

THEOREME (Intégrales usuelles comme généralisées). Si f est intégrable
sur [a, b], alors elle est localement intégrable sur |a,b[, et l'intégrale généralisée

fab f(z)dx converge et a la méme valeur que l'intégrale usuelle fabf(a:) dx.
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THEOREME. Si —00 < a < b < ¢ < oo et f est localement intégrable
sur [a,c[, alors Uintégrale généralisée [ f(x)dx est de la méme nature que
["intégrale fbcf(a:) dx, et si elles convergent, alors

/acf(x)dx:/abf(x)dx—l—/bcf(x)dx.

2.2. Critere de Cauchy.

THEOREME (Critére de Cauchy). Soit f: [a,b[— R une fonction locale-

ment intégrable sur [a,b[. Alors l'intégrale généralisée f; f(t)dt converge si et
seulement st f vérifie la condition suivante, dite critére de Cauchy :

/ (1) dt’ <e

Ve > 0 e € [a, b] tel que Vxy, x5 € [¢,b] on a

2.3. Convergence absolue.

DEFINITION. Une intégrale généralisée ff f(z) dx est dite absolument conver-
gente si et seulement si I'intégrale f; |f(z)| dz converge.

THEOREME (Convergence absolue implique convergence). Si f est locale-

ment intégrable sur [a,b| et l'intégrale généralisée fab f(z)dxr converge abso-
lument, alors cette intégrale converge.

THEOREME (Intégrales généralisées de fonctions bornées). Si f est une
fonction localement intégrable et bornée sur un intervalle borné [a,b], alors

["intégrale généralisée f;f(x) dx converge absolument.
2.4. Intégrales généralisées de fonctions positives.

THEOREME (Intégrales généralisées de fonctions positives). Si f est une
fonction localement intégrable et positive sur |a,b[, alors 'intégrale généralisée

fab f(x)dx converge si et seulement si [’ensemble {fcd f(x)dz | ¢,d €la,b]}
est majoré, et dans ce cas

/abf(:c)d:c: sup /cdf(a:)dx.

¢,d€)a,b|

3. Etude de la convergence et calcul
3.1. Changement de variable.

THEOREME (Changement de variable). Soient ¢: |, 8[— I une applica-
tion continument dérivable et f: I — R une application continue. Posons

dla®) < lim o) et o(57) = lim o(x).

Alors lintégrale f(f((f;)) f(x)dx converge si et seulement si ff flo(t)e'(t) dt
converge. Si les intégrales convergent, alors leurs valeurs sont égales :

B $(67)
| rewewa= [ @
@ p(at)

DEMONSTRATION. Utiliser un changement de variable dans les intégrales
usuelles et passer a la limite. O
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3.2. Intégration par parties.

THEOREME (Intégration par parties). Soient u,v: ]a,b[— R deuz appli-
cations continiment dérivables (a < b). Supposons que lim, ,.+ u(z)v(z) et
lim, ;- u(z)v(z) existent et sont finies. Posons

[u@)o@)]y: = T u()o(@) = T u(z)o()

Alors Uintégrale f; u(z)v'(z) dx converge si et seulement si f: v (z)v(x) de
converge, et si elles convergent, alors

/abu(x)v'(x) dx + /abu’(x)v(x) do = [u(z)v(@)]"s .

DEMONSTRATION. Utiliser 'intégration par parties dans les intégrales usuelles
et passer a la limite. O

3.3. Convergence absolue par comparaison.
THEOREME (Comparaison par majoration). Si f et g sont localement in-
tégrables sur [a,b[, si pour tout x € [a,b[, 0 < f(x) < g(x), et si ffg(x) dx

converge, alors f;f(x) dx converge.

DEFINITION (Notation de Landau). Soient f et g deux fonctions définies
sur [a, b].

(1) On dit que f(z) € O(g(x)) (ou f(x) = O(g(z))) quand x — b~ si
AM >0 3Fc€la,b] telsque Vrele,b |f(x)] <M lg(x)l.

(2) On dit que f(x) € o(g(x)) (ou f(z) =o(g(z))) quand x — b~ si
Ve >0 dc€la,b] tel que Vzx €lc,b] |[f(z)| <elg(x)].

(3) On dit que f(z) ~ g(x) quand x — b~ si
|[f(x) = g(z)| = o(f(x)) quand z —b".

Définition équivalente :

DEFINITION (Notation de Landau). Soient f et g deux fonctions définies
sur [a, b].

(1) On dit que f(z) = O(g(x)) quand = — b~ si il existe ¢: [a,b]— R telle
que f = qg au voisinage de b et ¢ est bornée au voisinage de b.

(2) On dit que f(z) = o(g(x)) quand x — b~ si il existe ¢: [a,b[— R telle
que f = qg au voisinage de b et lim, ;- q(z) = 0.

(3) On dit que f(z) ~ g(z) quand x — b~ si il existe ¢: [a,b]— R telle que
f = qg au voisinage de b et lim, ;- q(z) = 1.

Pour démontrer I’équivalence, on pose

_ JI(@)/g(x) sigla) #0,
1lr) = {O st g(xz) =0
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dans (1) et (2), et

_ ) f@)/g(z) sig(a) #0,
a(v) = {1 sig(z) =0

g(z) quand = — b~, alors au voisinage de b a gauche on a
2[f(z)| et 0 < [f(x)] < 2[g(z)], et donc f(z) = O(g(z)) et
) quand x — b~. On a aussi f(z) = g(x) + o(g(x)) et g(x) =

COROLLAIRE (Comparaison par O). Si f et g sont localement intégrables
sur [a,b], si f(x) = O(g(z)) quand x — b~, et si fabg(x) dx converge abso-

lument, alors fabf(x) dz converge absolument.

COROLLAIRE (Comparaison par équivalence). Si f et g sont localement
intégrables sur [a,b| el positives au wvoisinage de b, et que f(x) ~ g(z)
quand x — b~, alors fab f(z)dx et fabg(x) dx sont de méme nature.

3.4. Quelques intégrales de référence.

o0
x . :
/ — converge (en 00) si et seulement si o > 1.
1o
1
dz : .
— converge (en 0) si et seulement si v < 1.
0 T

o0
/ a®dx converge (en 00) si 0 < a < 1 et diverge si a > 1.
0

1
/ Inzdr = 1.
0

3.5. Convergence simple par la régle d’Abel.

THEOREME (Régle d’Abel). Soient f: [a,b[— R et g: [a,b]— C localement
intégrables sur [a,b[. Supposons que :
(1) 3M > 0 tel que Vu € [a,b], | [ g(z) dz| < M,
(2) [ est monotone, et
(3) f(z) — 0.
x—b

Alors f; f(z)g(z) dx converge.

DEMONSTRATION. Sans perte de généralité, supposons que f est positive
et décroissante.

Soient u,v € [a,b], u < v, € > 0. Choisissons une fonction en escalier
¢ [u,v] = R positive et décroissante telle que :

(1) ¢(u) = f(u),

(2) sup|f —¢| < .
[u,v] (Sup[u,v] |g‘) |U - U‘

€




4. EXERCICES

) dx f o(r)g ac)dx’ﬁe.

ns (Ok)1<k<n, (di)1<k<n tels que :
(DHu=ap<--<a,=v,

(2) ¢(x) = by pour tout = € [ag_1,ax), 1 <k <mn,

(3) dp = b — b1, bp =dp + -+ -+ d,, pour 1 < k <mn (sib,p1 =0).
Alors

Alors U: f(x)g(z

Soient (ak)o k

Donc

v < Y 2dM =26, M = 2f(u)M

1<k<n

Alors pour tout £ > 0,

/f x)dx
/f x)dx

/f z)de — 0, car lim f(u)=0.

v>u—b— u—b—

< 2f(u)M + e.

D’ou < 2f(u)M. Ce qui implique

Ainsi f f(z)g(z) dx converge par le Critére de Cauchy.

4. Exercices

EXERCICE 1.1. Monter la divergence de :

S > sin? x Lsinz
sinx dx, dx, —5 dz,
0 0 Z o &
U dx * dx
o 1—2v/2 [, xzlnz

EXERCICE 1.2. Convergence absolue :

o0 L3 1 00
/ Sl;f dz, / sin(1/t) dt, / 2 "zt dx,
1 0 0
/1 dx /°° dx
o arccosz’ Jy x(Inz)?

EXERCICE 1.3. Convergence simple (semi-convergence) :

/ sin(z?) da, / 5T f.
0 1 xr
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EXERCICE 1.4. Etudier la convergence (v € R)

00 1 d 1 a_ ] )
[ [ [T
o (14t o (tanz — x)® o Inz 0

EXERCICE 1.5. Montrer la convergence et calculer

+oo dt <t 42t /2
S — -, Vtant dt.
/_Oo 12 42t 4+ 2 /0 14t /0 14+t /0

EXERCICE 1.6. Montrer la convergence et calculer

/°° dx /°° dx > dt
o 2P =17 Jo (@+D@+2)@+3)" Ju Jt-49)B-1)
EXERCICE 1.7. Montrer la convergence et calculer
> Int Int o dx
a,b>0).
/0 1+t2 Vi—t oo (@4 22)(b+ 2?) ( )

EXERCICE 1.8. Montrer que les intégrales suivantes convergent et les cal-
culer par récurrence :

I, = et dt = _ .
/0 € _— /0 1+ )+




Chapitre 2

Séries numériques

1. Définition et convergence de séries numériques

1.1. Définitions de base.

DEFINITION. Soit (a,)52,,, une suite numérique (complexe). Alors la somme
formelle Y 77" “a, est dite une série numérique.

n=n
¢] /.
EXEMPLE. )~ 1 est une série.

o0

neng €St

DEFINITION. Soit Y 7% a, une série. Alors sa suite associce (Ay)
définie par A,, =0 et A, = Zzzno aj pour n > ng.

o0

DEFINITION. Soient ) a, une série et (A,);2,, sa suite associée. Alors

> , an converge si et seulement si lim,,,, A, existe, et dans ce cas on définit

n=n

la somme de Y " a, par
oo
Z a, = lim A,,.
n—oo
n=ng
EXEMPLES. > 2 0=0, > 1 =00, Y o0 ;o = 2.

PROPOSITION (Linéarité de convergence). Si séries Y " a, et Y " by
convergent, alors pour tous A\, ju € C la série 3" (Aa, + pb,) converge et

> Aan b)) =AY an+p Y by

n=ng n=ng n=no

COROLLAIRE. Si ) a, converge mais » b, diverge, alors Y (a, + by,)
diverge.

PROPOSITION (Comparaison des sommes). Si deus séries réelles " ay
et Zzozno b, convergent, et si pour tout n > ngy, a, < b,, alors

(o) o0
Z a, < Z by,.
n=ng n=ng

PROPOSITION (Convergence d'une série complexe). Une série compleze
> g Gn cOnverge si et seulement si les séries Y " Re(a,) et Y " Tm(ay)
convergent toutes les deux, et dans ce cas

Z an = Z Re(a,) +1 Z Im(ay).

n=ng n=ng n=ng
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1.2. Les restes d’une série.

DEFINITION. Si ) “a, est une série convergente, alors son reste a I'in-

dice n > ng est la somme de la série (convergente) > - ay.

PROPOSITION (Les restes d'une série convergente). Soit ) > a, une série
convergente et soit pour tout n > ng, R, = Zzozn ay. Alors

lim R, =0.

n—o0

DEMONSTRATION. Soit A la somme de Y 77 a, et (A,)72,, la suite as-

n=n n=mn

sociée. Alors lim,, .o, A, = A et pour tout n > ng, A, + R, = A. O

1.3. Critére de Cauchy.

DEFINITION. On dit que la série Y a, vérifie le critére de Cauchy si et
seulement si

q
Ve >0 dN € N tel que Vp > N Vg>pona Zan <e.

n=p

Autrement dit, la série Z;’O:no a, satisfait le critere de Cauchy si et seule-

. . . o) . n—1 . . IR
ment si la suite associée (A,)p2,,, An = D _j_,, G, satisfait le critére de Cau-
chy. Comme une suite numérique converge si et seulement si elle satisfait le

critere de Cauchy, on a le théoreme suivant.

THEOREME (Critere de Cauchy). Une série numérique Y a,, est conver-
gente st et seulement si elle vérifie le critére de Cauchy.

COROLLAIRE. Une condition nécessaire pour que la série Y a, converge
est que lim,,_,o a, = 0.

DEFINITION. Une série Y a,, est dite grossiérement divergente si et seule-
ment si la condition lim,,_,. a,, = 0 n’est pas satisfaite.

EXEMPLE. La série harmonique 22021% diverge car pour tout n > 1,
2n 1 1
>

k=n+1k < 2°

1.4. Convergence absolue.

DEFINITION. Une série Y a,, est dite absolument convergente si et seule-
ment si la série > |a,| converge.

oo
n=n

THEOREME (Convergence absolue implique convergence). Si Y
absolument, alors elle converge et

o0 o0
Zan < Z|an|.

n=ng n=ng

o Ay CONVETGE

DEMONSTRATION. Utiliser le critéere de Cauchy. O
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1.5. Séries a termes positifs.

THEOREME (Convergence de séries positives). Une série d termes réels
positifs converge st et seulement si la suite associée est majorée, et dans ce
cas la somme de la série est la borne supérieure de la suite associée.

COROLLAIRE. Soient Y a, et > b, deuz séries a termes positifs. Alors la
série somme Y (a, + by,) converge si et seulement si les deux séries Y a,, et
> by, convergent.

2. Etude de la convergence absolue

2.1. Comparaison de deux séries.

THEOREME (Comparaison par majoration). Soient Y. a, et Y. b, deux
séries 4 termes réels. Si Y b, converge et s’il existe ng tel que pour tout
n >ng, 0 < a, < b,, alors y_ a, converge.

DEMONSTRATION. Soient (A, )5, et (B,);Z,, le suites associées de ) >

et Z;'Lozno b, respectivement. Alors elles sont croissantes et Vn > ng, A, <
B,. O

COROLLAIRE (Comparaison par O). Soient Y a, et Y b, deuz séries. Si
> b, converge absolument et si a, = O(b,), n — oo, alors Y a, converge
absolument.

Qn

DEMONSTRATION. Soient M et N tels que Vn > N, |a,| < M |b,|. Comme
> |by| converge, > M |b,| converge aussi, et donc, par le théoreme précédent,
> |ay| converge. O

COROLLAIRE (Comparaison par équivalence). Soient > a, et > b, deux
séries @ termes positifs. Si a, ~ b,, n — oo, alors Y a, et > b, sont de
meéme nature.

DEMONSTRATION. a,, = O(b,) et b, = O(a,), n — oo. d

PRrROPOSITION (Convergence absolue d'une série complexe). Une série com-
plexe converge absolument si et seulement si sa partie réelle et sa partie
imaginaire toutes les deux convergent absolument.

DEMONSTRATION. Si z € C, alors
max{|Rez|, |Imz|} <|z[ <|Rez|+ [Imz|. O
2.2. Séries géométriques.

DEFINITION. Toute série complexe de la forme " ¢", ¢ € C, 0° = 1,
est dite série géométrique.

PROPOSITION (Somme d’'une série géométrique). Si |¢| > 1, alors la série
Yo o q" diverge (grossiérement). Si |q| < 1, alors la série converge et

oo
St
n=0

DEMONSTRATION. Pour ¢ # 1 et pour tout N > 1,

zq 0
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2.3. Regle de Cauchy. Rappel :

liminf a,, = lim inf a; = sup inf ay,
n—oo n—oo k>n n k>n

limsup a,, = lim sup a; = inf sup ay.
n—00 n—=00 k>np n k>n

Pour toute suite (a,,), liminf,_, a, et limsup,,_, . a, existent comme éléments
de [—o00, 00|, et liminf, , a, < limsup,,_, ., a,. Si lim,_, a, existe, alors

liminf a, = limsupa, = lim a,.
n—00 n—s00 n—00

THEOREME (Régle de Cauchy). Soit Y a,, une série numérique. On pose

A = lim sup |a,|"" .
n—oo

Alors
(1) st A <1, la série Y _ a, converge absolument,
(2) si A > 1, la série Y _ a,, diverge grossiérement.

DEMONSTRATION. (1) Supposons A < 1. Soit u < 1 tel que > A. Soit N
tel que Vn > N |an|"™ < pi. Alors Vn > N |a,| < p™.

(2) Supposons A > 1. Soit N tel que Vn > N |a,|"™ > 1. Alors Vn > N
la,| > 1. O

2.4. Regle de d’Alembert.

THEOREME (Regle de d’Alembert). Soit Y a, une série numérique véri-
fiant a, # 0 pour tout n > ny. Posons

‘anJrl‘

L = lim sup ‘anﬂ‘, [ = liminf
n—00 |an’ n—0o0 |an|

Alors
(1) si L <1, la série Y_ a, converge absolument,
(2) sil>1, la série Y a, diverge grossiérement.

DEMONSTRATION. (1) Supposons L < 1. Soit p < 1 tel que p > L. Soit

la

N tel que Vn > N |Z—:|1| < p. Alors, par récurrence sur n, Vn > N |a,| <

Jan| =N = Ly,
(2) Supposons A > 1. Soit N tel que Vn > N % > 1. Alors, par
récurrence sur n, ¥n > N |a,| > |ax]. O

2.5. Comparaison d’une série et d’une intégrale.

THEOREME (Comparaison avec une intégrale). Soit f: [ng, co[— R mo-

notone. Alors la série Y 07 f(n) et lintégrale f:; f(t)dt sont de méme

nature. Si f est positive et que l'intégrale f:j f(t)dt converge, alors pour
tout n > ny,

[ rwar<S s < [ s
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DEMONSTRATION. Il suffit d’étudier le cas ot lim, o, f(z) = 0. Sans perte
de généralité, supposons que f est décroissante. Alors f est positive.

Pour z € [n,n+ 1], n > ng, on a f(n+ 1) < f(z) < f(n). Donc pour tous
p>nget g>ptel que p,g € Z,ona

q+1 q+1 q
0< > fn) g/ feydt <> f(n). O
n=p+1 p n=p

2.6. Séries de Riemann.

DEFINITION. Toute série de la forme Y 7 | =, ot @ € R, est dite série de
Riemann.

PROPOSITION (Convergence d'une série de Riemann). La série de Riemann
S L converge si et seulement si o > 1.

n=1 no

DEMONSTRATION. Comparaison avec l'intégrale [~ &. O

=
2.7. Convergence commutative d’une série. Rappel : une permuta-
tion d’un ensemble X est une bijection de X sur lui-méme.

DEFINITION. Soit > 7  a, une série numérique (ou plus généralement une
série & termes dans un espace vectoriel normé). On dit que Y~ a, est com-
mutativement convergente si et seulement si pour toute permutation o de N,
la série > ay(n) converge.

THEOREME (Convergence commutative de séries absolument convergentes).
Une série numérique » . - a, est commutativement convergente si et seule-
ment si elle est absolument convergente, et dans ce cas

o0 o0

Z Ag(n) = Z a, pour toute permutation o: N — N.

n=0 n=0

3. Etude de la convergence simple
3.1. Convergence simple par la regle d’Abel.

LEMME (Transformation d’Abel). Soient (a,);2,, et (bn)pe,, deur suites
numériques. Posons B,, = Z;}l

p=mngetq=p, ona:

o be pour n > ng et By, = 0. Alors pour tous

q q

Z anbn - Z an(Bn+1 - Bn)

q
= E (an = any1)Buy1 — apBp + agr1 By
n=p

THEOREME (Regle d’Abel). Soient (a,)2,, et (b,)°,  deux suites numé-

n=ng n=ng
riques qui vérifient les trois conditions suivantes :

(1) la suite (3 p_,, br)nln, €st bornée,
(2) la série 37" |an — anta| converge,
(3) lim,, o a, = 0.
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Alors la série Y~ a,b, converge.

DEMONSTRATION. Utiliser le critére de Cauchy et la transformation d’Abel.
Posons B,, = ZZ;:LO by, pour n > ng et By, = 0. Posons M = sup,,,, |Bnl,
R, =>"77, |lag — ags+1| pour tout n > ng. Alors, par la transformation d’Abel,
pourtousp>n0etq>pona:
q
Z an n — Z - an+1>Bn+1 - apo + anrquJrla

n=p

Z]anb|<RM+]ap]M—l—|aq+1\M — 0. O

p—+00,q>p
REMARQUE. Clairement, la condition « 7" ‘|a, — an41| converge » peut
étre remplacée par la condition « (a,);2,, est monotone ».
3.2. Séries alternées.

DEFINITION. On appelle série alternée toute série de la forme Y % (—1)"a,,
ou de la forme y>° (—1)""'a, avec a, > 0 pour tout n > ny.

THEOREME (Test de convergence pour les séries alternées). Soit (a,)sZ,,
une suite réelle monotone telle que lim, . a, = 0. Alors la série alternée
S (—=1)"a, converge, et pour tout n > ny,

> (=D*ay

k=n

< an|.

DEMONSTRATION. On va démontrer par le critére de Cauchy directement,
sans utiliser la regle d’Abel.

Il suffit d’observer que pour tout p > ng et pour tout g > p,
q

Z(—l)"an < lap]
n=p
(cela se montre par récurrence sur g — p). O

4. Produit de Cauchy de deux séries
4.1. Définition générale du produit de Cauchy.

DEFINITION. Soient Y > a, et Y b, deux séries numériques (com-
plexes). Alors le produit de Cauchy, ou la série produit, de ces deux séries
est la série Y >, ¢, ol pour tout n >0, ¢, = Y 1_ @by

4.2. La somme du produit de Cauchy de deux séries absolument
convergentes.

LEMME (Produit de séries positives convergentes). Soient >~ ja, et > - by,
deuz séries positives convergentes. Alors leur produit de Cauchy Y .~ cp
converge (absolument) et

S5 (5)

n=0 n=0
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DEMONSTRATION. Posons
n—1 n—1 n—1
An:ZCLk, Bn:Zbka Cn:ZCk
k=0 n=0 n=0
pour tout n > 1. Posons aussi

A:Zan: lim A, =sup A,,

n—o0
n—0 neN
(o]
B = E b, = lim B,, = sup B,.
0 n—oo neN
n—=

Alors pour tout n > 1,
Cn S Aan S C(271—1-

Donc la suite croissante (C),)2, est majorée par AB. Soit C' = lim, . Cp.
Alors C < AB < (C. Donc C = AB. O

THEOREME (Produit de séries absolument convergentes). Soient Y a,
et Y > b, deuz séries absolument convergentes. Alors leur produit de
Cauchy Y~ ¢, converge absolument et

o oo (o.9]
> (Lo ().
n=0 n=0 n=0

OODE)MON:?TRA\TIC.)N. /Soit anf:g ¢ le produit de Cauchy de /Z;O:o la,| et
Yoo lbnl, Cest-a-dire ¢, = Y ) |akbn—k| pour tout n > 0. Cette série converge
par le lemme précédent.

Pour tout n € N, |¢,| < ¢,. En particulier, la série )" ¢, converge
absolument.

Posons
n—1 n—1 n—1
An = E g, Bn = E bka Cn = g Ck,
n—1 n—1 n—1
/ / !/ /
An: E |CL]€‘, Bn: E |bk‘7 Cn: E Ck
pour tout n > 1. Posons aussi
o o0
A= E a, = lim A,, A = E la,| = lim A,
n—o0 n—oo
n=0 n=0
o0 (o]
B = E b, = lim B,, B = E |b,| = lim B/,
n—oo n—oo
n=0 n=0
oo
r A T /
"= g ¢, = lim C),.
n—oo
n=0

Alors, par le lemme, C' = A'B’.
Pour tout n > 1,

|A, B, —C,| <A B —C".
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En passant a la limite n — oo, on trouve que C' = AB. U

5. Exercices

EXERCICE 2.1. Soient ) a,, et ) b, deux séries a termes dans R’ vérifiant :

an+1 < b

dng € N tel que pour tout n > ng on a =L, Montrer que :

(1) >_b, converge = > a,, converge.
(2) > a, diverge = >_ b, diverge.

EXERCICE 2.2. Etudier la nature de la série de Riemann

oo
1

g —, a € R,
nOé

n=1

puis de la série de Bertrand

o0

1
% et PR

EXERCICE 2.3. Calculer la somme des séries

;q_"’ e R ;n(n+1)'

EXERCICE 2.4. Etudier la nature (type de convergence ou de divergence)
des séries numériques suivantes

EXERCICE 2.5. Montrer que la série de terme général

o ' n

a” =1 . n! = n
W 2w 2 2

n=1 n=1 n=1 n=1

1
Up = — +In(n) —In(n + 1)
n
converge. En déduire que la limite (appelée constante d’Euler)

1 1
lim(l—i—i—i—---—l—ﬁ—ln(n))

n—00

existe.

EXERCICE 2.6. Etudier la nature des séries suivantes :
1) >0 1[n1n( +1/n) = 2n/(2n + 1)],
2) >, m (indication : montrer que Inn! ~ nlnn),

)
3) Yo e >0,
)

n= 1(2n'7

4) > (nsinl/n)™

(indication : utiliser le fait que lim (nsin1/n)" = e_Tl).
n—o0

(
(
(
(

EXERCICE 2.7. Nature des séries de terme général u,, n > 1 :

S ETC Ny e

n?+ (—1)" B n 1

Up =
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EXERCICE 2.8. Nature des séries de terme général u,, n > 1 :

4y = 1n (1 T (‘”") » = sin T

n n
EXERCICE 2.9. Montrer que les séries de termes généraux (équivalentes!)

(-1 (-1

Un:—7 UTL:—7 nzl
vn v+ (=1)"

ne sont pas de méme nature.

EXERCICE 2.10. Montrer que le produit infini
(o.9]
x
H cos o
n=0
converge et calculer sa limite.

EXERCICE 2.11. Soit (a,)nen une suite dans R;. Montrer que le produit
infini [[°2,(1 + a,) converge si et seulement si la série >~ a, converge.



Chapitre 3

Suites et séries de fonctions

1. Convergence de suites de fonctions
1.1. Définitions de base.

DEFINITION (Convergence simple). Soient F un ensemble, (f,), une suite
de fonctions F — C, et A C E. On dit que (f,), converge simplement sur A
vers f: A — C si et seulement si pour tout x € A,

Tim f(x) = f(2)

DEFINITION (Convergence uniforme). Soient F un ensemble, (f,), une
suite de fonctions E — C, et A C E. On dit que (f,,), converge uniformément
sur A vers f: A — C si et seulement si il existe N tel que pour tout n > IV,

sup 4 |fn — f| < 00, et

lim sup |f, — f| = 0.
n—oo A

A
Notation : f, = f.

n—oo
1.2. Opérations arithmétiques sur des suites et conditions pour
la convergence uniforme du résultat.

PROPOSITION. Soient (fy)nen €t (gn)nen deuz suites de fonctions E — C,
a,peC, et ACE.

(1) Si (fo)nen €t (gn)nen convergent vers f et g, respectivement, sur A,
alors (afy, + Bgn)nen converge vers af + Bg (simplement) sur A.

(2) Si (fn)nen €t (gn)nen convergent vers [ et g, respectivement, unifor-
mément sur A, alors (af, + Bgn)nen converge vers af + Bg unifor-
mément sur A.

DEMONSTRATION. Pour z € A,

[(afn(2) + Bgn(z)) — (af(z) + By(x))|
< lal[fu(x) = f(@)] + B8] |gn(x) — g(2)[. O
PROPOSITION. Soient (fn)nen €t (gn)nen deux suites de fonctions E — C,
et soit AC E.

(1) Si (fu)nen €t (gn)nen convergent vers f et g, respectivement, sur A,
alors (fugn)nen converge vers fg (simplement) sur A.

(2) Si (fn)nen €t (gn)nen convergent vers f et g, respectivement, unifor-
mément sur A, et que f et g sont bornées sur A, alors (fugn)neN
converge vers fg uniformément sur A.

18
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DEMONSTRATION. (1) résulte de propriétés des limites de suites numé-
riques.

(2) Pour x € A,

fu(@)gn () = f(2)9(2) = (fulr) = f(2))(gn(z) — g(2))
+ f(@)(gn(2) = 9(x)) + 9(2)(fu(x) — f(2)).

D’ou
Sup|fngn _fg| S Sup|fn - f|sup |gn _g|
A A A
+ sup | f|sup g, — g| +sup |g|sup |fn — f|. O
A A A A

PROPOSITION. Soit (f,,)nen une suite de fonctions E — C*, et soit A C E.

(1) Si (fu)nen converge vers f: E — C* sur A, alors (%) converge
"/ neN
1

vers ¢ (simplement) sur A.

(2) Si (fu)nen converge vers f: E — C* uniformément sur A, et que la

% est bornée sur A, alors (i> converge vers %

fonction 7
"/ neN
ment sur A.

uniformé-

DEMONSTRATION. (1) résulte de propriétés des limites de suites numé-
riques.

(2) Soit N tel que Yn > N, supy |fn — f] < infa|f| = m > 0. Alors
Vn > NV € A,
L @) - )]
fulx)  f(2) | () f ()]
|f(z) — fu(2)]

= @ = @) = @) F@)]
Donc Vn > N,

1 supy |f — fal
—_— — = . O
In f‘ = (infa [f] —supy [f — ful) infa|f] ’30 !

1.3. Le critére de Cauchy uniforme.

sup
A

DEFINITION. Soient (f,,) une suite de fonctions £ — C et A C E. On dit
que (fn) est uniformément de Cauchy sur A si et seulement si

Ve>03aNVn>NVm >N sup|f, — fm] <e.
A

THEOREME. Soient (f,) une suite de fonctions E — C et A C E. Alors
(fn) est uniformément de Cauchy sur A si et seulement si il existe f: A — C
telle que (f,) converge vers f uniformément sur A.

DEMONSTRATION. (<) Supposons que f, converge uniformément vers une
fonction f: A — C. Soit € > 0. Alors soit N tel que Vn > N Vx € A,

fal@) = fl@)] < 5,
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Alors Vn > N Vm > N Vx € A,
[fo(2) = fu(@)| < [ fulz) = f(2)| + [f(2) = fin(2)] <
DouVn > N Vm > N,

DO ™

sup |fo— fm] < e

Donc (f,) est uniformément de Cauchy sur A.

(<) Supposons que (f,) est uniformément de Cauchy sur A. Alors pour
tout € A, la suite numérique (f,(x)) est de Cauchy, donc converge. Soit f
la fonction A — C définie par

f(z) = lim f,(z), x¢€ A
n—0o0
Soit € > 0. Alors soit N tel que Vn > N ¥Ym > N Vx € A,

(@) = fm(2)] < €.

Alors Vn > N Vz € A, T'inégalité |f,(x) — fi(x)| < € est satisfaite pour tout
m > N. En passant a la limite quand m — oo, nous aurons que Vn > N
Vo € A,

ful2) — f(2)] < e
D’ou Vn > N,

sup | f, — f| <e.
A

Donc (f,) converge vers f uniformément sur A. O

2. Propriétés des limites

ProposITION (Limite des applications linéaires). Soient E un espace vec-
toriel sur K (K =R ou K = C) et (f,) une suite d’applications linéaires
E — K convergeant simplement sur E vers une application f: E — K. Alors
f est linéaire.

DEMONSTRATION. Pour tous n, z,y € E, «, 8 € K,

= a lim f,(2) + 5 lim fu(y) = af(z) + 6f(y). O

THEOREME (Limite uniforme de fonctions continues). Soient E une partie
de R ou C, (f,) une suite d’applications E — C, et xy € E. Supposons que
pour tout n, f, est continue en xy, et que (f,) converge vers f: E — C
uniformément sur E. Alors [ est continue en xg.

DEMONSTRATION. Soit € > 0. Alors soit n tel que Vz € F,

€
fule) = @) < 5.
Soit 6 > 0 tel que Vx € E,

[z — 20l <6 = [fulx) = fulzo)| <

Wl M
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Alors Vx € E,

[z — o] <0 = |f(x) = flzo)]

< [f(2) = fa(@)| + | fu2) = fulxo)| + | fulzo) — f(0)|
S g + g + g = E. O

REMARQUE. Il suffirait de demander la convergence uniforme sur un voi-
sinage de xg.

COROLLAIRE. La limite uniforme sur E de fonctions continue sur E est
continue sur E.

THEOREME (Limites d’une limite uniforme). Soient E une partie de R ou
C, (fn) une suite d’applications E — C, et xy un point d’accumulation de E.
Supposons que pour tout n, lim, ., fo(z) =1, € C, et que (f,) converge vers
f: E — C uniformément sur E \ {zo}. Alors lim, ,,, f(x) et lim, , [,
existent et
lim f(z) = lim [,.
T—T0 n—o00
DEMONSTRATION. Soit € > 0. Alors soit N tel que Vn > N Vm > N
Ve € B\ {zo},

En passant a la limite x — ¢, on obtient : Yn > N Vm > N Vz € E \ {z¢},
|l, — 1,] < e. Donc la suite numérique (I,) est de Cauchy, donc converge.
Posons | = lim,,_,o I,

Soit € > 0. Alors soit n tel que

€
w fa = fISS et |l—1| <
E\{zo}

Soit § > 0 tel que Vo € £\ {zo},

Wl ™

2 =20l <6 = |fule) ~ll < 2.
Alors Vx € E '\ {xo},
[z — 20l <6 = [f(z) =

S\f(x)—fn(a:)\+\fn(m)—ln\+|ln_ly§§+§+%:€_ B

THEOREME (Intégrale d’une limite uniforme). Soient a,b € R tels que
a < b, et (fn) une suite de fonctions intégrables [a,b] — R. Supposons
que (f,) converge vers f: [a,b] — R uniformément sur |a,b]. Alors f est
intégrable sur |a,b] et

/a " Ha)dr = 1im / b () dr

n—o0

DEMONSTRATION. Montrer que f est intégrable, c¢’est montrer que pour
tout & > 0, il existe deux fonctions en escalier ¢, 1: [a,b] — R telles que

(1) Va € [a,b] ¢(z) < f(x) < p(x), et
2) [2((x) — p(z)) dx < e.



2. PROPRIETES DES LIMITES 22

Soit n tel que

€
Sup|fn_f| < 3(b—a)

[a,b]
Soient ¢g, Yy [a,b] — R deux fonctions en escalier telles que
(1) Vz € [a,b] ¢o(2) < fulz) < Yo(x), et
(2) J, (W) = do(x)) do < §.

Posons, pour tout z € [a, b],
5 5

P(z) = do(x) — 30—a) et Y(z) = () +

3(b—a)
Alors ¢, : [a,b] — R sont en escalier, Va € [a,b] ¢(x) < f(z) < ¢(x), et

b b
[ (@)= otends = [ (v0te) - anto) 4 3575 ) do
b €
= /a (tho(z) —¢0($))d$+§ <gtg=e

Donc f est intégrable.
Pour voir que [ by (z) dz = lim,, o f fn(2) dz, il suffit d’observer que

dm—/f

(fn< ) = f(z)) dx

/|fn — |dx</s[u£])|fn—f|da:
=(b—a)sup|f, — f| — 0. O
[a,b] n—oo

THEOREME (Limite uniforme de fonctions contintiment dérivables). Soient
I un intervalle de R et (f,) une suite d’applications I — C contindment
dérivables sur I. Supposons que :

I
(1) f: = ¢:1—C, et
n—oo

(2) fulao) 3 1€ C.
Soit f: I — C la fonction définie par :

f(x) :l—l—/ gt)ydt, xel.
zo
Alors pour tout x € 1, f,(z) — f(x) et f'(z) = g(x).
n—oo
DEMONSTRATION. Pour tout n et pour tout € I, on a

fula) = fulan) + [ oL

Il résulte du théoreme précédent que Vx € 1,

/ fdt = [ ota

n—o0
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Donc Vx € 1,

tim fut0) = i (fuloo)+ [ i) =1+ [awan = fia). ©

z0

THEOREME (Limite uniforme de fonctions dérivables). Soient I un inter-
valle de R et (f,,) une suite d’applications I — R dérivables sur I. Supposons
que :

I
(1) f, = g: I >R, et

n—o0

(2) fu(zo) —leC.

Alors (f,) converge (simplement) sur I vers une fonction f: I — R dérivable
sur I telle que f' = g et f(zo) = 1.

DEMONSTRATION. Soient x € I, ¢ > 0. Alors soit N tel que Vn > N
VYm > N

(suplfe— £21) o =l <
Par le théoreme des accroissements finis, on conclut que Vvn > N Vm > N

Donc la suite numérique (f,,(z)) est de Cauchy, ainsi elle converge. Définissons
f: I — C par I'équation

f(z) = lim f,(x), =ze€l.
n—oo
Soient x € I et € > 0 arbitraires. Soit n tel que Vk > n
€
swplff ~ fil < <.
I
En passant en x a la limite £ — oo, on a
€
l9(2) — fufo)] < <.
Soit 6 > 0 tel que YVh € R tel que 0 < |h| < det x+h €I,

folzx+h) — ful(z) , 5
— < —.
Pour tout k& > n, posons
Sk = fr = Jn-

Alors pour tout k£ > n,
sup [si| < =
I -3
D’apres le théoreme des accroissements finis, pour tout k£ > n et Vh € R* tel
que z + h € I,

sk(x 4+ h) — sg(x) <&
h -3
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Soit h € R arbitraire tel que 0 < |h| < § et o + h € I. Alors pour tout
k>n,

Bt D = file) g,y (fn<~””+ o) f;<x>)

sk(z+ h) — sgp(x)

¢ HEEBZ D 4 (fofe) — 9()
et donc
Mt DI ) < |2 g
b |2 ) gl < S S E =
En passant a la limite £k — 0o, on obtient :
Donc f'(z) = g(z). O

REMARQUE. Il est facile a vérifier dans les deux derniers théoremes, que
si 'intervalle I est borné, alors la convergence de (f,) est uniforme sur /. (On
utiliserait encore une fois le théoréme des accroissements finis.)

3. Séries de fonctions
3.1. Convergence simple et convergence uniforme.

DEFINITION. Soit (f,)52,,, une suite de fonctions /' — C. La série formelle
Z:f:no [n s’appelle une série. La suite associée a cette série est la suite (F,)p2,,
des sommes partielles définies par :

F,.(z) =0, F.(x) = i fr(x), n>no,

k=ng

pour x € E. On dit que la série Y " f, converge (simplement) sur A C E
si et seulement si la suite (F),);2,, converge sur A, et que ) f, converge
uniformément sur A C E si et seulement si (F,)p2,,  converge uniformément

sur A. La limite de (F,);2,,, s’appelle la somme de la série.

DEFINITION. Soit ) > f, une série. Alors la suite des restes (R, )5, de
cette série est définie par :

Ro(@) = 3 fulo)
k=n

pour tout x dans le domaine de convergence.

PROPOSITION. Soient Zzozno fn une série de fonctions qui converge sur A
et (Rn)ie,, sa suile des restes. Alors

(1) (Rn);,, converge vers 0 sur A,

[e.e]

neny CONVETGE VETS

(2) siy o, fn converge uniformément sur A, alors (Ry)
0 uniformément sur A.
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DEMONSTRATION. Soient (F7,);%,, la suite associée de Y7 f, et F' la

n=ngo
somme de ) f,. Alors pour tout n > ng et pour tout x dans le domaine
de convergence,

Ro(x) = lim (Fy(z) = Fo(2)) = F(z) = Fu(2).
Donc
Y (Fn(x) — F(z) = Ru(z) — o) ,

sup|F,, — F| — 0 = sup|R, -0 — 0. O
A n—00 A n—00

3.2. Le critere de Cauchy uniforme.

DEFINITION. On dit que la série > a, est uniformément de Cauchy si et
seulement si

Ve >0dN € N tel que Vp > N Vg >pona <e.

q
2 an

n=p

THEOREME (Critére de Cauchy). Une série de fonctions > f, converge
uniformément sur A si et seulement si elle est uniformément de Cauchy sur A.

DEMONSTRATION. Une série de fonctions est uniformément de Cauchy si
et seulement si sa suite associée est uniformément de Cauchy. U

3.3. Convergence uniformément absolue et convergence normale.

DEFINITION. Une série de fonctions Zozno fn est dite uniformément ab-
. . ’ . o0
solument convergente sur A si et seulement si la série n=no | fn| converge
uniformément sur A.

DEFINITION. Une série de fonctions " f,, est dite normalement conver-
. . ’ . /. o0
gente sur A si et seulement si la série numérique » 7 sup, | f,| converge.

PROPOSITION. 57 une série de fonctions Zzo:no fn converge uniformé-
ment absolument sur A, alors elle y converge uniformément. Si une série
de fonctions Zf;no fn converge normalement sur A, alors elle y converge
uniformément absolument.

DEMONSTRATION. Utiliser le critere de Cauchy et les inégalités

PIFACIED SIS SENIA

pour ng < p<gqetxeA O
3.4. Regle d’Abel uniforme.

THEOREME (Regle d’Abel uniforme). Soient (fn);l,, et (gn)ie,, deuz
suites de fonctions définies sur un ensemble E qui vérifient les trois conditions
sutvantes :

(1) il existe M € R tel que ¥n > ng Vo € E ‘Zzzno gk(:r)‘ <M,
(2) la série Y07 | fo — fuy1] converge uniformément sur E,

(3) la suite (fn)pe,, converge vers 0 uniformément sur E.
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Alors la série Zf;no fngn converge uniformément sur E.

DEMONSTRATION. Utiliser le critere de Cauchy uniforme et la transforma-
tion d’Abel.
Posons G, (z) = ZZ;}LO gr(x) pour n > ng et v € E, et Gy, (z) = 0 pour

z € E. Posons M = sup, >, sep |Gn(2)|, Bu(z) = 320, [fe(2) = frr (2)| pour
tout n > ng et x € E. Alors, par la transformation d’Abel, pour tous p > ng
et g>pona:

an gn an n+1 ) - Gn('r))

= Z(fn(x) - fn+1(x))Gn+l(x)
—fp(2)Gp(x) + for1(2)Gpa(2)
Z | fu(@)gn(@)| < Ry(x)M + [fp(2)| M + | fora ()| M

< sup Ry(e)M + sup | f,(2)| M + sup|fya(@)| M — 0. O

z€E z€E z€E P—00,42p
THEOREME (Test uniforme pour les séries alternées de fonctions). Soit
(fn)oln, une suite de fonctions définies sur un ensemble E qui vérifie les deux
conditions suivantes :

00
n=ng

(1) pour tout x € E, la suite numérique (f,(z)) est monotone,
(2) la suite (fn);e,, converge vers 0 uniformément sur K.

Alors la série Zf:no(—l)”fn converge uniformément sur E, et pour tousx € E
et n > nyg,

[e o]

S (=D fula)

k=n

< [fu()].

DEMONSTRATION. Utiliser la régle d’Abel uniforme et estimation du reste
d’une série numérique du test pour les séries alternées numériques. [l

3.5. Propriétés des sommes de séries.

PROPOSITION (Séries des applications linéaires). Soient E un espace vecto-
riel sur K (K =R ou K =C) et 3> f, une série d’applications linéaires
E — K convergeant simplement sur E vers une somme F: E — K. Alors F
est linéaire.

THEOREME (Continuité des sommes). Soient E une partie de R ou C,
Yo ng I une série d’applications E — C, et xo € E. Supposons que pour
tout n, f, est continue en xy, et que Zn:no fn converge vers F: E — C
uniformément sur un voisinage de xo dans E. Alors F' est continue en x.

COROLLAIRE. Si une série de fonctions Zzozno fn converge uniformément
sur E et tous ses termes sont continue sur E, alors la somme de cette série
est continue sur E.
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THEOREME (Limites des sommes). Soient E une partie deR ouC, > 7" " f,
une série d’applications E — C, et xg un point d’accumulation de E. Suppo-
sons que pour tout m, lim, ., fo(z) =1, € C, et que Ezo:no fn converge vers
F: E — C uniformément sur V \ {zo} ot V est un voisinage de x¢ dans
E. Alors lim, ., F(x) et Zzo_no l,, existent et

Jiy Py = 3
n=ng

THEOREME (Intégrale des sommes). Soient a,b € R tels que a < b,
et Y or ., Jn une série de fonctions intégrables [a,b] — R. Supposons que
Y g Jn converge vers I': [a,b] — R uniformément sur [a,b]. Alors I est
intégrable sur |a,b] et

/ dx—n;o/ fula

THEOREME (Séries de fonctions continfiment dérivables). Soient I un in-
tervalle de R et Zzozno fn une série d’applications I — C continiment
dérivables sur I. Supposons que :

(1) >0l [h converge vers G: I — C uniformément sur I, et
(2) > ntng Jn(w0) converge vers S € C.
Soit F': I — C la fonction définie par :
F(z) :S+/ G(t)dt, zel.

o

Alors pour tout x € I, Y777 fu(x) = F(x) et F'(z) = G(z).

THEOREME (Séries de fonctions dérivables). Soient I un intervalle de R et
Zf:no fn une série d’applications I — R dérivables sur I. Supposons que :

(1) >0l [h converge vers G: I — C uniformément sur I, et

(2) >ty Jn(wo) converge vers S € C.

Alors Zf:no fn converge sur I wvers une somme F: I — R dérivable sur I
telle que F' = G et F(zo) = S.

REMARQUE. Dans les deux derniers théorémes, si l'intervalle I est borné,
alors la convergence de »_ f,, est uniforme sur .

4. Exercices
4.1. Suites de fonctions.
EXERCICE 3.1. On considére pour n > 1 les fonctions sur R :
(1) falz) = 96(1 — )
(2) gn(x) =,
(3) du(x) = e " sin(na),
(4) Yn(z

Examiner la convergence simple et uniforme de ces suites de fonctions.

) = e "l cos(nx).
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EXERCICE 3.2. Examiner la convergence simple et uniforme des suites (f,,)
suivantes

:Sln(m‘ six ¢ nZ, et f(x) =0slx€nZ.

x sin(z)

EXERCICE 3.3. Soit (f,)nen+ la suite définie par

nz siz €[0,1/2n],
folz) =< n—nPx size[l/2n,1/n),
0 si z €]1/n,1].

(1) Montrer que (f,,) converge simplement sur [0, 1] et calculer la limite.

(2) On pose f = lim,_, fn. La convergence est-elle uniforme sur [0, 1] ou
10,1] 7

(3) Comparer lim,, o, fol fo(x)dz et fo r)dx.
EXERCICE 3.4. Soit f,(x) =z/(1+ "), x € R.

(1) Montrer que (f,,) converge uniformément sur R et calculer la limite.

(2) Comparer lim, o0 [, fo(z)dx et [° f(x)dz.
(3) (f]) est-elle uniformément convergente sur un intervalle [—a,a] avec
a>07?

EXERCICE 3.5. Une suite (f,,)n>1 de fonctions converge uniformément sur
chacun des segments [a,b] et [b,c] (a < b < ¢). Montrer qu’elle converge uni-
formément sur [a, c|.

EXERCICE 3.6. On considéere une fonction f dont la dérivée est uniformé-
ment continue sur un intervalle [a, +00[. Montrer que la suite de terme général
n[f(x+2)— f(x++)], n > 1, converge uniformément vers f'(z) sur le méme
intervalle.

EXERCICE 3.7. Etudier la convergence uniforme sur |0, +oo[ de la suite
fn(z) = min(n, \/LE)

EXERCICE 3.8. Etudier la convergence simple et uniforme de la suite de
fonctions définies sur [0,1] par f,(z) = 2-*22 4 € [0,1], n > 1. En déduire

n+x
. Y x
la nature de la suite numérique u,, = fo ne_—o :f dx.

4.2. Séries de fonctions.

EXERCICE 3.9. Montrer que la série > - (—1)"£- est uniformément conver-
gente, mais n’est pas normalement convergente, sur [0, 1].

EXERCICE 3.10. Etudier (convergences simple, absolue, uniforme, normale)
les séries Y 7| fn(x) ou :
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n>1.

1/n, siz=mn,
0, si x #n,

2

n~%%e ™ . a >0,z €R.
*(1—2)";a>1,0<z<1.
()" xeR

@) f
(3) f ( )
(4) fulz) =

EXERCICE 3.11. On consideére la série S(z) = Y >, fu(z) ou f,(z) =
z € [0, +o0[.

n2+|x\’

n(lfan) )
(1) Etudier la convergence (simple, uniforme, absolue, normale) de cette
série.
(2) Montrer que S est de classe C! sur ]0, +-o0.

(3) Montrer que lim,_,q+ % = oo. Lapplication S est-elle dérivable en 07
(4) Etablir que lim, ., S(z) = 0.

EXERCICE 3.12. Calculer Y7  u,(z), ot u,(z) = 2"(1 —z), z € [0,1].
Comparer la régularité de la somme avec la régularité du terme général pour
montrer que cette série n’est pas uniformément convergente. Faire la méme

2
chose avec u,, = (Hzg)n, r € R.

EXERCICE 3.13. Montrer que la fonction F(z) = 300, #22%0) ot de classe
.
EXERCICE 3.14. Nature et somme de la série de terme général u, =
—1)n foﬂm cos™ xdx.

EXERCICE 3.15. On définit, pour > 0, f(z) par : f(z) => ", ETEEEE

Etudier la dérivabilité de f, notamment en 0, & droite.



Chapitre 4

Séries entieres

1. Définition et convergence de séries entiéres

DEFINITION (Série entiere). On appelle série entiére de la variable com-
plexe toute série de la forme
o
an 2",
n=0
c’est & dire une série de fonctions de terme général f,(z) = a,z", z € C. On
dit que a,, est le coefficient d’ordre n; aqg est le terme constant.

Opérations sur les séries entieres (formelles) :

— somme :
o0 o0 oo
g 2" + E b,2" = g (an + by)2",
n=0 n=0 n=0

— multiplication par un nombre :

oo o0
o g apz" = g aa,z”,

— produit :
o0 o @] o n
E anz" E b,z" :E g arbn—1 | 2"
n=0 n=0 n=0 \k=0

Observation évidente : toute série entiere converge en 0.

DEFINITION (Rayon de convergence). Le rayon de convergence d'une série
BN e n , .
entiere > a,2" est défini par

o0
R ¥ sup || Zanz" converge » € [0, o0].
n=0
On utilisera la notation
D(z,1) (g{z €eC | |z—z|<r} (disque ouvert),

D(zp,7) ﬁf{z €C | |z—2)| <r} (disque fermé).

PROPOSITION. Soient Y .~ a,z" une série entiére et R son rayon de
convergence. Alors

(1) la série Y ", anz™ converge sur le disque owvert D(0, R),

2) pour tout r tel que 0 < r < R, la série > -, a,z" converge normalement
( — n=0
sur le disque fermé D(0,r),

30
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(3) la série Y 7, a,z" diverge grossiérement en tout z € C\ D(0, R).

DEMONSTRATION. 1l est évident que (1) résulte de (2). Pour montrer (2)
et (3), il suffit de vérifier que si w € C, r € R, 0 < r < |w|, et que la série
o 00 n . N /o 00 n
numérique ) " a,w" ne diverge pas grossierement, alors la série ) " a,z
converge normalement sur D(0, 7).
Soit donc w € C tel que la série numérique )~ a,w” ne diverge pas
grossierement, et soit r tel que 0 < r < |w|. Alors la suite (a,w™)52, est bornée.
Soit M = sup,cn |a,w”|. Alors la série Y~  a,z" converge normalement sur

— n
D(0,r) par comparaison avec la série géométrique convergente » - (I%I) ,

car - < 1, et pour tout z € D(0,7),

|w]
n n
la,z"| < |an,r"| = |a,w"| S I V4 i O
|w] |w]

DEFINITION (Disque de convergence). Si R est le rayon de convergence
d’une série enticre Y a,z", alors le disque ouvert D(0, R) s’appelle le disque
de convergence de cette série, et le cercle { z € C | |z| = R} s’appelle le cercle
d’incertitude.

THEOREME (Formule d’'Hadamard). Soient ) °  a,2" une série entiére
et R son rayon de convergence. Alors

1 1 1
— = limsup |an|711 si 0 < limsup |an|’11 < 0.
R n—oo n—oo

1 - 1
Si limsup |a,|» = oo, alors R = 0. Si limsup |a,|™ = 0, alors R = 0.

DEMONSTRATION. Si z € C, alors
. n|l/n . 1/n
limsup |a,z"|""" = ( lim sup |a,| |z| .
n—oo n—oo

Il reste a appliquer la régle de Cauchy pour conclure que la série numérique
Yo g anz™ converge si

1

2] <
limsup,, ., |ax|

1/n

et diverge si
1

2| > -
limsup,, ., |ax|

1/n’

Donc

R= ! -

B limsup,, ., |an|1/n'

COROLLAIRE. Pour tout suite de coefficients complexes (a,)2, les séries

entiéres Y o~ a,z" et Yy > |a,| 2" ont le méme rayon de convergence.

THEOREME. Soit Y~ a,z" une série entiére. Supposons que a, # 0 pour

|a‘2+|1‘ existe comme une limite finie
n

tout n suffisamment grand, et que lim,,
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ou infinie. Alors

1
— =1 M O<limw<oo
R noc |an| n—00 |an|
St lim |C|Ln+|1| = 00, alors R = 0. Si lim |C|Ln+|1| =0, alors R = oo. Donc, en
n—oo |Gy, n—00 Ay
général,
R= lim 1

DEMONSTRATION. Résulte de la régle de d’Alembert et de ’égalité

n+1
fi 92 gy Jann] O
n—00 ’anzn‘ n—00 ‘an‘
PROPOSITION. Soient Y " anz™ et Y o b,z" deuz séries entiéres, soit
Yoo o Cn2™ leur série somme (¢, = an + by), et soit > 7 d,2" leur série

produit (d, = agb, + a1b,—1 + -+ + ayby). Soient Ry, R, R3, Ry leurs rayons
de convergence respectifs. Alors

Ry > min{R;, Ry} et Ry > min{Ry, Ry}.

DEMONSTRATION. La somme et le produit de deux séries numériques ab-
solument convergentes sont (absolument) convergentes, d’ou

D(O, Rg) D) D(O, R1> N D(O, RQ) et
D(0, Ry) > D(0, Ry) N D(0, Ry).

Donc

Rg > min{Rl, RQ} et R4 > min{Rl, RQ} ]

2. Etude de la fonction somme d’une série entiére

THEOREME. La somme d’une série entiére est une fonction continue en
tout point de son disque de convergence.

DEMONSTRATION. Soient 7 a,z" une série entiére et R son rayon de
convergence. Si |zo| < R, alors soit |zg] < r < R. Les fonctions z +— a,2"
sont continues et la série Y a,z" converge uniformément sur D(0, 7). Donc la
somme est continue en zg. 0]

DEFINITION (Rappel de dérivabilité complexe). Soient f: E — C, E C C,
2o € E. Supposons que [ est définie dans un voisinage D(zg,e) C F de z,
e > 0. On dit que f est dérivable (au sens complexe) au point zq si et seulement
si il existe d € C tel que

lim f(z) = f(=0)

Z—20 zZ— 20

=d.

Cette limite est alors appelée la dérivée de f au point zy et notée f'(zp).

DEFINITION. La série dérivée formelle d’une série entiere > 2 a,2" est la
série Y o (n+ 1)ay412".

LEMME. Soit ) 7 a,z" une série entiére. Alors y -~ a,2" et sa série
Yol 7’ o0 n A
dérivée Y~ (n+ 1)a,412" ont le méme rayon de convergence.
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DEMONSTRATION. Les séries > 02 ((n+ 1)a,112" " et Y07 ((n+ 1)an412"
ont le méme domaine de convergence car (n + 1)a, 12" = z((n + 1)a,112").
Clairement, les séries > 7 ((n + 1)an412" et > 07 na,z™ ont le méme do-
maine de convergence. Les séries > 7 na,z" et >~ a,z" ont le méme rayon
de convergence car

: 1 : . 1 . 1
lim sup |na,|"" = lim n/" - limsup |, "™ = limsup |a, """ O
n—00 n—00 n—00 n—00

THEOREME. Soit Y a,z" une série entiére de rayon de convergence
R >0, et soit f(z) = > " janz" sa fonction somme. Alors f est dérivable
dans D(0, R), et pour tout zy € D(0, R),

e}

f(=0) = Z(” + 1)any12g-

n=0

DEMONSTRATION. Soit r tel que |zp| < 7 < R. Pour tout z € D(0,7)\{z0},
on a :

f(z) = f(=)

=a; + an (2" 22" 2 20,
D -

n=2

Posons u1(z) = ay, un(2) = an(z" 1 + 22" 2 4+ ...+ 27") pour n > 2. Les
fonctions w,, sont continues sur C et

sup |u,| < nlay L

D(0,r)
Comme
lim sup(n |a,| 7" ~)Y" = lim /" - lim P - limsup |, |
n—00 n—00 n—00 n—00
1 r
=1lr - —=—<1,
R R

la série numérique > 2 n|a,|r"~! converge d’apres la régle de Cauchy. Donc
la série ), u, converge normalement sur D(0,r), et donc sa somme est
continue en zj :

. f(z) = f(#0) - - -1 -
lim —F———2 = Up(20) = napzy - = n+1Dapii12y. O
lim = ;}<w ;ﬁ ; Z; Jan+12
COROLLAIRE. Soit f la fonction somme d’une série entiére Y, a,z" de
rayon de convergence R > 0. Alors f est infiniment dérivable dans D(0, R), et

pour tout k € N et tout z € D(0, R),

En particulier, f™(0) = nla,, pour tout n € N.

THEOREME. Soit )" ant™ une série entiére de variable réelle de rayon
de convergence R > 0, et soit [ sa fonction somme. Alors f est continue et
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donc localement intégrable sur U'intervalle de convergence | — R, +R], et pour
tous o, f €] — R, +R| tels que a < 5, on a :

3 0 3 ©
t)dt = . | thdt = — (gt — qnth),
[ s0a=3a [ ra=3 -

DEMONSTRATION. Utiliser la convergence normale sur [« 3]. O

PROPOSITION. Si f est la somme d’une série entiére )~ a,z" de variable
compleze a coefficients réels, alors pour tout z dans le domaine de convergence,

fz) = f(2).

DEMONSTRATION. Pour tout N € N,

N N
Z a,z" = Z AL
n=0 n=0
En passant a la limite N — oo, on obtient : f(Z) = f(z). O

3. Développement en série entiere

Dans cette section, K =R ou K = C.

Rappel : un voisinage de zo € R dans R est tout £ C R tel qu’il existe
e > 0 tel que |zg — &,x20 + €[C E; un voisinage de zy € C dans C est tout
E C C tel qu'il existe € > 0 tel que D(zg,e) C E.

A partir d’ici, on va considérer des séries entieres de centre zy € C arbi-
traire, c’est-a-dire les séries de la forme )~ an(z — 2)"

DEFINITION (Développement en série entiere). Soit K = R ou K = C, soit

20 € K, et soit f une fonction a valeurs complexes définie dans un voisinage
de z (dans K). Un développement de f en série entiére au voisinage de zg est
toute série entiere >~ a,(z — zo)" tel qu'il existe un voisinage D de zp (dans
K) tel que

o0

Ve D f(z)= Zan(z — z)".

n=0
Un développement en série entiere au voisinage de 0 s’appelle aussi un déve-
loppement a l’origine.

1 —
EXEMPLE. = Z 2" pour tout z € D(0, 1).
k=0
PROPOSITION. Si f est une fraction rationnelle de variable compleze, zy €
C, et zy n'est pas un pole de f, alors f est développable en série entiére au
voisinage de zg.

IDEE DE DEMONSTRATION. Décomposer f en éléments simples. O

DEFINITION. Soit f: E — C, E C K. Supposons f est définie et infiniment
dérivable au voisinage de zp € K. Alors on définit la série de Mac Laurin (ou
série de Taylor) de f en zy comme la série entiere

O fn)
Z ! n<|Z0) (Z - Zo)n'
n=0 ’
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THEOREME. Soit f: E — C, E C K. Supposons que [ est définie et
développable en série entiere au voisinage de 0. Alors

(1) [ est infiniment dérivable dans un voisinage de 0,

(2) il existe un seul développement de f en série entiére au voisinage de 0,
qui coincide avec sa série de Taylor en 0.

DEMONSTRATION. Soient » °  a,z" une série entiére et D un voisinage
ouvert de 0 tels que

Ve D f(z)= Zanz”.
n=0

Alors, par le corollaire du théoreme de dérivation de la somme d’une série
entiere, f est infiniment dérivable dans l'intersection de D avec le disque de
convergence de Y oo a,2", et f™(0) = nla,, donc a, = %, pour tout
n € N. O

REMARQUE. Si f: E — C, E C C, et si f est définie et dérivable au sens
complexe dans un voisinage de zg, alors la théorie de fonctions complexes dit
que f est développable en série entiere au voisinage de zy. Cela n’est pas le cas
si E C R, méme si on suppose que f est infiniment dérivable (au sens réel)
dans un voisinage de zy.

EXEMPLE. Soit

sit=0.

£(t) = {gxp (—%) siteR\{0},

Il est facile de voir que f est infiniment dérivable sur R et que Vn € N,
f™(0) = 0. La série de Mac Laurin de f est donc nulle et f ne peut coincider
avec elle sur aucun voisinage de 1’origine.

Rappel : formule de Taylor-Lagrange. Soit f:] — r,r[— R contintiment
dérivable sur | — r,7[ jusqu'a l'ordre (n + 1). Alors

o)
(n+1)! '

n fk)
Viel—r,+r[ 30€[0,1] f(t) = Z / kk'(o)tk +
k=0 '

THEOREME. Soient r >0, E C R tel que | —r,r[C E, et f: E — C telle
que :

(1) [ est infiniment dérivable sur | —r,+r|,

(2) il existe M € R tel que pour tout k € N, SUP|_y 4y }f(k)‘ < M.

Alors pour tout t €] —r,+r[, f(t) => 0y f“:!(o)tk.
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DEMONSTRATION. Il résulte de la formule de Taylor-Lagrange que pour
tout t €] —r, 47|,

— f(0)
o2
k=0
— Re fM(0) — Im fM(0)
< [Ref(t) = > o + |Im f(t) =) —
k=0 k=0
2M7“n+1
< — — 0
(n+1)! nooo
(ou Re f est la partie réelle de f et Im f est sa partie imaginaire). O

EXEMPLE. Les fonctions cos et sin satisfont les conditions du théoréme
précédent pour tout » > 0. Donc on en déduit que pour tout ¢t € R,

o0 (_1)nt2n ' 0 (_1)nt2n+1
t:E — t=§ —
R ) TS A GO}

On peut utiliser ces formules pour définir les fonctions cos z et sin z sur C.

PROPOSITION. Soit f la fonction somme d’une série entiére Y~ a,z" de
variable réelle ou complexe de rayon de convergence non nul. Alors

(1) [ est paire si et seulement si a, =0 pour tout n impair,

(2) f est impaire si et seulement si a, = 0 pour tout n pair.

4. La fonction exponentielle complexe
Le rayon de convergence de la série entiere ) > | % est +oo0.
DEFINITION (Exponentielle complexe). La fonction somme de la série en-
ticre > 7 o o1 s’appelle la fonction exponentielle complere, notée exp(z) ou e*.

On définit aussi e <& exp(1).
PROPOSITION. La fonction exp: C — C satisfait les propriétés suivantes :
(1) exp’ = exp, exp(0) = 1;
(2) pour tous z1,z2 € C, exp(z1 + 2z2) = exp(z1)exp(zq); il en résulte que
exp(z) # 0 pour tout z € C et que exp(x) > 0 pour tout z € R;
(8) pour tout z € C, exp(Z) = exp(z) et |exp(z)| = exp(Re z) > 0.

o0 z

DEMONSTRATION. (1) La série dérivée formelle de Y 7 Z- est encore

> %, et on applique le théoreme de dérivation de la somme d’une série
entiere.
(2) Onaee® =%  d, avec (d’apres la formule du binéne)

n k n—k n n
¢z 1 _ 21+ 22

(3) Comme exp(Z) = exp(z), \exp = \/exp Jexp(z) = v/exp(z + 2)
vexp(2Rez) = y/(exp(Rez))? = Re ) car exp( Rez ) > 0. O
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PROPOSITION. Pour tout t € R,
e = cost 4+ isint.
DEMONSTRATION. Résulte des développements de cos et sin & I'origine et
e =30 (Zrtz# O

La formule dans la proposition reste vraie pour tout ¢t € C.

THEOREME. L’application z — e¢*, C — C*, est un morphisme continu
surjectif (mais non-injectif) du groupe additif (C,+) sur le groupe multiplicatif
(C*, x). Son noyau est 'ensemble 2miZ.

IDEE DE DEMONSTRATION. Pour la surjectivité, utiliser la formule

"t = ¢®(cosy +isiny), z,y € R. O

5. Quelques développements standards

5.1. Développement de In(1 + z) a 'origine. Par dérivation de In(1+
x), on trouve que, pour z €| — 1,1,

~—~

1 = nn_oo _1)nd
1+xzz(_1) ’ _Zn+1%w

n=0 n=0

d
%ln(l—l—aj) = n

‘s - o g -1t
La série Y > (—=1)"z" est la série dérivée de ZZO,I( 7)1 2™, le rayon de

convergence commun de ces deux séries est 1. Soitif la fonction somme de
n—1
S0 ED" gm dans | — 1,1[. Alors les dérivées de f et de z — In(1 + z)

n=1 n
coincident sur | — 1, 1[, et f(0) = >">° 0 =0 =1In(1+0), donc (par corollaire
du théoréme des accroissements finis) f(z) = In(1 + x) pour tout = €] — 1, 1].

Donc

- (_1)n+1 n
In(l1+2x) = Z—x pour —1 <z < 1.

n
n=1

5.2. Développement de (1 + z)* a DPorigine. Soit o € C. Alors pour
tout x tel que |z| < 1,

(1+2)* = ; (Z)x"

ou
(a)_ﬁa—l—l—k
n) k
k=1

sont les coefficients binomiauzr généralisés.
Démonstration : posons u(z) = Yo"/ (¢)z™ pour z € D(0,1), alors

(1+2)u(z) = au(z) et u(0)=1, donc wu(z)=(1+z)"

On a utilisé que (nil) = (g) o

3
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6. Exercices

EXERCICE 4.1. Déterminer les rayons de convergence des séries entieres
> apz™ suivantes :

cosh(n
]'> an = sinhQ((n))’

a, = arccos(1 — 35 ),

)
3) ap = (1+ne ™)+ —1,
)

Uy = arcsm(lztlf) -

EXERCICE 4.2. Apres avoir déterminé leur rayon de convergence R, sommer
les séries entieres suivantes :

(1) Zfon%”

(2) 2onto 7y (pour z > 0),
(3) T, 2 (pour 7 € R),
(4) > Ocos(nH)

EXERCICE 4.3. Soit ¢,, pour n € N, le nombre de couples (z,y) € N? tels
que T + 2y = n.

(1) Montrer que la série entiere » °  ¢,2" est le produit de Cauchy des
séries entieres » o a,z" et >~ b,2z" ou a, = 1 pour tout n et ou
b, = 1 si n est pair et b, = 0 si n est impair.

(2) Calculer les rayons de convergence et les sommes a l'intérieur du disque
de convergence de ces trois séries.

(3) Soit C(z) = >, cnz". Décomposer en éléments simples la fraction
rationelle C'(z) et en déduire I'expression explicite de ¢, en fonction de
n.

EXERCICE 4.4. Former le développement en série entiere en 0 des fonctions
suivantes :

(1) f(z) =
(2) f(x) = In(2® + 22% + 22 + 1) (indication : factoriser a3 + 22% + 2z + 1),
3) f(z) =In(1+ V1 +u),

(4) f(2) = cos(z) cosh(z), z € C.

sin 55 si sin(z) # 0, f(z) = 5 sinon,

sm

EXERCICE 4.5. Former le développement en série entiere en 1 de la fonction
arctan.

EXERCICE 4.6. Dans cet exercice, on évitera d’utiliser le développement
en série entiere explicite de la fonction arcsin.

(1) Développer en série entiere la fonction f: | —1,1[— R, z — (arcsinz)%.
Pour ce faire, on pourra montrer que f vérifie I’équation differentielle

(1 —a*)f"(2) —af'(z) =
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(2) Montrer que la fonction ¢g: [0,1[— R, z # 0 — i;csél—‘g 0 — 1 coincide

avec la somme d’une série entiere, et calculer ses coefficients. Pour ce
calcul, on pourra dériver la relation x(1 — z)g(z)? = (arcsin+/z)? afin
d’obtenir I’équation différentielle

2¢(1 —x)¢'(z) + (1 — 22)g(x) = 1.

EXERCICE 4.7. Calculer par récurrence les intégrales I, ; = fo (Inz)'dx
(k,1 € N). En déduire I'égalité fo r~*dr =Y 2 n~". (Indication : développer

7% = e¢~*I"% en série entiere de y = —xlnz.)

EXERCICE 4.8. (1) Développer en série entiere la fonction arcsin. Mon-
trer que la série de fonctions qui développe arcsin converge normalement
sur [—1,1].

(2) Du calcul de foﬂ/ ? arcsin(sin(t))dt de deux fagons, déduire que

=1 B w2
— n? 6
. _ o0 t’ﬂ
EXERCICE 4.9. Soit S(t) = > 7", 1
(1) Montrer que S est continue sur | — 1, 1].

(2) Montrer que pour tout ¢ €] — 1,1[, S(t) = > 1y (11):;;“. (Indication :
utiliser le théoreme d’interversion des sommations des séries doubles.)

(3) En déduire que S(t) ~vyq_ 22

1-t

EXERCICE 4.10 (Inverse d'une série entiere). Soit » > a,z" une série
entiere de rayon de convergence R > 0. Supposons que ag # 0.

(1) Montrer qu’il existe une suite unique (b,),en telle que aghy = 1 et
ZZ Oakb _r = 0 pour tout n < 1. Quel est le produit de Cauchy des
séries Y o7 anz" et Y0 1 b,2™?

(2) Montrer que » > b,z" est de rayon de convergence > 0. (Méthode :
Se ramener au cas ay = 1. Soit 0 < r < R, il existe M € R, tel que

Vn € N, |a,r™| < M. Montrer que Vn € N* |b,| < M(M+zl)"71)

EXERCICE 4.11. Soient t € R et A > 0. On consideére (¢, )nen une suite de
réels tels que pour tout n € N on ait t¢,11 = (n + 2)¢ui2 + (A + n)g, avec
g =1et g =1t.
(1) Soient € > 0 et v, = |g,,|. Montrer qu’il existe N € N tel que pour tout
n > N on ait v,49 < €vypq + (1 + €)vu,.

(2) Montrer que le rayon de convergence de ) v,2" est > —. En déduire
que le rayon de convergence de > ¢,2" est > 1.

(3) On considére la fonction f;: | —1, 1[— R définie par fi(z) = > 7 gz"
Montrer que tf;(z) = Az fi(z) + (2% + 1) f/(x). Quelle est la valeur de
fi(@)?



Chapitre 5

Séries de Fourier

1. Séries trigonométriques

DEFINITION. Soient f: R — C et T > 0. On dit que f est périodique
de période T', ou encore T-périodique, si et seulement si pour tout x € R,

flx+T) = f(x).

EXEMPLE. sin et cos sont périodiques de périodes 27, 47, 67, etc., et x +—
e?™® est périodique de périodes 1, 2, 3, etc.

REMARQUE. Si f est périodique de période T, alors f définie par f (x) =
f (g—f) est périodique de période 27. On peut donc ramener I'étude d’une fonc-
tion périodique au cas ou elle est 27w-périodique.

REMARQUE. Pour donner une fonction périodique de période 2m, il suf-
fit de la donner sur [0,27[ ou sur n’importe quel intervalle (semi-)fermé de
longueur 27.

DEFINITION. On appelle série trigonométrique toute série de fonctions de
variable réelle de la forme

Qo = .
5 + ;(an cos(nz) + by, sin(nz)).

En utilisant la formule e* = cos x + i sin z, on peut écrire tout terme d’une
série trigonométrique sous la forme exponentielle :

inT inT

a, cos(nzx) + by, sin(nx) = ¢, ™" + c_,e” ",
ou

Qp = Cp+ Copy by =i(cn —cop),
1

Cp = §(an —iby), c_p= 5(% + iby,).

. Qo , . . o .
On pose aussi ag = 2cg, by = 0, ¢g = > Alors la série trigonométrique ci-

dessus s’écrit comme
oo
co + E (Cneznx + C_ne—zna:).
n=1
Parfois au lieu de cette série on considére encore la série formelle

“+oo
E Cnezmr )

n=—0oo

40
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22 o fu(x) converge (resp.

converge uniformément, normalement, etc.) si et seulement si les deux sé-
ries > 7 falz) et Y7, fo,(x) convergent (resp. convergent uniformément,
convergent normalement, etc.), et dans ce cas on définit sa somme par

ST @) BN ful@) + D foal@)

n=—oo

DEFINITION. On dit que une série formelle S

= fo(@) + ) (falz) + f-n(2)).

DEFINITION. On appelle série trigonométrique de période T toute série de
fonctions de variable réelle de la forme

) S .
0] + nz; (@, cos (wnx) + by, sin (wnx)) .

_2n
avec w = T

DEFINITION. Une fonction périodique de période T' > 0 s’appelle aussi une

fonction de pulsation w = 2%

LEMME. Pour tous k,n € Z,

2m 2m .
/ eikteint dt = / eikte—int dt = 2r sik = n,
0 0 0 sik#n.

DEMONSTRATION. La démonstration se fait par calcul. ([l

THEOREME. Supposons que la série co + Y oo (cn€™ + c_,e” ™) est uni-
formément convergente sur R. Soit f sa fonction somme. Pour tout n € N,
PoOSONS Gy, = Cy + C_py et b, =i(c, —c_p). Alors

(1) [ est continue et 2m-périodique, et pour tout n € Z,

1 2 Cimt
Cpn = — f(t)e """ dt.
2 Jo

(2) [ est aussi la somme de la série
Qo - :
flz) = 5 + ;(an cos(nz) + by, sin(nz)),
et pour tout n € N,
1 2 1 2m
S / F(#)cos(nt) dt, by = / F(#)sin(nt) dt.
T Jo T Jo

DEMONSTRATION. Le fait que f est périodique est immédiat. Elle est conti-
nue comme la somme d’une série uniformément convergente de fonctions conti-
nues.

Soit n € Z. Pour tout p € N, considérons la somme partielle

p p
fp(l‘) = o+ Z(Ckeikx + C_ke—ikw) _ Z Ckeikx‘
k=1

k=—p
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Alors (fp)p2 converge uniformément vers f sur R. Puisque

|[fo(@)e™™ = f(@)e™™| = | fy(x) = f(@)] || = | fy() = ()],
la suite (fp(x)e™"")>2 converge uniformément vers f(z)e™"** sur R aussi. Par

le théoreme d’intégration de limites uniformes,

2 2

f(H)e ™ dt = lim (e ™ dt = 2mc,,
0 P20 Jo

car d’apres le lemme précédent, pour tout p > |n|,
2 . p 2 ' .
f(t)e ™ dt = Z ck/ e*te™ Mt dt = 2me,,.
0 k=—p 0

Les formules pour a,, et b, résultent de la formule pour ¢, et des relations
Up = Cp + C_py by =i(cp — C_p), €7 + €7 =2cosx, € —e ™ =2isinz. O

PROPOSITION. Si la série numérique Y 2 (|ca| + [c-n|) converge, alors la
série co+y o (Cr€™ +c_p,e”") converge normalement sur R, et sa fonction
somme est continue et 2mw-périodique.

DEMONSTRATION. Utiliser la majoration
|cne™ + c_ne_mx| <len| + |c—n| pour tout x € R. O

2. Séries de Fourier

DEFINITION. Soit f: R — C une fonction 27-périodique et localement
intégrable sur R (ou intégrable sur [0, 27]). On appelle coefficients de Fourier
exponentiels de f les nombres complexes

2w
cn(f) = %/0 f(t)e ™dt, necZ,

et coefficients de Fourier trigonométriques de f les nombres complexes

wlf) =+ / " £(t) cos(nt) dt,

1 2
ba(f) = —/ F(#)sin(nt) dt, n e N.
T Jo
On appelle la série de Fourier de f la série trigonométrique
déf - inT —inT
SE(f) = colf) + D (eal)e™ + con(fle™™)
n=1

Qo

;f) + Z(an(f) cos(nx) + by (f) sin(nz)).

REMARQUE. On déduit immédiatement de la définition de coefficients de
Fourier que pour tout n € N,

Dans le cas particulier ot f est a valeurs réelles, a,(f) € R, b,(f) € R et

cn(f) = enlf).
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LEMME. Soit f: R — C wune fonction 2m-périodique et localement inté-
grable sur R. Alors pour tout n € N,

) = 1 [ (0)+ F=0) costat)
b (5) == [ (10 = F=0)sinnt) .

DEMONSTRATION. Comme [ est 2m-périodique,

/ f(t) cos(nt) d f( ) cos(nt) dt

—/ f(t)cos(nt)dt+—/ f(t) cos(nt) dt
/f cos(—nt) dt + — /f ) cos(nt) d

__/ (f(t) + f(—t)) cos(nt) dt.

T Jo
D’une fagon analogique on obtient la formule pour b,(f). U

COROLLAIRE. Soit f: R — C wune fonction 2mw-périodique et localement
intégrable sur R.

(1) Si [ est paire, alors pour tout n € N,
2 ™
= —/ f(t)cos(nt)dt et b,(f)=0.
T Jo
(2) Si [ est impaire, alors pour tout n € N,

an,(f)=0 et b,(f) = %/OW f(t)sin(nt) dt

EXEMPLES. (1) Soit f; la fonction 2m-périodique sur R définie par :
fi(t) =1 pour t €]0, x|, fi(t) = —1 pour t €] —7,0[, et f1(0) = f1(7) =
0. Alors

[e.e]

B 4sin((2n + 1)t)
fl_z m(2n+1)

n=

(2) Soit fo la fonction 27-périodique sur R, définie par : f(t) = ¢* pour
[t| < 7. Alors

> ”4008 nt
SE(p = T 4 30 A ennt),

n=1

LEMME. Soit f: R — C wune fonction 2m-périodique et localement inté-
grable sur R. Supposons que [ est de pulsation p € N* (i.e. de période 27”)
Alors pour tout n € Z \ pZ, ¢,(f) =0, et pour tout n € pZ,

alf) = o= [ e
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DEMONSTRATION. Comme f est 2f—périodique, pour tout n € Z,

27 (k+1)

—znt “int
nl zn/ f(#)e™ dt = QWZAM et dt

k—
L% (S amte)
p . 2k

- t in(t+=~ dt

w [ oS ee)

k=0
1 = p! 2k
p - ™

= — f(t)emt ( e p) dt

2m Jo

k=0
p—1 i-2Zf  a2m
e :
Zk 0 i /p f(t)e—znt dt.
2m 0
Or,
s Gk = (ei_%;n>k _Jr sin € pZ,
— — 0 sine€Z\pZ,
car pour tout n € Z \ pZ,
p—1 P2
. 2mn 1— e 1-1

< 2 > - 27n = - 271 = O |:|

PR l—e"7 1—¢€"7r

Il résulte de ce lemme que pour toute fonction f: R — C localement
intégrable sur R et 2 —per1od1que avec p € N* (i.e. de pulsation p),

o0

SF(f) (apk(f) cos(pkz) + by (f) sin(pkz)),

k=1

ou pour tout £ € N,

i) =2 [ 7 10 costpit) ar

27

b ) = 2 /0 7 F(t)sin(pkt) dt.

3. Théoréme de Dirichlet

Question : La série de Fourier de f, a-t-elle pour somme la fonction f elle

méme 7
Notation : Soient f: R — C et xy € R. Définissons

fled) € lm f(z) et fry) € lim f(o).

+ —
CC—)CCO I—)$0
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THEOREME (Théoréme de Dirichlet). Soit f: R — C une fonction 27-
périodique, localement intégrable sur R. Soit xy € R. Supposons que les limites

lim fzo +h) = flag) et lim f(xo+h) — f(zg)
h—0+ h h—0— h

existent et sont finies. Alors la série de Fourier de f converge en xy vers

(f(@g) + flzg)) -

A (eal)em™ + cn(fle™™) = fag) + flag)

2

COROLLAIRE. Si f: R — C est une fonction 2mw-périodique et continue
sur R, et que f posséde les dérivées a droite et a gauche en tout point, alors f
est la fonction somme de sa série de Fourier.

Pour démontrer le théoreme de Dirichlet, on a besoin du lemme de Riemann-
Lebesgue.

LEMME (Riemann-Lebesgue). Soit f: [a,b] — C une fonction intégrable.
Alors

b b
lim/f(t)ei“tdtzo et lim/f(t)sin(,ut)dtzo.

lul—o0 J lul—o0 J,

DEMONSTRATION. On va calculer seulement la premiére limite car la deuxiéme
en résulte par la relation

/f sin(ut) d =5 (/f Yet dt — /f —Wtdt)

(ou elle peut étre calculée d’une fagon analogue).

(1) Supposons que f soit une fonction caractéristique d’un sous-intervalle
[c, d] dans [a,b] :

1 sizé€[ed],
0 sizé€la,b]\|ed],

eiut d
[E} o

(2) Supposons que f soit réelle en escalier ou complexe constante par mor-
ceaux. Alors f s’écrit comme une combinaison linéaire de fonctions caracté-
ristiques de sous-intervalles de [a, ] : il existe des sous-intervalles Iy, ..., I, de
[a,b] et des constantes aq, ..., a, € C tels que pour tout x € [a, b],

f(z) = aixn (v) + -+ + anxa, (7).

() = Xjeq(z) = {

|€i/,Ld _ eiuc} _ i
T2 I—

— 0.
|| —o00

d
ettt dt‘ =

)ei"t dt‘ =

Alors

b b b
f(t)eiut dt = oy / X1, (t)eiut dt + -+ an/ X1, (t)ei“t di

— 0
|pl—o0
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d’apres (1).
(3) Supposons que f soit réelle (et intégrable). Soit € > 0. Alors soit
¢: [a,b] — R en escalier telle que

/Wf |ﬁ<§

Soit N tel que pour tout u tel que |u| > N,

. IS
et dt| < =
e \ e

(on a utlhse ) ici). Alors pour tout p tel que |u| > N,

Wﬁ‘ Wﬁ+/UU B dr
it it € €
t)e™ dt| + U@—¢@Hw\ﬁ<§+§:e
Donc
Yet dt| — 0.
|| —o0

(4) Le cas général (f complexe intégrable) :

/ Ft)e dt / Re(£(£))e dt + i /abIm(f(t))ewdt — 0
d’apres (3 O

])EMONSTRATKDJDU'THEORENE]DE]DHHCHLET.PourtoutTLE Z, po-
sons

Sn: i Ck(f)eikro et un:Sn_ f(xa_)_gf(xa)

k=—n

Il reste a prouver que lim,,_, u, = 0.
Pour tout n € Z, la fonction t — f(t)e”" est 2m-périodique, et donc

To+T
alf) =g [ e

27 Joo—n

n

1 ot —1 ikx
Sy = Z (%/m f(t)e ktdt)ek 0

k=—n U

1 To+T

= F(£) D et g
™ T

0o—7 k=—n

Posons ¢, (z) = >_,__ e*?. Remarquons immédiatement que ¢, est une
fonction paire R — C et que

T 1 T 1 n T 1 T
dt = = Hdt = = L —— Odt = .
| ouwa=3 [ o QQQW/We 5[ ar=r
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Alors, pour tout n € N,

To+T s
e / F(E)6nlro — 1) dt = o / (a0 = 1)) d

27 Jyoom
= o [ steo s monmyan o [ st = oty dn
- Oﬂ(f(azo + ) + f(xo — h))da(h) dh

(on a effectué les changements de variable 2o —t = h et h +> —h, et utilisé le
fait que ¢,, est paire). Comme fo On(t)dt =, on a

1 s

=g | (o4 B) + o = B) = F(of) = f(z) oulh) b
Comme
(2= 57 (5 )
65+zna¢ eT—ZTl$ 2n +1
= 5 = sin < ) ,
on trouve
sin (251)

¢n(x) = ———F—<— pour = €]0,27[.
sin (%)
Posons

~ flwo+h) = flag) + flwo — h) — flxg)
Sin (5)
et g(0) = 0 (valeur arbitraire). Comme g est bornée sur [0, 7] et intégrable sur
tout intervalle [a, 7] avec a €]0, 7], elle est intégrable sur [0, 7] (a vérifier!).

pour h €]0, 7]

Ainsi
1 [" 2 1
Uy = — g(h)sin(n+ h)dh—>0
2T 0 2 n—00
par le lemme de Riemann-Lebesgue. U

EXEMPLE. Les deux fonctions f; et fy de 'exemple de la section 2 vérifient
les hypotheses du théoreme de Dirichlet en tout ¢ € R. Aussi dans les deux
cas on a w = fi(t) pour tout t € R, i = 1,2. Donc f; et f, sont les
fonctions sommes de ses séries de Fourier, qui convergent simplement sur R.
On peut maintenant déduire les identités remarquables suivantes :

(1) en appliquant le théoreme de Dirichlet a fi en 7, on a

S - s () - ML A 1y

2 2 ’
douz —" _I.
n+1 4’
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(2) en appliquant le théoreme de Dirichlet & f> en 0, on a

_ S0+ £(00) 040
— 5 ==

0,

n2

PPN C (_1)n _7T2
dOUZ ’n,2 :?

n=1

Ty Cl sro)

4. Formule de Parseval

THEOREME (Formule de Parseval). Soit f: R — C une fonction 2m-
périodique, localement intégrable sur R. Soient (c,)nez ses coefficients de
Fourier exponentiels, et (a,)nen €t (bn)nen+ ses coefficients de Fourier trigono-
métriques (définis comme d’habitude). Alors la formule suivante, dite formule
de Parseval, est vérifie :

= oﬂ|f<x>|2dx: 2 el
- Zi lao(f)]* + % > (lan(HP + [ba()1?) -

REMARQUE. (1) La formule de Parseval est vraie méme si SF(f) ne
converge pas simplement vers f. En plus, elle est vraie méme si f n’est
pas bornée, sous la condition que l'intégrale généralisée fozw |F()]? dt
converge.

(2) L’égalité

> lealHIF = Jlao )P + 5 3 (aalF)F + 1))

résulte des relations

an(f) = cu(f) +con(f) et bu(f) =i(calf) — con(f)).

On peut commencer par vérifier la formule de Parseval lorsque f est une
. . ’ . o _ n ka
fonction trigonométrique de la forme f(z) = S, (z) =>_,__,, cke™.
Définissons une forme sesquilinéaire (e|e) (semi-linéaire en premiere va-
riable et linéaire en deuxiéme) sur 'espace de fonctions R — C 27-périodiques
et localement intégrables sur R comme suit :

o) 5 [ Tt ar
1 2T

Notons que (f|f) = %/ ]f(t)]2 dt. Il a été déja remarqué que pour tous
0

k,l e, (:U = etk ‘ T e”x) = O, Ou Oy est le symbole de Kroneker :

1 sik=I,
Okt = .
0 sik#l.
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Donc
L 27T|S () dt = (S,|Sn) I'HZCG xHiceil‘r
2m 0 ! k=—n ’ l=—n l
= Z Cr Z c(z = ez s ) = Z Tk Z 10k
k=—n l=—n k=—n l=—n
=2 wa= ) lal
k=—n k=—n

Pour comprendre d’ou vient la formule de Parseval, on peut démontrer le
lemme suivant, analogue au théoreme de Pythagore.

LEMME. Soit f: R — C wune fonction 2m-périodique, localement inté-
grable sur R, et soient (¢,)nez Ses coefficients de Fourier exponentiels. Posons
Sp(x) = >0 cxe™ pour tout n € N. Alors pour tout n € N,

1 2 1 2w
— dt = dt + — dt
5o [ wora= o [Misora o [T - s
2 2 2
— — t) — Sp(D? dt > .
k}__jn|ck\ b [0 - s ‘,;__:n'c’“'

DEMONSTRATION. Soit n € N. Alors

Sl5) =5 [ B0 = ;- > |

= Z C_ (2171'/ 7lktf ) Z Cka Z ‘Ck‘2

k=—n k=—n k=—n

= (Sn|5n)

d’apres un calcul précédent.
Donc (Sulf — Sn) = (Sulf) = (SulSn) = 0, (f = SulSn) = (Sulf — Sn) =

0 =0, et ainsi

1 2

o [ T@Fdt=(f11) = (o + (= Sa)lSn + (f = S0))

1 2 ) 1 2 )
~o 1S (t)] dt+0+0+§/0 |f(t) = Su(t)|"dt. O
Le lemme précédent implique immédiatement 1'inégalité de Bessel :

+oo 1 2
> ol <o [ i@l

k=—o00

Pour démontrer la formule de Parseval, il reste & montrer que

27
hm/\N%ﬂNWﬁ:Q



4. FORMULE DE PARSEVAL 50

Une condition suffisante (mais pas nécessaire) pour cela est que la série de
Fourier de f converge uniformément vers f; ceci est le cas, par exemple, si f
est contintiment dérivable. Dans le cas général, on peut approximer f par des
fonctions contintiment dérivables.

La formule de Parseval dans le cas général est admise.

EXEMPLE. Reprenons les fonctions f; et fo de 'exemple de la section 2.

(1) Pour fi, la formule de Parseval donne :

—Z( Gn+1 ) Z\b () = W/_Z\fl(t)|2dt

1 i
= — dt =1
2 ’

—Tr

7T2

= 1
don S —— ="
Ounzzo(2n+1)2 8

(2) Pour fy, la formule de Parseval donne :
1/2m2\? 1[4\’
Z(T) +§Z(ﬁ) !aofzf +35 Z\anfz
1 4
:—/ﬂﬁ|dt ‘/#ﬁ /#ﬁ:l,
T Jo 5

I =1 it
dOUZﬁ:%
n=1

LEMME. 57 f: R — C est une fonction 2m-périodique, continue sur R et
continument dérivable par morceaux, alors pour tout n € Z,

cn(f1) = inc,(f).
DEMONSTRATION.

dﬂz%o f(t)e dt

- 5o e -5 | 7ﬂx n)e " di

2w
—0+ ft)e ™ dt = ine,(f). O
27r
THEOREME. Si f: R — C est une fonctzon 2m-périodique, continue sur R
et continiiment dérivable par morceauz, alors la série Y. =° |, (f)| converge,
et donc SF(f) converge vers f normalement sur R.
—icy(f')

DEMONSTRATION. Comme ¢,(f) = ———=, on a
n

1 1
len(f)] < 3 (’Cn(f,)|2 + ﬁ) pour tout n € Z.

Il reste a appliquer I'inégalité de Bessel pour f’ et le théoréeme de Dirichlet
pour f. O
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5. Exercices

EXERCICE 5.1. Calculer le développement en série de Fourier de la fonction
f(t) = |sin(t)].

EXERCICE 5.2. Soit f définie pour tout ¢ par f(t) = sup(cost,0). Calculer
le développement en série de Fourier de f.

EXERCICE 5.3. Soit p un nombre entier strictement positif, et soit f(t) une
fonction continue périodique de période 2% sur R. Montrer que si n € N, n
n’est pas divisible par p, alors les coefficients a,, et b, de la série de Fourier de
f sont nuls.

EXERCICE 5.4. Calculer le développement en série de Fourier de la fonction
g(t) = |sin(t)| + |cos(t)|. (Remarque : cette fonction est paire et périodique de
période 7/2).

EXERCICE 5.5. Soit f périodique de période 27 : f(t) = a pour t €]0, L],

0 < L <2m f(t) =0 pour t €]L,2x]. Calculer le développement en série de
Fourier de f.

EXERCICE 5.6. Développement en série de Fourier de ¢t — ————.
1+ cos?t

EXERCICE 5.7. Soit f périodique de période 27 : f(t) =t pour t €] —, 7|,
f(=m) = f(m)=0.

(1) Calculer le développement en série de Fourier de f.

(2) En déduire » % (utiliser 'égalité de Parseval).

n>1
EXERCICE 5.8. Soit f impaire, périodique de période 27 : f(¢) = 1 pour

t €]0, 7, f(0)= f(7) =0.

(1) Calculer le développement en série de Fourier de f. En déduire Z

(=D"

= 2n+1
(2) Calculer i Lt et i L (utiliser 1’égalité de Parseval).
—~ (2n+1)p2  Zn?

EXERCICE 5.9. Soit f périodique de période 27 : f(t) = |t| pour t €] —m, 7[.
(1) Calculer le développement en série de Fourier de f. En déduire la valeur

1 1
d —— et —.
¢ ;} (2n+1)2 ¢ n?

n>1

(2) Calculer Z

n>0

1 e
o ot E —; (utiliser 'égalité de Parseval).
(2n+1) —~n

EXERCICE 5.10. Soit f impaire, périodique de période 27 : f(t) = t(m —t)
pour ¢ € [0, 7.

—1)"
(1) Calculer le développement en série de Fourier de f. En déduire 5 ﬁ
n
n>0
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o0 o0 1
(2) Calculer Z —— et Z — (utiliser I'égalité de Parseval).
o (2n +1)8 = nb

EXERCICE 5.11. Soit a € R\ Z. Soit f périodique de période 27 définie
par : f(t) = cos(at) pour t € [0, 27][.

(1) Calculer le développement en série de Fourier de f.

I« 2
(2) Montrer que tan7(r7m) =- + g ran?’ Par dérivation en déduire
—~ (a—n) ~ (sin(am))?’

1

1 —2ucost + u?’
la série de Fourier de f converge normalement. On note a, ses coefficients.

Montrer que les a,, satisfont la relation

EXERCICE 5.12. Soit u €] — 1,1[ et f(t) =

Montrer que

Utp i1 — (1 +u?)ay, +ua,_1 =0 Yn > 0.

B

Calculer ag et trouver « et [ tels que pour tout n on ait a, = au™ + —.
u
En déduire que pour tout £ € R on a

1 — u?

1 —2ucost + u?

=1 +2Zu”cosnt.
n=1
EXERCICE 5.13. Chercher une solution développée en série de Fourier de
Péquation différentielle : 4" —y = f(t) avec f paire de période 27 : f(t) = 1—£
pour ¢ € [0, 7.
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