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Introduction

L'algèbre générale et l'algèbre linéaire sont des outils fondamentaux dans les
disciplines mathématiques modernes (analyse, analyse fonctionnelle, probabilité,
physique mathématique, etc.). Elles constituent par conséquent des éléments es-
sentiels du bagage mathématique indispensable aux mathématiciens, physiciens,
ingénieurs et autres scientifiques.

Le cours d'algèbre que nous soumettons aujourd'hui au public s'adresse aux
étudiants en mathématiques du premier cycle des universités et aux étudiants
préparant l'entrée dans les grandes écoles scientifiques. Il peut également être
utile aux scientifiques qui désirent se recycler en mathématiques et à tous ceux
qui veulent acquérir de bonnes connaissances de base en algèbre.

L'expérience montre que le passage de la classe terminale à la première
année de faculté constitue pour la majorité des étudiants une difficulté quasi
insurmontable. C'est pourquoi nous nous sommes efforcés, dans la rédaction de
ce livre, de répondre à une double exigence : d'une part, présenter chaque notion
nouvelle à partir du début sans supposer que les étudiants en ont entendu parler
et, d'autre part, faire un exposé qui, tout en couvrant l'ensemble des programmes,
ne s'y cantonne pas strictement, et soit assez rigoureux et assez riche pour servir
de base à une solide formation mathématique. Le livre est ainsi conçu en fonction
des besoins immédiats et futurs des étudiants. Sans jamais abandonner la rigueur
des démonstrations, nous avons voulu illustrer notre exposé par de nombreux
exemples et remarques qui, nous l'espérons, aideront le lecteur à mieux assimiler
les notions introduites.

Nous voudrions insister une fois de plus sur le fait que « faire des mathé-
matiques » c'est d'abord et avant tout «résoudre des problèmes ». Il faut donc,
après avoir appris et compris son cours, l'assimiler en résolvant des exer-
cices. De nombreux exercices et problèmes placés à la fin du livre permettront
au lecteur de contrôler l'acquisition de ses connaissances. Certains d'entre eux
sont des applications immédiates d'un résultat du cours et doivent servir de test
d'assimilation. D'autres, plus difficiles, présentent des compléments qu'il peut
être utile de connaître.

Le livre comprend deux grandes parties.

Les chapitres 1 à 5 sont consacrés aux notions d'algèbre générale. Après une
étude générale des structures algébriques les plus courantes (relations d'équi-
valence et d'ordre, groupes, anneaux, corps), le chapitre 5 traite l'anneau des
polynômes et le corps des fractions rationnelles.

Les chapitres 6 à 11 sont consacrés à l'algèbre linéaire et abordent l'étude des
espaces vectoriels de dimension finie, des applications linéaires, des matrices,
des déterminants et des systèmes d'équations linéaires.
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Chapitre 1 : ENSEMBLES
APPLICATIONS
RELATIONS

La plupart des notions introduites dans ce chapitre sont déjà connues des
étudiants. Notre but est donc de préciser le vocabulaire et les notations qui seront
utilisés dans tout le cours.

Nous aurons toujours à considérer des propositions exprimées dans un lan-
gage formalisé, mais il ne s'agit pas pour nous de construire une logiqueforma-
lisée. Nous resterons toujours sur un plan « naif» et utiliserons le langage usuel,
qui doit cependant être précisé.

Le lecteur intéressé par V étude axiomatique de la logique et de la théorie des
ensembles pourra consulter les ouvrages spécialisés consacrés à cette question.

1.1. Notion de logique
1.1.1. PROPOSITIONS. CONNECTEURS LOGIQUES

1.1.1.1. Définition

On appelle proposition un énoncé qui est vrai dans certaines conditions,
faux dans d'autres, mais dont on peut toujours dire s'il est vrai ou s'il est faux.

La propriété essentielle d'une proposition P est donc d'être dotée de l'une
des valeurs de vérité V (vrai) ou F (faux).

1.1.1.2. Exemple

« n est un nombre entier et n est multiple de 2» est une proposition vraie
pour les nombres pairs mais fausse pour les nombres impairs.

Nous appellerons assertion une proposition qui est toujours vraie ou qui est
toujours fausse.

Par exemple, « 10 est un nombre premier» est une assertion fausse.

On appelle axiome, dans une théorie mathématique, toute proposition à la-
quelle on attribue, par convention, la valeur vrai.

On appelle théorème, toute proposition dont on démontre qu'elle a la valeur
vrai.

A partir des propositions P et Q, on peut former d'autres propositions à l'aide
des liaisons et, ou, non,... appelées connecteurs logiques.
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Les principaux connecteurs sont:

1.1.1.3. Le connecteur de négation

Si P est une proposition, on note ~\P, et on lit «non P », la négation de P.

Par définition, «non P » est vraie si P est fausse, fausse si P est vraie.

La valeur de vérité de ~\P en fonction de celle de P est donnée par un tableau
appelé table de vérité de "1 :

P

V
F

~\P

F
V

1.1.1.4. La conjonction et la disjonction

La conjonction et est le connecteur logique noté A, qui associe à tout couple
(P, Q) de propositions, la proposition (P et Q), vraie si et seulement si P et Q
sont vraies simultanément.

De même P V Q, qu'on lit «P ou Q», est vraie si l'une au moins des
propositions P, Q est vraie, fausse si P et Q le sont.
Le signe V s'appelle le connecteur de disjonction ; il se lit «ou».

Les tables de vérité de V et A sont :

P

V
V
F
F

Q

V
F
V
F

P/\Q

V
F
F
F

PVQ

V
V
V
F

1.1.1.5. L'implication

L'implication est le connecteur logique qui, à tout couple (P, Q) de proposi-
tions, associe la proposition (P = > Q) (lue « P implique Q ») fausse lorsque P
est vraie et Q fausse, vraie dans les autres cas.

En mathématiques il est d'usage de n'écrire que des propositions vraies ; c'est
pourquoi, pour traduire « P =>• Q», on emploie souvent l'expression «si P ,
alors Q ». Mais la relation (P = ^ Q) peut fort bien être vraie alors que ni P ni
Q ne le sont ; par exemple la proposition (4 est impair) =>• (7 est pair) est vraie.

10
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Les propositions suivantes sont également vraies :
(4 est pair) = > (7 est impair), (4 est impair) =*• (7 est impair).

1.1.1.6. Le connecteur d'équivalence

noté'

Si P et Q sont des propositions, on note P
à Q », la proposition :

(P = > Q) A (Q =

Les tables de vérité des connecteurs =>• et

Q, et on lit « P est équivalente

sont:

P

V
V
F
F

Q

V
F
V
F

P^Q

V
F
V
V

P*=*Q

V
F
F
V

En comparant les tables de vérité, on montre facilement que deux propositions

P et Q étant; données, (P =s> Q) est équivalente à ((1Q) = > (IP)). On dit que
(1Q) = > (IP) est la contraposée de (P
par contraposition de (P = > Q).

Q) ou encore qu'elle est obtenue

1.1.2. QUANTIFICATEURS

Soit P{x) une proposition contenant un objet x appelé variable assujetti à
appartenir à un ensemble E appelé référentiel.

On convient d'écrire :

(Va; 6 E) P(x) ou (Vz) P(x)

pour exprimer que lorsque x appartient au référentiel E, la proposition P est
toujours vraie. On lit «pour tout x, P(x) » ou «quel que soit x, P(x) ».

Le symbole V s'appelle le quantificateur universel.

Pour exprimer l'assertion «il existe au moins un objet x du référentiel pour
lequel P(x) est vraie »on convient d'écrire

(3x e E) P(x) ou (3a;) P(x).

ce qui se lit «il existe au moins un élément x de E tel que "P(x)" ».

Le symbole 3 s'appelle le quantificateur existentiel.

11
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Enfin l'expression 3 ! x, < P(x) signifie «il existe un et un seul élément x
tel que l'assertion P(x) soit vraie».

On utilise très souvent les équivalences logiques suivantes :

0((3x) P(x))) < = • ((Vx) flP(*)))

l IH VttJ A IJL j j ) 'N /" W^aLJ ^ IJ yJL j J J

O((Vx) (P(x) => Q(x))) ^ ^ (3x) (P(x) etlQ(x)))

1.1.2.1. Exemple

(Vx réel) ((x + l ) 2 = x2 + 2x + 1)
(3xréel), (x2 + 3 x - l = 0 )

1.2. Ensembles
1.2.1. DÉFINITIONS ET NOTATIONS

La théorie axiomatique des ensembles est trop délicate pour être exposée au
niveau élémentaire auquel nous nous plaçons. Intuitivement, un ensemble est
une collection d'objets ; ces objets s'appellent les éléments ou les points de
l'ensemble.

Nous désignerons en général les ensembles par des lettres majuscules:
E,F,A,B, etc. Les éléments d'un ensemble seront désignés en général par
des lettres minuscules : a, b, x, y, etc.

Si a est un élément d'un ensemble E, on écrit a G E et on lit « a appartient
à E » ou « a est élément de E ».

Pour exprimer que a n'est pas un élément de E, on écrit :

a £ E et on lit « a n'appartient pas à E ».

Nous admettons l'existence d'un ensemble noté 0 , appelé ensemble vide,
qui ne contient aucun élément.

Un ensemble réduit à un seul élément a est noté {a}. Plus générlament, un
ensemble qui ne contient que les éléments x\,..., x„ est noté {xi,..., x n } .

Si E est un ensemble et P une propriété vraie pour certains éléments de E,
l'ensemble des éléments de E qui vérifient la propriété P est souvent noté :

{x : x vérifie P}

1.2.1.1. Exemples

Les exemples suivants sont déjà bien connus du lecteur.

12
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]N= {0,1,2,...} est l'ensemble des entiers naturels ;
Z = { . . . , - 3 , - 2 , -1 ,0 ,1,2, . . .} est l'ensemble des entiers relatifs ;
Q, est l'ensemble des nombres relationnels ;
R est l'ensemble des nombres réels ;
R* est l'ensemble des nombres réels non nuls ;
R+ est l'ensemble des nombres réels positifs ou nuls ;
R+ désigne l'ensemble des nombres réels strictement positifs ;
C est l'ensemble des nombres complexes ;
C* est l'ensemble des nombres complexes non nuls.

1.2.2. PARTIES D'UN ENSEMBLE - COMPLÉMENTAIRE

1.2.2.1. Définition

On dit que l'ensemble E est indus ou est contenu dans l'ensemble F si tout
élément de E est élément de F.

On dit aussi que E est une partie ou un sous-ensemble de F.

On écrit
E C F ou F D E

Par définition,

(Va;, i6£=>i6f)

II est immédiat que :

E e E quel que soit E,

(EcFetFcX)=>(EcX)
On dit que l'ensemble E est égal à l'ensemble F, et on note E = F, si on

a E C F et F c E.
Nous admettrons que pour tout ensemble E, il existe un nouvel ensemble

appelé ensemble des parties de E, noté V(E), et dont les éléments sont tous
les sous-ensembles de E, y compris l'ensemble vide et E lui-même. Ainsi

A e V(E) <^=>AcE

On note souvent IE l'ensemble de parties de E car si E possède n éléments,
V(E) possède 2 n éléments.

1.2.2.2. Définition

Soient E un ensemble et A une partie de E. On appelle complémentaire de
A dans E l'ensemble des éléments de E qui n'appartiennent pas à A.

Le complémentaire de A dans E se note

E - A ou \^EA OU

s'il n'y a pas de confusion à craindre.
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On a donc
\^EA = {x : x e E et x & A}.

Les égalités suivantes sont évidentes :

(\2EA j = A; C-EE = 0; C ß 0 = E.

De même, on verrait facilement que si A et B sont des parties d'un en-
semble E, et si A C 5, alors

1.2.3. INTERSECTION ET RÉUNION DE DEUX ENSEMBLES

On appelle intersection de deux ensembles E et F, et on note E n F,
l'ensemble des éléments x tels que x £ E et x G F.

On a donc
£TlF = {x : x € Eetx €F}.

Si £ n F = 0, on dit que ¿? et F sont disjoints.

On a évidemment

£0 0=0.
On appelle réunion de deux ensembles E et F, et on note EU F, l'ensemble

des éléments x tels que x € Eon x £ F.

On a donc

£• U F = {x : x e E ou x G F}.

Il est évident que

E 1)0 = E et EU F = 0 = > (E1 = 0 et F = 0)

Voici quelques propriétés de l'intersection et de la réunion.

• La réunion et l'intersection sont associatives :

quels que soient les ensembles A, B et C.

• Elles sont commutatives :

quels que soient les ensembles A et B.

14
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• Elles sont distributives l'une par rapport à l'autre :

A U (B n C) = (A U B) n (A U C)
A n (s u c) = (A n B) u (A n c).

• Elles sont idempotentes :

AU.4 = A et . 4 0 ^ = ̂ 4.

Les démonstrations sont simples et sont laissées au lecteur.

Il existe des relations simples entre le complémentaire, la réunion et l'inter-
section. Ces relations sont données par le théorème suivant.

1.2.3.1. Théorème

Soient AetB deux parties a" un ensemble E. Alors on a les égalités suivantes :

n B) = Í(ZA J U ( C B J et (Z(A u B) = ((ZA J n f C B J .

Démonstration. Il suffit de démontrer la première égalité. La deuxième s'en

déduit en posant A\ = \^A, B\ = K^B et en utilisant l'égalité

C (Cl) = A.

Soit x g \^{A n B). Alors xçEetxgAHB; donc x e \sA ou bien

x e C B . Donc x G (CA J U Í C B V d'où l'inclusion

C(i4 n B) c Í Ci4 J u

Réciproquement, soit a; un élément de Í \-,A 1 U ( \^B 1.

Si z G V^i4, ar ̂  A donc x ^ A n B et par suite x e

De même si x e V^B, x £ B, donc x ̂  4̂ n B et par suite x 6 V_̂ (̂ 4 n B).

Dans les deux cas, x € \s{A n B) d'où l'inclusion

((ZA J U (CB J C C ( A n B)

La première égalité est donc démontrée.
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1.2.4. PRODUIT D'ENSEMBLES

Soient x et y deux objets. Nous admettrons qu'il est possible de former un
troisième objet que l'on note (x, y) et qu'on appelle le couple (x, y), tel qu'on
ait l'équivalence :

((«, y) = (*'. y1)) < ^ ((* = *') et (y = y1)).

On dit que x est le premier élément et y le deuxième élément du couple (x, y).

L'équivalence précédente montre que l'ordre dans lequel on écrit les deux élé-
ments figurant dans un couple est essentiel. Il ne faut donc pas confondre (x, y) et
(y,x),sauf six = y;dememelecouple(x,y)estdifférentdel'ensemble{x,y}.

1.2.4.1. Définition

Soient E et F deux ensembles. On appelle produit cartésien de E et F, et
on note E x F, l'ensemble des couples (x, y) tels que x e E et y e F.

E x F = {(x, y) : x € E et y G F}.

On vérifie facilement les propriétés suivantes :

a) Si A, B, E et F sont quatre ensembles tels que

A C E et B C F, alors Ax B CE x F.

b) Si A, B et C sont des ensembles quelconques, alors

A x (B \J C) = (A x B)U (A x C),

(AxB)n(Ax C).

Lorsque E = F, E x E se note E2 et on appelle diagonale de E2 l'ensemble
des couples (x, x) avec x e E.

Plus généralement, le produit cartésien de n ensembles Eu—, En est l'en-
semble

n
Ei x ... x En encore noté J J E¡

3=1

de toutes les suites ordonnées (xi,..., x„) telles que xi € E\,..., xn G En.

On dit que (xi,..., xn) est un n-uple.

Si Ei = ... = En = E, on note En au lieu de E x E x ... x E.

Par exemple, E x E x R se note R3.
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1.3. Applications
1.3.1. DÉFINITIONS. EXEMPLES

Soient E ci F deux ensembles. On appelle graphe de E vers F, toute partie
non vide F de E x F. Autrement dit, tout élément de F est un couple ordonné
(a:, y) où x £ EetyeF.

L'étude générale des graphes n'est pas notre objectif immédiat. Nous allons
appliquer cette notion de graphe à l'étude des applications d'un ensemble dans
un autre ensemble.

1.3.1.1. Définition

Soient E et F deux ensembles. On appelle fonction ou application de E
dans F, tout triplet f = (F, E, F) vérifiant les conditions suivantes :

a) F est un graphe de E vers F.

b) Pour tout x £ E, il existe un élément y et un seul de F tel que (x,y) G F.

On dit que F est le graphe de la fonction / .

Si x 6 E, l'unique élément y de F tel que (a;, y) G F s'appelle l'image ou
la valeur de la fonction / en x ; on la note f(x).

Le graphe F de la fonction / est donc l'ensemble des couples (x, f(x)) où
xeE.

Si / = (F, E, F) est une fonction, on dit que E est l'ensemble de départ
(ou de définition) et F l'ensemble d'arrivée.

Pour exprimer que / est une application de E dans F on utilise les notations
suivantes :

/
f :E —y F, E —• F ou zi—y / (x ) .

L'ensemble des applications de E dans F se note

F(E,F)aaFB.

1.3.1.2. Exemples
a) Si F = K, on dit que / est une fonction réelle. Si E c E, ont dit que / est
une fonction d'une variable réelle. Par exemple x i—> sin x est une fonction
réelle d'une variable réelle.

b) On appelle application identique d'un ensemble E, et on note Ids ou 1¿;,
l'application qui à tout x € E fait correspondre x lui-même.
On a donc par définition :

Idß(x) = x pour tout x £ E.
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c) Soient E et F deux ensembles. Les applications (x,y) i—> x de E x F
dans £" et (x, y) i—• ydeE x F dans F s'appellent respectivement la première
projection et la deuxième projection. On les note pn et pr% respectivement.

d) On dit qu'une application / : E —> F est constante si l'on a f(x) = /(y)
quels que soient x,y G E.

e) Soient / = (I\ E, F) et g = (V, E', F') deux fonctions. On dit que ces
fonctions sont égales si les trois conditions suivantes sont vérifiées :

E=E', F = F' et /(x) = g(x) pour tout x € E.

f) Soit / = (r , E, F) une fonction et soit A une partie de E. On appelle
restriction de / à A, et on note f\A, l'application h de A dans F telle que
h(x) = f(x) pour tout x G A.

Inversement, étant donné deux fonctions / = (r , E, F) et g = (I", E', F'),
on dit que / est un prolongement de g si l'on a les relations

E' c E, F' C F et / (z ) = g(x) pour tout x e E'.

g) Soit E un ensemble. On appelle fonction caractéristique de E, la fonction XE
à valeurs réelles définie par :

{ lsix eE

1.3.2. COMPOSITIONS DES APPLICATIONS

Soient E,F,G trois ensembles et / = (T,E,F), g - (T',F,G) deux
applications de E dans F et de F dans G respectivement.

Pour tout x £ E, f(x) G F , donc g(f(x)) G G. L'application
x i—^ g(f(x)) de E dans G s'appelle l'application composée de f et g et se
note gof ou gf s'il n'y a pas de confusion possible.

On a donc par définition

(gof)(x) = g(f(x)) pour tout a; G E.

On notera bien que dans l'écriture gof, on effectue d'abord l'opération
x i—• f(x) puis l'opérateur / (x) i—• g(f(x)).

On définit de même la composée d'un nombre fini d'applications. En parti-
culier, si / est une application de E dans E, on peut former fof, fofof, etc.
Ces applications sont notées f2, f 3 , . . .
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1.3.2.1. Exemples

Prenons E = F = G = R et f(x) = cos x, g(x) = x2 + 1. On a

) = c o s ^ + l

ce qui montre que fog ^ gof en général.

1.3.2.2. Théorème

Quelles que soient les applications

f : E —>F, g : F —• G, h : G —> H,

on a

(1.3,1) (hog)of = ho(gof).

En calculant la valeur du premier membre en un point x quelconque de E,
on trouve h(g(f(x))). De même la valeur du second membre au même point x
est h(g(f(x))), d'où l'égalité à établir.

Le théorème permet de noter simplement hogof l'application (hog)of =
ho(gof).

1.3.3. APPLICATIONS INJECTIVES, SURJECTIVES,
BIJECTIVES

1.3.3.1. Définition

Soient E et F deux ensembles et f une application de E dans F.

a) On dit que fest ¡njective (ou est une injection) si quels que soient x,y 6 E,
la relation f(x) = f(y) entraîne x = y , ou encore si la relation x •£ y implique
/(*) # /(y).

b) On dit que f est surjective (ou est une surjection) ou applique E sur F si
pour tout y E F il existe au moins unx E E tel que y = / (x) .

c) On dit que f est bijective (ou est une bijection) si elle est à la fois injective et
surjective, c'est-à-dire si,pour tout y € F, il existe un et un seul x £ E tel que
y = / (*) .

1.3.3.2. Exemples
a) Soit A une partie d'un ensemble E.
L'application j : A —* E définie par j(x) = x pour tout x e A est injective;
on l'appelle l'injection canonique de A dans E.
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b) On appelle permutation d'un ensemble E, toute application bijective de E
sur E. L'ensemble des permutations de E se note S{E).

Si E = {1, . . . , TI}, on écrit Sn au lieu de S{E). Cet ensemble sera étudié au
Chapitre 3.

c) Si a et 6 sont des nombres réels et si a ^ 0, l'application / : E —• E définie
par / (x ) = ax + b pour tout x G R, est bijective (vérification facile laissée au
lecteur).

1.3.3.3. Définition

Soient E et F deux ensembles et f : E. —• F une application. On dit que f
est inversible s'il existe une application g : F —• E telle que

(1.3.3.1) gof = IdE et fog = IdF.

Voici une caractérisation des applications inversibles.

1.3.3.4. Théorème

Soit f une application d'un ensemble E dans un ensemble F. Pour que f
soit inversible, il faut et il suffit qu'elle soit bijective.

Démonstration. Si / est bijective, alors pour tout y G F, il existe un x unique
de E tel que y = / (x ) . On peut donc définir une application g : F —> E en
associant à tout y G F l'unique x e E tel que y = / (x ) . Ainsi, si y = / (x ) , on
a x = g(y). Par suite, pour tout y e F et pour tout x G E, on a

(fog)(y) = f(x) = y
(gof)(x) = g(y) = x.

Donc / est inversible.
Réciproquement, supposons que / soit inversible; donc il existe une appli-

cation g : F —* E telle que gof = IdE et fog = Idp.

Soient x e E, x' e E tels que / (x) = / (x ' ) . On en déduit g(f(x)) =
g{f(x')) d'où, puisque gof = IdE, x = x' et / est injective.

Soit maintenant z un élément de F. Comme fog = Id?, on a f(g{z)) = z.
Il existe donc au moins un x e E (à savoir x = g{z)) tel que / (x) = z, ce qui
montre que / est surjective, donc bijective.

1.3.3.5. Remarque

On montrerait de même que l'application g est bijective. De plus g est unique
car si g\ et g% sont deux applications de F dans E vérifiant (1.3.3.1), on a

g\ = g\oIdF = g\o(fog2) = {g\of)ogï = IdEog2 = gi.

Ainsi, si f : E —• F est bijective, il existe une bijection g : F —• E et
une seule telle que l'on ait

gof = IdE et fog = IdF.

On dit que g est l'application réciproque de / et on la note / - i
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1.3.3.6. Théorème

Soient f : E —• F et g : F —> G deux applications. Si f et g sont
injectives (resp. surjectives) il en est de même de gof. Si f et g sont bijectives
alors gof est bijective et l'on a

(1.3.3.2) (gof)-1 =f-1og-\

Enfin, si f est bijective, f~x est bijective et on a

Démonstration. Supposons que / et g soient injectives et soient x G E,x' G E
tels que g(f(x)) = g(f(x')). Alors f(x) = f(x') puisque g est injsctive, donc
x = x' puisque / est injective; ceci prouve que gof est injective.

Si /e t g sont surjectives, pour tout z G G, il existe un y G Ftelquez = g(y),
puis un x G E tel que y = f(x), d'où z = g(f(x)), ce qui montre que gof est
surjective.

On déduit de ce qui précède que si / et g sont bijectives, il en est de même
de gof. De plus, on a

(f~l o g-1) o (gof) = f~xo (g-1og) of = f-1o IdF o f = f-1of = Ids-

(gof) o(f~1og~1) = g o(fof~1) o g'1 = g o IdF o g'1 = g o g-1 = Ida,

ce qui montre que l'application réciproque de gof est bien f~xo g~x (bien noter
l'ordre des facteurs).

Enfin, si / est bijective, les relations

fof-1 =IdFetf-1of = IdE

montrent que f~x est bijective et admet / pour bijection réciproque.

1.3.3.7. Remarque

D'après le Théorème 1.3.3.4, toute application / : E —> E telle que
fof = HE est bijective et Z"1 = / . Une telle bijection s'appelle une involu-
tion de E.

1.3.4. IMAGES DIRECTES ET IMAGES RÉCIPROQUES

1.3.4.1. Définition

Soient E et F deux ensembles, f : E —> F une application, A e E et
BcF.

a) On appelle image directe de A par f, et l'on note f(A), l'ensemble des f(x)
pour x E A.
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On a
f(A) = {y G F : 3x G A, y = / (* )} .

b) On appelle image réciproque de B par f, et l'on note / - 1 (B), l'ensemble
des x G E tels que f(x) G B.

On a
f-1(B) = {xeE :f(x)eB}.

L'image f(E) de E s'appelle l'image de f et se note Im(f).

On remarquera que la notation / " ' (B) ne signifie nullement que l'application
réciproque de / existe : il s'agit simplement d'une notation «abusive ».

On a les relations évidentes suivantes :

A C Z"1 (f(A)) pour toute partie A de E,

f (Z"1 (B)) c B pour toute partie B de F.

Soit / une application d'un ensemble E dans lui même et soit A une partie
de E. On dit que A est stable par / si l'on a f(A) c A. On dit que A est
invariant par / si f(A) = A. L'application h : A —> A qui coïncide avec /
sur A s'appelle l'application induite par / sur A.

Nous donnons ci-après quelques propriétés de l'image directe et de l'image
réciproque ; ces propriétés ne doivent pas être apprises par coeur mais doivent
Être retrouvées rapidement en cas de besoin.

1.3.4.2. Théorème

Soit / : E —> F une application.

a) Soient A et A' deux parties de E.

1. Si AC A' alors f(A) c f(A').

2. Si A et A' sont quelconques, on a

f(AUA') = f(A)Uf(A');
f(A n A') C f(A) n f(A') avec égalité si f est injective.

b) Soient B et B' deux parties de F.

1. Si B c B', on a f-l{B) c Z"1^')-

2. Si B et B' sont quelconques, on a

r\B n B') = r\B) n r\B').

=CEf-1(B).

On vérifiera toutes ces propriétés à titre d'exercice.
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1.3.5. FAMILLES

Soient E un ensemble et I un autre ensemble non vide appelé ensemble
d'indices. On appelle famille d'éléments de E indexée par I, toute application
de / dans E.

: i i—> x(¿) est une telle famille, on utilise la notation indicielle i \—• a;¿
et on parle de la famille (a;¿),-6 j d'éléments de E.

Si / est un ensemble fini, on dit que la famille est finie.

Si J est une partie non vide de I, on dit que la famille {xi)i&J est une
sous-famille ou une famille extraite de la famille (z¿)¿e/-

Si nous prenons / = IN, une famille d'éléments de E indexée par Isl s'appelle
une suite d'éléments de E et se note (x0, x\,...) ou (xn)n>0.

Si (k\,kz,...) est une suite strictement croissante d'entiers et si on pose
xkl = z\, Zjfcj = z2,..., on dit que la suite z\, Z2,...) est une suite extraite de la
suite (xi,x2,.. •).

On appelle famille d'ensembles (yl¡)¿6/, une famille telle que chaque A,
soit un ensemble.

Nous aurons souvent à considérer une famille (A¿)¿6/ de parties d'un en-
semble E. La relation Ai e E est donc équivalente à Ai G V(E) ; alors la
famille (J4,)»€/

 d e parties de E est la famille des éléments A¡ Ì)

Pour une famille d'ensembles, on peut généraliser les notions d'intersection,
de réunion et de produit de la façon suivante :

Soit (Ai)içr une famille d'ensembles.

a) On appelle intersection de cette famille, et on note P ) A , l'ensemble des
«6/

éléments x tels que x G Ai pour tout i 6 / .

b) On appelle réunion de cette famille, et on note (J-Ai, l'ensemble des élé-
16/

ments x qui appartiennent à l'un au moins des A,.

Rappelons que le produit cartésien Ai x ... x An des ensembles Ai,..., An est
l'ensembles des n-uples (x\,...,xn) tels que x\ e Ai,...,xn e An,ou encore
l'ensemble des suites ordonnées (z»)i<«<n telles que x, G Ai pour 1 < i < n.

Cette remarque va nous permettre de généraliser la notion d'ensemble produit.

Si A = \ÌAi est la réunion de la famille (A,)ie/ , on appelle produit de
¿e/

cette famille, et on note JJ-A«. l'ensemble des familles (z«)«e/ d'éléments de A
• €/

telles que a;, 6 Ai pour tout i e / .

Donc x € J J A « si et seulement si x = (x»)ie/ a v e c z« € Ai pour tout i G I.
«6/
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On dit que a;, est la composante ou la coordonnée, ou encore la projection
d'indice i de x. L'ensemble Ai est appelé facteur d'indice i du produit J J ^ . .

¿6/

L'application (x,),ej •—> x, de T\AÍ dans Ai s'appelle la projection d'in-
»€/

dice i et se note pr,.
Pour terminer ce numéro, donnons encore deux définitions.

On dit qu'une famille d'ensembles (A¿)¿e/, /non vide, est un recouvrement
d'un ensemble E si

On appelle partition d'un ensemble E une famille de parties de E, non
vides, deux à deux disjointes, dont la réunion est E.

Par exemple si A c E(A ^ 0 et A ^ E) alors A et v^BA forment une
partition de E.

1.3.6. FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES

Soient Ei,...,En des ensembles, E\ x ... x En leur produit cartésien et
E C Ei x ... x En. Si / est une application de E dans un ensemble F, on dit
que / est une fonction de n variables.

Si x = (xi,.. .xn) est un point de E, la valeur de / au point x devrait s'écrire
/((xi, ...x„)) mais on préfère écrire /(xi, ...xn).

Il arrive souvent qu'on ait à considérer des fonctions dont les ensembles d'ar-
rivée sont des produits d'ensembles. Considérons par exemple une application

f : E —> Fi x Fi x ... x Fn

où E, Fi,..., Fn sont des ensembles.

Pour tout x € E, on a /(x) G FI X ... x Fn, donc f(x) est un n-uple. Si
nous désignons par /i (x),..., /„(x) les coordonnées de /(x), on peut écrire pour
chaque x G E,

On voit donc que l'application / détermine les applications

U = priof :E-^Fi (1 < j < n),

et réciproquement, la donnée des fonctions fi définit une application fdeE dans
Fi x ... x Fn en posant
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1.4. Relations dans un ensemble
Nous rappelons dans ce paragraphe les notions élémentaires de relations, de

relation d'équivalence et de relation d'ordre. Nous nous limitons volontairement
aux développements indispensables à la compréhension du reste du cours.

1.4.1. DÉFINITIONS. EXEMPLES

1.4.1.1. Définition

Soit E un ensemble. On appelle relation binaire sur E, tout couple
V, = (E, r ) , où r est une partie de E y. E que l'on appelle graphe de la
relation H.

Si (x, y) G r , on dit que x est en relation avec y ; on note xiZy, sinon on
notel(ar^y).

1.4.1.2. Exemples

a) Soit E un ensemble et soient x,y G E. xlZy si et seulement si x = y est une
relation binaire sur E.

b) La relation d'inclusion est une relation binaire dans l'ensemble V{E) des
parties d'un ensemble E.

1.4.1.3. Définition

Soient E un ensemble et 72. une relation binaire sur E. On dit que :

a) ~R est reflexive si pour tout x G E.ona xTZx ;

b) 11 est symétrique si pour tout x € E et pour tout y £ E, xTZy = > yRx ;

c) H. est antisymétrique si pour tout x G E et pour tout y G E, (xTZy et
yTlx) = » x = y ;

d) 11 est transitive si quels que soient x,y,z G E, (xHy et yilz) => xHz.

1.4.1.4. Exemples

a) La relation d'égalité de l'exemple 1.4.1.2 est reflexive: pour tout x G E, on
a x = x.

b) Dans l'ensemble V(E) des parties non vidées d'un ensemble E, l'inclusion
est reflexive, antisymétrique et transitive.

c) Dans Z* = Z - {0}, la relation xTLy -<=>• x divise y est reflexive et transitive
mais elle n'est ni symétrique ni antisymétrique, ce qui montre au passage que la
propriété d'antisymétrie n'est pas la négation de la propriété de symétrie.
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1.4.2. RELATIONS D'ÉQUIVALENCE

1.4.2.1. Définition

On dit qu'une relation binaire TZ dans un ensemble E est une relation
d'équivalence si elle est reflexive, symétrique et transitive.

On note xlZy ou x = j/(mod 1Z) qui se lit « x est équivalent à y modulo TZ ».

1.4.2.2. Exemples

a) L'égalité dans E, (xlZy -<=>• x — y) est une relation d'équivalence.

b) Dans Z x Z*, (p, q)lZ(p', q') <t=> pq' = p'q est une relation d'équivalence.

c) Soit p un entier > 1. Dans Z la relation

x = y(mod p) •<=>• p divise x — y

est une relation d'équivalence. En effet s i n e Z , o n a n - n = o.p, donc la
relation est reflexive. Si n, m et k sont des éléments de Z tels que n — m = Jtp,
on a m — n = (-fc)p et la relation est symétrique. Si n,n', m, k,k' 6 Zsonttels
quen-n ' = kp&tn'-m = fc'p,onan-m = (n-n') + (n'-m) = (fc + fc')p,
donc la relation est transitive.

1.4.2.3. Définition

Soit TZ une relation d'équivalence sur un ensemble E. On appelle classe
d'équivalence d'un élément x de E, et on note cl(x) ou x ou x, l'ensemble des
y € E qui sont équivalents à x modulo 1Z.

L'ensemble des classes d'équivalence s'appelle l'ensemble quotient de E
par 11 et se note E/1Z. Tout élément d'une classe d'équivalence s'appelle un
représentant de cette classe.

Par définition de E/TZ, l'application TT : x i—y x de E dans E/TZ est
surjective; on l'appelle l'application canonique ou la surjection canonique.

1.4.2.4. Exemple

Dans l'exemple 1.4.2.2 c) la classe d'équivalence d'un entier n est l'ensemble

{..., n - 2p, n - p, n, n + p, fi + 2p,...}

qu'on appelle la classe de congruence de n modulo p ; une classe de congruence
modulo p est aussi appelée un entier modulo p.
L'ensemble quotient E/TZ se note ici

Z/pZ.
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1.4.2.5. Théorème

Soif 11 une relation a" équivalence sur un ensemble E. L'ensemble des classes
d'équivalence modulo 1Z forme une partition de E. Réciproquement, toute par-
tition de E définit une relation d'équivalence dont les classes sont les éléments
de la partition donnée.

Démonstration. On a x G x, puisque la relation est reflexive ; donc pour tout
x G E, x ¿ 0 . Puisque x G x, on a

E= UWC [JiCE.
XÇ.E

Les classes ne sont donc pas vides et leur réunion est l'ensemble E.

Montrons que deux classes d'équivalence x et y sont identiques si et seule-
ment si xTly.

Supposons d'abord que xTZy et soit z G x ; alors on a xfcz, donc yllz et
par suite z G y, ce qui montre que x c y. Par symétrie, on verrait de môme que
y C x. Donc x = y.

Inversement supposons que x = y. On a toujours x G x = y, donc xTly.

Supposons maintenant que x ¿ y. S'il existait z G E tel que z e xC\y, alors
zlZx et z1ly. Comme la relation est symétrique et transitive, on en déduirait
xlly, d'où x = y contrairement à l'hypothèse. Donc x n y = 0 .

Réciproquement, si (.Î4«)«€/ est une partition de E, la relation x1Zy si et
seulement si a; et y appartiennent au même J4¿ est une relation d'équivalence.
En effet puisque \\Ai = E, pour tout x G i?, il existe un indice i tel que

¿6/
x G Ai. Donc a;7£x. La relation 1Z est évidemment symétrique. Soient x, y, z
des éléments de E tels que xfëj/ et yllz. Alors il existe i £ I tel que x G A¡ et
y G .At, et il existe j G / tel que y G Aj; et z G -A;. Comme y G A n A,-, on a
Ai n ^ j 5e 0 , donc Ai = A,-, et par suite xTlz, d'où la transitivité de 11.

Il est clair que les classes d'équivalence sont les éléments A, de la partition
donnée.

Le résultat suivant sera souvent utilisé dans la suite du cours.

1.4.2.6. Théorème (Décomposition canonique d'une application.)

Soient E et F deux ensembles et f : E —• F une application.

a) La relation binaire 1Z définie sur E par : xlly si et seulement si / (x ) = f(y)
est une relation d'équivalence dans E dite associée à f.

b) Soient w la surjection canonique de E sur E/Tl et j l'injection canonique de
f {E) dans F. Alors il existe une application bijective unique f : E/TZ —> f(E)
telle que f = jofoir.
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Démonstration.

a) On vérifie facilement que TZ est une relation d'équivalence dans E.

b) Définissons une application / : E/1Z —• f(E) en posant, pour toute classe
x G E/11,

J(x = f(x)

où x est un représentant de la classe x ; autrement dit, on a

/ = Joir.

L'application / ne dépend que des classes modulo 1Z et non du représentant
de la classe x. Si en effet y est un autre représentant de la classe x, on a xlly,
i.e.f(x) = f(y)=J(x).

Montrons que / est bijective.

Soient x, y G E/H tels que J(x) = f(y) ; si x est un représentant de x et y
est un représentant de y, on a

f(x)=J(x)=J(y) = f(y),

donc x%y et par suite x = y, ce qui prouve que / est injective.

Pour tout y G f(E), il existe un x G ¿? tel que y = / (x ) . Donc y = / (x) et
/ est surjective, donc bijective.

S'il existait une autre application g : E/11 —* F telle que / = gow, on
aurait pour tout x G E,

7(x) = f(x) = g(x)

d'où f = g,ce qui prouve l'unicité de / .

Si enfin j est l'injection canonique de f(E) dans F, il est clair que pour tout
x G E, on a

¿(7 (*(*))) =7K*)) = /(*) = /(*)•

Donc / = jo/ojr et on a le diagramme suivant

E l ^ F
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1.4.2.7. Définition

La décomposition f = jofoir s'appelle la décomposition canonique ou la
factorisation canonique de / .

La bijection J s'appelle l'application induite par / ou encore l'application
déduite de / par passage au quotient.

1.4.3. RELATIONS D'ORDRE

1.4.3.1. Définition

On dit qu'une relation binaire dans un ensemble E est une relation d'ordre
« elle est reflexive, antisymétrique et transitive.

En général, une relation d'ordre sera notée < et on dit que (E, <) est un
ensemble ordonné.

x < y se lit « x est inférieur ou égal à y » ou « a; est plus petit que y ».

Si x < y et x ^ y, on écrit x < y ou y > x et on dit que « x est strictement
inférieur à y » ou « y est strictement supérieur à x ».

Soit (E, <) un ensemble ordonné. On dit que deux éléments x et y de E
sont comparables si x < y ou y < x. Si deux éléments quelconques de E sont
comparables, on dit que la relation d'ordre < est une relation d'ordre total ;
(E, <) est alors dit totalement ordonné. Dans le cas contraire on dit que < est
une relation d'ordre partiel et (E, <) est dit partiellement ordonné.

1.4.3.2. Exemples
a) Dans ]N, Z , Q, et E , l'ordre usuel est un ordre total.

b) Soit E un ensemble. La relation d'inclusion est une relation d'ordre partiel (en
général) entre éléments de V(E). On dit que V(E) est ordonné par inclusion.

c) Dans IN, la relation de divisibilité est une relation d'ordre partiel. Par exemple
3 ne divise pas 8 et 8 ne divise pas 3.

Ici encore, notre but n'est pas de faire la théorie générale des ensembles
ordonnés. Nous n'exposerons que les notions dont nous aurons besoin ultérieu-
rement.

Soit (E, <) un ensemble ordonné et soit A une partie de E. La relation x < y
entre éléments de A est évidemment une relation d'ordre sur A, appelée relation
d'ordre induite sur A par celle de E.

1.4.3.3. Définition

Soient (E, <) un ensemble ordonné et A une partie non vide de E.
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a) On dit qu'un élément a £ E est un majorant (resp. un minorant,) de A, si
x < a (resp. a < x) pour tout x E A.

b) On dit qu'un élément a £ E est un plus grand (resp. un plus petit) élément
de A, si a £ A et si a est un majorant (resp. un minorant) de A.

On dit que A est majorée (resp. minorée) si A admet des majorants (resp.
des minorants). Si A est majorée et minorée, on dit que A est une partie bornée.

Remarquons qu'une partie A d'un ensemble ordonné n'admet pas nécessai-
rement un plus grand ou un plus petit élément. Par exemple si E = W et si A est
l'ensemble des nombres pairs, A n'a pas de plus grand élément. Toutefois, si A
admet un plus grand (ou un plus petit) élément, celui-ci est unique. En effet, si
a, a' £ A sont tels que x < a et x < a' quel que soit x £ A, alors, en particulier,
on a : o < a' et a' < a, d'où a = a'. On pourra donc parler du plus grand (ou du
plus petit) élément de A lorsqu'il existe.

Le plus petit des majorants (resp. le plus grand des minorants) de A, s'il
existe, s'appelle la borne supérieure (resp. la borne inférieure) de A et se note
sup(vl) (resp. inf(A)).

Une partie A d'un ensemble ordonné E n'admet pas nécessairement une
borne supérieure (resp. inférieure). Toutefois, si A admet une borne supérieure
(resp. inférieure), elle est unique mais elle peut ne pas appartenir à A.

Par exemple, si E = Q, ordonné par l'inégalité habituelle, et si
A = {x £ C : x > 0 et x2 < 2}, alors l'ensemble A est minoré par n'importe
quel nombre rationnel négatif ou nul. On a inf (A) = 0 mais A n'admet pas de
borne supérieure dans Q puisque y/2 £ Q,

Si A possède un plus grand (resp. un plus petit) élément a, alors a, qui
appartient à A, est la borne supérieure (resp. la borne inférieure) de A. Soit en
effet a le plus grand élément de A ; alors a est un majorant de A et si a' est
un autre majorant de A, on a : a < a' car a £ A. Donc a est le plus petit des
majorants de A, c'est-à-dire la borne supérieure de A.

On démontrerait de même l'assertion concernant la borne inférieure.

Il faut bien noter qu'une partie peut très bien avoir une borne supérieure
(resp. inférieure) sans avoir de plus grand (resp. plus petit) élément. Si en effet
nous reprenons E = Q et A = {x £ Q : x > 0 et x2 < 2}, 0 est bien la borne
inférieure de A mais A n'admet pas de plus petit élément. De même A n'admet
pas de borne supérieure, donc pas de plus grand élément.

Voici une caractérisation de la borne supérieure.

Théorème

Soient (E, <) un ensemble totalement ordonné, et A une partie de E. Pour
qu'un élément bde E soit la borne supérieure de A, il faut et il suffit que b vérifie
les deux conditions.

a) Pour tout x £ A, on a: x <b.

b) Pour tout élément c £ E tel que c < b, il existe x £ Atei que c < x.
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Démonstration. Si b est la borne supérieure de A, b est un majorant de A. La
condition b) est vérifiée car sinon c serait un majorant de A strictement inférieur
à 6.

Réciproquement, si les deux conditions sont vérifiées, alors b est un majorant
de A et tout élément de E strictement inférieur à b n'est pas un majorant de A.
Donc b est le plus petit des majorants de A, i.e., la borne supérieure de A.

Soit (E, <) un ensemble ordonné. S'il existe un élément a e E tel que la
relation a < x entraîne x = a (resp. la relation x <a entraîne x = a) pour tout
x G E, on dit que a est un élément maximal (resp. minimal) de E.

On dit qu'un élément de E est extremal s'il est ou maximal ou minimal.

Un élément maximal (resp. minimal) de E, s'il existe, est noté max E (resp.
mm E).

Par exemple, pour la relation de divisibilité dans ]N - {0,1}, les éléments
minimaux sont les nombres premiers mais il n'y a pas d'élément maximal, ni de
plus petit élément.

De môme pour la relation d'ordre naturel < dans K, il n'y a ni élément
minimal, ni élément maximal.

Remarquons que si E est totalement ordonné, les notions d'élément maximal
et de plus grand élément coïncident ; mais lorsque E est partiellement ordonné, il
n'en est pas ainsi, c'est donc dans ce dernier cas que la notion d'élément maximal
présente un intérêt (voir l'exemple de ]N - {0,1} ci-dessus).

1.4.4. APPLICATIONS MONOTONES. APPLICATIONS DANS
UN ENSEMBLE ORDONNÉ

Soient E et F deux ensembles ordonnés (on notera < ou < la relation d'ordre
dans E et dans F) et soit / une application de E dans F.

On dit que / est croissante (resp. strictement croissante) si la relation x < y
(resp. x < y) dans E entraîne la relation f(x) < f(y) (resp. f(x) < f{y))
dans F .

On dit que / est décroissante (resp. strictement décroissante) si la relation
x < y (resp. x < y) dans E entraîne la relation f(x) > f(y) (resp. f(x) > f(y))
dans F.

On dira que / est nonotone (resp. strictement monotone) si / est croissante
ou décroissante (resp. strictement croissante ou strictement décroissante).

Soit maintenant / une application d'un ensemble quelconque A dans un
ensemble ordonné E. On dit que / est majorée (resp. minorée) si f(A) est une
partie majorée (resp. minorée) dans E. Si / est majorée et minorée dans A, on
dit que / est bornée dans A.

On appelle borne supérieure (resp. borne inférieure) de / dans A la borne
supérieure (resp. la borne inférieure) dans E (si elle existe) de l'ensemble f(A).
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On les note respectivement
sup f(x) , inff(x)
xeA xeA

Remarquons que les notations et les définitions précédentes s'appliquent aux
familles d'éléments de E. Soit (ii)¿e/ une famille d'éléments de E. Si les bornes
supérieure et inférieure de la famille existent, on les note

sup Xi et inf Xi.

En particulier, pour une suite (zn)n>i, on écrit
supin , infin .
n > 1 n > 1

1.4.5. INTERVALLES

Soient (E, <) un ensemble totalement ordonné, a, 6 des éléments de E tels
que a < 6. On appelle intervalle fermé [a, 6] l'ensemble des x € E tels que
a < x < b.

Soient a et 6 des éléments de E tels que a < 6. On appelle intervalle ouvert
]a, b[, l'ensemble des x £ E tels que a < x < b.

On définit de même les intervalles semi-ouverts
]a,b] = {a; G E : a< x < b}

et
[a,b[= {x e E : a < x < b}.

Par extension, on définit les demi-droites fermées
[ a , — > [ = { x e E : x > a }

] < — , a ] = { x e E : x < a }
et les demi-droites ouvertes

]a,—>•[= {xeE :x>a}

]*—,a[={xeE :x<a},
pour tout a£ E.

Il est clair que si I est un intervalle ou une demi-droite de E, alors pour tout
couple (x, y) d'éléments de / , tout élément compris entre x&ty appartient encore
à /. On vérifie cette propriété en utilisant la transitivité de la relation d'ordre.

Soit E un ensemble totalement ordonné et soit x e E. On appelle prédéces-
seur 'x de x tout élément tel que ]'x, x[= 0 . On notera que si 'x existe, il est
unique.

De môme le successeur x' de x est un élément tel que ]x, ar'[= 0. Si x'
existe, il est unique.
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1.5. Entiers naturels. Ensembles finis
Dans ce paragraphe, nous allons donner quelques propriétés des entiers na-

turels. Nous n'exposerons pas ici les détails de la construction axiomatique de
l'ensemble ]N des entiers naturels ce qui déborderait largement le cadre de ce
cours. Nous admettons donc l'existence de ]Net nous supposons que le lecteur est
familiarisé avec l'addition, la multiplication des entiers et les propriétés usuelles
de ces opérations.

Nous étudierons ensuite quelques propriétés élémentaires des ensembles finis.

1.5.1. L'ENSEMBLE DES ENTIERS NATURELS

Nous admettrons qu'il existe un ensemble non vide et ordonné, noté i>i,
appelé ensemble des entiers naturels, et vérifiant les axiomes suivants :

(/Vi ) Toute partie non vide de ti admet un plus petit élément.
(Nz) Toute partie non vide et majorée de ]N admet un plus grand élément.
(N3 ) ]N n'a pas de plus grand élément.

Le plus petit élément de West noté 0.

Conséquences de la définition

a) Toute partie { n, m} à deux éléments de ]N admet un plus petit élément, donc ÏÏNl
est totalement ordonné.

b) Tout élément a e IN — {0} admet un prédécesseur.

Posons
N(a) = {ne M : n < a}.

On a N(a) ^ 0 car 0 G N(a). L'ensemble non vide N(a) est majoré par
a ; il admet donc un plus grand élément que nous oterons oc. On a évidemment
oc< a et ] oc, a[= 0 , donc oc est le prédécesseur de a.

c) Tout élément a G ]N admet un successeur.

Posons en effet

N'(a) est non vide car si N'(a) était vide, IN admettrait un plus grand élément
contrairement à l'axiome (iV3 ). D'après (Nt ), N'(a) admet un plus petit élément
que nous noterons ß. Il est clair que a < ß et ]a, /?[= 0 , ce qui montre que ß est
le successeur de a.

Le successeur de 0 est noté 1, celui de 1 est noté 2, etc.
On pose

N* =JN-{0}.

Ces remarques montrent que l'application qui, à tout élément de JN associe
son successeur, est une bijection croissante de ]N sur ]N*.
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Nous allons introduire le raisonnement par récurrence qui joue un rôle es-
sentiel en mathématiques. Il est fondé sur le résultat suivant appelé théorème de
récurrence.

1.5.1.1. Théorème

Soit P(n) une propriété dépendant de l'entier n. Supposons que

a) P(0) est vraie.

b) Pour tout n G ]N, la relation P(n) vraie implique P(n + 1) est vraie. Alors
P{n) est vraie pour tout n G IN.

Démonstration. Considérons l'ensemble A des éléments n delsltels que P(n)
soit vraie. C'est une partie de IN, non vide puisque 0 G A. Il s'agit de montrer que
A = Isl ou, ce qui revient au même, que IN - A = 0 . Supposons que 3tsl - A ^ 0 .
Alors d'après l'axiome (Ni ), ]N - A possède un plus petit élément m et comme
0 £ IN — A, on a m G IN*. Soit a le prédécesseur de m. Puisque m est le plus
petit élément de 3N - A, a G A. Alors d'après l'hypothèse b), a G A entraîne
m £ A contrairement au fait que m € IN — A. Donc IN — A = 0 et par suite

1.5.1.2. Exemple

Soient x un nombreréel positif et nun entier. Montrons que (1+z)" > l+nx .

Nous allons démontrer cette propriété par récurrence sur n. Soit P(n) la
propriété

(Vx G K+) ((1 •+• x)" > 1 + nx).

P(0) est vraie car (Vx G E+) ((1 + x)° > 1).

Montrons que P(n) => P(n + 1). Supposons P(n) vraie, i.e.
(1 + x)n > 1 + nx. Multiplions les deux membres de cette inégalité par 1 + x
qui est positif; on obtient

(1 + x ) n + 1 > (1 + nx) (1 + x) = 1 + (n + l )x + nx2.

Comme 1 + (n + l)x + nx2 > 1 + (n + l)x, il vient

et la propriété P(n + 1) est vérifiée.

1.5.2. ENSEMBLES FINIS. CARDINAUX

1.5.2.1. Définition

Soient E et F deux ensembles. On dit que E et F sont équipotents s'il existe
une bijection de E sur F.
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On vérifie facilement que l'équipotence est une relation reflexive, symétrique
et transitive entre ensembles. Toutefois, il ne s'agit pas d'une relation binaire
sur un ensemble dont les éléments sont tous les ensembles ; on montre qu'un
tel ensemble n'existe pas. On ne peut donc parler de relation d'équivalence ni a
fortiori de classes d'équivalence.

1.5.2.2. Définition

On dit qu'un ensemble E est fini s'il est vide ou s'il existe un entier naturel
n > 1 tel que E soit équipotent à l'intervalle [1, n] de ]N.

Un ensemble qui n'est pas fini est dit infini.

1.5.2.3. Théorème

Soient net m deux entiers > 1. Pour qu'il existe une injection de [1, n] dans
[1, m], il faut et il suffit que n < m.

Démonstration. Si n < m, on a [1, n] C [1, m]. Alors l'injection canonique de
[1, n] dans [1, m] est injective.

Pour démontrer la réciproque, nous allons raisonner par l'absurde. Supposons
qu'il existe une injection de [1, n] dans [1, m] avec m < n. Alors l'ensemble E
des entiers n > 1 tels qu'il existe un entier m > 1 et une injection de [1, n] dans
[1, m] avec m < n est non vide ; donc E admet un plus petit élément que nous
noterons no. Soit mo un entier non nul tel que mo < no et soit / une injection
de [1, no] dans [1, mo]. Comme 1 < mo < n0, on a n0 ^ 1, d'où / (n 0 ) ^ / ( l )
puisque / est injective. On en déduit que mo > 1 car si on avait mo = 1, / serait
constante et égale à 1. La restriction f\ de / à [1, no — 1] est injective comme
restriction d'une application injective.

Définissons une application h : [1, mo] — /(no) —• [1, mo — 1] en posant
n si n < / (n 0 )
n - 1 si n > / (n 0 ) .

Alors h est injective. Donc l'application hofi, composée de deux injections,
est une injection de [1, n0 - 1 ] dans [1, mo - 1 ] ; ce résultat contredit la définition
de no car mo - 1 < no — 1 puisque mo < no- Le théorème est donc démontré.

1.5.2.4. Corollaire

Soient net m deux entiers > 1. Pour qu'il existe une bijection de [1, n] sur
[1, m], il faut et il suffit que n = m.

On en déduit que si un ensemble E est équipotent à {1, . . . ,n}età{l , . . . ,m},
alors n = m.

Nous pouvons donc poser la définition suivante :
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1.5.2.5. Définition

Soit E un ensemble fini non vide. On appelle cardinal de E ou nombre
d'éléments de E, l'unique entier naturel n > 1 tel que E soit équipotent à
[l,n].

On écrit Card(£) = n ou \E\ = n.

Par définition, Card(0) = 0.

On démontre qu'une partie non vide de ]N est finie si et seulement si elle est
majorée. On en déduit que l'ensemble ISl est infini.

Nous allons énoncer quelques propriétés élémentaires des ensembles finis.
Ces propriétés se démontrent facilement à partir des définitions et des résultats
précédents.

1.5.2.6. Théorème
a) Si E et F sont deux ensembles finis équipotents, on a Card(S) = Card(F).

b) Si F est une partie d'un ensemble fini E, alors F est fini et Card(F) <
Card(£). Si déplus, Card(F) = Card(E'), alors F = E.

c) L'intersection d'une famille finie ou infinie d'ensembles finis est finie.

d) Si E et F sont deux ensembles finis, alors Eu F est fini et

Card(£ U F) + Card(£ n F) = Card(£) + Card(F).

e) Si E et F sont deux ensembles finis, alors E x F est fini et

Card(£ x F) = Card(£) . Card(.F).

Plus généralement, si E\, ...,EP sont des ensembles finis, on

Card(£i x ... x Ep) = Card(£i) . C a r d ^ ) . . . CardC-Ep).

Voici encore quelques propriétés des applications d'un ensemble fini dans un
autre ensemble fini.

1.5.2.7. Théorème

Soient E et F deux ensembles finis et f une application de E dans F. Alors :

a) Card(/(.E)) < inf(Card(£), Card(F)).

b) Card(/(£')) = Card(£') si et seulement si f est injective.

c) Csrdf(E)) ~ Card(F) si et seulement si f est surjective.

d) Si Card(S) = Card(ip), alors f est injective si et seulement si f est surjective.
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Démonstration

a) II est clair que Card(f(E)) < Caxd{F) puisque f(E) C F. Donc f(E) est
un ensemble fini. Posons

On peut écrire : E = ( J f~x ({a;,}).
1=1

Ainsi E apparaît comme une réunion d'ensembles disjoints deux à deux.
Comme f~l ({xi}) ^ 0 , on a (Théorème d)), Card(£;) > n, c'est-à-dire

b) Conservons les notations du a). Alors / est injective si et seulement si pour
tout i e { 1 , . . , n}, on a Card^" 1 ({«,})) = 1, ce qui signifie que Card(E) =
n = Card(f(E)).

c) résulte du Théorème 1.5.2.6, b).

d) découle immédiatement des résultats précédents. n

1.6. Ensembles dénombrables
1.6.1. DÉFINITION. EXEMPLES

1.6.1.1. Définition

On dit qu'un ensemble E est dénombrable s'il est équipotent à IM.

On dit qu'un ensemble E est au plus dénombrable s'il est fini ou s'il est
dénombrable.

Si un ensemble E est dénombrable, il est infini comme ]N. L'existence d'une
bijection / : IN —• E permet de numéroter les éléments de E ; en notant xn au
lieu de / (n ) , on peut donc ranger les éléments de E en une suite x0, xi,..., xn).

1.6.1.2. Exemple

L'ensemble P des entiers pairs est dénombrable.

En effet, l'application / : IN —> P définie par f(n) = 2n est bijective.

1.6.1.3. Exemple

L'ensemble W est dénombrable car l'application / : ]N —• ]N* définie par
f{n) = n + 1 est bijective par définition même de ]N.
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1.6.1.4. Exemple

Z est dénombrable.

En effet, l'application / : ÏSl —• Z définie par

/(«) =
— sin est pair

n + 1
si n est impair

est bijective.

1.6.1.5. Exemple

]N x IN est dénombrable.

Ecrivons en effet les éléments de IN x IN dans un tableau infini à double
entrée:

0

1

2

9

0

(0,0)

(1,0)

(2,0)

(9,0)

1

(0,1)

(1,1)

(2,1)

(9,1)

(0

(1

(2

(1

l

2) ...

2) ...

2) ...

2) ...

ï

(0,

(1 ,

(2,

(9,

...

p) ...

P) -

P) . -

P) -

On obtient la suite :

aro = (0,0), Ï I = ( 1 , 0 ) , i 2 = (0 , l ) , 13 = (2,0), 14 = (1,1), ••

d'où une bijection de IN sur ]N x M

1.6.2. PROPRIÉTÉS ÉLÉMENTAIRES

1.6.2.1. Théorème

Toute partie A d'un ensemble dénombrable E est au plus dénombrable.

Démonstration. Par hypothèse, il existe une bijection / de E surlsl. La restriction
de / à A est encore une bijection de A sur une partie f(A) de ]N. Il suffit donc
de démontrer que toute partie infinie B de ÌA est dénombrable.
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Pour cela, définissons par récurrence une application k i—> nk de Isl dans B
de la façon suivante; no est le plus petit élément de B et pour k > 1, nk est le
plus petit élément de B — {no, ni,..., nk-{\ qui est une partie non vide de B
puisque B est infinie par hypothèse.

Cette application est injective car si k < p, alors par construction,
np £ {no, ni , . . . , nk), et donc np ^ nk. Pour montrer qu'elle est surjective,
nous allons raisonner par l'absurde et supposer qu'il existe un élément a E B
tel que a ^ nk pour tout è e R Alors a G B — {n0, «i, ...nk-i} pour tout
k G ]N* et, par définition de n t . o n a n t < a. Comme d'autre part n0 < a, on a :
nk < a pour tout k G ]N. Ainsi l'image de ]N par l'application injective k i—* nk

est contenue dans l'intervalle [no, a] de ti et IN est équipotent à cet intervalle.
Comme [n0, a] est un ensemble fini, cela contredit le fait que ]N est infini.

Ainsi l'application k i—• nk est surjective ; elle est donc bijective d'où notre
assertion. •

1.6.2.2. Lemme
Si E est un ensemble dénombrable et si f est une application bijective de E

sur un ensemble F, alors F est dénombrable.
C'est évident, car si <p est unebijectiondelslsur E, alors foip est unebijection

de ]N suri1 .

1.6.2.3. Lemme

Soient E un ensemble dénombrable et f une application surjective de E sur
un ensemble F. Alors F est au plus dénombrable.
Démonstration. Puisque E est équipotent à ]N, on peut supposer que E — ]N.
Comme / est surjective, pour tout y G F, la part ie/"1 ({y}) de ]N est non vide.
Soit m(y) le plus petit élément de f~l ({y}) ; on définit ainsi une application
m : F —>]N.Comme/om = IdF, l'application m est injective. L'application
y i—• m(y) est une bijection de F sur la partie m(F) de ]N. m(F) étant au plus
dénombrable d'après le Théorème 1.6.2.1, F est au plus dénombrable.

1.6.2.4. Corrolaire
Tout ensemble quotient d'un ensemble dénombrable est dénombrable.

1.6.2.5. Théorème

Si Ei, £2, •••, En sont des ensembles dénombrables, Vensemble E\ x
£2 x ••• x En est dénombrable.
Démonstration. Il suffit de démontrer le théorème si n = 2 ; le cas général s'en
déduit par récurrence.

Soit m 1—> xm (resp. k 1—> yk) une bijection de ]N sur Ei, (resp. sur E2).
Alors(m,fc) 1—• (xm, yk) est une bijection de ]Nx]N sur E\ x ¿2 donc, puisque
]N x ÌA est dénombrable, E\ x E2 est dénombrable (Lemme 1.6.7).
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1.6.2.6. Théorème

Soit (E\, E2, •••) une suite finie ou infinie d'ensembles dénombrables. Alors
00

E = M Ei est un ensemble dénombrable.
» = 1

Démonstration. Pour tout n fixé, il existe une bijection /„ : ]N —• En.
Définissons une application j : N x U —> E en posant g(n, m) — /„(m).
Cette application est surjective. En effet, pour tout x e E, il existe au moins un
i € INI tel que x £ E¡ ; si on pose k = ff1 (x), alors g(i, k) = x.

D'après le Lemme 1.6.2.3, E est au plus dénombrable ; mais puisque un des
ensembles En est infini, E est lui-même infini.

1.6.2.7. Corollaire

L'ensemble Q, des nombres rationnels est dénombrable.

Démonstration. L'ensemble A des couples (p, q) d'entiers p > 0 et q > 0 est
dénombrable comme sous-ensemble infini de ]N x ]N. L'ensemble X des nombres
rationnels positifs, qui est l'image de A par l'application (p, q) 1—> p/<?, est donc
dénombrable d'après le Lemme 1.6.2.3. De même l'ensemble Y des nombres
rationnels négatifs est dénombrable (considérer l'application (p, q) 1—* —p/q)-
Comme Q, = {0} U X U y , on voit que Q, est dénombrable. •

On démontre que l'ensemble E des nombres réels n'est pas dénombrable
(Théorème de Cantor) et même plus précisément, que si (a, 6) e E2 avec a < b,
alors ]a, 6[ n'est pas dénombrable.

1.7. Analyse combinatoire

Dans ce paragraphe, nous allons aborder les problèmes de dénombrement ; il
s'agira de calculer les cardinaux d'ensembles finis.

1.7.1. ARRANGEMENTS AVEC REPETITION

1.7.1.1. Définition

Soit E un ensemble fini non vide et soit p un entier naturel non nul. On
appelle arrangement de p éléments de E avec répétition toute application de
{l,2,...,p}dansE.

Le théorème suivant donne le nombre d'arrangements avec répétition des
éléments d'un ensemble fini.
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1.7.1.2. Théorème

Soient F un ensemble fini de cardinal pet E un ensemble fini de cardinal n.
L'ensemble T{F, E) des applications de F dans E est fini et a pour cardinal np.

Démonstration.Soient F = {61, ...,bp} et E = {ai , . . . ,an}.

Pour définir une application / de F dans E, il suffit de se donner les éléments
/ (ò , ) , . . . , / (6 p )de£ .

Nous allons calculer le nombre d'applications de F dans E par récurrence
sur p, n étant fixé.

Si p = 1, on a F — {61}. Les applications de F dans E sont alors définies
par

h 1— /i(6i) = ai, ( l < i < n ) ;

donc F {F, E) est fini et a pour cardinal n.

Supposons la propriété vraie pour Card(.F) = p - 1 et démontrons-la pour
Card(.F) = p. Soit b un élément de F ; posons

F = F'\J{b}, oùCard(F') = p - l .

Une application de F dans 1? est définie de façon unique par sa restriction
à F' et par l'image de 6. Il y a n images possibles pour b et, d'après l'hypothèse
de récurrrence, il y a np~l restrictions possibles à F'. Le nombre d'applications
de F dans E est donc n. np~l = np.

1.7.1.3. Corollaire

Si E est un ensemble fini de cardinal n > 1, alors l'ensemble V(E) des
parties de E est fini et a pour cardinal 2".

Démonstrations. A toute partie A de E associons sa fonction caractéristique
XA ' A —> {0,1} définie par

{ 1 si x e A

OsizeE-A

Réciproquement, à toute fonction <p G T(E, {0,1}) associons la partie A
de E définie par A = ^-^({l}). Alors on a <p — XA-

On a ainsi établi une bijection A —• XA de V(E) sur T(E, {0,1» et il
suffit d'appliquer le Théorème 1.7.1.2.

1.7.1.4. Remarque

C'est à cause de la formule donnée au Théorème 1.7.1.2 que l'ensemble
T(F\ E) de toutes les applications de F dans E se note souvent EF.

De même, en raison de la formule du Corollaire 1.7.1.3, V(E) est souvent
noté2B.
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1.7.1.5. Théorème
a) Soient E un ensemble fini et (A)i<»<n une partition finie de A. Alors

n

Card(A) = J 3 Card(A-);

b) (Principe des bergers) Soient E et F des ensembles finis et f une application
surjective de E sur F. On suppose que pour tout y G F, Card(/~1({y})) = p.
Alors Card(£) = p. Card(F).

n

Démonstration, a) Comme A : [ J J 4 , et A, n Aj = 0 si i ^ j , on a par
¿=i

récurrence sur n (le cas n = 2 étant évident) :

Card(A) = 53 Card(A-)-
¿=i

b) II suffit d'appliquer a) à la partition de E définie par la relation d'équivalence
associée à / : xTZy si et seulement si f(x) = f(y).

1.7.2. ARRANGEMENTS SANS RÉPÉTITION.
PERMUTATIONS

1.7.2.1. Définition

Soit E un ensemble fini de cardinal n et soit p un entier naturel > 1. On
appelle arrangement de p éléments de E sans répétition, toute application
injective de {1, . . . , p} dans E.

Le nombre de ces arrangements est noté Av
n.

On remarquera qu'il ne peut exister d'injection de A = {1, . . . , p} dans E que
si p < n ; en effet, si / est une injection de A dans E, c'est une bijection de A
sur f(A) c E, donc (Théorème 1.5.2.7, b)) Card(/(A)) = p. On a donc p < n
(Théorème 1.5.2.7, a)). Nous supposerons donc que p < n.

1.7.2.2. Théorème

Soient F un ensemble fini de cardinal p et E un ensemble fini de cardinal
n, avec p < n. L'ensemble des applications injectives de F dans E est fini et
possède n(n — 1) ... (n - p + 1) éléments.

Démonstration. Soient F = {6i, ...,bp}etE = {ai, ...,an}. Pour définir une in-
jection / de F dans E, il suffit de se donner les éléments distincts /(6i ), . . . , /(6P)
de E. Nous allons calculer le nombre A% d'injections de F dans E par récurrence
sur p, n étant fixé.

S i p = 1, le resultatesi évident. Supposons le théorème vrai pourCard(ir) =
p — 1 et prouvons-le si Card(ip) = p.
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Soit 6 un élément de F ; on a F - {b} U F', où Card(F') = p - 1. Une
application / de F dans E est définie de façon unique par sa restriction / ' à
F" et par la donnée de /(£>). Si / est injective, il est clair que / ' est injective.
Si / ' est injective, / est injective si et seulement si /(£>) est choisi parmi les
éléments de E — f'(F') qui sont au nombre den — ( p - l ) = n - p + l puisque
Card / ' ( i " ) )=P- l -

Toute injection de F' dans E se prolonge ainsi en n — p + 1 injections de F
dans E. Comme d'après l'hypothèse de récurrence il y a n(n — 1)... (n — p + 2)
injections de F'dans E, on voit qu'il y a n(n — 1) ... (n — p + 2) x (n — p + 1)
injections de F dans E et le théorème est démontré.

Notation. Soit n un entier > 0. On pose

1.2.3 ...n = n\,

quiselitÄfactoriellen» avec par convention 0 ! = 1.

La formule du Théorème 1.7.2.2 peut alors s'écrire, en multipliant et divisant
par (n - p) !

1.7.2.3. Corollaire

Le nombre des permutations a" un ensemble E an éléments est n !

En effet, si F = E, l'ensemble des applications injectives de E dans E
possède n ! éléments. Mais d'après le Théorème 1.5.2.7 d), les injections de E
dans E sont aussi les permutations de E.

1.7.3. COMBINAISONS SANS RÉPÉTITION

1.7.3.1. Définition

Soit E un ensemble fini de cardinal n et soit p un entier < n. On appelle
combinaison sans répétition (ou combinaison) des n éléments de E pàp, toute
partie de E ayant p éléments.

On dit aussi combinaison de n objets pàp.

Une combinaison est formée d'objets distincts ; deux combinaisons diffèrent
par la nature de leurs objets, et non par l'ordre de ces objets.

On note C „ ou (") le nombre de combinaisons de n objets pàp.
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1.7.3.2. Théorème

Soit E un ensemble fini à n éléments et soit p un entier < n. Le nombre des
parties de E àp éléments est :

r~*p n\ n(n — 1) ... (n — p + 1)
" = pl(n-p)\ = p~! "

Démonstration. Supposons formé le tableau I des combinaisons des n éléments
de E, p à p . Considérons une combinaison de I et effectuons sur les p éléments
qui la composent toutes les permutations possibles ; nous obtenons p ! groupes.
En procédant de môme avec chaque combinaison du tableau 1, nous obtenons
le tableau X' des arrangements des n éléments de E, p à p , sans omission ni
répétition.

On a donc

Cl
D'où

CP
n pi " p\(n-p)\'

Convention. On pose L^n = 0 si p > n.

Donnons ci-dessous quelques propriétés des entiers \^n qu'on appelle les
coefficients du binôme pour des raisons que nous verrons bientôt.

1.7.3.3. Théorème

On a les propriétés suivantes :

Co w
„ = 1, \^n = n pour tout n G lSl;

C
P (~\n-P

. f~*P n f^n-p

c) \^ = — V^n_i pour tout n G JN et pour toutp G IN .
P

d) C n = C „ _ ! + C n _ ! pour tout n G IN* et pour toutp G W*.
Démonstration. Tous ces résultats peuvent se vérifier à l'aide de calculs simples.
Mais à titre d'exercice, nous allons donner une démonstration sans calcul de b)
etd).

b) Si E est un ensemble à n éléments, notons Vp l'ensemble des parties de E
ayant p élément. L'application qui à toute partie associe son complémentaire est
une bijection de Vp sur Vn-P ; donc

euer
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d) Soit E un ensemble à n éléments et soit a e E. Considérons les ensembles :

Vp = {AeVp:aeA}

On a évidemment

V'p U V'p' = Vp et V'p n V'p' = 0,

d'où
CP = Card(7>) = Card(^)CP

n = Card(7>p) = Card(^) +

Pour calculer Card(P'p), on remarque que l'application qui à A e V'p associe
A — {a} est une bijection de Vp sur l'ensemble des parties à p — 1 éléments de

E - {a} ; comme Card(£ - {a}) = n - 1, on a Card(T'p) = C n _ j .

D'autre part, Card('Pp') est le nombre de parties de E - {a} ayant p éléments,

c'est-à-dire C ^ _ j . On en déduit la formule.

Triangle de Pascal

La formule de récurrence L^„ = v^„_! + ^ „ _ i permet de construire un

tableau triangulaire, appelé triangle de Pascal, dont les éléments sont les C „ .

On écrit sur une même ligne les valeurs des (-•„ pour n fixé :

n = 0 C o

C
o ^ i
i ^ i

-o p° r*1 p2

fl — Á ^-^2 ^ta"'2 ^^^2

n — 3 V^3
0 pi p2 p3

CO
n-\

CO ^ , 1 (-¡p (~*n-\ f-^n

^-n ^-n < ^ n ^>n

D'après la formule C n = ^n_t + C n _ j , chaque terme du tableau qui
n'est pas un terme extrême est la somme du terme situé au-dessus et du terme à
gauche de ce dernier.
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Chapitre 2 : LOIS DE
COMPOSITION

Dans ce chapitre, nous allons étudier les opérations algébriques permettant
de composer entre eux, deux éléments quelconques d'un ensemble donné. Au-
trement dit, à tout couple d'éléments d'un ensemble E, nous ferons correspondre
un élément bien défini de E.

Si l'ensemble considéré et la loi possèdent certaines propriétés, on obtient ce
qu'on appelle une structure algébrique.

On notera qu'il est souvent possible de définirplusieurs structures algébriques
sur un même ensemble E. Par exemple, l'ensemble des endomorphismes d'un
espace vectoriel est muni d'une structure d'espace vectoriel et d'une structure
d'anneau.

Nous avons regroupé ici les propriétés générales des lois de composition et
certaines démonstrations afin que le lecteur puisse s'y reporter aisément.

2.1. Généralités
2.1.1. DÉFINITIONS. NOTATIONS. EXEMPLES

2.1.1.1. Définition

Soit E un ensemble. On appelle loi de composition interne sur E, toute
application de E x E dans E.

Un ensemble muni d'une loi de composition interne s'appelle un magma.

Notations. On note de plusieurs manières les lois de composition. Voici quelques
notations utilisées fréquemment :

(x,y)\—>x + y ; (x,y)i—n.j

(x,y)i—>xTy; (x,y)i—• x±y.

Dans ce chapitre, nous utiliserons souvent le signe T ou le signe J- pour noter
les lois de composition, mais ce sont les notations additive (x, y) i—> x + y et
multiplicative (x, y) i—• x . y qui sont le plus fréquemment utilisées dans les
applications.

L'image xTy du couple (x, y) € E x E par la loi de composition T s'appelle
le composé de a; et de y pris dans cet ordre.
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2.1.1.2. Exemple

Dans E, l'addition (x, y) \—• x + y et la soustraction (x, y) i—* x - y sont
des lois de composition internes.

2.1.1.3. Exemple

Soit E un ensemble. Dans V{E), {A,B)\—* AU B et (A,B)\—> A n B
sont des lois de composition internes.

2.1.1.4. Exemple

Soit T(E, E) l'ensemble des applications d'un ensemble E dans lui-même.
L'application qui, aux éléments / et g de T{E, E), associe fog (composition
des applications) est une loi de composition interne sur T(E, E).

2.1.2. PARTIES STABLES. LOIS INDUITES

2.1.2.1. Définition

Soient (E,T)un magma, et A une partie de E. On dit que A est stable pour
la loi T si les relations x G A et y G A entraînent xTy G A.

L'application (x, y) i—* xTy de A x A dans A est donc une loi de compo-
sition interne sur A. On l'appelle la loi induite sur A par la loi T définie sur E.

2.1.3. COMPOSÉ DE DEUX PARTIES

Soit (E, T) un magma et soient A et B deux parties de E. On note ATB
l'ensemble des éléments de la forme xTy, où x e A et y G B.

Si la loi T est notée multiplicativement, on a

A. B = {xy : x G A, y&B}.

Si la loi est notée additivement, on a

A + B = {x + y : z G A, y£B}.

Si par exemple A se réduit à un élément x et si B est une partie quelconque
de E, on écrit xTB, soit xB en notation multiplicative et x + B en notation
additive.
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2.1.4. TRANSLATIONS

2.1.4.1. Définition

Soient (E, T) un magma et a un élément de E. On appelle translation à
gauche (resp. à droite) définie par a, l'application La (resp. Ra) de E dans E
définie par :

x i—y La(x) = aTx (resp. x \—• Ra{x) — xTa).

En notation multiplicative, on écrit :

x i—y La(x) — ax et x i—• Ra{x) = xa

pour tout x £ E.

En notation additive, on écrit :

x i—• La(x) = a + x et x i—y Ra(x) = x + a.

2.2. Propriétés des lois de composition
internes

2.2.1. LOIS ASSOCIATIVES

2.2.1.1. Définition

Soit (E, T) un magma. On dit que la loi T est associative si l'on a

(xTy)Tz = xT(yTz)

quels que soient x,y,z G E.

On écrit alors :

(xTy)Tz = xT(yTz) = xTyTz,

et on dit que (E, T) est un magma associatif.

Par exemple, l'addition et la multiplication dans E sont des lois associatives.

Soit (x\,..., xn) une suite d'éléments d'un ensemble E muni d'une loi de
composition associative T. On définit par récurrence sur n, le composé de ces
éléments en posant

... Txn = (xiT ... Tx„_!)Ta;„.

En notation additive, on écrit
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En notation multiplicative,on écrit x\ . x-i ... xn = nî*=i x*

Sixi = ... = xn = x, ^2 xi s e n o t e nx e t Ie produit x . x ... x (n facteurs) se
¿=i

note xn. On dit que x" est la puissance n t e de x.

On vérifie facilement que pour tout entier p tel que 1 < p < n, on a la relation

ziTa^T ... Txn - (a^T ... Ta;p)T(a;p+iT ... Txn).

Si la loi de composition est notée multiplicativement, cette égalité s'écrit :

Xi • X2 ••• Xn = (Xi • X2 . . . Xp) • (Xp+1 . . . Xn).

On en déduit que, quels que soient les entiers positifs m et n et quel que soit
x £ E, on a :

xm • x" = xm+n et (xm)n - xmn.

En notation additive, ces formules s'écrivent :

mx + nx — (m + n)x et n(mx) = (nrn)x.

2.2.2. LOIS COMMUTATIVES

2.2.2.1. Définition

Soit {E, T) un magma. On dit que la loi T est commutative si l'on a
xTy — yTx quels que soient x,y £ E.

Il peut arriver qu'une loi T n'étant pas commutative, il existe cependant
des éléments x et y de E tels que xTy = yTx. On dit alors que ces éléments
commutent ou encore qu'ils sont permutables.

On dit qu'un élément x de E est central si tout élément de E est permutable
avec x. On appelle centre de E l'ensemble des éléments centraux.

2.2.2.2. Remarque

Soit T une loi de composition associative et commutative sur un ensemble E,
et soit (xi,..., xn) une suite d'éléments de E. On démontre par récurrence sur
n, que le composé a:iTa;2~r...Ta;„ est indépendant de l'ordre des facteurs.

Soit E un ensemble muni d'une addition et d'une multiplication associatives
et commutatives. Soit XÌJ le terme général d'une famille d'éléments de E telle
que 1 < ï < m et 1 < j < n, i,j, m et n étant des entiers positifs. On
suppose que i et j varient indépendamment l'un de l'autre.

49



COURS D'ALGÈBRE

Disposons les éléments XÌJ sous la forme d'un tableau rectangulaire :

«11 «12 «In

«21 «22 «2n

«ml «m2 xmn

II est clair que, quel que soit l'ordre de sommation, la somme 5 des z¿¿ sera
la même. On a donc

5 = (zu + « n + - + «i n ) + («21 + «22 + - + «2«) + •••+
n n n m i n

(«ml + Xm2 + ... + Xm„) = ]T) «¿j + X ) X2> + " + X ) Xm> ~ X ( X^ X

j=\ j=\ j = l i=l \i=\

D'autre part, cette même somme vaut

( « 1 1 + «21 + ••• + « m l ) + ( « 1 2 + «22 + ••• + Xml) + ••• +
m m m n / m s

^«ln + «2n + ... + Xmn) — / J «il + / y «¿2 + ••• + / _, «¿n — / _, I / t
 xij

i = \ «=1 ¿ = 1 j=\ \t = l

Par conséquent, on a

m i n \ n I m

que l'on écrit
m n

¿=i j=i

2.2.3. ÉLÉMENT NEUTRE

2.2.3.1. Définition

Soit (E, T) unmagma. On appelle élément neutre pour /a loi T, tout élément
e £ E tel que l'on ait

xTe — eTx

pour tout x £ E.

On appelle magma unifère, un magma dont la loi de composition possède
un élément neutre.

Pour un tel magma, on pose par convention

0

Tx = e, pour tout x e E.

50



LOIS DE COMPOSITION

2.2.3.2. Exemples
a) Dans R, e = 0 est un élément neutre pour l'addition car quel que soit I Ê E ,

b) Dans R, e = 1 est un élément neutre pour la multiplication car quel que soit
x G R, on a :

x • 1 = 1 • x = x.

c) Ids est un élément neutre pour la composition des applications dans F(E, E).

Une loi de composition peut ne pas admettre d'élément neutre. Toutefois, s'il
existe, un tel élément est unique. En effet, si e et e' sont des éléments neutres
pour la loi T, alors on a eTe' = e' car e est élément neutre ; de même e' étant
élément neutre, on a eTe' = e. Donc e = e'.

Cette remarque nous permet de parler de l'élément neutre.

2.2.3.3. Définition

Soit {E, T) un magma. On dit qu'un élément a £ E est régulier (ou simpli-
fiable) à gauche (resp. à droite) si la relation

aTx = àTy entraîne x = y
(resp.xTa = yTa entraîne x = y)

quels que soient x,y 6 E.

On dit que a est régulier ou simplifiable s'il est régulier à gauche et à droite.

2.2.3.4. Exemples
a) Dans un magma unifere (E, T) , l'élément neutre est régulier.

b) Dans Isi tout élément est régulier pour l'addition et tout élément non nul est
régulier pour la multiplication.

2.2.4. ÉLÉMENTS SYMÉTRISABLES

2.2.4.1. Définition

Soit (E, T) un magma unifère d'élément neutre e. On appelle symétrique à
gauche (resp. symétrique à droite) d'un élément x de E, tout élément y £ E
tel que l'on ait

yTx = e (resp. xTy = e).

On appelle symétrique de x tout élément y tel que

yTx = xTy = e.

On dit que x est symétrisable s'il admet un symétrique.

Notation. Le symétrique d'un élément symétrisable x sera noté x'.
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2.2.4.2. Théorème

Soient (E, T) un magma associatif et unifère, d'élément neutre e, et a un
élément de E. Alors :

a) Si a admet un symétrique à gauche (resp. un symétrique à droite), a est régulier
à gauche (resp. à droite).

b) Si a admet un symétrique à gauche b et un symétrique à droite c,ona: b = c.

c) Si a est symétrisable, son symétrique a' est unique ; a' est aussi symétrisable
et a' admet a pour symétrique.

d) Si deux éléments xet y sont symétrisables, il en est de même de xTy, et on a

(xTy)' = y'Tx'.

Démonstration.

a) Supposons qu'il existe b 6 E tel que bTa = e. Alors la relation aT x =
a T y implique bT(aTx) = bT(aTy) et puisque la loi T est associative, on a
(bTa)Tx = (bTa)Ty, c'est-à-dire e~Tx = eTy; d'où x = y.

b) Supposons qu'il existe b e E et c € E tels que bTa = e et aTc = e. On en
déduit, en utilisant l'associativité de T :

bTaTc = (6Ta)Tc = eTc = c
bTaTc = 6T(aTc) = 6Te = b.

D'où b = c.

c) Si 6 et c sont deux symétriques de a, le calcul précédent montre que b — c.
Soit a' le symétrique de a. Les relations

a'Ta — aTa' = e

montrent que a' est symétrisable et que (a')' = a.

d) Si x et y admettent pour symétriques x' et y' respectivement, on a :

WTx')T(xTy) = y'T{x'Tx)Ty = y'TeTy = y'Ty = e,

(xTy^iy'Tx1) = a:T(yTt/')TV = xTeTa;' = i T i ' = e

ce qui montre que xTy admet pour symétrique y'Tx'.
Remarquons que l'élément neutre e est toujours symétrisable et est égal à son

symétrique.

Lorsque la loi de composition est notée multiplicativement, on parle d'inverse
et d'élément inversible ; l'inverse d'un élément inversible x se note alors a;"1.

En notation additive, le symétrique de x s'appelle l'opposé de x et se note -x.

2.2.4.3. Théorème

Soit (E, T) un magma associatif unifère et soit a un élément symétrisable
de E. Alors pour tout b € E, l'équation

aTx = b (resp. xTa = 6)

admet la solution unique a'Tb (resp. bTa'), a' désignant le symétrique de a.
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Démonstration. La relation oTi = b implique o'T(aTî) = a'Tb, c'est-à-dire

a'Tb — (a'Ta)Ti = eTx = x.

Réciproquement, si x = a'Tb, alors

aTx = aT(a'Tb) = (aTa')Tb = eTb = b.

La deuxième équation se traite de la même manière.

2.2.4.4. Théorème

Soit (E, T) un magma associatif unifère et soit a un élément symétrisable
de E. Les translations à gauche La et La> sont bijectives et inverses l'une de
l'autre.

De même les translations à droite Ra et Ra¡ sont bijectives et inverses l'une
de l'autre.

Démonstration. Pour tout i e £ , o n a

La o Lai(x) — La (Lai(x)) = La(a'Tx) = aT(a'Tx)

— (aTa')Tx = eTx — x

LaioLa{x) = Lai (La(x)) — Lai{aTx) — a'T(aTx)

— (a'Ta)Tx = eTx — x.

Donc La o Lai = La> o La = Ids-

La démonstration pour les translations à droite se fait de la même manière.

2.2.5. DISTRIBUTIVITÉ

2.2.5.1. Définition

Soit E un ensemble muni de deux lois de composition internes notées T et*.
On dit que la loi T est distributive à gauche (resp. à droite) par rapport à la
loi * si l'on a:

xT(y * z) = (xTy) * (xTz)

(resp. (y * z)Tx = (yTx) * (zTx))

quels que soient x,y,z G E.
Si la loi T est distributive à gauche et à droite par rapport à la loi *, on dit

que T est distributive par rapport à *.
Par exemple, sur V{E), les lois n et U sont distributives l'une par rapport à

l'autre. De même dans K la multiplication est distributive par rapport à l'addition.

Si la loi T est commutative les trois notions de distributivité sont identiques.

53



COURS D'ALGÈBRE

2.2.6. LOI QUOTIENT

2.2.6.1. Définition

Soit (E, T) un magma et soit TZ une relation binaire sur E. On dit que TZ
est compatible avec T si quels que soient x, x', y, y1 G E, les relations xTZx' et
yTZy' impliquent

(xTy)TZ(x'Ty').

2.2.6.2. Exemple

Dans Z , considérons la relation binaire : xTZy si et seulement si, il existe
k e Z tel que x - y — 1k. Alors TZ est compatible avec l'addition de Z .

2.2.6.3. Théorème

Soient (E, T) un magma et TZ une relation d'équivalence sur E. Si TZ est
compatible avec T, il existe une loi de composition interne T sur l'ensemble
quotient E/TZ telle que, quels que soient x,y G E,on ait

xjy = cl(xTy),

où cl(xTy) désigne la classe d'équivalence de l'élément xTy. On dit que T est
la loi quotient de T par H.

Démonstration. Soient x et y des éléments de E/TZ. Définissons le composé
¿Ty en posant

xTy = cl(xTy)

où x et y sont des représentants des classes ¿ et y respectivement. Pour montrer
que

(¿, y) i—> cl(xTy)

est une application de (E/TÍ) x (E/TZ) dans E ¡11, il faut s'assurer que cl(xTy)
ne dépend que des classes x et y mais pas des représentants x de x et y de
y. Soient donc x' un autre représentant de x et xf un autre représentant de y ;
on a xilx' et yTZy'. Comme la relation TZ est compatible avec la loi T, on a
(xTy)TZ(x'Ty'), d'où cl(xTy) = c^x'Ty1), et le théorème est démontré.

2.3. Morphismes
2.3.1. DÉFINITION. EXEMPLES

2.3.1.1. Définition

Soient E et F des ensembles, T et * des lois de composition internes sur E
et F respectivement. On dit qu'une application f : E —• F est un morphisme
(ou un homomorphisme) de (E, T) dans (F, *) si on a

SixTy) = / (*) * f(y)

quels que soient x,y e E.
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Si (E, T) = (F, *), on dit que / est un endomorphisme.

Attention. Si E = F mais si les lois T et * sont différentes, on ne peut parler
d'endomorphisme.

Si / est un morphisme bijectif de {E, T) sur (F, *), on dit que / est un
isomorphisme ; on dit alors que E et F sont isomorphes.

Un isomorphisme de (E, T) sur lui-même s'appelle un automorphisme
de(£ ,T) .

2.3.1.2. Exemples

1) Prenons (E,T) = (E, +) et (F, *) = (E, x) et soit a un nombre réel > 0.
L'application x i—• f(x) = ax est un homomorphisme car on a

f(x + y)= a*+« = a*.ay = f(x) f(y)

quels que soient x, y G E.

2) E+ désignant l'ensemble des nombres réels strictement positifs, l'appli-
cation x i—• ln(a;) (ln(z) désignant la fonction logarithme népérien) est un
morphisme de (E+, x) dans (E, +). En effet

\n(xy) = ln(ar) + ln(y) quels que soient x, y € E+.

2.3.1.3. Théorème

a) Soient (E, T), (F, *)etG, _L) trois magmas, f un morphisme de (E, T) dans
(F, *) et g un morphisme de (F, *) dans (G, J_). Alors gof est un morphisme de
(E,T)dans(G,T).

b) Si f est un morphisme bijectif de (E, T) sur (F, *), V application réciproque
Z"1 est un morphisme bijectif de {F, *) sur (E, T).

Démonstration.

a) O n a q u e l s q u e s o i e n t x , y e E

(gof) (xTy) = g [f(xTy)] = g [f(x) * /(y)] = g (f(x)) ±g (/(y))

= (gof)(x)±(gof)(y) ,

en utilisant la définition de gof et le fait que f et g sont des morphismes ; cela
prouve que gof est un morphisme de (E, T) dans (G, ±).

b) On sait déjà (Théorème 1.3.3.6) que f'1 est bijective si / est bijective. Soient
u, v G F ; l'application / étant bijective, il existe des éléments x et y uniques
de E tels que

/(*) = u et f(y) = v.
Alors f~l (u) = x et f~l (v) - y.

f étant un homomorphisme, on a f(xTy) — f(x) * f(y) = u * v.
Donc f-ï(u*v) = xTy=f-l(u)Tf-1(v)
ce qui montre que f~l est un morphisme.
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2.4. Lois de composition externes
2.4.1. DÉFINITION. NOTATION

2.4.1.1. Définition

Soient E et Cl des ensembles. On appelle loi de composition externe à gauche
sur E, ayant pour domaine d'opérateurs l'ensemble Cl, toute application de
Clx E dans E.

On appelle loi de composition externe à droite sur E, de domaine d'opé-
rateurs Cl, toute application de E x Cl dans E.

Notation. Une loi de composition externe se note (oc, x) i—>oc Ta; ou
(x, oc) i—• xT oc suivant le cas, le signe T pouvant être remplacé par un point
(notation multiplicative).

Nous dirons en abrégé «soit (E,T)n une loi externe» au lieu de «soit
T une loi de composition externe à gauche sur E, de domaine d'opérateurs
l'ensemble Cl ».

2.4.2. PARTIES STABLES. LOIS INDUITES

2.4.2.1. Définition

Soient (E, T)n une loi externe, et A une partie de E. On dit que A est stable
pour la loi T si l'on a :

oc Tx G A

quel que soit (oc, x) G Cl x A.

L'application (oc, x) i—•« Ta; de Cl x A dans A est donc une loi de compo-
sition externe sur A, de domaine d'opérateurs l'ensemble Q. On l'appelle la loi
induite sur A par T.

2.4.3. RESTRICTION DU DOMAINE D'OPÉRATEURS

Soit (E, T)n une loi externe, et Cl' une partie de Cl. L'application
(oc, a;) i—>oc Tx de Cl' x E dans E est une loi de composition externe sur
E, ayant pour domaine d'opérateurs l'ensemble Cl'. On dit qu'on a restreint le
domaine d'opérateurs.

Par exemple, un C-espace vectoriel peut toujours être considéré comme un
E-espace vectoriel.

Nous verrons des exemples importants de lois externes lorsque nous étu-
dierons les groupes opérant dans un ensemble et les espaces vectoriels.
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Chapitre 3 : GROUPES

La théorie des groupes occupe une place très importante en mathématiques,
avec des applications dans de nombreuses branches de la science : physique,
chimie, sciences de l'ingénieur, cristallographie, etc.

Il n'est évidemment pas question de faire voir ici tous les développements
mathématiques auxquels conduit la théorie des groupes ; nous nous proposons,
simplement, d'exposer quelques notions élémentaires de cette théorie.

3.1. Généralités
3.1.1. DÉFINITIONS. EXEMPLES

3.1.1.1. Définition

On appelle groupe, un ensemble G muni d'une loi de composition interne
(x, y) i—• x * y possédant les propriétés suivantes :

a) Elle est associative :
x *(y* z) = (x *y) * z quels que soient x,y,z e G.

b) Elle admet un élément neutre e G G.

c) Tout élément de G admet un symétrique : pour tout x G G, il existe un élément
x' de G, tel que

x * x' — x' * x = e.
Si de plus, la loi de composition est commutative, le groupe est dit commuta-

rti ou abélien. Dans ce cas la loi de composition est souvent notée additivement,
l'élément neutre est désigné par 0 et le symétrique d'un élément x est noté -x.

Un groupe peut être fini ou infini. On appelle ordre d'un groupe fini le
nombre de ses éléments.

Dans ce qui suit, nous noterons multiplicativement la loi de composition d'un
groupe, sauf dans certains exemples particuliers ; l'élément neutre sera noté e.

Rappelons les résultats suivants que nous avons démontrés au Chapitre 2 et
qui restent vrais pour les groupes (Théorème 2.2.4.2) :
— Tous les éléments d'un groupe sont réguliers ;
— Si x et y sont deux éléments d'un groupe G, on a (xy)~l = y'1 x'1.

3.1.1.2. Exemples

L'ensemble E des nombres réels est un groupe abélien pour l'addition. On
l'appelle le groupe additif des nombres réels.
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De même l'ensemble Z des entiers relatifs et l'ensemble Q, des nombres
rationnels sont des groupes abéliens pour l'addition.

3.1.1.3. Exemple

E* = E - {0} est un groupe abélien pour la multiplication.

De même <Q* = C — {0} et C* = C — {0} sont des groupes abéliens pour la
multiplication.

3.1.1.4. Exemple

Soient E un ensemble non vide, et S(E) l'ensemble des bijections de E
sur E. Muni de la loi de composition interne (/, g) i—> fog (composition des
applications), S(E) est un groupe, en général non abélien. On l'appelle le groupe
des permutations de E ou le groupe symétrique de E. L'élément neutre est
l'application identique Ids- L'inverse de f £ S(E) est la bijection réciproque
/-'de/.

Lorsque E est l'ensemble {1,2,...,«} des n premiers nombres entiers posi-
tifs, le groupe S(E) se note Sn et s'appelle le groupe symétrique d'ordre n ;
c'est un groupe fini et on a \Sn | = n !
(voir le Corollaire 1.7.2.3).

3.1.1.5. Exemple

Soient G\ et Gz deux groupes dont les lois sont notées multiplicativement.
On définit sur l'ensemble produit G = G\ x Gz une structure de groupe en
posant, si ( i i , x2) G G et (yi, yi) £ G :

On dit alors que G est le produit direct des groupes G\ et G2.

On vérifiera à titre d'exercice que la multiplication définie par (3.1.1) est
associative, qu'elle admet pour élément neutre e = (ei, ez) où e\ et ez sont les
éléments neutres de G\ et Gz respectivement, et que tout élément x = (zi, xz)
de G admet pour inverse x"1 = ( i f ! , x^1 ).

De plus le groupe produit G — Gi x G2 est abélien si et seulement si G\ et
Gz sont abéliens.

On définirait de même le produit direct de n groupes G\, Gz,..., Gn. En
particulier, lorsque G, = G, 1 < i < n, le groupe G" est le groupe produit:

G" = G x G x ... x G, n facteurs.
Par exemple, l'ensemble E" = E x R x ... x E (n facteurs), muni de la loi de
composition :

(xi,...,xn) + (yi,...,yn) = (xi +y\,...,xn + y n )
est un groupe abélien.
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3.2. Sous-groupes d'un groupe
3.2.1. DÉFINITION ET CARACTÉRISATION D'UN

SOUS-GROUPE

3.2.1.1. Définition

On dit qu'une partie H d'un groupe G est un sous-groupe de G si H vérifie
les deux conditions suivantes :

a) H est non vide.

b) Les relations x G H et y G H entraînent xy'1 G H.

Le théorème suivant donne une caractérisation des sous-groupes.

3.2.1.2. Théorème

Soient G un groupe, et H une partie de G. Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

a) H est un sous-groupe de G.

b) e £ H et quels que soient x, y £ H, on a x~l € H et xy E H.

Démonstration, a) = > b). Comme H est non vide, il existe au moins un x G H.
Les relations x G H et x G H impliquent alors xx~l = e G H.

D'autre part, si x G H, comme e G H, on a ex~l = z"1 G H.

Enfin si a;, y G H, on a y~l G H d'après ce qui précède et donc x(y~1)~1 =
xy EH.

b) = > a) Si la condition b) est vérifiée, H est non vide car e G H. D'autre part,
si x, y & H, H contient x et y~l, donc aussi xy~^ ce qui montre que H est un
sous-groupe de G.

Le théorème est donc démontré.

3.2.1.3. Remarques

a) Le sous-groupe H muni de la loi induite par la loi de composition définie
sur G est un groupe.

Mais une partie stable d'un groupe n'est pas nécessairement un sous-groupe.
Par exemple ]N est une partie stable de Z pour l'addition, mais ce n'est pas un
sous-groupe de Z

b) Pour démontrer qu'un ensemble muni d'une loi de composition est un groupe,
il est souvent recommandé de montrer que c'est un sous-groupe d'un groupe
connu, ce qui abrège les démonstrations.
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3.2.1.4. Exemple

Soit G un groupe. Alors G et {e} sont des sous-groupes de G. Tout sous-
groupe de G, distinct de G et {e} s'appelle un sous-groupe propre de G.

3.2.1.5. Exemple

Z et Q, sont des sous-groupes propres du groupe additif R

3.2.1.6. Exemple

Soit G = Z et soit n un entier fixé. L'ensemble nZ des multiples de n est un
sous-groupes de Z Réciproquement, si H est un sous-groupe de Z nous allons
montrer qu'il existe n G Isl tel que H = riZ

Si H = {0} l'assertion est évidente car H est alors l'ensemble des multiples
de 0. Supposons donc que H ^ {0}. Soit x G H n Z* ; alors -x G H, donc H
contient des éléments strictement positifs. H nN*, partie non vide de Isl, contient
un plus petit élément que nous notons n. Nous allons montrer que H = n Z

La relation n £ H entraîne nZ c H puisque H est stable pour l'addition et
le passage à l'opposé.

Montrons que, réciproquement, tout élément de H appartient à nZ Pour tout
x G H, effectuons la division euclidienne de x par n :

x = nq + r avec 0 < r < n et <? G Z.

On a r = i - nq ç H puisque x G H etnq G n Z C H. Comme n est le
plus petit élément positif de H et puisque 0 < r < n, on a nécessairement r = 0
et x = ng G « Z c'est-à-dire H C nZ, ce qui achève la démonstration.

3.2.2. SOUS-GROUPE ENGENDRÉ PAR UNE PARTIE

3.2.2.1. Théorème

Soient G un groupe et (Í7,)¿e/ une famille de sous-groupes de G. Alors
H = P|íT¿ est un sous-groupe de G.

Démonstration. H n'est pas vide puisque les sous-groupes Hi contiennent tous
l'élément neutre e de G et par suite e e. H. Soient a; et y deux éléments de H.
Pour tout t G /, x G Hi et y G H¡, donc xy~l G #¿. Par suite xy~l G H et H
est bien un sous-groupe de G.

3.2.2.2. Exemple

La réunion de deux sous-groupes n'est un sous-groupe que si l'un d'eux est
inclus dans l'autre. En effet si x G Hx - H-i et y G #2 - H\, alors xy g H\ U H2.

Soient G un groupe et A une partie de G. Il existe des sous-groupes de G
contenant A (par exemple G lui-même). L'intersection de tous ces sous-groupes
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est, d'après le Théorème 3.2.2.1, un sous-groupe de G contenant A et c'est le
plus petit, au sens de l'inclusion. On l'appelle le sous-groupe de G engendré
par A et on le note [A]G OU [A].

3.2.2.3. Théorème

Soient G un groupe et A une partie de G. Alors [A] est V ensemble des produits
finis d'éléments de G dont les termes ou leurs inverses sont dans A.

Démonstrations. Désignons par H l'ensemble des éléments x de G qui peuvent
s'écrire

x = xi X2 ... Xp, avec i ¡ e Aou x"1 G A pour tout i,

en convenant que H = {e} si A = 0.
Nous allons montrer que H est un sous-groupe de G contenant A et que tout

sous-groupe de G qui contient A contient nécessairement H.
En prenant p — 1, on voit que Ac H.
Si A / 0 et si a G A aa~l =eeH, donc H ¿ 0 si A ¿ 0 et H = {e} si

A = 0.
Si x = xi x2 ... Xp et y = yi JO ... y, appartiennent à H, avec x¿ G A ou

x"1 G A pour tout i et y, G A ou yjl G A pour tout ;, on a

xy"1 = xi x2 ... Xp 2/71 ... j/f1 G F .

Donc i î est un sous-groupe de G contenant A

Soit /<" un sous-groupe de G contenant A Pour toute famille finie (xi,..., xp)
d'éléments de A xf1,..., x~1 sont aussi des éléments de i i ; il en est de même
de tout produit de la forme xi • x2 ... xp, avec x¿ G A ou x,"1 G A

Par conséquent tout sous-groupe de G qui contient A contient aussi H qui
est bien le plus petit sous-groupe de G contenant A

Par exemple si A = {x} où x G G, le sous-groupe de G engendré par x est
le sous-goupe

où xp es défini pour tout x G G et pour tout entier relatif p par :

xp — x.-.x(pfois), x~p = (x"1^ = x"1... x"1 (p fois) et x° = e.

On appelle ordre de x, l'ordre du sous-groupe H engendré par x.
Le sous-groupe H engendré par x est abélien car xm • x" = xm+n quels que

soient m, n G Z.

3.2.2.4. Définition

Soit G un groupe. On dit qu'un sous-ensemble Ade G est une partie géné-
ratrice de G lorsque [A] = G.

Si G admet une partie génératrice finie, on dit que G est un groupe de type
fini.
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On dit qu'un groupe G est cyclique lorsqu'il peut être engendré par un seul
élément x ; on dit alors que x est un générateur de G.

D'après ce qui précède, tout groupe cyclique est abélien et de type fini.

3.3. Morphismes de groupes
3.3.1. DÉFINITIONS. EXEMPLES

3.3.1.1. Définition

Soient G et G' deux groupes. On appelle morphisme ou homomorphisme
de G dans G', toute application f : G —• G' telle que, pour tout x e G et
pour tout y £ G, on ait :

f(xy) = f(x) / (y) .

Si de plus / est bijectif, on dit que / est un isomorphisme et on dit alors que
les groupes G et G' sont isomorphes.

Si G — G' on dit que / est un endomorphisme ; un endomorphisme bijectif
s'appelle un automorphisme.

3.3.1.2. Exemples
a) L'ensemble R+ des nombres réels strictement positifs est un groupe multipli-
catif. L'application x \—> ex est un homomorphisme du groupe additif E dans
le groupe multiplicatif R+, car ex+y = ex • ey.

On sait d'après le cours d'analyse, que la fonction exponentielle est un isomor-
phisme de E sur R+, l'isomorphisme réciproque étant la fonction logarithmique
x i—•• ln(a;).

b) Soient G un groupe et a un élément de G. L'application n v—-> a", de Z dans
G, est un morphisme du groupe additif Zdans G car a m + n = aman.

3.3.1.3. Exemple

Soit G un groupe. Pour tout a G G, l'application /„ de G dans G définie par

fa(x) = axa'1

est un automorphisme de G. On a en effet

fa(xy) = axya~l = (axa~l) (aya'1) = fa(x) fa(y)

quels que soient x, y e G et fa est un homomorphisme.

Montrons que fa est bijectif. Pour tout y G G, on a fa{x) = y avec x =
a~lya, donc fa est surjectif. /„ est aussi injectif car l'équation axa'1 = aya'1

admet la solution unique x = y.
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Les automorphismes de la forme fa s'appellent les automorphismes inté-
rieurs de G.

Les automorphismes intérieurs de G se réduisent à l'application identique
si G est abélien.

3.3.2. PROPRIÉTÉS DES MORPHISMES DE GROUPES

Nous allons énoncer quelques propriétés des morphismes de groupes. Cer-
taines ne sont que des rappels du Chapitre 2.

3.3.2.1. Théorème

Soient G, G' et K trois groupes, f un morphisme de G dans G' et g un
morphisme de G1 dans K. Alors

a) gof est un morphisme de G dans K.

b) Si / est un isomorphisme de G sur G', l'application réciproque f~l est un
isomorphisme de G' sur G.

La démonstration est identique à celle du Théorème 2.3.2.1.

3.3.2.2. Théorème

Soit f un homomorphisme d'un groupe G dans un groupe G'. Alors

a) Si e est l'élément neutre de G et e' l'élément neutre de G', on a /(e) — e'.

b)Six£G,onaf{x-l)= (/(at))"1.

c) L'image par f de tout sous-groupe de G est un sous-groupe de G'.

d) L'image réciproque par f de tout sous-groupe de G' est un sous-groupe de G.

Démonstration.

a) Pour tout a; G G, on a

f{x) = f{xe) = f(x) /(e),

d'Où / ( e ) = ( / ( x ) ) - 1 /(x) = e'

b) De même pour tout a; € G, on a

donc /i*"1) =( / (*) ) " 1 -
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c) Soit H un sous-groupe de G et soit H' = f{H). H' est non vide car
e' = /(e) G f(H).

Si w, v £ H', il existe x,y £ H tels que « = f(x) etv - / (y) ; alors

uv-1 = f(x) ( / (y) )" 1 = f(x) / ( y" 1 ) = / (z jT 1 ) .

Comme xy~x G H, puisque H est un sous-groupe de G, on voit que uv~l £
H' et H' est un sous-groupe de G'.

d) Soit 5 ' un sous-groupe de G' et soit B = f-1 (£ ' ) .

On a e G 5 , car /(e) = e' G S' , donc B ̂  0 . Si a; £ B et y e B, on a par
définition de l'image réciproque / ( z ) G B' et /(y) G 5 ' . On en déduit :

f(xy-i) = f{x) /(y-1) = /(*) (m)'1 G 5'

car 5 ' est un sous-groupe de G'. Donc xy~1 G -B, ce qui achève la démonstration
du théorème.

Le théorème 3.3.2.2 montre que si / est un homomorphisme de G dans G',
alors f(G) est un sous-groupe de G' ; ce sous-groupe s'appelle l'image de / et
on le note Im(/).

De même l'ensemble f~x ({e'}) formé des z G G tels que f(x) = e' est un
sous-groupe de G ; on l'appelle le noyau de / et on le note Ker(/).

3.3.2.3. Remarque

D'après le Théorème 3.3.2.2, c), l'image aHa~l d'un sous-groupe H par
un automorphisme intérieur fa est un sous-groupe de G. Tout sous-groupe de la
forme aHa~l, avec a £ G, est dit conjugué de H.
vspace-0.5mm

3.3.2.4. Théorème

Soient G et G' deux groupes et soit f un homomorphisme de G dans G'.
Pour que f soit injectif, il faut et il suffit que Ker(/) = {e}.

Démonstration. Supposons que / soit injectif. Comme e G Ker(/), s'il existait
un autre élément x £ Ker(/), on aurait f(x) = e' = /(e) , d'où x = e puisque
/ est injectif; donc Ker(/) = {e}.

Réciproquement, supposons queKer(/) = {e} et soient x,y £ G tels que
f(x) = f(y). Cette relation entraîne

/(*) fiv)-1 = m f(y~l) = f(xy-1) = f{y) /(y)"1 = e';

donc xy'1 £ Ker(/) = {e}, d'où xy'1 = e, c'est-à-dire x = y et / est injectif.

64



GROUPES

3.4. Groupes-quotients
3.4.1. CLASSES MODULO UN SOUS-GROUPE

3.4.1.1. Théorème

Soient G un groupe et H un sous-groupe de G. Alors :

a) La relation xRy si et seulement si x~ly G H est une relation d'équivalence
sur G.

b) La classe de x modulo TI est l'ensemble xH.

Démonstration.

a) Pour tout x & G, on& x~l x = e e H ; donc la relation H est reflexive.

Si x~ly G H, alors (x^y)'1 G H, c'est-à-dire y~lx G H. Donc xHy
implique ylZx et TZ est symétrique.

Si x~ly G H et y~lz G H, alors (x~ly) (y - 1 z) G # , c'est-à-dire x~lz G
fi. Donc xHy et yfëz impliquent i f tz et la relation TZ est transitive, ce qui
démontre a).

b) Par définition, la classe de x G G est l'ensemble de y G Gtelsquea;"1« G H.
Posons x~ly = z ; alors y — xz avec z G H, donc y G XH.

Réciproquement, si y G xH, on a y = xz avec z & H, donc a:"1 y =
x~xxz = z E H.

La classe de x est bien l'ensemble xH.

3.4.1.2. Remarque

Si on remplace la relation a;"1 y G H par la relation yx~l G H, on obtient un
théorème analogue au Théorème 3.4.1 mais l'ensemble xH est remplacé par Hx.
Cette remarque nous amène à poser la définition suivante.

3.4.1.3. Définition

L'ensemble xH s'appelle une classe à gauche modulo H ; l'ensemble Hx
s'appelle une classe à droite modulo H.

L'ensemble des classes xH (resp. Hx) modulo H se note G/H (resp. H\G).

Donc G/H = {xH : x G G} et H\G = {Hx :xeG}.
Lorsque G est abélien, les classes à gauche coïncident avec les classes à

droite. Dans ce cas on note x + H la classe de x.

3.4.1.4. Exemple

Prenons pour G le groupe additif Z et pour H le sous-groupe nZ, où n est
un entier strictement positif fixé. La relation d'équivalence s'écrit ici
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y — x 6 riZ. ou x = y (mod n).

La classe d'équivalence d'un élément x e Z est
x = {...,x — 2n,x — n,x,x + n,...}.

L'ensemble quotient est noté Z / n Z

3.4.1.5. Théorème

Soient G un groupe fini et H un sous-groupe de G. Alors l'ordre de H divise
l'ordre de G.

Démonstration. Remarquons d'abord que pour toute classe à gauche
xH modulo H, l'application y i—• xy de H dans xH est bijective. Cette appli-
cation est injectivecar si xy\ — xyi avec yi,yi G H alors puisque a;"1 existe,
on a a;"1 (xy\ ) = x~l(xyì) d'où 2/1 = 2/2; elle est surjectivepar définition même
des classes d'équivalence.

Donc H étant fini puisque G l'est, chaque classe xH possède autant d'élé-
ments que H. Comme les classes xH forment une partition de G, le nombre
d'éléments de G est égal au produit du nombre d'éléments de H par le nombre
de classes xH distinctes.

3.4.1.6. Corollaire

Soit G un groupe fini d'ordre p premier. Alors les seuls sous-groupes de G
sont {e} et G lui-même.

3.4.2. GROUPES-QUOTIENTS

3.4.2.1. Définition

On dit qu'un sous-groupe H d'un groupe G est distingué, ou normal, ou
invariant si pour tout x e G,onaxH = Ex.

Autrement dit H est un sous-groupe distingué de G si et seulement si la classe
à gauche de tout x € G coïncide avec sa classe à droite.

Il est clair que dans un groupe abélien tout sous-groupe est distingué.

Le résultat suivant donne une caractérisation des sous-groupes distingués.

3.4.2.2. Théorème

Soient G un groupe et H un sous-groupe de G. Les conditions suivantes sont
équivalentes.
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a) H est distingué.

b) Pour tout x e G, on a xHx~l = H.

c) Pour tout x e G, on a xHx~l C H.

Démonstration. Il est clair que a) «=> b) et b) = > c). Il reste donc à montrer
que c) ^ ^ a). Supposons la condition c) vérifiée. Pour tout a; G G, on a alors

xH(x~lx) C Ex , i.e. xH C Hx.

En changeant x en x~l dans la relation xHx~l C H, il vient x~lHx c H,
d'où comme précédemment, H x c xH ; par suite on a xH = H x et le théorème
est démontré.

Soient G un groupe et H un sous-groupe distingué de G. Nous allons voir
que l'ensemble quotient G/H peut être muni d'une structure de groupe.

3.4.2.3. Théorème

Soient G un groupe et H un sous-groupe distingué de G. La relation d'équi-
valence xTZy si et seulement si x~ly G H est compatible avec la loi de G et
l'ensemble quotient G/H, muni de la loi quotient, est un groupe appelé groupe-
quotient de G par H. Si, déplus, G est abélien, alors G/H est abélien.

Démonstration. Montrons tout d'abord que la relation H est compatible avec
la multiplication de G, c'est-à-dire que les relations xTlx' et yfcy1 impli-
quent (xy)TZ(x'y'), ou encore que x~xx' G H et y ~ V e H impliquent
(zy)- 1 ( * y ) G H.

Des relations x~xx' £ H et y~ly¡ G H, on déduit qu'il existe h, k G H tels
que x' = xh et y' = yk.

Alors (xy)-1 {x'yf) = y-xx~xx'\/ = y~lx~lxhyk = y~lhyk.

Comme H est un sous-groupe distingué, y~lhy G H et puisque k E H,
y~lhyk e H car H est stable pour la loi de G.

On peut donc définir une loi quotient (notée encore multiplicativement) dans
G/H, en posant

• (xH) (yH) = (xy) H
quels que soient x = xH~e G/H et y = yH G G/H, le résultat ne dépendant
pas des représentants choisis dans x et dans y (voir le Théorème 2.2.6.3).

Il est clair que si G est abélien, alors

(xH) (yH) = (yH) (xH).

Montrons que G/H, muni de la loi quotient est un groupe. On a

[(xH) (yH)} (zH) = ((xy)H) (zH) = [(xy)z) H = [x(yz)] H

= (xH)[(yz)H] = (xH)[(yH)(zH)}

quels que soient x, y, z G G, d'où l'associativité de la loi quotient.

67



COURS D'ALGÈBRE

La classe eH = H est l'élément neutre car pour tout a; G G, on

(xH) (eH) = (xe)H = xH = (ex)H = (eH) (xH).

Enfin, l'inverse de la classe xH est la classe x~lH. En effet, on a

(xH) (x~lH) = (xx~l)H = eH = (x~lx)H = (x~lH) (xH),

ce qui achève la démonstration du théorème.

Notons que, par définition de la multiplication dans G/H, l'application cano-
nique 7T : G —• G/H est un homomorphisme de groupes car

*(xy) = (xy)H = (xH) (yH) = n(x) x(y) ;

c'est pourquoi, on dit parfois que •n est l'homomorphisme canonique. On notera
également que H est le noyau de TT car pour tout x G H, on a ir(x) = xH = H.

3.4.2.4. Remarque

II est clair que H est un sous-groupe distingué d'un groupe G si et seulement
si on a <Ta(H) = H pour tout automorphisme intérieur <ra de G, ce qui justifie
la terminologie « sous-groupe invariant».

3.4.2.5. Théorème

Soif / un morphisme du groupe G dans le groupe G'. Alors N = Ker(/) est
un sous-groupe distingué de G.

Démonstration. Nous savons déjà (Théorème 3.3.2.2) que N est un sous-groupe
de G. Quel que soit x G G et quel que soit A G AT, on a

f(xhx~l) = /(*) f(h) f(x~l) = f(x) e' /(x)-1 = e',

où e' désigne l'élément neutre de G'.

Donc xNx'1 c N et par suite, N est un sous-groupe distingué de G.

3.4.3. DÉCOMPOSITION CANONIQUE D'UN
HOMOMORPHISME

Nous avons vu au Chapitre 1 (Théorème 1.4.2.6) comment décomposer une
application. Dans le cas des morphismes de groupes, on peut préciser un peu
mieux les choses.

3.4.3.1. Théorème

Soient G et G' deux groupes, f un homomorphisme de G dans G', TT
l'homomorphisme canonique de G sur G/Ker(/) et j l'injection canonique
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de f(G) dans G'. Alors il existe un isomorpMsme unique f du groupe-quotient
G/Ker(/) sur le sous-groupe / (G) de G' tel que f = jofoir.

Démonstration. La décomposition canonique se fait, dans le cas général, en
considérant la relation d'équivalence associée à / : xHy si et seulement si
f(x) = f(y). Ici, cette relation devient

/(*) = f(y)
e> = f(x)-lf(x) = /(z)-1 /(y) = fix-1) /(y) = f(x^y).

xTly

Donc xTly <=ï x~ly G Ker(/).

On reconnaît la relation d'équivalence modulo le sous-groupe Ker(/). On
obtient donc la bijection / : G/Ker(/) —>• / (G) définie par

pour tout ï G G/Ker(/), où ~x désigne la classe de x (Théorème 1.4.2.6).

Comme Ker(/) est un sous-groupe distingué de G, G/Ker(/) est un groupe.
L'application canonique TT et l'injection canonique j sont des homomorphismes
de groupes. 7 est aussi un homomorphisme car on a, quels que soient x, y G
G/Ker(/),

J(xy) = 7(xy) = f(xy) = f(x) /(y) = /(«) J(y).

Ainsi / est un homomorphisme bijectif, c'est-à-dire un isomorphisme de
G/Ker(/) sur / (G) . La factorisation canonique de / s'écrit

et on a le diagramme

G

/ = jof o w

f

G/Ker(/) •*/(<?)

3.4.3.2. Exemple

Soit n un entier > 1. Alors, comme riZ est un sous-groupe abélien, donc
distingué de Z, 1.1 nZ. est un groupe abélien pour la loi quotient x + y = x + y,
où x désigne la classe de x.

Montrons que la restriction irn de l'homomorphisme canonique TT à l'en-
semble {0,1, . . . , n — 1} est une bijection.
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La relation TT„(X) = xn(y) avec 0 < x <n - letO < y < n- 1 implique

TT(X — y) = 0 et x — y Ç. riZ..

Or le seul multiple de n dans l'intervalle [0, n — 1] est 0 ; donc x — y = 0,
i.e. x = y, donc 7r„ est injective.

Montrons que TT„ est surjective. Soit x 6 Z / n Z et soit a; un représentant
de x. La division euclidienne de a; par n donne :

x = nq + r avec 0 < r < n.

D'où, puisque riZ. est le noyau de ir, et que nq € nZ,

7r(a;) = n(nq) + w(r) = 7r(r) = 7rn(r),

ce qui montre que 7rn est surjective, donc bijective.

Le groupe quotient Z/nZcontient donc n éléments, à savoir TT(O), TT(1), ...,
7r(n — 1). On dit que Z / n Z est le groupe des entiers modulo n.

Pour abréger, nous noterons 0 ,1 , . . . , n - 1 les éléments de Z /nZ , n > 1.

Dressons par exemple la table d'addition du groupe Z/4Z.

0

T

2

3

0

Ü

ï

2

3

1

ï

to
i

3

Ö

2

to
i

3

Ö

ï

3

3

Ö

ï

2

A l'intersection de la ligne n et de la colonne m figure l'élément n + m.

3.4.3.3. Exemple

Soit U le groupe multiplicatif des nombres complexes de module 1. L'appli-
cation /1—> etx de E dans U est un homomorphisme surjectif dont le noyau est
le groupe 2xZ. Le groupe quotient E / 2 T T Z = T s'appelle le tore à une dimen-
sion ou encore le groupe des nombres réels modulo 2ir. D'après le Théorème
3.4.3.1, E /2TTZ est isomorphe à U.

3.4.4. APPLICATION AUX GROUPES CYCLIQUES

3.4.4.1. Théorème

Soit G un groupe cyclique.
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a) Si G est infini, il est isomorphe à Z

b) Si G est fini d'ordre n, il est isomorphe au groupe additif ~Z./nZ.

Démonstration.

a) Soit x un générateur de G ; tout élément de G est donc de la forme xk avec
k G Z . Il en résulte que l'homomorphisme / : Z —• G défini par f(n) = xn

est surjectif. Son noyau est un sous-groupe de Z, donc de la forme dZ. avec
a > 0 (Exemple 3.2.1.7). D'après le Théorème 3.4.3.1, G est isomorphe au
groupe quotient Z/Ker(/) .

Si G est infini, il en est de môme de Z/Ker(/) , ce qui exige o = 0 ; alors
(Thorème 3.3.2.4), / est injectif, donc / est bijectif, et le groupe G est isomorphe
àZ
b) Si G est fini, d'ordre n,Z/Ker(/) est aussi d'ordre n, ce qui exige a = n,
donc G est isomorphe à Z /nZ

Dans ce cas, on a G = {x° = e,x,x2, ...,xn~1}.

3.4.4.2. Corollaire

Soient G un groupe et x un élément de G. Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

a) x est d'ordre fini m.

b) m est le plus petit entier naturel non nul tel que xm = e.

Démonstration, a) =>• b) Considérons le morphisme / : Z —• G utilisé
précédemment. Soit H = Im(/) le sous-groupe de G engendré par x. Par
hypothèse H est fini. Le noyau de / est un sous-groupe de Z donc de la forme
pZ, p étant le plus petit élément positif non nul de Ker(/). D'après le Théorème
3.4.3.1, H est isomorphe à Z/pZ, ce qui exige p = m et m est le plus petit
élément positif non nul de Ker(/), c'est-à-dire le plus petit entier naturel non nul
tel que xm = e.

b) =3- a) Par hypothèse m est le plus petit élément positif non nul de Ker(/).
Donc Ker(/) = rriZ. et H est isomorphe à Z / m Z donc est d'ordre fini m.

3.4.4.3. Corollaire

Soit G un groupe fini d'ordre n. Alors, onax" = e pour tout x G G.

Démonstration. Soit a; G G et soit H le sous-groupe de G engendré par x.
L'ordre m de if est fini puisque H est un sous-groupe du groupe fini G. Donc
(Théorème 3.4.1.5) il existe un entier p tel que n = mp. Comme xm = e, il
vient xn - (xmy = ep = e.

3.4.4.4. Corollaire

Tout groupe G d'ordre p premier est cyclique ; il est engendré par l'un
quelconque de ses éléments autre que l'élément neutre e.
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Démonstrations. Soient x un élément de G distinct de e et F le sous-groupe
de G engendré par x. Alors (Corollaire 3.4.1.6), H = {e} ou H = G; comme
x ^ e, on a nécessairement H = G. Donc G est cyclique. D'après le Théorème
3.4.4.1, G est isomorphe à Z/pZ.

3.5. Groupes symétriques
3.5.1. GÉNÉRALITÉS

Rappelons que si E est un ensemble ayant n éléments, l'ensemble S(E) des
permutations de E, muni de la composition des applications est un groupe ayant
n ! éléments.

3.5.1.1. Théorème

Soient E et F deux ensembles, et f une bijection de E sur F. Alors l'appli-
cation í : S{E) —> S{F) définie par \P(/i) = /o/ io/" 1 est un isomorphisme
de groupes.

Démonstrations. Il est clair que 0(/i) G S(F) pour tout h G S(E). D'autre
part, on a

0(hoh') = fo{hoh')of-1 = {fohof-l)o (foh'of-1) = 0(h)o0(h').

Enfin 0 est bijective car tout élément h' de S(F) est l'image d'un élément
et d'un seul de S(E), à savoir f^oh'of.

Si n est un entier positif, nous noterons ti, l'intevalle [1, n]. Donc si E est
un ensemble fini, de cardinal n, il existe une bijection de E sur IH, et d'après
le théorème précédent, S(E) est isomorphe au groupe symétrique Sn d'ordre n.
Cette remarque permet de ne s'intéresser qu'au groupe Sn.

Notation. Si a G Sn, on convient d'écrire
/ 1 2

(3.5.1) <r =

W 1 ) (2) ••• a(n) )

On appelle permutation circulaire la permutation

i L ... n \

2 3 ... 1 )

où chaque élément sauf n, a pour image par r le suivant, l'image de n étant 1.

3.5.1.2. Théorème

Le groupe Sn n'est pas commutati/si n > 3.

Démonstration. Il suffit d'exhiber deux éléments de 5 n qui ne commutent pas.
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Considérons les deux permutations <r et <r' suivantes qui laissent invariants
tous les éléments de [1, n] autres que a, 6 et c.

( a b c x ... z \ ( a b c x ... z \

y b a c x ... z J y c b a x ... z J

On a
fa b ex ... z \

aoa1 =
\ c a b x ... z I

( a b c x ... z \

b c a x ... z )

donc croa' ^ a' oa.

3.5.2. TRANSPOSITIONS

3.5.2.1. Définition

Soit n un entier naturel > 2. On dit qu'une permutation r G Sn est une
transposition s'il existe deux entiers distincts i et j de IN,, tels que

r(i) = j , T(J) — i et r(k) = k pour k ^ i et k ^ j .

On note r,j la transposition qui échange i et j et qui laisse fixes les autres
éléments H

On remarquera que si r est une transposition alors TOT = Id^i , i.e. r = T~X.

3.5.2.2. Théorème

Si n > 2, tout élément de Sn peut s'écrire comme composé de transpositions.

Démonstrations. Nous allons démontrer ce résultat par récurrence sur n.

Sin = 2, Si contient les deux éléments

••(: i) « » a î
e est l'application identique de W2, T est une transposition et on a

e = TOT.

Supposons le théorème vrai pour tout élément de Sn-\ et démontrons-le
pour<S„.

Soit a une permutation de ]Nn et soit ¿ un élément quelconque de ]Nn. Posons
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A contient n — 1 éléments. Il y a deux éventualités, ou <r(¿) = ¿, ou <r(¿) ^ i.

a) <T(») = ».

Alors la restriction tr' de 0 à J4 est une permutation de A. D'après l'hypothèse
de récurrence, il existe des transpositions 01,02, ...,<rp dans <Sn-i telles que

Posons

a' — <j\ o (T20 ... o

7i (x) SÌ X £ A

i si x = i

Comme les 0j sont des éléments de Sn-i, les T¡ sont des transpositions,
éléments de Sn. On a alors

(7 = Ti O T i O ... Tp

et er est bien la composée de transpositions T¡ e Sn.

b) <r(») = J T¿ ¿.

Soit r e 5„ la transposition de lsl„ qui échange i et j et qui laisse fixes tous
les autres éléments de ]N„. Alors r 00 6 5„ et on a

D'après le premier cas, il existe des transpositions T\ , TÍ ,..., TP dans Sn telles
que

r O <T = T\ O Vi O ... O Tp.

En composant à gauche par r = r" 1 , il vient

0 =zT ori o ...oTp et le théorème est démontré.

3.5.2.3. Remarque

La décomposition de <r € <Sn en produit de transpositions n'est pas unique.
Par exemple si

(1 2 3 \

on a a = 7^3 o 7-1,3 o 75,3 = ri,2 o 75,3.

Cependant, nous allons voir que si a est fixé, la parité du nombre de ces
transpositions dans une décomposition quelconque de 0 est entièrement définie
par 0.

3.5.3. SIGNATURE D'UNE PERMUTATION

3.5.3.1. Définition

Soit 0 un élément de Sn. On dit qu'un couple (i, j) d'éléments de 1M„ est une
inversion pour 0 ou une <r-inversion si i < j et si o-(i) > <r(j).
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3.5.3.2. Exemple

Soit
/ 1 2 3 4

a =
V 4 1 2 3

un élément de SA. Les couples (1,2), (1,3) et (1,4) sont des cr-inversions.

Soit a une permutation de ]N„. Désignons par 7(<r) le nombre total de
cr-inversions. Notons

le produit de toutes les différences j - i avec i < j . On a

¿ e {1,2, . . . , n - l } et ¿ e {2,3,.. . ,n}.

Notons de même

le produit de toutes les différences a{j) - a{i) avec i < j . Puisque a est une
bijection, chaque facteur de A se retrouve au signe près une fois et une seule
dans Ao et on a

(3.5.2) A , = (-1)'(*)A.

L'application o \—• t{a) = ( - l )^") de Sn dans le groupe multiplicatif
{—1,1} s'appelle la signature de la permutation <r.

Si t{c) = +1 , on dit que la permutation a est paire.

Si c(a) = — 1, on dit que la permutation <T est impaire.

3.5.3.3. Exemple

Parité d'une transposition.

Soit r la transposition qui échange les éléments i et j de ]H, et laisse fixes
les autres. On peut l'écrire, en supposant i < j :

i l 2 ... i-1 i i + 1 ... j - l j j + l ... n \
T =

y i 2 ... ¿ - 1 j i + l ... j - l i j + l ... n)

Les couples (a, 6) tels que a < 6 et r(a) > r(b) sont:

(¿,¿+1), (¿,i + 2), .... ( i . i - 1 ) , (i,j)
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Le nombre total d'inversions pour r est donc

7(r) = 2( i - t) - 1

qui est un nombre impair, d'où e(r) = — 1.

Le théorème suivant donne les propriétés essentielles de la signature d'une
permutation.

3.5.3.4. Théorème

Soient (retir des éléments de Sn. On a :

= l, e(<roir) = e{a) e(x), c ^ " 1 ) = e{&).

Démonstration. On a

7(7d) = 0, d'où e(Id) = (-l)'< /d> = 1.

Si <r et ir sont des permutations, nous avons d'après (3.5.2) :

A,«,, = ( A , ) , = £(<T)AT = £((T) £ ( X ) A .

Comme d'autre part,

A « , = e(a o ir)A,

il vient e((7ox) = e(<r) e(ir).

On en déduit e(<r) e{a~l) = c{cr o o - 1 ) = e(/<f) = 1.

Comme (e(<r))2 = 1, on a

e{c-x) = l/e(<r) = (e(a))2/e(<r) = e(<r).

3.5.3.5. Remarque

Le Théorème 3.5.3.4 signifie que l'application <r \—> e(<r) est un homomor-
phisme de Sn sur le groupe multiplicatif {—1,1}. Le noyau de cet homomor-
phisme est un sous-groupe de Sn appelé groupe alterné d'ordre n. On le

3.5.3.6. Remarque

Nous savons que toute permutation a est un produit de transpositions et que
cette décomposition n'est pas unique. Si

a — T\ o TÍ o ... o T, = t\ oti o ... otr
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où les TÍ et Tj sont des transpositions, alors d'après l'Exemple 3.S.3.3 et le
Théorème 3.5.3.4, nous avons

c(*) = (-!)' et e(«r) = ( - i r ,

d'où ( - 1 ) ' = ( - l ) r . Donc s et r sont tous les deux pairs ou tous les deux
impairs.

Ainsi, lorsqu'on décompose une permutation en produits de transpositions,
le nombre de ces transpositions est toujours soit pair soit impair.

3.6. Groupes opérant sur un ensemble
3.6.1. DÉFINITION. EXEMPLES

3.6.1.1. Définition

Soient G un groupe et X un ensemble. On dit que G opère à gauche sur X,
si Von s'est donné une application (g.x) i—• g.xdeGx X dans X satisfaisant
aux conditions suivantes :

a) (ffi gi) x = g\ • (g2 • x) quels que soient g\, g2 e G et x E X ;

b) e • x = x quel que soit x G X.

On définirait de même la notion de groupe opérant à droite sur l'ensemble X.

Pour tout g e G, soit <p(g) l'application x i—• g • x de X dans X.

D'après a), on a <p(gi g2) = <p(gi) o <p(g2) ; d'après b), on a p(e) = Idx.
Il en résulte que <p(g) o <p{g~l) = ¥>(</) o <p(g) = Idx, donc que ¡p(g) est
bijective pour tout g 6 G. Donc tp est un homomorphisme de G dans le groupe
des permutations de X.

Réciproquement, soit G un groupe, X un ensemble et <p un homomorphisme
de G dans S(X). Pour g e G et x e X, posons g • x = <p(g){x). Alors les
conditions a) et b) ci-dessus sont vérifiées.

En effet, puisque <p est un homomorphisme, on a :

= <p(g){<P(g')(x)]=g . ( g ' - x )

quels que soient g, g' e Get x s X.

De même on a:

e • x = <p(e)(x) = Idx(x) pour tout x eX.

On peut donc définir l'action d'un groupe G dans un ensemble X par la
donnée d'un homomorphisme de G dans S(X).
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Dans la suite de ce paragraphe, nous nous intéressons uniquement aux groupes
opérant à gauche sur un ensemble.

On dit que G opère transitivement sur X, si quels que soient x et y dans X,
il existe g G G tel que y = g • x. On dit alors que X est un espace homogène.

3.6.1.2. Exemple

On peut faire opérer G sur lui-même à l'aide des translations à gauche

(s,x) i—>sx,

où à l'aide des translations à droite.

(s,x) i—»is.

3.6.2. SOUS-GROUPE D'ISOTROPIE. ORBITES

Soit G un groupe opérant à gauche sur l'ensemble X, et soit ar0 G X.
L'ensemble HXo des g G G tels que g • xo = x0 est un sous-groupe de G. En
effet si g i, g2 G ffl0,ona

(gigi) • xo — gi • (#2 • xo) — gi • XQ = x0,

donc 0102 G iïro-

Si ff G #*„, on a

ff"1 • xo = g'1 • (g • x0) = (g~lg) • x0 = e • x0 = x0,

donc g-1 G ̂ r0- Enfin HXo^0careE HX<> d'après b).

3.6.2.1. Définition

Soient G un groupe opérant à gauche sur l'ensemble X et soit xo G X.
On appelle stabilisateur de x0 dans G ou sous-groupe d'isotropie de xo, le
sous-groupe Hxo des g e G tels que g • x0 = x0.

3.6.2.2. Théorème

Soit G un groupe opérant à gauche sur l'ensemble X. Pour x, y G X, la
relation binaire « // existe g G G tel que y = gx»est une relation d'équivalence
dans X. On appelle orbite ou trajectoire de x suivant G, et on note G • x,la
classe d'équivalence de x £ X, pour cette relation.

Démonstration. Pour tout ï 6 ^ , o n a i = e - i , donc la relation est reflexive.
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Si y = g • x, alors on a:

9 ~ l y = 9 ~ l - ( 9 - x ) = ( g ~ l g ) - x = e - x = x ,

donc la relation est symétrique.

Enfin, si y = g • x et z = g' • y (g e G, g' e G), on a:

z = g' -(g-x) = (g'g) • x,

donc la relation est transitive.
Notons que le groupe G opère transitivement sur l'ensemble X si et seulement

si la seule orbite suivant G est X.

3.6.2.3. Exemple

Soient G un groupe, H un sous-groupe de G et G/H l'ensemble des classes
à gauche x — xH modulo H. On vérifie facilement que G opère transitivement
à gauche sur G/H par l'application

Autrement dit, G/H est un espace homogène. Inversement, on a le résultat
suivant.

3.6.2.4. Théorème

Soient G un groupe et X un espace homogène de G. Il existe un sous-
groupe H de G et une application bijective f de G/H sur X tels que, quels que
soient s, g E G, on ait :

sf(gH) = / ((sg)H) .

Démonstration. Soit x0 un point fixé de X et soit H le stabilisateur de xQ.
Définissons une application / de G/H dans X en posant

f(sH) = sxo, s€G.

Cette définition est justifiée car si si et s2 appartiennent à la même classe
modulo H, i.e. si s J xs i e H, alors sixo = S2XQ.

Si sx0 = gx0, alors â ^ s z o = xo et g~ls € H, donc sH = gH, ce qui
prouve que / est injective.

D'autre part, pour tout x G X, il existe par hypothèse un s £ G tel que
x = sarò = f(sH) ; donc / est surjective, donc / est bijective et on a :

= f ((sg)H) .
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Chapitre 4 : ANNEAUX
ET CORPS

Dans les classes antérieures, on a étudié les ensembles Z, Q, K et C munis
de l'addition et de la multiplication ordinaires. On a montré que Z possédait une
structure d'anneau et que Q, F et C possédaient une structure de corps.

Dans ce chapitre, nous nous proposons de décrire les structures d'anneau et de
corps d'une manière générale mais nous ne donnons ici que quelques définitions
et quelques résultats élémentaires de la théorie des anneaux et des corps.

4.1. Structure d'anneaux
4.1.1. DÉFINITIONS. EXEMPLES

4.1.1.1. Définition

On appelle anneau un ensemble A muni de deux lois de composition internes :
une addition (x, y) i—> x + y et une multiplication (x, y) \—> xy, satisfaisant
aux axiomes suivants :

(Ai) Laddition est une loi de groupe abélien.
(A%) La multiplication est associative et admet un élément neutre, noté \A

oui, et appelé élément unité.
(A3) La multiplication est distributive par rapport à V addition.

Si de plus la multiplication est commutative, c'est-à-dire si on a xy = yx
quels que soient x, y e A, on dit que l'anneau est commutatif.

Si A est un anneau quelconque, on dit que deux éléments x et y de A
commutent ou sont permutables si l'on a xy = yx.

On appelle pseudo-anneau, un ensemble A muni d'une addition et d'une
multiplication satisfaisant aux axiomes des anneaux mais tel que la multiplication
n'ait pas d'élément neutre.

L'élément neutre pour l'addition dans un anneau A est noté 0 et est appelé
l'élément nul de A.

4.1.1.2. Remarque

Certains auteurs appellent anneaux les objets que nous avons appelés pseudo-
anneaux ; ils appellent anneaux unitaires, ou unifères, les triplets que nous ap-
pelons anneaux. Notre point de vue est justifié par le fait que tout pseudo-anneau
peut être plongé dans un anneau avec élément unité.
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4.1.1.3. Exemples
a) Munis de l'addition et de la multiplication ordinaires, Z, Q, E et C sont des
anneaux commutatifs.

b) Soit A un ensemble réduit à un seul élément, que l'on peut toujours noter 0 :
A = {0}. Muni de l'addition 0 + 0 = 0 et de la multiplication 0 x 0 = 0, A est
un anneau qu'on appelle l'anneau nul. Dans cet anneau, on a : 1 = 0.

Un anneau est dit non nul s'il n'est pas réduit à {0}.

Si A est un anneau non nul on note A* = A — {0}.

4.1.1.4. Exemple

Soient A un anneau et E un ensemble non vide; soit F{E, A) l'ensemble
des applications de E dans A.
Pour / , g e T{E, A), définissons la somme / + g et le produit fg par les
équations

(/ + «)(«) = /(*) + </(*)
(fg)(x) = f(x)g{x)

quel que soit x e E.

Alors l'ensemble T{E, A), muni des deux lois de composition

(f,g)*—*f + g et (/,</)•—* fg
est un anneau (commutatif si et seulement si A est commutatif). L'élément unité
de T(E, A) est l'application constante égale à 1.

4.1.1.5. Exemple

Soit G un groupe abélien non réduit à {0} (noté additivement). L'ensemble
End(G) des endomorphismes de G, muni des deux lois de composition

définies par

(fog)(x)=f(g(x))
pour tout x e G, est un anneau en général non commutatif. L'élément unité de
End(G) est l'application identique de G.

4.1.1.6. Exemple

Soient A et B deux anneaux. L'ensemble produit A x B, muni des lois
définies par :

(b) + ('b') ( + 'b + b')

quels que soient a, a' e A et 6, b' e B, est un anneau appelé anneau produit
des anneaux A et B.
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On vérifiera, à titre d'exercice, qu'on définit bien ainsi une structure d'anneau
sur A x B, l'élément unité étant (1,1).

De plus, l'anneau produit A x B est commutatif si et seulement si A et B le
sont.

4.1.1.7. Exemple

Soit n un entier naturel > 0. Nous savons déjà, d'après l'Exemple 3.4.3.2,
que Z / n Z est un groupe abélien pour l'addition (x, y) i—> x + y = x + y.
Montrons que Z/nZes t un anneau commutatif. Pour cela, remarquons d'abord
que la congruence modulo n est compatible avec la multiplication de Z

En effet, si x, y, x' et y1 sont des nombres entiers relatifs tels que

x = x' (mod n) et y = y1 (mod n),

il existe des éléments k et k' de Z tels que

x — x' = kn et y — y1 = k'n.

On en tire x = x' + kn, y = y1 + k'n.

D'OÙ xy = x'y' + n(ky'+ k'x' + kk'n).

On en déduit que xy = x'y1 (mod n).

On peut donc définir une loi de composition interne dans Z /nZ , appelée
multiplication, en posant :

xxy = x xy.

Alors le groupe Z / n Z , muni de l'addition (x, y) i—• x + y et de la multipli-
cation_(x, y) i—* xxy ainsi définies, est un anneau commutatif, l'élément unité
étant 1 (à vérifier).

L'anneau ainsi défini s'appelle l'anneau des entiers modulo n.

Nous avons déjà dressé la table d'addition de Z / 4 Z Dressons sa table de
multiplication (la classe de n étant notée n).

ó

i

2

3

0

Ó

Ó

Ó

Ó

1

Ó

i

2

3

2

Ö

to
-

ó

2

3

Ó

3

2

i
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4.1.2. RÈGLES DE CALCULS DANS UN ANNEAU

Soit A un anneau. Toutes les règles de calcul valables dans un groupe abélien
s'appliquent évidemment au groupe additif de A qui est l'ensemble A considéré
comme groupe abélien. Par exemple, l'opposé d'un élément x £ Ase note —x
et on note x + (—y) = x - y.

Io Pour tout élément x d'un anneau A, on a :

(4.1.2.1) x -0 = 0 x = 0 .

En effet, on a :

x • 0 = x(0 + 0) = x • 0 + x • 0,

d'où puisque tout élément de A est régulier pour l'addition, x • 0 = 0.

On montre de même que 0 • x = 0.

2° Pour tout x e A et tout y G A, on a :

(4.1.2.2) x{-y) = (-x)y = -(xy).

En effet, pour tout y G A, on a y + (—y) = 0 ; donc

x (y + (-y)) =xy+ x(-y) = x • 0 = 0.

Par suite x{-y) est l'opposé de xy.

On démontrerait de même que (—x)y est l'opposé de xy.

On en déduit;

(4.1.2.3) (-x) (-y) = - ((-x)y) = - (-(xy)) = xy.

Notons que si A n'est pas l'anneau nul, alors 1 ^ 0. En effet, la relation
(4.1.2.1) montre que s'il existe x 6 A tel que x ^ 0, alors x • 0 = 0 / x, donc 0
ne peut être l'élément neutre de la multiplication. L'anneau nul est donc le seul
anneau dans lequel on a : 1 = 0.

3° Pour tout élément x e A, on définit par récurrence sur l'entier n G H les
éléments xn et n • x, en posant :

x° = 1, xn=xn~l-x

0 x = 0 , nx = (n- l)x + x.

On a alors les propriétés suivantes que l'on vérifie aisément par récurrence :

(4.1.2.4) x m . x n = x m + n

(4.1.2.5) (m + n)x = m - x + n - x

quels que soient m, n G Net x G A.

4° Pour tout x G A et pour tout n GÎSlona:

(4.1.2.6) nx = (nl)x = x ( n l ) .
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Pour n = 0, les égalités sont vraies d'après (4.1.2.1) et la définition de 0 • x.
Supposons (4.1.2.6) vraie pour l'entier n. On a

(n+l)-x = nx + x = (n- l)a; + 1 -x = (n • 1 + l)x

On montrerait de même que

Ces règles de calcul nous permettent de développer les produits de sommes
d'éléments d'un anneau A en tenant compte de l'ordre des termes. Si A est
commutatif, on peut procéder à des simplifications.

5° Formule du binôme

4.1.2.1. Théorème

Soit A un anneau et soient a et h deux éléments permutables de A. Pour tout
entier n>l,ona la formule dite du binôme :

(4.1.2.7) (a + 6)" =
k=0

Démonstration. Raisonnons par récurrence sur n. Pour n = 1, le résultat est
trivial car la formule se réduit alors à (a + 6)1 = 1 • a + 1 • 6.

Supposons (4.1.2.7) vraie pour l'entier n > 1, et montrons qu'elle est vraie
pour n + 1. On a donc d'après l'hypothèse de récurrence

*=o

En multipliant cette relation par a + b, il vient :

( (Cìa-W) b.
\*=o / \*=o /

Or, on montre facilement que, puisque a et 6 sont permutables, il en est de
même de a? et bq quels que soient p, q G H.

Donc:

(a + b)n+1 = ¿ C*an+1-fc6fc + ¿ Ck
nan

fc=0 Jb=O
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Le coefficient de an+1~kbk dans le second membre de cette relation est

Ck
n + <#- ' = C*+i p o u r l < * < n .

Comme d'autre part

C°n = C°n+1 = l et C»

on obtient, après regroupements :

Jb=O

Donc (4.1.2.7) est vraie pour n + 1, donc pour tout entier n > 1.

4.1.3. PROPRIÉTÉS ÉLÉMENTAIRES DES ANNEAUX

• Diviseurs de zéro

Soit A un anneau et soit a e A. Alors nous savons que a • 0 = 0 • a = 0.
On voit ainsi que dans un anneau, le produit de deux facteurs est nul lorsque

l'un des facteurs est nul. La réciproque est inexacte comme le montre l'exemple
suivant.

4.1.3.1. Exemple

Prenons A = E x E. Pour (a, 6) G A et (c, d) e A, posons :
(a, b) + (c, d) = (a + c, b + d), (a, b) (c, d) = (ac, bd).

Alors A est un anneau commutatif, l'élément unité étant (1,1) et l'élément
nul étant 0 = (0,0). On a (1,0) (0,1) = (0,0) = 0 et pourtant (1,0) # 0 et
(0,1) ^ 0. Cette remarque permet de poser la définition suivante.

4.1.3.2. Définition

Soit A un anneau non réduit à {0}. On dit qu'un élément a € A est un
diviseur de zéro à gauche (resp. à droite) si a ^ 0 et s'il existe un élément non
nul b de Atei que ab = 0 (resp. ba = 0).

Si A est commutatif, les notions de diviseur de zéro à gauche et à droite
coïncident.

Dire que a est un diviseur de zéro à gauche, revient à dire que a ^ 0 et que a
n'est pas régulier à gauche pour la multiplication.

En effet, si a est non nul et est un diviseur de zéro à gauche, il existe b non
nul dans A tel que ab = 0 ; alors la relation ab = 0 = a. 0 montre que a n'est
pas régulier à gauche pour la multiplication de A.

Réciproquement, si ax = ay avec x ^ y, alors on a
a(x — y)=0 avec x - y ^ 0 ;

a est un diviseur de zéro à gauche.
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De même, a est un diviseur de zéro à droite si et seulement si a ^ 0 et n'est
pas régulier à droite pour la multiplication de A.

4.1.3.3. Définition

On dit qu'un anneau A est intègre ou est un anneau d'intégrité s'il est non
nul, commutati/et s'il ne possède pas de diviseurs de zéro.

Autrement dit l'anneau A est intègre si la relation ab = 0 implique a = 0 ou
6 = 0.

• Éléments nilpotents

4.1.3.4. Définition

Soit A un anneau. On dit qu'un élément x G A est nilpotent s'il existe un
entier n > 1 tel que xn — 0.

On notera que si A possède un élément nilpotent a non nul, alors A possède
des diviseurs de zéro car alors a • a""1 = 0 = a""1 • a.

• Éléments inversibles

4.1.3.5. Définition

Soit A un anneau et soit a £ A. On dit que a est un élément inversible de A
si a possède un symétrique pour la multiplication.

Nous noterons A* l'ensemble des éléments inversibles de A.

4.1.3.6. Théorème

Soit A un anneau non nul. L'ensemble A* des éléments inversibles de A est
un groupe pour la multiplication de A.

Démonstrations. D'après le Théorème 2.2.4.2 d), si x e A* et y € Ax, alors
xy e A* ; on peut donc définir sur Ax la multiplication (x, y) \—> xy. La
multiplication est associative dans A* puisqu'elle l'est déjà dans A.

On a évidemment 1 6 A x et 1 est l'élément neutre pour la multiplication
dans A*. Enfin si a € A*, on a

aa~l = a~la = 1,

ce qui montre que a"1 G A*. Donc A* est un groupe pour la multiplication.

L'ensemble A*, muni de la multiplication (x, y) i—> xy s'appelle le groupe
multiplicatif de l'anneau A ou encore le groupe des éléments inversibles de
l'anneau A.

Par exemple, dans l'anneau Zdes entiers relatifs, on a Z x = {-1,1}.
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4.2. Sous-anneaux. Idéaux. Anneaux
quotients

4.2.1. SOUS-ANNEAUX

4.2.1.1. Définition

Soient A un anneau et B une partie non vide de A. On dit que B est un
sous-anneau de Asi les conditions suivantes sont vérifiées :

a) B est un sous-groupe du groupe additif A.

b) Les relations xÇBetyÇB impliquent xy G B.

c) L'élément unité 1 de A appartient à B.

On vérifie facilement que l'ensemble B, muni des deux lois de composition

(x,y)i—>x + y et (x, y) i—> xy

induites par celles de A, est un anneau.
Le théorème suivant donne une caractérisation des sous-anneaux.

4.2.1.2. Théorème

Soient A un anneau et B une partie de A. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

a) B est un sous-anneau de A.

b) 1 G B et quels que soient x,y G B,ona x — y G B et xy G B .

Démonstrations. Si B est un sous-anneau de A, il est clair que la condition b)
est vérifiée.

Réciproquement, si la condition b) est vérifiée, B jí 0 atr 1 G B et B est
un sous-groupe du groupe additif A (puisque les relations x G B et y G B
entraînent x — y G B). D'autre part, comme les relations x e B et y € B
impliquent xy G B, on voit que B est bien un sous-anneau de A.

On démontre aisément que toute intersection de sous-anneaux de A est un
sous-anneau de A. On peut donc parler du plus petit sous-anneau contenant une
partie non vide H de A ; c'est l'intersection de tous les sous-anneaux de A
contenant H. On l'appelle le sous-anneau engendré par H.

4.2.1.3. Exemples

a) F est un sous-anneau de C.

b) Soit A un anneau ; A est un sous-anneau de A mais {0} n'est pas un sous-
anneau de A si A ^ {0}.

Nous allons introduire maintenant la notion d'idéal dont le rôle en théorie
des anneaux est l'analogue de celui des sous-groupes distingués en théorie des
groupes.
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4.2.2. IDÉAUX

4.2.2.1. Définition

Soit A un anneau et I une partie de A. On dit que I est un idéal à gauche
(resp. à droite) de A si :

a) I est un sous-groupe du groupe additif A.

b) Quel que soit a G A et quel que soit x G I, on a ax G / (resp. xa G I).
On dit que I est un idéal bilatère ou simplement un idéal de A si I est à la fois
un idéal à gauche et un idéal à droite de A.

Notons que dans un anneau commutatif, tous les idéaux sont bilatères.

4.2.2.2. Exemple

Dans tout anneau A, les sous-groupes triviaux A et {0} sont des idéaux. Tout
idéal de A autre que A et l'idéal nul {0} s'appelle un idéal propre de A.

4.2.2.3. Exemple

Soit A un anneau et soit a G A. Alors Aa = {xa : x G A} est un idéal à
gauche de A. En effet, d'une part Aa ¿0 car a = 1 • a G Aa, et d'autre part si
x et y appartiennent à Aa, il existe x' et y7 dans A tels que x = x'a et y = y'a,
d'où:

x — y = (x' - j /)a G Aa ;

donc Aa est un sous-groupe du groupe additif A. Enfin pour tout z G A, on a :

zx = z{x'a) = (zx')a G Aa

et la condition b) de la définition d'un idéal est vérifiée.

De même aA est un idéal à droite de A.

Désormais, lorsqu'on parlera d'idéal sans préciser, il s'agira toujours d'idéal
bilatère.

4.2.2.4. Définition

Soit I un idéal de l'anneau A. On dit que I est un idéal maximal si I
et si, pour tout idéal J diffèrent de 1,1 C J implique J = A.

4.2.2.5. Remarques

a) Si I est un idéal de l'anneau A et si 1 G I, alors / = A. En effet, quel que
soit a G A, on a 1 • a = a G /, donc Adi. Comme on a toujours I c A, alors
1 = A.
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b) Si I est un idéal propre de l'anneau A, aucun élément de / n'est inversible. En
effet, s'il existe a G / tel que a"1 existe, alors a~la — 1 G / , et I = A d'après
a) ce qui est contraire à l'hypothèse, donc a n'est pas inversible.

4.2.2.6. Théorème

Soient A un anneau et (I\)\ÇL une famille d'idéaux à gauche (resp. à droite)
de A. Alors I = Q I\ est un idéal à gauche (resp. à droite) de A.

Démonstration. Supposons que (7A)A€¿
 s°it u n e famille d'idéaux à gauche

de A. On sait déjà (Théorème 3.2.2.1) que / est un sous-groupe du groupe
additif A Soit x G I ; on a x e Ix pour tout A G L. Comme h est un idéal à
gauche, on a bx G h pour tout b G A et pour tout A G L, d'où bx ç. I; donc /
est un idéal à gauche de A.

On démontrerait de même que toute intersection d'idéaux à droite (resp.
d'idéaux bilatères) de A est un idéal à droite (resp. bilatère) de A.

Soient A un anneau et X une partie de A. Il existe des idéaux à gauche
de A contenant X (par exemple A lui-même). L'intersection de tous ces idéaux
à gauche est un idéal à gauche de A contenant X et c'est le plus petit, au sens de
l'inclusion. On l'appelle l'idéal à gauche engendré par X.

On définirait de même l'idéal à droite engendré par X et l'idéal bilatère
engendré par X.

Par exemple, si a est un élément fixé de A, l'idéal à gauche engendré par a
est l'ensemble

Aa = \xa : x G A}.

Nous savons déjà que Aa est un idéal à gauche de A ; cet idéal contient a car
a = 1 • a G Aa. De plus, si / est un idéal à gauche de A contenant a, / contient
xa pour tout x G A ; donc on a Aa c / et par suite Aa est l'idéal à gauche
engendré par a.

On montrerait de même que l'idéal à droite engendré par a est l'ensemble
aA.

Plus généralement on démontrera le théorème suivant à titre d'exercice.

4.2.2.7. Théorème

Soient A un anneau et X une partie non vide de A. L'ensemble J des
éléments x de A ayant la propriété suivante : il existe un entier n > 0, une suite
x\,..., xn de n éléments de X et une suite ai,...,anden éléments de A tels que
x = a\x\ + ... + anxn est l'idéal à gauche de A engendré par X.

4.2.2.8. Définition

Soit A un anneau. On dit qu'un idéal I de A est un idéal principal s'il existe
a G Atei que I = Aa = Aa.

On dit qu'un anneau A est principal s'il est commutati/, intègre, et si tout
idéal de A est principal.
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4.2.2.9. Exemple

Les idéaux de Z sont les ensembles de la forme riZ, n e N O n sait déjà que
tout sous-groupe de Z est de la forme riZ, n £ IN (Exemple 3.2.1.6) et il est clair
que si a e Z et x G nZ, alors ax £ n Z . Donc Z est un anneau principal.

4.2.3. ANNEAUX-QUOTIENTS

4.2.3.1. Théorème

Soient A un anneau et I un idéal bilatère de A. Alors la relation définie par
xHy «=>• x — y £ I est une relation d'équivalence sur A, compatible avec les
deux lois de A. L'ensemble quotient, noté A/I, muni des deux lois quotients est
un anneau appelé anneau-quotient de A par I.

Si, de plus, A est commutati/, l'anneau A/I est commutati/.

Démonstration. Comme / est un sous-groupe du groupe additif A, H est une
relation d'équivalence (Théorème 3.4.2.3). On peut donc définir le groupe additif
quotient A/I.

Montrons que la relation H est compatible avec la multiplication de A.

On doit démontrer que les relations x — x' G I et y — y1 £ I impliquent
xy — x'y1 £ / . Or si x — x' = u £ I et y - y1 = v £ / , on a :

x = x' + u et y = y1 + v,

d'où
xy = x'y' + x'v + uy' + uv.

Comme I est un idéal, x'v £ I, uyf £ I et uv £ I ; on en déduit :

xy — x'y' = x'v + uy' + uv £ I.

On peut donc définir la loi quotient de la multiplication en posant

quels que soient x = x + I £ A/I et y = y + I G A/I.

Si A est commutatif, il est clair que cette multiplication de A/I est commu-
tative.

On vérifie facilement que la multiplication de A/I est associative et distri-
butive par rapport à l'addition de A/I. Donc A/I, muni des deux lois quotient,
est un anneau.

Par exemple Z/nZ, n £ W, est un anneau commutatif (voir l'Exemple
4.1.1.7) car nZest un idéal de Z
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4.3. Morphismes d'anneaux
4.3.1. DÉFINITION ET PROPRIÉTÉS DES MORPHISMES

D'ANNEAUX

4.3.1.1. Définition

Soient A et B deux anneaux. On dit qu'une application f de A dans B est
un morphisme ou un homomorphisme d'anneaux 5/ ;

a) /(l) = 1.

b) f(x + y) = f{x) + f(y) et f{xy) = f(x) /(y) quels que soient x,yçA.

On définit comme pour les groupes, les notions d'endomorphisme, d'isomor-
phisme et d'automorphisme d'anneaux.

Le noyau d'un morphisme d'anneaux est le noyau du morphisme des groupes
sous-jacents (A, +) et (B, +).

Le noyau d'un homomorphisme d'anneaux / est noté Ker(/).

4.3.1.2. Exemple

Si I est un idéal bilatère d'un anneau A, l'application canonique TT :
A — • A/I est, par définition de l'anneau A/I, un morphisme d'anneaux. On
l'appelle Fhomomorphisme canonique.

4.3.1.3. Théorème

Soient A,B et C trois anneaux, f un morphisme de A dans B et g un
morphisme de B dans C. Alors :

a) gof est un morphisme de A dans C.

b) Si f est un isomorphisme de A sur B, l'application réciproque / - 1 est un
isomorphisme de B sur A.

La démonstration est évidente et est laissée au lecteur.

4.3.1.4. Théorème

Soit f : A —• B un morphisme d'anneaux. Alors :

a) /(0) = 0 et f(-x) = -f(x) pour tout x G A.

b) Si x est un élément inversible de A, on a f{x~l ) = (f(x)) ~ .

c) Si A' est un sous-anneau de A, f(A') est un sous-anneau de B.
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d) Si B' est un sous-anneau de B, f~l(B') est un sous-anneau de A.

e) Si I est un idéal de B,f~l{I) est un idéal de A, et f est injectifsi et seulement
«Ker(/) = {0}.

Démonstration, a) Puisque le morphisme d'anneaux / : A —• B possède
les propriétés d'un morphisme de groupes abéliens, les propriétés du a) sont
vérifiées.

b) se démontre comme le b) du Théorème 3.3.2.2.

c) On sait que f(A') est un sous-groupe du groupe additif B. On a d'abord
1 G f(A') car A' est un sous-anneau et / est un morphisme d'anneaux. Soient
d'autre part / ( i ) et f(y) deux éléments de f(A'). On a f(x) f(y) = f(xy) G
f(A') ; donc f(A') est bien un sous-anneau de B.

d) Nous savons déjà que /~1 (B1) est un sous-groupe du groupe additif A (Théo-
rème 3.3.2.2). On a 1 G f-l{B') car / ( l ) = 1 G B'. Si x G f-l(B') et
y G rx{B'), on a /(*) G B' et f(y) G B'. D'où f{xy) = /(*) f(y) G B'
car B' est un sous-anneau de B. Donc xy G f~l(B') et f~x{B') est bien un
sous-anneau de A.

e) / étant un sous-groupe du groupe additif B, f~l{I) est un sous-groupe du
groupe additif A d'après le Théorème 3.3.2.2. Soient o G A et x G Z"1 (7). Les
relations /(a) G B et /(x) G / impliquent

f(ax) = f(a)f(x)el et /(xa) = f(x) f(a) G 7
puisque / est un idéal de B. Donc ax G / (7) et xa G f'1 (7), ce qui prouve
que f~l (7) est un idéal de A.

En particulier, Ker(/) = f'1 ({0}) est un idéal de A et d'après le Théorème
3.3.2.4, / est injectifsi et seulement si Ker(/) = {0}.

4.3.2. DÉCOMPOSITION CANONIQUE D'UN MORPHISME
D'ANNEAUX

Soient A et B deux anneaux et f : A —• B un morphisme d'anneaux.
Considérons la relation d'équivalence xTZy si et seulement si f(x) = f(y) <=>
f(x - y) = 0 •<=>• x - y G Ker(/). Comme Ker(/) est un idéal de A,
on peut former l'anneau-quotient A/Ker(/). L'application canonique irdeA
sur j4/Ker(/) est un homomorphisme d'anneaux (Exemple 4.3.1.2) ; l'injection
canonique j : f(A) —• B est un homomorphisme d'anneaux. On peut montrer
enfin comme pour les groupes, que la bijection / de A/Ker(f) sur f(A) définie
par /(¿) = f\x) où'x G x est un isomorphisme d'anneaux.

On peut donc énoncer :

4.3.2.1. Théorème

Soient f : A —• B un morphisme d'anneaux, ir le morphisme canonique
de A sur A/Kei(f) et j l'injection canonique de f(A) dans B. Alors il existe
un isomorphisme unique f_de l'anneau-quotient A/Ker(/) sur le sous-anneau
f(A) de B tel que f - joj on.
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4.3.3. CARACTÉRISTIQUE D'UN ANNEAU

Soit A un anneau non nul. On véñfie immédiatement que l'application
/ : Z —> A définie par

/(n) = n • 1
pour tout n e Z est un morphisme d'anneaux tel que / ( l ) = 1. Si g est un
morphisme de Z dans A alors, #(1) = 1 ; on en déduit g(n) = n • 1 pour tout
n G Z, donc g = f. Il existe donc un morphisme unique / de Z dans A tel que
/ ( l ) = 1. Le noyau de / , qui est un idéal de Z est de la forme pZ, pour un
entierp K

Ces considérations nous amènent à poser la définition suivante :

4.3.3.1. Définition

On appelle caractéristique de l'anneau non nul A, l'entier p>0tel que pZ.
soit le noyau du morphisme f : Z —• A défini par f(n) = n • 1.

D'après le Théorème 4.3.2.1, l'image /(Z) de / est un sous-anneau de
l'anneau A, isomorphe à Z/pZ. Donc si le morphisme / est injectif, le seul
entier p tel que p • 1 = 0 est p = 0. On dit que l'anneau A est de caractéristique
nulle. Dans ce cas, /(Z) est isomorphe à Z, donc A est un ensemble infini.

Si le morphisme / n'est pas injectif, il existe un plus petit entier p > 0 tel
que p • 1 = 0. On dit alors que l'anneau A est de caractéristique p > 0. Alors
tout entier n tel que n i = 0 est un multiple de p et pour tout a E i , o n a
pa = (p • l)a = 0 • a = 0.

4.3.3.2. Exemples
a) Les anneaux Z, Q, E et C sont de caractéristique nulle.

b) Soit n un entier > 2. La caractéristique de l'anneau Z/nZest n. En effet, on
voit facilement par récurrence sur m e H que nix = m~x pour tout ~x e Z/nZ.
Donc pour toutï e Z /nZ onarix = Tix =Ôx = 0 -x = Ü.

4.3.3.3. Théorème

Soit A un anneau d'intégrité et soit p sa caractéristique. Alors p = 0 ou p
est un nombre premier.

Démonstration. Supposons p > 0. Si p n'est pas premier, on a p = mn avec
0 < m < p etO < n < p. Donc

0 = p • 1 = (mn)l = (m • 1) (n • 1).

Comme A est intègre, on a nécessairement m l = 0 o u n l = 0 c e q u i
contredit le fait que p est le plus petit entier positif tel que p • 1 = 0. Donc p est
un nombre premier.
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4.4. Divisibilité dans un anneau

Dans ce paragraphe, nous considérons uniquement des anneaux commutatifs
et intègres. Dans un tel anneau A l'idéal engendré par l'élément a de A est
aA = Aa et est noté (a).

Notre objectif principal est l'étude sommaire de la divisibilité dans un cadre
plus général que celui déjà bien connu de l'anneau Z

4.4.1. GÉNÉRALITÉS

4.4.1.1. Définition

Soit A un anneau commutati/et intègre et soient a et b deux éléments de A.
On dit que a divise 6 ou que b est divisible par a, et on écrit a\b, s'il existe q G A
tel que b = aq.

On dit aussi que a est un diviseur de b ou que b est un multiple de a.

Par exemple, tout a G A est multiple de tout élément inversible u de A car
a = u(u~la) et tout a € A divise 0 car 0 = a • 0.

On dit que deux éléments a et 6 de l'anneau A sont associés s'il existe un
élément inversible u G A tel que 6 = au. Alors a = bv avec v = u"1 .

4.4.1.2. Définition

Soit A un anneau principal. On dit qu'un élément p ^ Ode A est premier ou
irréductible ou extremal s'il n'est pas inversible et si ses seuls diviseurs sont
les éléments inversibles de A et les éléments qui lui sont associés.

Dans Z, un élément extremal est appelé un nombre premier.

Le théorème suivant montre l'importance des idéaux principaux dans l'étude
de la divisibilité.

4.4.1.3. Théorème

Soit A un anneau commutati/et intègre et soient aetb deux éléments de A.
Alors :

a) a divise b si et seulement si (b) c (a).

b) (a) = (b) si et seulement s'il existe un élément inversible u de A tel que
b = au.

Démonstration, a) Si a\b, il existe q G A tel que b = aq; alors pour tout x G A,
on a bx = a(qx), donc (6) C (a).

Réciproquement, si (b) c (a), on a b = b • 1 G aA, donc 6 G aA et il existe
c G A tel que 6 = ac, ce qui montre que a\b.
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b) Si (a) = (6), il existe q, u e A tels que a = bq et 6 = au ; d'où b — bqu. Si
b = 0, a = b = 0 et b — a • 1. Si 6 ^ 0, comme A est intègre, qu - 1 et u est
inversible.

Réciproquement, s'il existe un élément inversible u de A tel que 6 = au,
alors a\b, donc (6) C (a). La relation 6 = au implique a = ou"1, donc b\a et
par suite (a) c (b). Finalement, on a bien (a) = (b).

Dans tout ce qui suit, lorsque nous dirons «soit A un anneau principal», il
s'agira toujours d'anneau d'intégritécommutatif dans lequel tous les idéaux sont
principaux. Nous nous proposons d'établir certaines propriétés arithmétiques des
anneaux principaux ; le cas de l'anneau principal Z est déjà bien connu.

4.4.2. PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR

Soit A un anneau principal et soient ai , . . . , an des éléments non nuls de A.
Nous nous proposons d'étudier les éléments p de A qui divisent chacun des a,-,
c'est-à-dire les éléments p tels qu'il existe des éléments g, de A vérifiant

ai =pqi (1 < i < n).

Il est clair que tout diviseur commun à a\,...,an divise l'élément
aiui + ... + anun quels que soient les n éléments u\,..., un de A. Cela nous
conduit à étudier l'ensemble J des éléments de A de la forme

(4.4.2.1) aiui + ... + anun

où ui, . . . , un sont des éléments arbitraires de A.

4.4.2.1. Théorème

soit A un anneau principal et soient ai,..., an des éléments non nuls de A.
Alors

a) // existe un élément d G A, unique à la multiplication près par un élément
inversible de A, tel que V ensemble des multiples de d dans A soit V ensemble des
éléments de la forme z = aiu\ + ... + anun.

b) // existe des éléments u\,...,unde A tels que

(4.4.2.2) d= ai«i + ... + anun.

c) Pour qu'un élément de A divise simultanément ai,...,an, il faut et suffit qu'il
divise d.

Démonstrations, a) Considérons l'ensemble J des éléments de A de la forme

z = axu\ + ... + anun

oùui,...,uneA.
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II est clair que J est un idéal de A. C'est même l'idéal, noté (ai,.. . , an),
engendré par ai , . . . , a„. Comme l'anneau A est principal, J est engendré par un
élément due A; autrement dit, on a J = (d). L'unicité de d résulte du Théorème
4.4.1.3 b).

b) Puisque d G (d), il existe u\ , . . . ,«„ G ̂ 4 tels que

d = ai«i + ... + a n u n .

c) Soit p un diviseur commun à 01,. . . , a„. Écrivons

a¿ = PI* ( ! < * ' < »)•

En portant dans 4.4.2.2, il vient

ce qui montre que p divise d.

Réciproquement, soit c un diviseur de d. La relation J" = (d) montre que
l'idéal (d) contient les a¿ qui sont donc des multiples de d; par suite c est un
diviseur commun à ai,. . . , a„.

4.4.2.2. Définition

On appelle plus grand commun diviseur (P.G.C.D.) dea\,...,an,eton note
P.G.C.D. (ai, O2,..., an), tout élément dde A tel que

dA = ct\A + ... + anA.

La relation 4.4.2.2 s'appelle l'identité de Bezout.

4.4.2.3. Définition

On dit que les éléments ai,..., an de A sont premiers entre eux dans leur
ensemble s'ils admettent 1 pour P.G.C.D.

On dit que les a, sont premiers entre eux deux à deux si PGCD(a¿, a¡•,) = 1
pour tous les i, j tels que i ^ j .

On remarque que si n > 3 et si ai, . . . , an sont premiers entre eux deux à
deux, ils sont premiers entre eux dans leur ensemble ; cependant si ai , . . . , an sont
premiers entre eux dans leur ensemble, ils ne sont pas nécessairement premiers
entre eux deux à deux. Par exemple, dans ~Z, les nombres 12, 15 et 16 sont
premiers entre eux mais il ne sont pas premiers entre eux deux à deux puisque
PGCD(12,15) = 3.
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4.4.2.4. Théorème (Bezout)

Soient A un anneau principal etai,...,an des éléments de A. Les propriétés
suivantes sont équivalentes :

a) ai , . . . , a„ sont premiers entre eux dans leur ensemble.

b) // existe des éléments «i, . . . , un de A tels que

Démonstration, a) ==> b): Si a\,...,an sont premiers entre eux dans leur
ensemble, 1 est un PGCD de a\,..., an, donc un élément de l'idéal engendré par
ai, . . . , an. Donc il existe u\,..., un € A tels qu'on ait

... + anun = 1.

b) = ^ a): S'il existe des éléments «i, ...,«„ dentéis que ai «i + ...+a„«„ = 1,
alors 1 G (ai,..., a„), donc (ai,..., a„) = A et par suite 1 est un PGCD de
ai, ...,a„.

4.4.2.5. Corollaire

Soient a,b et c des éléments de l'anneau principal A. Si a est premier
séparément avec b et c, alors il est premier avec le produit bc.

Démonstration. D'après l'identité de Bezout, il existe des éléments u\,v\,x,y
de A tels que

au\ + bv\ = 1 et ax + cy = 1.

D'où, en multipliant membre à membre :

au -f bcv = 1

avec u = aui x + cu\ y+bv\ x et v — v\ y, ce qui montre que a et bc sont premiers
entre eux.

4.4.2.6. Théorème (Gauss)

Soient aetb des elementi non nuls de A et soit d un diviseur du produit ab.
Si d est premier avec a, alors d divise b.

Démonstration. Si d et a sont premiers entre eux, il existe u, v € A tels que

du + au = 1.

En multipliant les deux membres de cette identité par 6, il vient

bdu + abv = 6 ;

puisque d divise à la fois bdu et ab (par hypothèse), il divise b.
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4.4.2.7. Corollaire

Soient b\,...,bn des éléments de A premiers entre eux deux à deux. Si un
élément a de A est divisible séparément par bit..., bn, alors a est divisible par
le produit b\ b% ... 6„.

Démonstration. Il suffit de démontrer le résultat dans le cas où n = 2 ; le
théorème s'obtient en faisant une récurrence facile sur n.

Par hypothèse, il existe c\ e A tel que a = 6^1 ; 62» divisant b\c\ et étant
premier avec 61, divise c\. Il existe donc ci G A tel que c\ — b%ci\ d'où
a — 6162C2.

4.4.3. PLUS PETIT COMMUN MULTIPLE

Soient ai,..., a„ des éléments non nuls de l'anneau principal A. Tout multiple
de a, est un élément de l'idéal (a,) ; donc les multiples communs aux a, sont
les éléments de l'idéal (ai) n ... n (a„). Cet idéal étant principal, il existe
un élément m de A, unique à la multiplication près par un élément inversible
quelconque de A, tel que

(4.4.3.1) ( a i ) n . . . n ( a B ) = (m)

et tout multiple commun aux a, est un multiple de m.

On est ainsi amené à poser la définition suivante.

4.4.3.1. Définition

On appelle plus petit commun multiple (P.P.C.M.) de a\,..., an, tout élé-
ment m de A tel que

(a , )n . . .n(a„) = (m).

4.4.3.2. Théorème

Soient A un anneau principal, a et b des éléments non nuls de A, d un
P.G.C.D., m un P.P.C.M. de a et b. Alors ab = md à la multiplication près par
un élément inversible.

Démonstration. Posons a = a'd&tb — b'd; alors a' et b' sont premiers entre
eux. En effet, il existe u,v £ A tels que au = bv = d, d'où en simplifiant par d,
la relation a'u + b'v = 1, qui montre que P.G.C.D.(a', 6') = 1.

On peut écrire a'b'd = ab' = a'b, donc a'b'd G (m).

Réciproquement, en écrivant m = xa et m = yb, on a: xa = yb ou
xa'd = yb'd. On en déduit xa' = yb' puisque d est un élément non nul de
l'anneau intègre A. Comme PG.C.D.(a', 6') = 1, on peut écrire (Théorème de
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Gauss), x — zb', d'où m — zb'a = za'b'd. Donc m G (a'b'd) et par suite, on a
(m) = (a'b'd). D'après le Théorème 4.4.1.3b), il existe un élément inversible u
de A tel que m = a'b'du, d'où md — a'b'dud — abu.

4.5. Corps

4.5.1. DÉFINITIONS. PROPRIÉTÉS FONDAMENTALES

4.5.1.1. Définition

On appelle corps tout anneau K non nul dans lequel tout élément non nul
est inversible.

On dit qu'un corps est commutarti si sa multiplication est commutative.

Ainsi pour un corps K on a, K* = K*.

Si 1 est l'élément unité du groupe multiplicatif Kx, alors 1 est l'élément
unité de K. Ainsi un corps possède toujours au moins les deux éléments 0 et 1.

Les notions définies pour les anneaux (intégrité, morphisme, idéal, carac-
téristique) s'appliquent également aux corps qui sont des anneaux particuliers,
mais certains résultats prendront ici des formes particulières.

4.5.1.2. Exemple

Les anneaux <Q, R et C sont des corps commutatifs de caractéristique 0.

4.5.1.3. Exemple

L'ensemble (Q V^ = <a + by/l : a, b g I Q | muni de l'addition et de la

multiplication ordinaires est un corps commutatif.

Dans un corps commutatif, on écrit souvent xy~l = y~l x = x/y. On vérifie
facilement que toutes les règles de calculs habituelles dans E et C sont valables
dans un corps commutatif.

Le résultat suivant fournit un exemple important de corps.

4.5.1.4. Théorème

a) Soit a G Z. Dans l'anneau ~Z./riZ+ l'élément 5 est inversible si et seulement si
aetn son premiers entre eux.

b) L'anneau ~Z./TÎZ. est un corps si et seulement si n est un nombre premier.

Démonstration, a) On a les équivalences :
a inversible •<=> il existe u G Z tel que 5 u = 1

<£=> au = 1 mod(n)
•$=> il existe v G Z tel que au — l — vn soit a« — vn = 1, ce qui,

d'après l'identité de Bezout, signifie que a et n sont premiers entre eux.
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b) Rappelons queZ/nZ = {0,1,..., n — l } .

Supposons que n soit premier et soit p G IN tel que 0 < p < n ; alors n et p
sont premiers entre eux, donc d'après a), p~ est inversible et Z/nZest un corps.

Inversement, si Z/nZ est un corps, tout élément m (0 < m < n) de Z/nZ
est inversible; donc d'après a), m et n sont premiers entre eux. n n'admet donc
pas d'autres diviseurs positifs que 1 et lui-même. Donc n est un nombre
premier.

4.5.1.5. Théorème

a) Tout corps K est intègre.

b) Dans un corps K, tout élément non nul est régulier pour la multiplication
deK.

Démonstration, a) Soient a, b G K tels que ab = 0 et a ^ 0. Alors a"1 existe
et a"1 G K. La relation ab — 0 implique

0 = a~l0 = a-l(ab) = (a"1a)6 = 1 - 6 = 6.

b) On sait que K* = K — {0} est un groupe multiplicatif; donc tout élément de
K* est régulier pour la multiplication de K d'après le Théorème 2.2.4.2.

4.5.1.6. Remarque

Le théorème 4.3.3.3 montre que la caractéristique d'un corps est, soit 0, soit un
nombre premier.

4.5.2. SOUS-CORPS. IDÉAUX D'UN CORPS. MORPHISMES
DE CORPS

4.5.2.1. Définition

Soit K un corps. On dit qu'une partie K' de K est un sous-corps de K si :

a) K' est un sous-anneau de K.

b) Les relations x ^ 0 et x G K' impliquent a;"1 G K'.

On vérifie alors que l'ensemble K', muni des lois de composition induites par
celles de K est un corps. On dit aussi que K est un sur-corps ou une extension
du sous-corps K'.

Par exemple Q,est un sous-corps de E et R est un sous-corps de C.

On montre facilement que toute intersection de sous-corps d'un corps K
est un sous-corps de K ; on peut donc définir le sous-corps engendré par une
partie yl de K comme étant l'intersection de tous les sous-corps contenant A.
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4.5.2.2. Théorème

Séit M un idéal d'un anneau commutati/ A. Alors M est maximal si et
seulement si l'anneau quotient A/M est un corps.

Démonstration. Supposons M maximal et soit a un élément de A n'appartenant
pas à M. L'ensemble a A + M est un idéal de A contenant M et différent de M ;
donc aA + M = A. Alors, il existe un élément z de A et un élément m de Aftels
que az + m = 1. En prenant les classes modulo M, on obtient ~â~z = 5 z = 1, ce
qui montre que la classe de a est inversible dans A/M ; autrement dit l'anneau
quotient A/M est un corps.

Réciproquement, supposons que A/M soit un corps. Soit 7 un idéal con-
tenant M. Prenons un élément quelconque a de / , n'appartenant pas à M. La
classe de a n'est pas la classe nulle et est donc inversible dans A/M. Il existe un
élément u d e A tel que 1 = 5 ïï = au, ou 1 - au = 0 ; donc 1 — au G M et
par suite 1 = (1 - au) + au e I. On en déduit que I = A d'après la Remarque
4.2.2.5a). Donc Tidal / est maximal.

4.5.2.3. Théorème

Soit K un anneau commutati/non nul. Pour que K soit un corps il/aut et il
su/fit que les seuls idéaux de K soient {0} et K.

Démonstration. Supposons que K soit un corps et soit 7 un idéal de K distinct
de {0}. Soit x un élément non nul de 7. Comme K est un corps, x~l existe et
a;"1 G K ; donc x~lx = 1 e 7 puisque I est un idéal. Ainsi, pour tout a 6 K,
1 • a = a e 7, ce qui prouve que K C 7 ; donc I — K.

Réciproquement, supposons que les seuls idéaux de K soient {0} et K. Soit a
un élément non nul de K et considérons l'idéal principal (a) engendré par a :

(a) = {ax : x G K}.

(a) ^ {0} puisque a = a. 1 £ (a) et a ^ 0. On a donc nécessairement (a) = K.
Comme 1 G (a), il existe un élément x G K tel que ax = xa = 1 ; autrement
dit x est l'inverse de a. Ainsi tout élément non nul de K est inversible dans K ;
donc K est un corps.

Le théorème précédent est très utile dans l'étude des morphismes de corps.

4.5.2.4. Théorème

Soient K et K' deux corps commutati/s et f : K —> K' un morphisme de
corps. Alors / est une application injective.

Démonstration. / étant un morphisme d'anneaux, Ker(/) est un idéal de K ;
donc Ker(/) = {0} ou Ker(/) = K. Si Ker(/) = K, / est nulle, ce qui est
impossible puisque / ( l ) = 1 ^ 0 e i i ' ; donc Ker(/) = {0} et par suite, / est
injective.
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4.5.3. CORPS DES FRACTIONS D'UN ANNEAU
COMMUTATIF INTÈGRE

Étant donné un anneau commutatif et intègre A, nous nous proposons de
trouver un corps commutatif K contenant A comme sous-anneau.

4.5.3.1. Définition

On dit qu'un corps K est un corps des fractions de l'anneau intègre A si les
deux conditions suivantes sont vérifiées :

a) A est un sous-anneau du corps K.

b) Pour tout x G K,il existe dans A des éléments aetb tels que x = ab~1.

4.5.3.2. Théorème

Tout anneau commutatif intègre A admet un corps des fractions. Si K et L
sont des corps des fractions de l'anneau A, alors K et L sont isomorphes.

Démonstration. Soit E l'ensemble des couples (p, q) où p G A, q e A et q ^ 0.
Sur E, la relation V. définie par (p, q)H(p', q') <=> pq' = qp' est une relation
d'équivalence.

Il est clair que la relation ~R, est reflexive et symétrique. Montrons qu'elle est
transitive.

Si (p, q)H(p', q') et (p', q')n(p", q"), on a pq' = qp' et p'q" = q'p", donc
pq'q" = qp'q" = qq'p". Comme A est intègre et q' ^ 0, on en déduit pq" = qp",
donc (p, q)1Z(p", q"). Ainsi 11 est bien une relation d'équivalence.

Soit K l'ensemble quotient E/TZ ; notons ¡p l'application canonique de E
sur E/Tl.

On définit deux lois internes sur E en posant :

Addition : (p, q) + (r, s) = (ps + qr, qs)

Multiplication : (p, q) • (r, s) = (pr, qs).

On vérifie sans peine que l'addition et la multiplication ainsi définies sont
associatives, commutatives, admettent pour élément neutre (0,1) et (1,1) respec-
tivement, et que la multiplication est distributive par rapport à l'addition.

On vérifie également qu'elles sont compatibles avec la relation d'équiva-
lence V. ; par exemple, pour l'addition si

,q') et (r,s)K(r',s')

la relation
((P,q) + (r,s))n((p',q') + (r',s'))

qui s'écrit
(ps + qr)q's' - {p's' + q'r')qs = 0
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ou
ss'(pq' - p'q) + qq'(rs' - r's) = 0

est vérifiée.

Dans l'ensemble quotient notons encore + et • les lois quotients. Ces lois
sont associatives, commutatives et la multiplication est distributive par rapport
à l'addition.

Pour l'addition, ¡p(0,1) est l'élément neutre et <p(-p, q) est l'opposé de
(p(p, q) ; donc (K, +) est un groupe abélien.

Pour la multiplication, <p(l, 1) est l'élément neutre. Donc (K, +, •) est un
anneau commutatif.

En outre, si (p(p, q) est différent de p(0,1), c'est-à-dire si p ^ 0, <p(p, q)
admet pour inverse <p(q, p). En conclusion (K, +, •) est un corps commutatif.

Considérons l'application V> : A —• K, définie par ip(x) = <p(x, 1).

On a

1>(x + y) = <p(x + y, 1) = <p(x, 1) + <p(y, 1) = V(x) + ip(y)

ip(xy) = <p(xy, 1) = <p(x, 1) • <p(y, 1) = tp(x) ip(y)

ip est donc un morphisme d'anneaux. Ce morphisme est injectif car si (p(x, 1) =
0, alors x = 0. Donc l'anneau A s'identifie au sous-anneau ip{A) de K, puisque V>
est un isomorphisme de A sur le sous-anneau ip(A) de K.

Supposons maintenant qu'il existe un corps L et un morphisme injectif 0 :
A —• L. La relation (p, q)TZ(p', q') qui s'écrit pq' = p'q entraîne 6{p) 0(q') =
0(p') Kl)- Comme q ¿ 0 et q' ¿ 0, on a 0(q) ¿ 0 et 6(q') £ 0 puisque 6 est
injectif; ainsi 6{p) 0(q)~l ne change pas lorsqu'on remplace (p, q) par un autre
représentant de <p(p, q). Alors l'application <p(p, q) i—• 0(p) ^(g)"1 de K dans
L est un morphisme injectif de corps.

Le corps K qui vient d'etre construit répond donc à la question et c'est, à un
isomorphisme près, le seul corps répondant à la question.

4.5.3.3. Remarque

Si l'on identifie A au sous-anneau ip(A) de K, ce qui revient à remplacer
l'élément ip(p) de tp(A) par p, alors l'élément générique V"(p, q) de K prend la
forme pg"1 que l'on écrit aussi p/q.

4.5.3.4. Remarque

Si l'on applique la construction du corps des fractions en partant de l'an-
neau Z, on obtient le corps Q des nombres rationnels. Tout nombre rationnel
s'écrit donc p/q, avec p e Z e t g € Z - {0}.

Nous étudierons au Chapitres un autre exemple important des corps de frac-
tions : le corps K (X) des fractions rationnelles à une indéterminée à coefficients
dans un anneau commutatif intègre K.
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Chapitre 5 : POLYNOMES
ET FRACTIONS
RATIONNELLES

Dans ce chapitre, nous nous proposons de définir, à partir d'un anneau com-
mutatif K donné, un nouvel anneau commutatif noté K[X] et contenant K
comme sous-anneau. Cet anneau K[X] possède de nombreuses «propriétés
arithmétiques » de l'anneau Z ; nous étudierons quelques-unes de ces propriétés.

Les polynômes, c'est-à-dire les éléments de l'anneau K[X] seront introduits
comme expressions formelles.

Si K est un anneau commutatif intègre, nous verrons que l'anneau K [X] est
intègre; cet anneau n'est pas un corps mais il possède un corps des fractions. Si
en particulier K est un corps commutatif, le corps des fractions de l'anneau K [X]
est appelé l'anneau des fractions rationnelles à une indéterminée à coefficients
dans K. Ce corps sera étudié dans la deuxième partie.

Polynômes

5.1. Définitions générales
5.1.0.1. Définition

Soit K un anneau commutatif. On appelle polynôme à une indéterminée à
coefficients dans K, toute suite (cto, ai,...,) a" éléments de K nuls à partir a" un
certain rang.

Un tel polynôme est noté

P= (ao,ai,...,an,...) ou P = (an)n e jg.

Les an sont appelés les coefficients du polynôme P ; on dit que an est le
coefficient d'indice n ; ao s'appelle le terme constant.

Si tous les coefficients an du polynôme P sont nuls, on dit que P est le
polynôme nul et on le note 0. On appelle monôme un polynôme dont tous les
coefficients sont nuls sauf, au plus, l'un d'entre eux.

L'ensemble des polynômes à une indéterminée à coefficients dans l'anneau
commutatif K se note í [ ]
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Étant donné un polynôme P = (a<>, a\,..., an...) à coefficients dans K, on
appelle degré de P, et on note deg(P), le plus grand entier n tel que an ^ 0.
Cette définition s'applique à tout polynôme de K [X] sauf au polynôme nul 0. En
effet, tous les coefficients de 0 étant nuls, l'ensemble des indices des coefficients
non nuls de 0 est vide, donc cet ensemble n'admet pas de plus grand élément.

De même, le plus petit entier k tel que a* / 0 s'appelle la valuation du
polynôme P et se note val(P). Tout polynôme P sauf 0 admet une valuation.

On convient de noter deg(O) = —oo et val(0) = +oo où les symboles —oo
et +OO sont assujettis à vérifier les relations suivantes :

Pour tout n G Z, —oo < n < +oo

Pour tout n G Z, n + (+oo) = +oo ; n + (—oo) = —oo.

(+oo) + (+oo) = +oo; (-oo) + (-oo) = -oo.

Si P est un monôme non nul, c'est-à-dire si un seul coefficient a„ est non
nul, alors deg(F) = val(P) = n.

5.1.0.2. Exemple

Prenons K = Z et P= (0,1,0,4,0,0, ...).Onadeg(P) = 3etval(P) = 1.

5.1.0.3. Définition

On dit que deux polynômes P = (an)„eig et Q = (M„e]N de K[X] sont
égaux si pour tout entier n,ona an = bn.

En particulier P est le polynôme nul si et seulement si, pour tout entier n,
an = 0 .

5.2. Structure d'anneau de K[X]

Dans ce paragraphe K désigne un anneau commutatif sauf mention expresse
du contraire.

5.2.1. ADDITION DE DEUX POLYNÔMES

5.2.1.1. Définition

Soient P = (a„)„>0 et Q = (bn)n>o deux polynômes de K[X], On appelle
somme de Pet Q, et on note P + Q, le polynôme dont le coefficient d'indice n
est égal à an-\-bn:

(5.2.1.1) P + Q = (ao + bo,..., an + bn,...).
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5.2.1.2. Théorème

Le couple [K[X], +) est un groupe abélien.

Démonstration. Comme (K, +) est un groupe abélien, pour tout n G ïsl,
an + bn e K; donc (a0 + 60, • •-,«n + bn,...) est une suite d'éléments de K.
Si l'un des polynômes est nul, P + Q est égal à l'autre polynôme, donc la
suite (an + 6„)„>o possède un nombre fini d'éléments non nuls et P + Q G
K[X]. Si aucun des polynômes n'est nul, soient n et m les degrés de P et Q
respectivement; si Jb > max(n, m), on aura ak = 6* = 0, donc ak + bk — 0, ce
qui montre que P + Q G K[X].

Les propriétés de l'addition dans K [X] se déduisent facilement de celles de
l'addition dans K. Ainsi, pour tout n G Isl (a„ + bn) + cn = an + (bn + cn),
donc (P + Q) + R = P + (Q + R) et pour tout n G IN, an + bn = bn + an,
donc P + Q = Q + P. Le polynôme 0 est l'élément neutre pour l'addition dans
K[X] et tout polynôme P = (a„)„>o a pour opposé le polynôme, noté —P, tel
que -P = (-an)n>o.

5.2.1.3. Théorème

Posons K[X}* = K[X] - {0}. Alors si P,Q G K[X]* et si Q ¿ -P, on a

(5.2.1.2) deg(P + Q) < max (deg(P), deg(Q))

(5.2.1.3) val(P + Q) > min (val(P), val(Q)).

Démonstration. Il existe deux possibilités : deg(P) = deg(Q)
etdeg(P)/deg(Q).

1er cas : deg(P) = deg(Q) = n.

• Si an + bn = 0, alors deg(P + Q) < deg(P), donc (5.2.1.2) est vraie,
l'inégalité stricte ayant lieu.

• Si an + bn / 0, alors deg(P + Q) = deg(P) = deg(Q), donc (5.2.1.2) est
encore vraie, l'égalité ayant lieu dans ce cas.

2e cas : deg(P) ^ deg(Q). Supposons par exemple que deg(P) < deg(Q).
Alors, par définition du degré et de la somme, on a deg(P + Q) = deg(Q) =
max (deg(P), deg(Q)). Donc (5.2.1.2) est vérifiée.

On démontrerait de même la relation (5.2.1.3), en raisonnant sur a* et br, où
val(P) = k et val(Q) = r et en considérant les deux cas k = r et k ¿ r.

5.2.2. MULTIPLICATION DE DEUX POLYNÔMES

5.2.2.1. Définition

Soient P = (a„)„>o et Q = (6„)„>0 deux polynômes de K[X]. On appelle
produit de P et Q, et on note PQ, le polynôme dont le coefficient d'indice n est
défini par :
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(5.2.2.1) c = 2^ O.-6,-= 2 ^ a»6B_t.
»+j=n k=0

Montrons que l'on définit bien ainsi un polynôme à coefficients dans K. Si
a,- = 0 pour ¿ > no et b¡ = 0 pour j > mo, on a cn = 0 pour n > no + mo. En
effet, si n > no + mo, dans chaque terme a¿6j de cn, on a soit i > no et alors
ai = 0, soit j > mo et alors b¡ = 0 ; donc chaque terme de cn est nul, et par
suite P Q G K[X].

5.2.2.2. Théorème

Le triplet (K[X], + , . ) est un anneau commutati/.

Démonstration. Nous savons déjà que (K[X], +) est un groupe abélien et que
la multiplication est une loi interne sur /f [Â]. Il suffit donc de vérifier que
la multiplication des polynômes est commutative, associative, distributive par
rapport à l'addition et qu'elle admet un élément neutre.

Soit 1 = (1,0,0,...) le polynôme constant dont tous les coefficients sont
nuls sauf ao qui vaut 1. On vérifie facilement que pour tout P G K[X], 1 • P =
P • 1 = P, donc le polynôme 1 est l'élément unité de l'anneau /f[X].

Montrons que la multiplication est associative.

Soient P = (a„)n>o, Q = (bn)n>o et R = (c„)„>0 trois polynômes
dcK[X].

On a
PQ = (dn)n>o avec dn = ^ a¿6¿

i+j=n

QR=(en)n>o avec e„ = ] P brcs

Écrivons le terme un de rang n du produit (PQ)R:

= Gto6ocn + (ao&i + ai6o)cn_i + ... + (aobn •+• ai6n_i + ... + anbo)co-

De même le terme général vn du produit P(QR) est :

vn = aoen + ... + Ofcen_¿ + ... + anco

= ao(bocn + 6icn_! + ... + bnco) + ...-

Si on utilise la distributività de la multiplication par rapport à l'addition
dans K et l'associativité de ces lois dans K, on trouve un = vn pour tout n G N
Donc les deux polynômes (PQ)R et P(QR) sont égaux.

On démontrerait par une méthode analogue que

P(Q + R) = PQ + PR et (Q + R)P = QP + RP.
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5.2.2.3. Théorème

a) L'anneau K[X] est intègre si et seulement si l'anneau K est intègre.

b)SiP,QeK[X],ona

(5.2.2.2) deg(PQ) < deg(P) + deg(Q)

(5.2.2.3) val(PQ) > val(P) + val(Q)
Dans les relations (5.2.2.1) et (5.2.2.2) il y a égalité si l'anneau K est intègre.

Démonstration, a) Si l'anneau K possède des diviseurs de zéro, il existe des
éléments a^O et 6 ^ 0 de K tels que ab = 0. Alors dans K[X], on a

donc K [X] possède des diviseurs de zéro.

Si au contraire K est intègre, montrons que K[X] est intègre. Soient
P = (an)„>o et Q = (6„)„>o deux polynômes non nuls ; posons Ar = val(P) et
r = val(Q).

P=(0,...,0,ak,ak+u...)

Alors par definition de la multiplication,

Comme K est intègre, les relations ak ¿ 0 et 6r ^ 0 impliquent akbr ^ 0 ;
donc PQ^O.

b) Les inégalités sont évidentes si l'un des deux polynômes est nul. Écartons ce
cas. Supposons que deg(P) = net deg(Q) = m. La formule (5.2.2.1) montre
que Cp = 0 si p > n + m et cn+m = anbm. Si l'anneau K possède des diviseurs
de zéro, rien ne dit que cn+m ^ 0. On a donc en général

deg(PQ) <n + m = deg(P) + deg(Q).

Si l'anneau K est intègre, les relations an jt 0 et bn ^ 0 entraînent
cn+m = anbm ¿ 0. Donc

deg(PQ) = deg(P) + deg(Q).

On démontrerait de môme l'inégalité (5.2.2.3) en posant val(P) = k et
val(Q) = r et en remarquant que le premier coefficient non nul de PQ est akbr

si l'anneau K est intègre.

5.2.2.4. Théorème

Soit K un corps commutati/. Le groupe des éléments inversibles de l'an-
neau K[X] est l'ensemble des polynômes de degré 0.
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Démonstration. Si le polynôme P e K [X] est inversible et si Q est son inverse,
on a PQ = 1 ; d'où deg(PQ) = deg(P) + deg(<2) = deg(l) = 0. Donc
deg(P) = deg(<2) = 0, ce qui, par définition du degré, montre que P et Q sont
de la forme

P = (<*>,(), •••) et g = (6o,O,...).

Réciproquement dans K[X], tout élément A G K* est inversible, son inverse
étant le polynôme constant A~̂  (inverse de A dans K).

5.3. Notation définitive

Dans ce paragraphe on désigne par K un anneau commutatif.

5.3.1. IMMERSION DE K DANS K[X]

Considérons l'application/ : a \—• f(a) = (a,0, ...)deAr dans K[X] ;elle
est évidemment injective. C'est aussi un morphisme d'anneaux car les formules
(5.2.1.1) et (5.2.2.1) montrent que

f(a + 6) = f(a) + f(b), f(ab) = /(a) f(b)

et de plus,
/ ( 0 ) = 0 , /(1) = 1.

Par suite, / est un isomorphisme de K sur f(K). On identifiera désormais,
grâce à cet isomorphisme, tout élément de K avec son image dans K[X] en
posant, pour tout a € K :

(5.3.1.1) a = (a,0,...).

Si A e K et si P = (a0, ai,...) est un polynôme, on a

(5.3.1.2) AP = (A,0,...)(ao,o1>...)=(Aao,Aa1)...).
On vérifie aisément que si A, /i G K et P, Q e K[X], alors

(5.3.1.3) (A + n)P = XP + fiP, X(P + Q) = XP + XQ.

(5.3.1.4) (A/i)P = A(/iP), 1 P = P.

On exprime ces propriétés en disant que A'[X], muni des opérations
(P, Q) i—* P + Q et (A, P) i—f AP possède une structure de A-module (nous
y reviendrons).

Remarquons en outre que, quels que soient P,Q e K[X] et quel que soit
A e K, on a

(5.3.1.5) A(PQ) = (AP)Q = P(AQ).
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5.3.2. NOTION D'INDÉTERMINÉE

5.3.2.1. Définition

On appelle indéterminée le polynôme X dont tous les coefficients sont nuls,
sauf le coefficient d'indice 1 € "Hqui est égal à 1 e K :

(5.3.2.1) X = (0,1,0,...).

La formule (5.2.2.1) donne facilement

X2 = (0 ,0 , l ,0 , )

X3 = (0,0,0,1,0, )

où le coefficient 1 de Xn se trouve au (n + l)6"16 rang.

En utilisant la formule (5.3.1.2), on voit que pour tout an e K,

anX
n = (0,...,0,an,0,...)

d'où, si ao, ai,.... sont des éléments de K et si a* = 0 pour k > n,

... + a„Xn.

Nous écrivons donc désormais le polynôme P = (ao, ai,...) de degré n sous
la forme

(5.3.2.2) ao ^
k=0

Quand on écrit P sous la forme ao + a\X + ... + anX
n, on dit queP

est ordonné suivant les puissances croissantes de X ; si on écrit : P =
an X" +... + ao, on dit que P est ordonné suivant les puissances décroissantes
deX.

Le coefficient an est appelé coefficient dominant de P ; lorsque an = 1, on
dit que le polynôme P est unitaire ou mieux normalisé.

Nous verrons plus tard que si K est un corps commutatif, alors K[X] est un
AT-espace vectoriel ; de môme si on désigne par Kn [X] l'ensemble des polynômes
à coefficients dans K de degré < n, Kn [X] est un if-espace vectoriel dont une
base est (1, X,..., Xn) {cf. Chapitre6).

5.4. Propriétés arithmétiques de K[X]

Dans tout ce paragraphe, on désigne par K un corps commutatif. Nous allons
étendre à K[X] un certain nombre de propriétés de l'anneau Z
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5.4.1. DIVISION EUCLIDIENNE DANS K [X]

5.4.1.1. Définition
Soient A et B deux polynômes de K[X]. On dit que B divise A, et l'on note

B\A s'il existe un polynôme Q de K[X] tel queA = BQ.

On dit aussi que A est un multiple de B, ou que B est un diviseur de A.
Q s'appelle le quotient dans la division de A par B.

5.4.1.2. Remarques

a) Si A et B sont des polynômes non nuls et si B divise A, on a nécessairement
deg(¿?) < deg(j4);sideplusdeg(5) = deg(J4),alorslarelationA = SQdonne
deg(5) = deg(j4) - deg(B) = 0, ce qui montre que Q est une constante non
nulle de K. On dit que A et B sont proportionnels ou associés. Réciproquement,
toute constante non nulle divise A.

b) La relation de divisibilité dans K [X] est reflexive et transitive mais elle n'est
ni symétrique, ni antisymétrique.

5.4.1.3. Théorème

Soient A et B deux polynômes de K[X] tels que B ^ 0. Alors il existe un
couple unique (Q, R) de polynômes de K[X] tels que

(5.4.1.1) A = BQ + R avec deg(R) < deg(S).

Q s'appelle le quotient et R le reste de la division euclidienne de Apar B.
A s'appelle le dividende, B le diviseur.

Démonstration, a) Existence d'une solution

Posons

A = anX
n+an-1X

n-ï+ ... + Q0 avec an £ 0

B = bmXrn + bm_1X
m-1 + ... + b0 avec 6m ¿ 0.

Si n < m, alors on peut écrire A = 0. B + A avec deg(^l) < deg(5), donc
Q = 0 et R = A conviennent.

Supposons donc n>m. Posons

qi = ̂ -Xn-m et Rl=A-Bqi.
"m

Comme Bq\ admet anX
n pour terme de plus haut degré, on a

( ) ( )

Si deg(Äi) < deg(5), on peut prendre Q = q\ et R = Ri.

Si deg(Äi) > deg(B), on répète sur le couple (Ri,B) ce qui vient d'Être
fait sur le couple (^4,5); en désignant par q2 le quotient du terme de plus haut
degré de Äi par bmXm, on effectue la différence

Ri - Bq2 = Ri avec d e g ^ ) < deg(Äi).
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Si deg(ñ2) < deg(B), on peut écrire A = Bqx + Ri = Bqx + Bq2 + R2 =
B(qi+ q2) + R2 avec ùeg(Rz) < deg(S); donc on peut prendre comme solution
Q = 9i + 92 et R = Ri.

Si deg(i?2) > deg(B), on continue le processus avec R2 et B. En répétant
ce processus on forme une suite de polynômes Rk tels que

deg(A) > deg(Äi) > ... > deg(ß*) > ...

La suite des degrés des Rk étant décroissante et majorée, est nécessairement
finie ; au bout d'un nombre fini d'itérations, on arrivera à une égalité de la forme.

Ät_i - Bqk = Rk avec deg(Ä*) < deg(S).

Si on ajoute membre à membre les k égalités

A-Bqi = RU Rl

on obtient:

On peut donc prendre Q = q\ + ... + 5* et R = Rk.

b) Unicité

Supposons qu'il existe un autre couple (Qi,R\) tel que A = BQ\ +Ri avec
deg(-Ri) < deg(B). On en déduit B(Q -Qi) = Ri-R.Par conséquent,

(5.4.1.2) deg(Äi - R) = deg(B) + deg(Q - Qi).

Or puisque deg(ñ) < deg(S) et deg(fix) < deg(B), on a

(5.4.1.3) deg(Äi - R) < max (deg(Äi), deg(fi)) < deg(S).

Les deux relations (5.4.1.2) et (5.4.1.3) sont incompatibles si deg(Q -Qi) >
0 c'est-à-dire si Q - Q\ ^0. Par suite Q = Qi et R = Ri ce qui établit l'unicité
et achève la démonstration du théorème.

5.4.1.4. Corollaire

Si B ^ 0, pour que le polynôme A soit divisible par le polynôme B, il faut
et suffit que le reste de la division euclidienne de A par B soit nul.

5.4.1.5. Exemple

Diviser^ = A"4 + X2 -4X + 2par B = X2 + 2X + 1.
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Voici comment il faut disposer les calculs.

A : XA +X2-4X + 2

: -X* - 2X3 - X2

-Bq2 :

R2 :

R

-2X3

2X3

-4X+2

+ 4X2

4X2-

-4X2

+ 2X

2X+2

-8X-4

-10X - 2

X2 - 2X + 4 : Q

91 93

5.4.2. IDÉAUX DE K[X]

5.4.2.1. Théorème

L'anneau K[X] est principal.

Démonstration. Nous savons déjà que K[X] est un anneau commutatif et in-
tègre ; il suffit donc de montrer que tout idéal / peut Être engendré par un élément.

Si I = {0}, alors I est engendré par 0 et le théorème est évident. Supposons
I ^ {0}. L'ensemble des degrés des éléments non nuls de / est une partie non
vide de Isl. Cet ensemble admet donc un plus petit élément que nous noterons no •
SoitP un polynôme non nul de / tel que deg(P) = no. Tout multiple d e P
appartient à I. Réciproquement, pour tout élément non nul A de J, on a deg( A) >
deg(P). La division euclidienne de A par P donne alors

A = PQ + R avec deg(Ä) < deg(P).

Des relations A G / et P G / on déduit PQ £ I puis R = A - PQ G I. Si
ñ / 0 , l'inégalité deg(Ä) < deg(P) contredit le choix de P . Donc R = 0 et A
est un multiple de P . L'idéal / est donc bien l'ensemble des multiples de P .

On notera (P) l'idéal engendré par le polynôme P .

5.4.2.2. Remarques
a) Le générateur P n'est pas unique car quel que soit A G K*, \P G I et a
même degré que P .
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b) Si A et B sont deux polynômes de K[X] tels que B £ 0, alors 51,4 si et
seulement si (A) c (5).

Le Théorème 5.4.2.1 nous permet d'établir des propriétés qui, vraies dans
tous les anneaux principaux, généralisent celles de Z

5.4.3. PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR

5.4.3.1. Théorème

Soient A\,..., An des polynômes non nuls de K[X\. Alors :

a) Tout diviseur commun à A\,..., An divise le polynôme A\P\ + ... + AnPn

quels que soient les polynômes P\,...,Pn.

b) // existe un polynôme D dans K[X] tel que :

1) D divise chaque polynôme Ai.

2) // existe des polynômes U\, ...,Unde K[X] tels que

(5.4.3.1) D

et l'ensemble des diviseurs communs aux polynômes A¡ est égal à l'ensemble
des diviseurs de D.

Démonstration, a) Soit Q un diviseur commun &Ai,...,An;il existe donc des
polynômes Ci,. . . , Cn tels que Ai = QQ, 1 < i < n. Alors

Alp1 + ... + AnPn = dQPy + ... + CnQPn = QidP, + ... + CnPn),

ce qui prouve a).

b) Considérons l'ensemble I des polynômes de la forme Ai Pi + ... + AnPn,
où les Pi sont des polynômes quelconques de K[X}. I est évidemment un idéal
deK[X] contenant Ai,..., An. I étant un idéal principal d'après le Théorème
5.4.2.1, il existe un polynôme D de / de degré minimum tel que / soit l'ensemble
des multiples de D. Comme Ai e I pour tout i, on a Ai = DQi et D divise
chaque polynôme A¡. D'autre part, puisque D £ I, il existe des polynômes
Ui,...,Un tels que

D'après a) tout polynôme qui divise chaque polynôme A¡ divise D. Inver-
sement tout diviseur de D divise tous les éléments de / (qui sont des multiples
de D) et en particulier les polynômes Ai,...,An.

Remarquons que le polynôme D n 'est défini qu'à une constante multiplicative
non nulle près. En effet, si D' est un autre polynôme vérifiant la condition b),
alors D divise D'et D'divise D, donc D = XD' avec A € K*.
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5.4.3.2. Définition

Avec les notations du Théorème 5.4.3.1, le polynôme D est appelé un plus
grand commun diviseur {en abrégé P.G.C.D.) des polynômes A\, A2,..., An et
se noteP.G.CD. (Ai,..., An).

La relation (5.43.1) s'appelle /'identité de Bezout.

D est un diviseur commun à A\,..., An de degré maximum, d'où son nom.
Si on choisit D normalisé, on dit que D est le P.G.C.D. de A\,..., An.

5.4.3.3. Définition

On dit que les polynômes Ai,..., An sont premiers entre eux dans leur
ensemble si P.G.C.D. (Ai,..., An) = 1.

Il revient au même de dire que l'idéal engendré par les Ai dans K[X] est
K[X] tout entier.

D'après la remarque précédant la Définition 5.4.3.2, la relation P.G.C.D.
(Ai,..., An) = 1 équivaut à P.G.C.D. (Ai,..., An) = X, où X est un élément
quelconque de K*.

On dit que les polynômes Ai,..., An sont premiers entre eux deux à deux
si P.G.C.D. (Ai, Aj) = 1 pour tous les indices i et j tels que i ^ j .

Il est évident que si n > 3 et si les polynômes Ai,..., An sont premiers entre
eux deux à deux ils sont premiers entre eux dans leur ensemble. Mais si Ai,..., An

sont premiers entre eux dans leur ensemble, ils ne sont pas nécessairement
premiers entre eux deux à deux. En effet, dans Q[X], les trois polynômes A =
X(X +1), B = X(X+2), C = (X +1) (X+2) sont premiers entre eux dans
leur ensemble mais ils ne sont pas premiers entre eux deux à deux puisque

P.G.C.D. (A,B)= X, P.G.C.D. (B, C) = X+2, P.G.C.D. (A, C) = X+1.

Recherche pratique du P.G.C.D. : Algorithme d'Euclide

Soient A et B deux polynômes de K [X] et supposons que deg(5) < deg(^4).
La division euclidienne de A par B donne A = BQi + Ri avec dcg(Ri ) <
deg(B).

Tout polynôme qui divise A et B divise B et Ri = A — BQi. Réciproque-
ment, tout polynôme qui divise B et Äi divise A = BQi + Ri et B. Le calcul
d'un P.G.C.D. de A et B est donc équivalent au calcul d'un P.G.C.D. de BetRu

1er cas : Si ñ i = 0, alors B est un P.G.C.D. de A et B.

2e cas : Si Ri ^ 0, soit Rz le reste de la division euclidienne de B par Äi. Si
R2 = 0,B est multiple de Ri et Äi est donc un P.G.C.D. de A et B. SiR2^0
un P.G.C.D. de Äi et R2 est un P.G.C.D. de B et Äi donc un P.G.C.D. de A et B,
et ainsi de suite.
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En effectuant la suite des divisions euclidiennes

< deg(S)

, deg(Ä2)<deg(Äi)

Ri = R2Q2 + A3 , deg(Ä3) < deg(fl2)

+ Rj+i , deg(fi j+i) <

on obtient nécessairement un reste Rh+i = 0, puisque les degrés des restes
sont strictement décroissants. Le dernier reste précédant le reste nul est donc un
P.G.C.D. de A et B.

Dans le cas de n polynômes Ai,..., An, les communs diviseurs de Ai et A2

étant les diviseurs de leur plus grand commun diviseur D2 nous avons

P.G.C.D. (Ai,...,An) = P.G.C.D. (D2,A3,...,An).

Les diviseurs communs de D2 et A3 étant les diviseurs de leur plus grand
commun diviseur D3, on a

P.G.C.D. (i l j , ...,An) = P.G.C.D. ( A , At,..., An).

De proche en proche, on voit que l'on peut ramener le calcul du P.G.C.D. de
n polynômes au calcul du P.G.C.D. de deux polynômes.

Les propriétés démontrées au Chapitre4 pour le P.G.C.D. dans un anneau
principal restent valables dans l'anneau K[X] et se démontrent de la même
manière. Énonçons quelques propriétés du P.G.C.D. à titre d'exemples.

5.4.3.4. Théorème

Soient A\,..., An des éléments de K[X\. Si on multiplie(resp. divise, si cela
est possible) A\,...,An par un même polynôme P ¿ 0, le P.G.C.D. de Ai,..., An

est multiplié (resp. divisé) par P.

Démonstration. Démontrons la propriété relative à la multiplication par P ;
l'autre propriété se démontre de la même manière.

Posons D = P.G.C.D. (Ai,..., A„). Il existe des polynômes Ui,..., Un tels
que

Donc si un polynôme Q divise chacun des polynômes Ai P,..., AnP, il divise
Ai PUi + ... + An PUn = (Ai Ui +... + An Un )P = DP. Réciproquement, DP
divise chacun des polynômes Ai P,..., AnP ; donc tout diviseur de DP est un
diviseur de AiP,..., AnP. On en déduit

P.G.C.D. (iliP, ...,AnP) = DP.
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5.4.3.5. Théorème (Bezout)

Pour que les polynômes Ai,A2,...,Ande K[X] soient premiers entre eux
dans leur ensemble, il faut et il suffit qu'il existe des polynômes Ui,...,Unà&
K[X] tels que

La démonstration est la même que celle du Théorème 4.4.2.4.

5.4.3.6. Corollaire

Soient A, B et C des polynômes de K[X]. Si A est premier séparément
avec B et C, alors A est premier avec le produit BC.

Du Théorème de Bezout, on déduit également le théorème suivant connu
sous le nom de Théorème de Gauss.

5.4.3.7. Théorème (Gauss)

Soient A,BetC des polynômes de K[X]. Si A divise le produit BC et si A
est premier avec B, alors A divise C.

Même démonstration que celle du Théorème 4.4.2.6.

5.4.3.8. Corollaire

Soient B\,...,Bndes polynômes de K[X] premiers entre eux deux à deux.
Si un polynôme A de K[X] est divisible par chaque polynôme 5,-, alors A est
divisible par le produit B\ ... Bn.

5.4.4. PLUS PETIT COMMUN MULTIPLE

Soient Ai, A2,..., An des éléments non nuls de AT [A"]. Les multiples com-
muns à Ai ,..., Andans K[X] sont les éléments del'idéal (Ai)n(A2)n...n(An).
Cet idéal étant principal, il existe un élément M de K[X], unique à la multipli-
cation près par une constante non nulle, tel que

et tout multiple commun à Ai, A2,..., An est un multiple de M ; réciproquement
tout multiple de M est un multiple commun à A\,..., An.

5.4.4.1. Définition

On appelle plus petit commun multiple (PP.C.M.) des polynômes Ai,..., A„,
et on note PP.C.M. (Ai,..., An), tout polynôme M de K[X] tel que

(Ai)n(A2)n...n(An) =
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Notons que M est un multiple commun à Ai,..., An de degré minimum, d'où
son nom.

On a le résultat suivant qui ramène le calcul du RP.C.M. de deux polynômes
non nuls à celui de leur P.G.C.D. La démonstration est exactement la même que
celle du Théorème 4.4.3.2.

5.4.4.2. Théorème

Soient A et B deux polynômes non nuls de K[X], D un P.G.C.D., M un
P.P.C.M. de A et B. Alors AB = MD (à une constante multiplicative non nulle
près).

5.4.5. POLYNÔMES IRRÉDUCTIBLES

5.4.5.1. Définition

On dit qu'un polynôme P de K[X] est premier ou irréductible sur le
corps K s'il n'est pas constant et si ses seuls diviseurs dans K[X] sont les
polynômes associés à P et les éléments non nuls de K.

Il faut bien noter que cette définition dépend essentiellement du corps K : il se
peut très bien qu'un polynôme donné soit irréductible sur un corps et réductible
sur un autre. Par exemple, X2 +1 est irréductible sur E mais est réductible sur C.

5.4.5.2. Remarque

Dire qu'un polynôme de K [X] est irréductible revient à dire qu'il est impos-
sible de l'écrire comme produit de deux polynômes de K[X] de degrés positifs.

5.4.5.3. Exemple

Tout polynôme P de K[X], du premier degré, est irréductible. Si en effet
P = AB, avec A G K[X] et B e K[X], on a 1 = deg(P) = deg(A) + deg(S)
donc, nécessairement, l'un des polynômes A ou B est de degré 0 et l'autre de
degré un.

5.4.5.4. Exemple

Le polynôme X2 - 2 est irréductible sur Q[X]. Si en effet X2 - 2 n'était pas
irréductible, on pourrait écrire

X2 - 2 = (aX + b) (cX + d) = acX2 + (ad + bc)X + bd
avec a, 6, e, d e Cet a ^ 0, c ̂  0. D'où

a c = l , ad + bc = 0, bd --2.
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II résulte de là que
e - - , d--T.

a b
ib\2

et en substituant dans ad + bc = 0, il vient b2 - 2a2 = 0, d'où ( - ] = 2, ce

qui est impossible puisque y/2 n'est pas un nombre rationnel.

X2- 2 est réductible sur R car X2 -2= (x - V2~) (x + y/í).

5.4.5.5. Théorème

Soient P un polynôme irréductible de K[X] et Q un polynôme de K[X\.
Alors P et Q sont premiers entre eux si et seulement si P ne divise pas Q.

Démonstration. Si P et Q sont premiers entre eux, les seuls diviseurs communs
à P et Q sont les constantes, donc P ne divise pas Q.

Réciproquement, si P ne divise pas Q, un P.G.C.D. de P et Q étant un
diviseur de P ne peut être qu'une constante non nulle ou un polynôme associé
à P . Le second cas étant exclu par hypothèse, la conclusion en résulte. o

5.4.5.6. Corollaire

Si un polynôme irréductible divise un produit de polynômes, il divise au
moins l'un des facteurs.

Démonstration. Soit P un polynôme irréductible et supposons que P divise le
produit AB sans diviser A. D'après le théorème précédent, P est premier avec A,
donc (Théorème 5.4.3.7), P divise B.

Par récurrence, on démontrerait l'assertion lorsqu'on a un nombre fini
quelconque de facteurs.

5.4.5.7. Théorème

Tout polynôme P non nul de K[X] peut s'écrire d'une manière unique sous
laforme

(5.4.5.1) P = APi ... Pn

où A est constante non nulle et où Pi,..., P„ sont des polynômes irréductibles
normalisés.

Démonstration. Démontrons l'existence d'une factorisation de P par récurrence
sur le degré de P .

Si deg(P) = 1, le résultat est trivial car d'après l'Exemple 5.4.5.3, si
P = aX + b = a(X + a~16),A' + a~16est un polynôme irréductible normalisé.
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Supposons le théorème établi pour les polynômes de degré inférieur à n. Soit P
un polynôme de degré n. Alors, ou bien P est irréductible et le théorème est
évident, ou bien P est decomposable en un produit de deux polynômes de degré
inférieur à n : P = Q\Qi avec deg(Qi) < n, deg(Q2 < «•

En appliquant l'hypothèse de récurrence à Qi et à Q2 on obtient une décompo-
sition de P sous la forme (5.4.5.1) L'existence est établie.

Démontrons l'unicité de la décomposition. Supposons que

(5.4.5.2) P = APi ... Pn = pQi - Qm.

où A et n sont des constantes, et où les facteurs P¿ et Q¡ sont des polynômes
irréductibles et normalisés. On a nécessairement A = // car chacune de ces cons-
tantes est le coefficient dominant de P. D'autre part, le polynôme irréductible Pi
divise le premier membre de l'égalité (5.4.5.2). Il divise donc le second membre
et, d'après le Corollaire 5.4.5.8, il en divise l'un des facteurs. Appelons Q\ ce
facteur en changeant au besoin la numérotation des facteurs du second membre.
Comme P\ et Q\ sont irréductibles et normalisés, on a Pi = Qi. Puisque K[X]
est intègre, on peut simplifier par Pi. En recommençant ce raisonnement avec Pz
puis avec P3 et ainsi de suite, on pourra identifier les n facteurs du premier
produit avec autant de facteurs du second. On en déduit n < m. On verrait de
même que m < n, d'où n = m. Les deux décompositions sont donc ientiques à
l'ordre près.

5.4.5.8. Remarque

Dans la décomposition de P , il est possible que certains polynômes premiers
soient égaux. En regroupant les polynômes normalisés, on peut écrire

OCr(5.4.5.3) P = k P " 1 P?2 ... Pr°

Pi, . . . , P r désignant des polynômes irréductibles normalisés distincts et k une
constante.

On dit que (5.4.5.3) est la décomposition de P en facteurs irréductibles.

5.5. Division suivant
les puissances croissantes

K désigne toujours un corps commutatif. Nous présentons dans ce paragraphe
la division suivant les puissances croissantes. Il s'agit, étant donnés deux poly-
nômes A et B, de trouver un polynôme Q tel que val (A — BQ) soit supérieure
à un entier naturel fixé à l'avance.
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5.5.0.1. Théorème

Soient n un entier naturel, A un polynôme quelconque et B un polynôme tel
que val(5) = 0. // existe un couple unique (Q,R)de polynômes de K[X] tels
que

(5.5.0.1) A = BQ + Xn+ÏR avec deg(Q) < n.

Démonstration, a) Existence d'une solution

Ordonnons les polynômes A et B suivant les puissances croissantes de X :

Al = arX
T + a r + i X r + 1 + ... + amXm avec ar ¿ 0 et om ¿ 0

B = b0 + biX + ... + bpXf avec 60 ̂  0 et bp ¿ 0.

Si A = 0 ou si r = val(.A) > n, on peut écrire A = Xn+Ï R, d'où la solution
évidente Q = 0 et R.

Supposons A ^ 0 et r = val(^4) < n. Posons qi — -^- Xr et

(5.5.0.2) Rl=A-Bql.

Comme A et Bq\ ont le môme terme de plus bas degré, on a soit R\ = 0 soit
( ) > val(A).

Si Äi = 0 ou si val(i2i ) > n, nous pouvons écrire ñ i = Xn+l R et nous
pouvons prendre comme solution Q = q\ et R.

Si val(Äi) < n, répétons sur le couple (Ri,B) ce qui vient d'fttre fait sur
le couple (A, B) : on calcule le quotient qt du premier terme de Äi par &o et on
forme la différence

(5.5.0.3) R2 = Ri - Bq2.

Remarquons quedeg(gi) < deg(g2) = val(-Ri) < n.

Les premiers termes de ñ i et Bq2 étant égaux, nous avons soit Ri = 0, soit
val(Ä2) > val(Äi). Si R2 = 0 ou si val(Ä2) > n on peut écrire R2 = Xn+1 R.

Si nous ajoutons membre à membre les égalité (5.5.0.2) et (5.5.0.3) nous
obtenons A - B{q\ + q2) = R2, d'où la solution Q = 51 + q2 et R.

Si val(Ä2) < n, on recommence l'opération en remplaçant Äi par R2, et ainsi
de suite. Comme val(^4) < val(i?i < val(i?2 < •••. nous obtiendrons au bout
d'un nombre fini d'itérations, un polynôme Rk tel que Rk = 0 ou val(ftfc) > n,
donc tel que Rk = Xn+lR.

En ajoutant membre à membre les égalités

A — Bq\ = Ri, Ri — Bq2 = R2, ...,Rk-i — Bqt = Rk,

nous obtenons A — B(qi + ... + qk) = Rk.

Comme deg(gi) < deg(g2) < ••• < deg(gib) = val(iî*_i) < n, il suffit de
prendre Q = qi + q2 + ... + g* et R tel que Rk = X n + ' R, Rk étant le premier
reste dont la valuation est strictement supérieure à n.
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b) Unicité

Supposons que l'on ait deux décompositions

A = BQ+Xn+1R = BQi+Xn+1Ri avec deg(Q) < n et deg(Qi) < n.

Par différence, nous obtenons B(Q - Qi ) = X " + 1 (Ri - R).

Si on avait Q - Qi ¿ 0, le terme de plus bas degré de B(Q — Q\ ) serait le
degré n au plus puisque 60 ^ 0 et deg(Q - Qi) < n. Comme le terme de plus
bas degré de Xn+1(Ri - R) est de degré (n + 1) au moins, on aboutit à une
contradiction. Donc Q = Q\ et alors R = R\.

5.5.0.2. Définition

Pour un entier n donné, l'écriture 55.0.1 s'appelle la division suivant les
puissances croissantes de A par B l'ordre n. Dans cette division Q est le
quotient à l'ordre n et Xn+1 R le reste à l'ordre n.

5.5.0.3. Exemple

Diviser A = 1 + X par B = 1 — X + X2 suivant les puissances croissantes
de X à l'ordre 2.

La disposition pratique est la même que celle de la division euclidienne mais
on écrit les monômes de A et B par ordre de degré croissant, ce qui explique le
nom donné à cette division.

Bqi :

Äi :

Bq2 :

R2 :

1 + X

-Í + X -X2

2X-X2

-2X + 2X2

X2

-X2

-2X3

-2X3

+ X3-XA

1

1

q

-x + ,

+ 2X +

?2

KL

X2

93

-X3 - X4

Donc 1 + X = (1 - X + X2) (1 + 2X + X2) - X3(l + X).
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5.6. Fonction polynômes.
Racines d'un polynôme

5.6.1. FONCTIONS POLYNÔMES

5.6.1.1. Définition

Soient K un anneau commutatifet P = a<> + a\X +. . . + anX
n unpolynôme

de K[X}. On appelle fonction polynôme (ou fonction polynomiale) associée
au polynôme P, l'application P de K dans K, associant à tout xde K l'élément

P{x) = a0 + axx + ... + anx
n.

5.6.1.2. Remarque

II est essentiel de ne pas confondre le polynôme P = (a0, ai, . . . , a„, 0,...)
qui est une suite d'éléments de K dont un nombre fini sont non nuls et qui s'écrit,
si X = (0,1,0,...), P = a0 + ai X + . . . + anX

n, et la fonction polynôme P. La
fonction polynôme associée au polynôme P se note souvent à l'aide du même
symbole P mais cette notation est dangereuse à cause des confusions possibles.

5.6.1.3. Théorème

KK désignant l'ensemble des applications de K dans K, l'application <p de
K[X] dans KK qui associe à un polynôme P la fonction polynôme P est un
morphisme d'anneaux.

Démonstration. On sait (voir l'Exemple 4.1.1.4) que KK est un anneau. Il
faut démontrer que, quels que soient les polynômes P et Q de K[X], on a

( ) { ) , <p(PQ) = V { P ) <p{Q) e t < { )

Soient/3 = (ao ,ai , . . . ,a„) , Q- (60,6X,..., 6„,...).

On a
P + Q = (ao + 6o ,ai+&!,...)•

<p(P + Q) est l'application de KK définie, pour tout x e K, par

(tp{P + Q)) (x) = ao + bo+ (a! + bi)x + ... + (a/ + 6<)

ce qui, dans l'anneau K, est égal à

(a0 + aix + ... + aix
i + ...) + (60 + bxx + ... + 6 ^ +

On vérifierait de même que quel que soit x G K,
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Les images de tout a; € AT par ip(P + Q) et par ip(P) + <p(Q) étant égales,
ces deux applications de KK sont égales. On a de même <p(PQ) = <p(P) <p(Q).

Enfin,si 1 = (l,0,0,...)estrélémentunitédeAT[X]ona,pourtouta: e K,
) = 1 . < T O M 1 ) = 1.

5.6.1.4. Remarque

II faut noter que le morphisme <p défini dans le Théorème 5.6.1.3 n'est pas
nécessairement injectif. Ainsi, si K = Z/3Z, le polynôme P = X3 - X a pour
fonction polynôme associée la fonction nulle (c'est le théorème de Fermât) mais
P n'est pas le polynôme nul. Le morphisme <p n'est pas surjectif en général car
si K = R, il existe des applications de K dans E (par exemple les fonctions
exponentielles) qui ne sont pas polynomiales.

5.6.2. RACINES D'UN POLYNÔME

Désormais et jusqu'à la fin de ce paragraphe, on suppose que K est un corps
commutatif.

5.6.2.1. Définition

Soient P un polynôme de K[X] et a un élément de K. On dit que a est une
racine ou un zéro de P si P(a) = 0.

5.6.2.2. Théorème

Soient P G K[X] et a e K. Pour que a soit racine de P, il faut et il suffit
que P soit divisible par X — a.

Démonstration. Si P est divisible par X - a, alors il existe Q e K[X] tel que
P = (X — a) Q; donc d'après le Théorème 5.6.1.3, pour tout x e K, on a
P(x) = (x — a) Q(x). Si en particulier i = o,ona P(a) = 0. Q(a) = 0,donc
a est racine de P.

Réciproquement, supposons que P(a) = 0. Effectuons la division eucli-
dienne de P par X - a. On obtient P = (X - a)Q + R avec deg(Ä) <
deg(-X" — a) = 1, donc R est un polynôme constant. En prenant les valeurs des
fonctions polynômes associées au point x = a, il vient 0 = P(a) = 0. Q(a) + R.
Donc P est divisible par X — a.

5.6.2.3. Définition

Soient P un polynôme de K[X], a un élément de K et ex. un entier >\.On
dit que a est racine d'ordre oc {ou de multiplicité oc) de Psi P est divisible par
(X - a)K sans l'être par (X - a ) K + I .
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On dit que l'entier oc est la multiplicité ou l'ordre de multiplicité de la
racine a.

Une racine d'ordre 1 est dite racine simple, une racine d'ordre 2 est dite
racine double, etc.

5.6.2.4. Théorème

Soit P un élément de K[X]. Soient a\,a2,...,arlesr racines distinctes de P
dans K, et oci,oc2, ...,ocr leurs ordres de multiplicité respectifs. Il existe un
polynôme Q G K[X] qui n'admet pas de racine dans K tel que

P = (X- ai)0" (X - oj)«» ... (X - ar)<*' Q.

Démonstration. Pour 1 < i < r et 1 < j < r, avec i ̂  j , les deux polynômes
(X — ai ) et (X — Oj ) sont premiers entre eux puisque a,- ^ a,-. Donc (X — a¿ ) " •
et (X — aj)K> sont premiers entre eux ; ainsi les polynômes (X - a,)1*1 pour
1 < i < r sont premiers entre eux deux à deux et divisent P. Il en résulte que P
est divisiblepar le p r o d u i t ^ - a i ) * 1 ...(X-ar)°

Cr ; il existe donc un polynôme
Q tel que P = (X - ai)"1 ... (X - a r ) K ' Q. D'autre part, siQ admettait la
racine a,-, Q serait divisible par (X - a,) et P serait divisible par (X - a,-)"*1"1"1,
ce qui est absurde.

5.6.2.5. Remarque

Le théorème ne dit pas que le polynôme Q n'admet pas d'autres racines ; il
peut en admettre dans un sur-corps de K. Par exemple, siP = X4- 2X3 — X2 +
4X - 2 est considéré comme polynôme de Q[X], on a P = (X - l ) z (X2 - 2),
donc Q = X2 - 2 et ce n'admet pas de racines dans Q, mais admet \/2 et — y/l
comme racines dans R

5.6.2.6. Corollaire

Tout polynôme P G K[X] non nul de degré n admet au plus n racines
dansK en convenant de compter oc fois une racine multiple d'ordre oc. Si P
admet n racines distinctes, elles sont toutes simples.

Démonstration. Soient a\,..., ar les racines distinctes de P, oci,..., ocr leurs
ordres de multiplicité. On a

P=(X-ai)«*...(X-ar)"'Q;

comme P ^ 0, on a Q ̂  0, donc

deg(P) =oci +...+ <xr +deg(Q) avec deg(<?) > 0.

On en déduit a i +...+ ocr< deg(P) = n.
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Si P admet n racines distinctes, on a d'après ce qui pré-
cède, oci +...+ ocn< n; or comme oc¿> 1 pour tout i e { l , . . . , n} , on a
oci +...+ oc„> n. Donc oci +. . .+ oc„> n et par suite oc¿= 1 pour tout
i €{!,. . . ,»»}.

5.6.2.7. Corollaire

Soit K un corps infini. Alors l'application P \—> P de K[X] dans KK est
injective.

Démonstration. Soient P et Q deux polynômes de K[X] tels que P = Q. Si
P — QjLO, soit n le degré de P — Q. Considérons n + 1 éléments distincts de K,
ce qui est possible puisque K est infini. La fonction P — Q s'annule pour ces
valeurs ; donc le polynôme P — Q admet (n + 1) racines, ce qui est impossible
d'après le Corollaire 5.6.2.6. Donc P = Q. •

Lorsque K est infini (par exemple, si K — Q, E, ou C) on peut identifier
sans inconvénient un polynôme P à la fonction polynôme P qui lui est associée ;
c'est ce que nous ferons désormais lorsque K est Q, R ou C. La valeur P(a)
de P en un point o de K sera donc notée P(a).

5.6.2.8. Définition

On dit qu'un polynôme P de K[X] est scindé sur K si P = 0, ou, dans le
cas contraire, si P est decomposable en un produit de facteurs du premier degré
(distincts ou non) de K[X].

5.7. Étude de C [X] et de IR [X]
5.7.1. CORPS ALGÉBRIQUEMENT CLOS

5.7.1.1. Définition

On dit qu'un corps commutati/K est algébriquement clos si tout polynôme
non constant de K[X] possède au moins une racine dans K.

Un tel corps est nécessairement infini car si K est fini et possède n éléments
ai , . . . , an, le polynôme (X - ai) (X - a2) ... (X — an) + 1 n'a pas de racine
dans K.

5.7.1.2. Théorème

Soit K un corps commutati/. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) K est algébriquement clos.

b) Tout polynôme P non nul de K[X] de degré n > 0 admet n racines dans K.
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c) Les seuls polynômes irréductibles de K[X] sont les polynômes de degré 1.

Démonstration, a) =>• b) Supposons K algébriquement clos. Soit P un po-
lynôme de K[X] de degré n > 1. Alors P possède au moins une racine ai
dans K ; il existe donc un polynôme Qi € K[X] tel que P = {X - ai)Qx avec
deg(<3i) = aeë(P) - 1 = n - 1. Par récurrence, on voit que

P=(X- ai) (X - 02) ... (X - an) Qn

avec deg(Qn) = 0, i.e. Qn e / Í , ce qui montre que P admet n racines dans K
et prouve b).

Il est évident que b) = > a), donc a) <=> b).

b) = > c) Supposons la condition b) vérifiée. Soit P un polynôme irréductible
de K[X]. Alors P est de degré n > 1 puisqu'il est non inversible dans K[X] ;
donc P admet n racines dans K. Par suite, il existe au moins un élément a e K
tel que P soit multiple de X - a. Comme P est irréductible il est proportionnel
à X - a, donc P est de degré 1.

c) = > b) Supposons que tout polynôme irréductible de K[X] est de degré 1.
Soit P un polynôme non nul de K[X]. D'après le théorème 5.4.4.9, P admet
une décomposition unique en facteurs irréductibles :

P = XP1
Xl ...JPr

0Cr

Pi,..., Pr désignant des polynômes irréductibles normalisés distincts et A une
constante non nulle. Par hypothèse, les P, sont des polynômes de degré 1 ; donc
P s'écrit

P = X(X-ai)eet...(X-ar)
a"

les a, étant deux à deux distincts. Donc P possède n racines dans K (en comptant
chaque racine avec son ordre de multiplicité) et b) est démontré.

On en déduit immédiatement les corollaires suivants *

5.7.1.3. Corollaire

Soit K un corps algébriquement clos. Alors tout polynôme de K[X] est
scindé sur K.

5.7.1.4. Corollaire

Soient K un corps algébriquement clos, A et B deux polynômes de K[X\.
alors B divise A si et seulement si toute racine de B, d'ordre oc, est racine de A
avec un ordre au moins égal à oc.

Les corps (Q et E ne sont pas algébriquement clos car X2 - 2 n 'a pas de racine
dans Q et X2 + 1 n'a pas de racine dans R

Le théorème suivant, dont la démonstration dépasse de loin le niveau de ce
cours, fournit un exemple important de corps algébriquement clos.
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5.7.1.5. Théorème (d'Alembert-Gauss)

Le corps C des nombres complexes est algébriquement clos.

Q, et R sont des sous-corps du corps algébriquement clos C. On démontre,
plus généralement (Théorème de Steinitz) que tout corps commutatif K peut
Être plongé dans un corps commutatif L, algébriquement clos, unique à un
isomorphismeprès. L est appelé clôture algébrique de K.

5.7.2. POLYNÔMES DE C[X]

Le corps C étant algébriquement clos, tous les résultats du n° précédent
s'appliquent. En particulier le Théorème 5.6.2.4 peut être amélioré si K est un
corps algébriquement clos, donc si K = C.

5.7.2.1. Théorème

Soit P un élément de €[X] de degré n. Soient ai,...,aTles racines distinctes
de P, et oq,... , ocr leurs ordres de multiplicité. On a alors

(5.7.2.1) P(X) = X(X - oO«' ... (X - a , ) « '

où X est le coefficient dominant de P. En outre

(5.7.2.2) oc! + oc2 +. . .+ ocr= n.

Démonstration. D'après le Théorème 5.6.2.4, on a

P{X) = (X - a!)«1 ... (X - a,.)*' Q(X)

où le polynôme Q n'admet plus a\,...,ar pour racines ; comme toute racine de Q
est racine de P (Corollaire 5.7.1.4), Q est constant. Le monôme de plus haut
degré dans X(X - a i)0" ... (X - ar)

Kr est XXKl+-• +0Cr ; comme P est de
degré n, on a bien a i +. . .+ ocr= n. O

Le corps C étant algébriquement clos, les seuls polynômes irréductibles
de C [X] sont ceux de degré 1. Donc la formule (5.7.2.1) est la décomposition de
P en facteurs irréductibles normalisés.

5.7.2.2. Définition

Soit P = ao + aiX + ..H- anX
n un élément de €[X]. On appelle polynôme

conjugué de P, et on note P, le polynôme P = ôô + c^X + ... + â^Xn.

On vérifie facilement que si P et Q sont des éléments de C[X] et si X 6 C,
on a _ _

XP = XP, P = P.

Autrement dit, l'application P i—> ~P de £[X] dans C[X] (évidemment
bijective) est un automorphisme de l'anneau C[X].
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On en déduit que le polynôme B divise le polynôme A dans €\X] si, et
seulement si B divise A. En effet, l'égalité A = BQ est équivalente à A — B Q.

5.7.2.3. Théorème

Soient P un élément de C [X] et a un élément de C. Alors :

a) a est racine_a" ordre oc de P si et seulement si a (conjugé de a) est racine
d'ordre oc de P.

b) Si P G 1R[X], a est racine d'ordre ce de P si, et seulement si 5 est racine
d'ordre oc de P.

Démonstration. D'après la remarque précédente, (X — a)K divise P si, et
seulement si, (X — a) — (X — a)** divise P, ce qui prouve a), b) résulte
immédiatement de a) car si P G E[X], on a P = P.

5.7.3. POLYNÔMES DE

Dans ce numéro, nous nous proposons de déterminer tous les polynômes
irréductibles de E[X].

5.7.3.1. Théorème

Les polynômes irréductibles de K[X] sont les polynômes de degré un et les
polynômes de degré deux sans racine réelle.

Démonstration. Les polynômes de degré 1 sont irréductibles (Exemple 5.4.5.3).
De même, un polynôme P du second degré qui n'a aucune racine réelle est
irréductible dans E[X]. En effet, si P n'était pas irréductible dans K[X], il aurait
un diviseur de degré 1, donc une racine réelle.

Réciproquement, montrons qu'un polynôme P G R[X] de degré n > 2 n'est
pas irréductible. Si P admet une racine réelle, le résultat est évident. Supposons
que P n'ait aucune racine réelle. Considéré comme élément de C[X], P admet
une racine complexe a. D'après le Théorème 5.7.2.3 b), â est aussi racine de P ;
donc P est divisible par X - a et par X — â. Les deux polynômes X - a et X—a
étant premiers entre eux puisque a ^ ô, P est divisible par A = (X — a)(X — a)
d'après le Corollaire 5.4.3.8. Mais

A = X2-(a + a) X + àâ

est un polynôme à coefficients réels puisque

a + â = 2Tle(a) G E et aâ = \a\2 G E.

donc P n'est pas irréductible.
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5.7.3.2. Corollaire

Tout polynôme P non nul de R[X] de degré n > let de coefficient dominant
bn s'écrit, d'une façon unique, sous la forme :

r m

(5.7.3.1) P = bn H (X - a,)«- n (*2 +Pi* + 1ifj

où les ai (1 < i < r),lespj etlesqj (1 < j < m) sont des nombres réels, où les
polynômes X2 + pjX + q¡ vérifient les relations pj — Aq¡ <Oetoù les entiers
oci,..., ocr, ßi,...,ßm vérifient la relation :

(5.7.3.2) oci +...+ ocr +2(ßl + ... + ßm) = n.

Démonstration. Soient ai, . . . , ar les racines réelles distinctes de P, oq,..., <xr

leurs ordres de multiplicité et soient z\,J[,...,zm, ~z^ les racines deux à deux
imaginaires conjuguées de P avec les ordres de multiplicité ßi,...,ßm.

D'après le Théorème 5.7.2.1, on a

P = bn(X-ai)^ ...(X-arr- (A--*)* (A--zT)A ...(X-zm)'~ {X-z¿f"

et oci +...+ ocr +2(A + ... + ßm) = n.

D'autre part, pour 1 < j < m, on a

(X - z>f> (X - zif* = (X2 +PjX + qjf*

avec Zj+JJ= -pj G K, ZJ JJ = qá G E et pj - Aq¡ < O.

On en déduit la formule (5.7.3.1) appelée décomposition de Gauss du po-
lynôme P.

L'unicité de cette décomposition résulte du fait que les facteurs
X - a,(l < ¿ < r) et X2 + pjX + q¡ (1 < j < m) sont irréductibles et
normalisés.

5.7.4. RELATIONS ENTRE LES COEFFICIENTS ET LES
RACINES D'UN POLYNÔME

On sait que si .P = aX2 + bX + c est un polynôme de C[X] et si xi et x%
sont les racines de P, alors

b c
«1+^2 = et «1X2 = - .

a a

Nous nous proposons de généraliser ces relations entre les coefficients et
les racines d'un polynôme du second degré au cas d'un polynôme de degré n
quelconque.
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5.7.4.1. Théorème

Soit P = anX
n + O n . i l " - 1 + ... + a0 un élément de C[X] de degré

n > 1. Soient x\,..., xn les n racines distinctes ou non de P. Soient <T\, ..., <T„
les fonctions symétriques élémentaires des racines :

... + xn,

+ XiX2XA +... + Xn-2Xn-\Xn,

<rn — x\X2 ... xn.

On a
an-\ a n - 2 _ / iNlfe an-k / n „ «0

£7i = , t7-2 = , ..., <Tk = ( - 1 ) , ..., <T„ = ( - 1 ) .
an an an an

Démonstration. D'après le Théorème 5.7.2.1, on peut écrire :

P = an(X-Xl)...(X-xn).

Développons et ordonnons le produit (X — xi) ... (X — xn) suivant les
puissances décroissantes de X. On obtient

P = an(X
n - <n X"-1 + <n X"-2 +... + (-l)k ak X

n~k + ... + (-1)" <r„).

En égalant les coefficients de Xn~k (0 < k < n) dans les deux expressions
de P, il vient an_t = (—1)* <r* an, d'où les formules annoncées.

5.8. Dérivation des polynômes

Dans ce paragraphe, nous allons définir une notion algébrique de dérivée qui
coïncide avec la notion de dérivée des fonctions polynômes dans R On suppose
que l'anneau K est de caractéristique 0.

5.8.1. DÉRIVÉE D'UN POLYNÔME

5.8.1.1. Définition

Soit K un anneau commutati/et P = anX
n + an-\X

n~l + ... + ao un
polynôme de K[X]. On appelle polynôme dérivé de P le polynôme P' G K [X]
défini par :
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(5.8.1.1) P' = nanX
n~x +(n-\) an_iX"-2 + .

En particulier, si P est une constante, P' est le polynôme nul.

Si deg(P) = n, c'est-à-dire si an ¿ 0, nan ^ 0 si la caractéristique de K
est nulle ou ne divise par n. Par suite, si la caractéristique de K est nulle, on a
deg(P') = deg(P) - 1.

5.8.1.2. Théorème

Soient P et Q deux éléments de K[X], X e K et n un entier >0.Ona

(P + Q)' = P' + Q', (XP)' = XP'

(PQ)' = P'Q + PQ', (Pny = nPn~lP'.

Démonstration. Soient

deux polynômes de K[X], Supposons p < m; pour p < k < m, bk est nul.
Donc

m

k=0

Prenons les dérivées des polynômes P, Q et P + Q :

*=i t=i *=i

Par suite, on a
(P + Q)' = p' + Q'.

On montrerait de même que pour tout A e K, on a :

(XP)' = XP'.

Pour démontrer la troisième formule, supposons d'abord que P et Q soient
des monômes :

En écartant le cas trivial p = 0 et q = 0, on a

(PQ)' = (X^XP+iy = (P

P'Q + PQ' = pXnX'+i-1 + qXnXr+*-1 = (p + q) A/iXP+i"1 = (PQ)'.
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La propriété est donc vraie dans ce cas.
n m

Soient alors P = ^ arX
r et Q = ^ bkX

k deux polynômes de K[X].
r=0 ' k=0

On a:

r *

D'où, d'après ce qui précède :

(PQY = ££ar&*(X'X7 =
r k r k

= J2 ra-xr~1 E bkXk + E a'xr H khX"-1 = P'Q + PQ'.
r k r k

D'après la troisième formule, le polynôme dérivé de P 2 est 2P'P. Par récur-
rence sur n, on voit facilement que ( P n ) ' = nPn~lP'.

5.8.1.3. Définition

Soient P G K[X] et n un entier. On définit le polynôme dérivé d'ordre n
de P par récurrence en posant pW = (P^n~^)'.

On pose par convention, p(°) = P.

5.8.2. FORMULE DE TAYLOR

On suppose maintenant que K est un corps commutatif de caractéristique 0.

5.8.2.1. Théorème

Soient P un polynôme de K[X] de degré n > 1, et aun élément de K. On a
(formule de Taylor) :

P = P(a) + (X-a) P'{a) + ... + {X ~f Pk(a)
(5-8.2.1) , K i

où P(*)(a) désigne la valeur au point a de lafonction associée au polynôme P(k\

Démonstration. Soit

Pour simplifier l'écriture, nous noterons encore P la fonction polynôme P
associée à P.
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Nous allons démontrer la formule (5.8.2.1), d'abord lorsque a = 0. On a

P(0) = a0

P' = ax + 2a2X + ... + nanX"-1 =>• P'(0) = ai

P(*) = fc(fc - 1) ... 3.2.1at + ... + n(n - 1) ... (n - K + 1) a nX n~*,

d'où p(fc)(0) = /<" ! a t ,

P(") = n (n - 1) ... 3.2.1 an =>• P ( n )(0) = n ! an .

On en déduit

ao = P(0), ai = P'(0), a2 = ^T P"(0), ..., afc = A P(lfc)(0), ...
2 ! fc !

... a„ = i y P(")(O).

En remplaçant les a¿ (0 < i < n) par ces expressions, on obtient la formule

X2 Xk Xn

P = p(0) + XP'(O) + — P"(0) + ••• + J 7 P(fc)(0) + ... + — P ( n

appelée formule de Mac-Laurin.

Avec les notations précédentes, posons

On a d'après la formule de Mac-Laurin,

Q = Q(0) + YQ'(O) + ... + ^ ^

Comme

Q(y) = P(Y + a) = a0 + ai (Y + a) + ... + aK(Y + a)k + ... + an(Y + a ) n ,

on a

Q(0) = P(a), Q'(0) = P'(a), ...,

On en déduit la formule de Taylor

(5.8.2.2) P(Y + a) = p ( a

ou, en posant Y + a = X,

P = P(a

La formule de Taylor va nous permettre d'obtenir une condition nécessaire et
suffisante pour qu'un élément a de K soit une racine d'ordre k d'un polynôme.
Démontrons d'abord un Lemme.
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5.8.2.2. Lemme

Soient P un élément de K[X\, a un élément de K et k un entier > 2. Alors,
si a est racine d'ordre k de P,a est racine d'ordre k — \de P'.

Démonstration. Si a est racine d'ordre k de P, il existe un polynôme Q de K [X]
tel que

P = (X - a)kQ avec Q(a) ¿ 0.

Donc

P' = k(X - a)*"1 Q + (X - a)k Q'= (X - a)*"1 H

où H = kQ + (X - a) Q'. On a H (a) = kQ{a) ¿ O.car Q{a) £ Oet k • 1 ¿ 0
dans K puisque K est de caractéristique 0. Donc a est bien racine d'ordre k — 1
deP'.

5.8.2.3. Théorème

Soient K un corps de caractéristique 0, P un polynôme de K[X\, a £ K et
k un entier > \.Pour que a soit racine d'ordre k de P, il faut et il suffit que :

(5.8.2.3) P(a) = 0, P'(a)=0, ..., P(k-1\a)=0, P^k\a) £ 0.

Démonstration. Si a est racine d'ordre k de P, d'après le Lemme 5.8.2.2, a
est racine d'ordre k - 1, k - 2,..., 1 de P', P",..., P^- 1 ) respectivement et
p(k\a) ¿ 0. Les relations (5.8.2.3) sont donc vérifiées.

Réciproquement, si les relations (5.8.2.3) sont vérifiées, le degré n de P
est > k.

La formule de Taylor donne :

= (X - a)kQ

avec Q(a) = — p(k\a) ¿ 0. Donc a estracine d'ordre k de P.

5.9. Polynômes à plusieurs indéterminées

Nous allons définir les polynômes à plusieurs indéterminées en nous inspirant
du cas d'une indéterminée. Nous ne ferons pas une étude détaillée des propriétés
de l'anneau des polynômes à plusieurs indéterminées mais nous invitons le lec-
teur inéressé à le faire lui-même (c'est très instructif). Les notions fondamentales
seront exposées dans le cas de deux indéterminées.
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5.9.1. DÉFINITIONS GÉNÉRALES

5.9.1.1. Définition

Soit K un anneau commutati/. On appelle polynôme à deux indéterminées
à coefficients dans K, toute suite double (a¡j)i>o,j>o d'éléments de K dont
seuls un nombre fini de termes sont non nuls.

On note

P = (aoo, aio, aoi,...) ou P = (a¿j),>o,j>o-

Les dij sont appelés coefficients du polynôme P ; aoo s'appelle le terme cons-
tant.

L'ensemble des polynômes à deux indéterminées à coefficients dans l'anneau
commutatif K se note K[X, Y].

Soient P - (aij) et Q = (6,j) deux polynômes de K[X, Y]. On définit la
somme et le produit de P et Q par les formules :

(5.9.1.1) (aij

où

(5.9.1.2) dj = Y^ ai'i'bi"j"-

On vérifie facilement que l'on définit bien ainsi sur K [X, Y] une structure
d'anneau commutatif (intègre si K est intègre).

On dit que deux polynômes P = (a^) et Q = (6,j) sont égaux si on a
aij = bij pour tout élément (i, j) de ]N x ]N. On identifie K à un sous-anneau de
K[X, Y] en identifiant tout élément a G K au polynôme (a,j) tel que aOo = a
et ay = 0 si i > 1 ou j > 1.

Soit X (resp. V) le polynôme dont tous les coefficients sont nuls sauf aio
(resp. aoi) qui est égal à 1. En raisonnant comme dans le cas de K[X], on vérifie
facilement que tout polynôme P = (atJ),>o,j>o s'écrit de façon unique sous la
forme:
(5.9.1.3) P = ^2 ayX*Y*.

On dit que X et y sont les indéterminées et que P est un polynôme en X
et Y.

On définirait de même l'anneau K [X\, X%,..., Xn] des polynômes à n in-
déterminées Xi, Xi,..., Xn à coefficients dans K. Un élément de cet anneau
s'écrit

Y a,, ....„x«1 ...*;»

où un nombre fini de coefficients a,-, ...,„ sont non nuls.
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5.9.2. ISOMORPHISME CANONIQUE DE K[X] [Y]
SURK[X,Y]

Soit K un anneau commutatif. A = K[X] est un anneau commutatif. Pour
tout polynôme P e A[Y], on a

avec Pj G ̂ p f ] , l'ensemble des indices j tels que Pj ^ 0 étant fini. Posons,
pour tout indice j :

Pj = E OijX', où an eK.
i

Alors

V

estunélémentdeK^.yj.OnpeutdoncassocieràPrélémentQ = ^ a y X ' y ^ '

de/-s:[X,y].

5.9.2.1. Théorème

L'application P \—> Q est un isomorphisme de A[Y] sur K[X, Y].

Démonstration. Notons <p l'application qui fait correspondre à P l'élément Q.
Elle est surjective car les coefficients a,j de <p (P) = Q = ^ a¡jX'Yj sont

arbitraires.

Montrons qu'elle est injective.

Soit A = ^ AjY1 avec A¡ = ^ <x¿j X ' ; on a
i »

if {A) = B — ^2 « y -^'^•7- Si y(A) = <p(P), on a ay =oc,j quels que

soient i et j , donc .A, = Pj quel que soit j ; par suite A = P et y est injective.

On verrait de môme qu'il existe un isomorphisme de K [Xi, ...,Xn_i] [Xn]
s\aK[Xi,...,Xn.uXn].
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5.9.3. DEGRÉ D'UN POLYNÔME A DEUX INDÉTERMINÉES

5.9.3.1. Définition

Soit P -^2 aijXiYj un polynôme de K[X, Y]. On appelle degré partiel
«j

de P par rapport à X, le degré de P considéré comme élément de K[Y] [X],
c'est-à-dire le plus grand des entiers i tels que a,¿ ^ 0.

Ce degré partiel se note degx(P). On a les inégalités suivantes :

degjr(P + Q)< sup (degx(P), degx (Q))

degjr(P • Q) < degjr(P) + degx(Q)

cette dernière inégalité étant une égalité si K est intègre.

On définit de même le degré partiel de P par rapport à Y.

On a degx(P) - -oo si P = 0.

On appelle degré total, ou simplement degré de P, et on note deg(P), le
plus grand des entiers i + j pour tout les couples (i, j) tels que a¡j ¿ 0.

Si P, Q e K[X, y], on a aussi les inégalités :

deg(P + Q)< sup (deg(P),deg(Q))

deg(P • Q) < deg(P) + deg(Q).

Si par exemple P = X 4 +X 2 Y\deg x (P) = 4,degy(P) = 3,etdeg(P) =
5.

On dit que le polynôme P = V^ aijX'Y1 est homogène de degré d si
•j

a,j = 0 pour i + j ^ d. Autrement dit, P est homogène de degré d si chacun
des monômes qu'il contient est de degré total d.

En regroupant ensemble, dans l'expression de P = ^ aijX'Yj les termes
• • i

pour lesquels ai+j a une valeur donnée, on voit que tout polynôme P e K[X,Y]
de degré total d s'écrit d'une manière unique sous la forme

(5.9.3.1) P = P0 + P 1 +. . . + Pd

où chaque polynôme PT est homogène de degré r et où Pd ¿ 0. On dit que Pr
est la composante homogène de degré r de P.

Toutes les notions qui viennent d'Être définies se généralisent aisément au
cas de n indéterminées.

5.9.4. FONCTIONS POLYNÔMES

Nous traitons comme précédemment le cas de deux indéterminées X et Y,
la généralisation étant facile à faire.
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5.9.4.1. Définition

Soit P = ^2 a-ij^Y* un polynôme de K[X,Y]. On appelle fonction

polynôme de deux variables associée aupolynôme P, l'application Pde Kx K
dans K, associant à tout élément (x,y) de K x K, l'élément ^ a¿¿ x'y*.

On démontre, comme dans le cas de ATpf], que quels que soient les poly-
nômes P et Q de K [X, Y] et l'élément A e K, on a

( P i Q ) = jp + Q, (pTQ) = p . Q , (AP) = AP.

On démontre également que si K est un anneau intègre infini, l'application
qui à un polynôme P de K[X, Y] fait correspondre la fonction polynôme P
est un isomorphisme de K[X, Y] sur l'anneau des fonctions polynômes à deux
variables sur K. Ceci permet d'identifier un polynôme P £ K [X, Y] à la fonction
polynôme P qui lui est associée lorsque K — <Q,, E ou C.

Toutes ces considérations se généralisent sans peine au cas de n indéterminées
Al, ..., Xn.

5.9.5. DÉRIVATION PARTIELLE DES POLYNÔMES

5.9.5.1. Définition

Soient K un anneau commutati/et P un polynôme de K[X, Y]. On appelle
polynôme dérivé partiel de P par rapport à l'indéterminée X (resp. y) , et on

dP ( dP\
note P'x (resp. Py) ou ^— I resp. -^-p I le polynôme dérivé de P considéré

comme élément de K[Y] [X] (resp. K[X] [Y]).

Si K = E, on retrouve les dérivées partielles définies en analyse. On a des
règles de calcul analogues à celles qui ont été établies au paragraphe 5.8 dans le
cas d'une indéterminée.

Si P - ^2 aijX'Yj est un polynôme de K[X, Y], on a

P u _ pu
XY — ^YX •

II suffit de vérifier cette formule lorsque P = X'Y'. Dans ce cas, on a:

PXY = ( ^

PYX = ( ^

Cette remarque permet de calculer les dérivées partielles successives de P
sans se préoccuper de l'ordre des dérivations.

On note p£t+y,s le polynôme obtenu en dérivant oc fois par rapport à X et ß
fois par rapport à y .
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5.9.5.2. Théorème (Formule d'Euler)

Soient K un corps de caractéristique 0, et P un élément de K[X, Y]. Pour
que P soit homogène de degré n, il faut et il suffit que XP'X + YPy = nP.

Démonstration. Supposons P homogène de degré n. P s'écrit donc

¿=0

Alors :

n n

X P X + yPy = 2^ «a<^ y + 2^ (n ~ 0 a « x Y = nR

i=0 »=0

Réciproquement, supposons qu'on ait

XP'X + YP^ = nP.

Nous savons que tout polynôme P de K[X, Y] s'écrit de façon unique sous
la forme P = V^ P* o u chaque P¿ est homogène de degré i. Alors d'après la

première partie, on a

n P = XP'X -

D'où

En vertu de l'unicité de la décomposition d'un polynôme en somme de
polynômes homogènes, nous obtenons (n - i)Pi = 0 pour tout i ; donc P, = 0
pour i ^ n, puisque K est de caractéristique 0. Donc P = Pn est homogène de
degré n.

5.9.5.3. Théorème (Formule de Taylor)

Soient K un corps de caractéristique 0, a et b des éléments de K,et P un
élémentdeK[X,Y].Ona

(5.9.5.1) P(X,Y)= ^ & i

Démonstration. Notons d'abord que 5.9.5.1 a un sens car la somme du second
membre est finie puisque les dérivées _?(•+•') sont nulles pour i + j assez grand.
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D'autre part, tout élément de K[X, Y] est somme d'éléments de la forme
X(X — af (Y - b)', où A G K, et où r et s sont dans IN. En effet, pour un
monôme XxYß, on a

x Ä y " = ((x -a) + a)x ((y - b) + b)p.

La formule du binôme donne

oc ß

X«Yß = ̂ CÌ aÄ-*(X - o)* Yl Cß 6"~* ( y - 6)g'
*=0 î=0

expression que l'on peut toujours écrire sous la forme indiquée.

Par linéarité, il suffit donc de démontrer (5.9.5.1) lorsque P{X,Y) =
(X-a)m(Y-b)n.

On a

'.y) (a>b) = 0 Pour (i, j) Í (m, n) et P"+?i (a, 6) = m ! n !

1
m! n!

Le second membre de (5.9.5.1) se réduit donc à — ¡ — - m\ n\
m l "• !

(X - a)m (Y - b)n, d'où le théorème.

Fractions rationnelles

Soit K un corps commutati/. Nous savons que l'ensemble K[X] des po-
lynômes à une indéterminée à coefficients dans K est un anneau commutati/
intègre dans lequel les seuls éléments inversibles sont les polynômes de degré 0.
K [X] n' est donc pas un corps, mais on peut construire le corps des fractions de
K[X] (cf. Chapitre4, §4.5, n" 4.5.3).
Ce corps s'appelle le corps des fractions rationnelles à une indéter-
minée à coefficients dans K. On le note K(X).

5.10. Définition du corps des fractions
rationnelles

Nous allons rappeler dans ce paragraphe les principales étapes de la construc-
tion du corps K(X) des fractions rationnelles à une indéterminée à coefficients
dans K.

141



COURS D'ALGÈBRE

5.10.1. FRACTIONS RATIONNELLES

On pose comme d'habitude K[X]* = K[X] - {0}.

• K(X) est l'ensemble quotient de K[X] x K[X]* par la relation d'équiva-
lence 11 :

=AlB.

Une fraction rationnelle F de K{X) est donc une classe d'équivalence re-
présentée par un couple (A, B) d'élément de K[X] dans lequel fl^¿0;un autre
couple (Ai, B\ ) représente la môme fraction rationnelle F si, et seulement si
A A

Si (A, B) est un représentant quelconque de F, on convient d'écrire F = —
B

ou F = AB~X ; on dit que A est le numérateur et que B est le dénominateur
de la fraction rationnelle F.

• Dans/í[X] x 7^X]% on définit l'addition et la multiplication en posant:

(A, B) + (C, D) = (AD + BC, BD)

(A,B)(C,D) = (AC,BD).

Les deux lois de K(X) sont les lois quotients et on les note aussi, + et • ;
alors le triplet (K(X),+, •) est un corps commutatif. L'élément neutre pour
l'addition est la fraction rationnelle nulle 0 qui est la classe des couples
(0 ,5) tels que S ^ 0. L'élément neutre pour la multiplication, appelée fraction
rationnelle unité, et notée 1, est la classe des couples (B,B) avec B ^ 0. Pour
la multiplication, l'inverse de la fraction rationnelle non nulle F, classe de (A, B)

avec A ^ 0 et B ^ 0 est la fraction rationnelle notée —.
F

L'application qui, à A G .K pf ], associe la fraction rationnelle dont un repré-
sentant est le couple (^4,1), est un morphisme injectif de l'anneau K[X] dans
l'anneau K(X). On peut donc identifier K[X] au sous-anneau de K(X) cons-
titué par les fractions rationnelles dont les représentants sont de la forme (A, 1 ).

5.10.1.1. Définition

Soit F e K(X) - {0}. On appelle représentant irréductible de F ou forme

irréductible de F toute représentation de F sous la forme —,où A et B sont

des éléments de K[X] premiers entre eux.

Montrons que toute fraction rationnelle admet une forme irréductible.

5.10.1.2. Théorème

Soit F un élément de K(X) - {0}. Alors :

a) F possède des représentants irréductibles.
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b) Si (A, B) est un représentant irréductible de F, les autres représentants
irréductibles de F sont de la forme (XA, AS), où A G K*, et les représentants
de F sont de la forme {AC, BC), oùCG K[X]\

Démonstration, a) Soit (A, B) un représentant de F. Par hypothèse, on a A ^ 0
et B ¿ 0. Soit D le PGCD de A et B. On a A = AXD et B = BXD, avec

A A\
PGCD (Ai, B\) - 1, B\ ,£ 0 puisque S n'est pas nul. Par suite — = —- = F

B B\

et —- est bien un représentant irréductible de F.
B\

b) Soit (A, B) un représentant irréductible de F et soit {A\, B\ ) un autre repré-
sentant irréductible de F. On a AB\ = Ai B. Donc B divise ABi et est premier
avec A; d'après le Théorème de Gauss, B divise B\. De même Si divise S.
Ainsi, il existe C G K[X] tel que Si = BC. Comme l'anneau K[X] est intègre
et puisque B ^ 0, l'égalité ASi = AXB qui s'écrit AiB = ABC, montre que
Ai = AC. On a ensuite Si = BC. De plus, P.G.C.D. (Ai,Si) = C, d'où
P.G.C.D. (Ai, Si) = 1 si et seulement si C e K*. Si (A, S) est un représen-
tant irréductible de F, il est clair que, pour tout C G K[X]*, (AC, BC) est un
représentant de F.

Notation. Par abus de langage, nous dirons et nous noterons :

• — la fraction rationnelle dont un représentant est le couple (A, S).
S

A Ai
• — = — si (A, B) et (Ai, Si) représentent la même fraction rationnelle.

O til

• La fraction irréductible — au lieu de la fraction de représentant irréduc-

tible (A, S).

• Si S divise A,A = BQ. La fraction — sera donc identifiée au polynôme Q.
B

Les opérations dans K(X) s'expriment par

A C _AD + BC A C _ AC
~B+~D~ B~D e t S ' ~D ~ B~D'

5.10.1.3. Théorème

Soit F G K(X) - {0}. Si — est un représentant quelconque de F, l'entier
o

deg(A) - deg(S) ne dépend que de F. On l'appelle le degré de la fraction
rationnelle F, et on le note âsg(F).

A At
Démonstration. Soient en effet - et — deux représentants de F. On a

S B\
= Ai S, donc

deg(A) + deg(Si) = ôeg(Ai) + deg(S).
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Commedeg(S) etdeg(5i)sontdeséléments deISlpuisqueß ¿ OetSi / O,
on en déduit

dcg(A) - deg(S) = deg(Ai) - deg(5i ).

Comme pour les polynômes, on convient de poser deg(O) = —oo.

5.10.1.4. Théorème

A C
Si — et — sont des éléments non nuls de K(X), on a :

a D

La vérification est immédiate et est laissée au lecteur.

5.10.2. FONCTION RATIONNELLE

Soit K un corps commutatif. Nous allons associer à toute fraction rationnelle
sur K une fonction de K dans K, comme cela a été fait pour les polynômes
(voir § 5.6).

5.10.2.1. Définition

p
Soit F = — une fraction rationnelle de K(X) écrite sous forme irréductible.

On appelle pôle de F toute racine de son dénominateur. On dit que a £ K est
un pôle d'ordre oc de F si a est un zéro d'ordre ocdeQ.

Toute racine de multiplicité k du polynôme P est dite racine d'ordre k de F.

5.10.2.2. Remarque

P Pi
Si — et 77- sont deux formes irréductibles de F, P et Pi sont associés et

Q Qi
ont donc les mêmes zéros ; de même Q et Q\ étant associés ont les mêmes
racines. Les notions de pôle et de racine sont donc indépendantes du représentant
irréductible choisi. Mais il est indispensable, dans la définition précédente, de
prendre un représentant irréductible; ainsi +1 n'est pas un pôle de la fraction

„ X 3 - l
rationnelle - ^ 5 — - .

J 1
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5.10.2.3. Définition

p
Soit F une fraction rationnelle écrite sous forme irréductible —. On appelle

Q
domaine de définition de F, et on note Dp, le complémentaire dans K de
l'ensemble des pôles de F.

On appelle fonction rationnelle associée àF,V application F de DF dans K
P(x)

définie par F(x) — _ pour tout x G DF-
Q(x)

P Pi
Cette définition est justifiée par le fait que si — et —— sont deux représentants

Q Qi
irréductibles de F, _., = *, { et F ne dépend donc pas du représentant

Q(x) Q\{x)
irréductible choisi.

5.10.2.4. Définition

Soient F et G deuxfractions rationnelles sur K, de domaines de définition DF
et DG respectivement. On définit les applications F + G et F G de DF n DG
dans K en posant :

= F(x).G(x)

pour tout x G Dp n DQ.

5.10.2.5. Théorème

Soient K un corps commutatif infini, et F et G deuxfractions rationnelles
sur K telles que F{x) = G(x) pour tout x G Df n D G . Alors F = G.

P Pi
Démonstration. Soient — et — des représentants irréductibles de F et G

Q Q\

respectivement. Pour tout x e Dp n DG, on a - = ~ . Donc
Q(x) Qi{x)

P(x)Q1(x)-Q{x)Pl(x) = O.

Autrement dit la fonction polynôme associée au polynôme PQ\ — QP\ de
K [X] s'annule en tout point de l'ensemble DF n DG qui est infini puisque le
nombre de pôles est fini. Ainsi le polynôme PQ\ — QP\ s'annule pour une
infinité de valeurs, donc (Corollaire 5.6.2.6), PQ\ - QP\ - 0, i.e. F = G.
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5.11. Décomposition d'une fraction
rationnelle en éléments simples

5.11.1. THÉORÈMES GÉNÉRAUX

5.11.1.1. Lemme

Soit F un élément de K{X). Il existe un unique polynôme E tel que l'on ait
F = E + Roù Rest une fraction rationnelle de degré strictement négatif. On
dit que E est la partie entière de F.

Démonstration. Soit — un représentant quelconque de F. Comme B ^ 0, on
B

peut effectuer la division euclidienne de A par B. On obtient
A = EB + D avec D = 0 ou deg(£>) < deg(ß).

Si D - 0, F = E + 0 et l'existence est établie. Sinon, on a

A EB + D D
E +

Posons R = — ; on a deg(Ä) < 0.
B

L'écriture est unique car si E et E\ sont des polynômes tels que F = E+R =
Ei + Ri avec deg(Ä) < 0 et deg(iïi) < 0, on a

deg ((F -E) + (Ei - F)) < sup (deg(F - E), deg(£i - F)).

On en déduit deg(#i - E) < 0, d'où Ex = E.

5.11.1.2. Lemme
p

Soit F = -r-— — une fraction rationnelle, où les polynômes Qi, ...,Qn
Q1Q2 ••• Qn

sont premiers entre eux deux à deux et deg(P) < deg(<2i<p2 ... Qn). Il existe
une famille et une seule de polynôme Pi, 1 < i < n, tels que

P -A* Pi ( Pi \
77-— p r = y j 7 T ; d e 8 ( 7T ) < 0 pour tout i G {1, . . . ,«}.

1 = 1 v '

Démonstration. Raisonnons par récurrence sur n.

a) Existence d'une décomposition lorsque Q = Q\ Qi :
QitiQi étant deux polynômes premiers entre eux, il existe, d'après le Théorème
de Bezout, deux polynômes R\ et Rz tels que RzQ\ + R1Q2 = 1, soit P =
(PR2)Qi+(PRi)Q2.
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On en déduit
P _ PR! PR2

Q1Q2 " Qi + Q2 '

D'après le Lemme 5.11.1.1, il existe des polynômes E\,P\,E2, Pt tels que :
P A I _ Pi PRa. _ E Pi
Q\ ~ l Qi' Q2 Q2'

D'où

•S- + 5-, degf^-^O, deg (•§•)<().
Vi ^¿2 Wi / V»2/

On en déduit deg [ -^- + —̂  ) < 0, donc E\ + E2 est la partie entière de
\Qi Qi)

p
. Comme cette partie entière est nulle d'après l'hypothèse sur les degrés

Q1Q2
de P et Q\ Q2, on a finalement

P Pi P2 _, / P i \ n * Í Pi\ n

= -— + -— avec deg —- < 0 et deg I —- < 0.
W i / VQ2/

Q1Q2 Qi Q2

b) Unicité de la décomposition dans le cas de Q = Q\Qi :

Supposons qu'on ait trouvé deux couples (Pi, Pi) et {P[, P{) de polynômes
vérifiant les conditions du théorème.

On obtient par différence :

o u

Le polynôme Q2 est premier avec Qi et il divise Q i ( P 2 - P 2 ) ;
d'après le Théorème de Gauss, Q2 divise P2' - P2. Or deg(P2' - P2) <
sup (deg(P2), deg(P2)) < deg(Q2), donc P2' - P2 = 0. Q2 n'étant pas nul et
K[X] étant intègre, on a Pi — P[ = 0, d'où l'unicité de la décomposition.

c) Existence et unicité dans le cas général :

Raisonnons par récurrence sur n, le résultat étant vrai pour n = 2. Supposons
le résultat démontré pour (n—1) facteurs et soit Q = Q1Q2 -Qn un produit den
polynômes premiers entre eux deux à deux. Qi étant premier avec Q2,..., Qn
est premier avec le produit Q2Q3 ...Qn.En appliquant la première partie de la
démonstration, on conclut qu'il existe un couple unique (Pi, ñi) de polynômes
vérifiant deg(Pi) < deg(Qi), deg(fii) < deg(C?2 ... Qn) et tels que:
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p
1Appliquons alors l'hypothèse de récurrence à la fraction rationnelle p

Ql — Qn
on obtient d'une manière et d'une seule, n — 1 polynômes P2,..., Pn tels que :

P Pi PÏ Pn
Q Qi Q2 •" Qn

avecdeg(P,) < deg(Q¿) pour tout i G {l,...,n} ce qui achève la preuve.

5.11.1.3. Lemme
P

Soit F = -?r^,ra G tT, une fraction rationnelle telle que deg(P) < deg(Q").

// existe une famille unique de polynômes P\,P2,...,Pn telle que :

" P
F = YJ -¿et teë(Pi) < deg(Q) pour tout i € {1, . . . , " } •

Démonstration. Raisonnons par récurrence sur l'entier n.

Le lemme est évident si n = 1. Supposons-le démontré jusqu'à l'ordre n - 1
et démontrons-le à l'ordre n.

Effectuons la division euclidienne de P par Q : il existe des polynômes B
et Pn dans / i [ ^ ] tels que

P = QB + Pn avec deg(P„) < deg(Q).

P B PnAlors _ = ^ + _ .

Cette décomposition est unique à cause de l'unicité de la division euclidienne

dans K[X]. Comme -—^ = " on a, d'après le Théorème 5.10.1.4,
Q Q

deg(S) < degiQ""1). On peut donc appliquer l'hypothèse de récurrence à
B

_ t , ce qui achève la démonstration du lemme.

5.11.1.4. Définition

Toutefraction rationnelle de la forme -5—, où B est un polynôme irréductible

de K[X], oc un entier supérieur ou égal à 1 et où deg(^4) < deg(5), s'appelle
un élément simple.

Le résultat fondamental de ce paragraphe est le théorème suivant qui s'obtient
en utilisant les lemmes précédents.
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5.11.1.5. Théorème

Soit F une fraction rationnelle de K(X) écrite sous sa forme irréductible
p
—, Q étant un polynôme de degré au moins égal à 1. Si Q = XAKB^ ... U1

Q
est la décomposition de Q en facteurs irréductibles, il existe une famille unique
E,Ai,...,Aoc,Bi, ...,Bß, ...,L\,..., L-y de polynômes de K[X] tels que

P _ „ Ai A2 AK
E + + + +

ël
B2

et deg(i4¿) < deg(^), deg(5¿) < deg(S),..., deg(L.) < deg(X) pour tout i.

Calculer ces polynômes c'est décomposer la fraction rationnelle F en
éléments simples.

Démonstration. Puisque les polynômes A,B,...,L sont premiers entre eux
deux à deux il en est de même de Aa, B13,..., L"1. D'après les lemmes 5.11.1.1
et 5.11.1.2, il existe une famille unique de polynômes E,Ci,...,C~, tels que

avec deg ( —^ ) < 0, ...,deg ( •— ) < 0. Il suffit maintenant d'appliquer le

Lemme 5.11.1.3 à chacun des termes -¿-,..., -p- pour obtenir la décomposition
Ax L^

annoncée.

5.11.2. DÉCOMPOSITION EN ÉLÉMENTS SIMPLES D'UNE
FRACTION RATIONNELLE SUR C

Nous savons que les polynômes irréductibles de C [X] sont de la forme X - a,
où a € C. Le Théorème 5.11.1.5 se simplifie de la manière suivante :

5.11.2.1. Théorème
P

Soit F une fraction rationnelle deC(X) écrite sous forme irréductible — telle

que deg(Q) >\.Si Q{X) = \{X - ai)0" ... (X - a n ) a » est la décomposition
de Q en facteurs irréductibles, il existe un polynôme unique E et une unique
famillede scalaires (i>«i)i<.<n,i<j<oci tels que :

n

F = E + Y,
¿=i
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Démonstration. Les polynômes A,B,...,L du Théorème 5.11.1.5 sont ici
(X - ai), (X - a2),...,(X — a n ) ; comme ces polynômes sont du premier
degré, les polynômes Ai,Bj ... Lk de la théorie générale, qui vérifient
dcg(Ai) < deg(A), sont des constantes.

5.11.2.2. Définition

Les notations étant celles du Théorème 5.11.2.1, ^ (x *J—u s'appelle la

partie polaire (ou partie principale) de F relative au pôle ai.

Méthode pratique de calcul des b¡j

Étant donné une fraction rationnelle F de €(X), le Théorème 5.11.2.1 af-
firme l'existence et l'unicité de la décomposition en éléments simples de F. La
partie entière (qui est non nulle si et seulement si deg(.F) > 0) s'obtient en ef-
fectuant la division euclidienne du numérateur de F par son dénominateur. Nous
supposerons dans la suite que cette opération a été faite et nous ne considérons
plus que des fractions rationnelles de degré strictement négatif.

P(X}
Soit F(X) = — li. nfv^ une fraction rationnelle de €(X) de degré

(A - a)* Q(A)

a) Partie polaire relative à un pôle multiple :
P(X}

li
(A - a)*

strictement négatif admettant a pour pôle d'ordre k (on a donc P(a) ^ 0 et
Q(a) ¿ 0).

D'après le Théorème 5.11.2.1, la décomposition de F s'écrit :

X - a + (X - a)2 + - + (X - a)* + Q(X) '

D'où

P(X) = (6» + 6fc_,(X - a) + ... + h(X - a)*"1) Q(X) + (X-a)k

Prenons alors le polynôme X — a = Y comme nouvelle indéterminée ; on
obtient

P(a + Y) = (bk + &*-iY + ... + &iY*"1) Q(a + Y)+ YkPx{a + Y).

La partie polaire relative au pôle a apparaît ainsi comme le quotient de la
division suivant les puissances croissantes de P(a + Y) par Q(a + Y) à l'ordre
fc-1.

b) Partie polaire relative à un pôle simple :
p

Si — est une fraction rationnelle irréductible de €(X) admettant le nombre
Q

a pour pôle simple, la partie polaire de cette fraction rationnelle relative au pôle
P(a) 1

a est—fr^r — .
Q"(a) X — a
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En posant Q(X) = (X - a) Q\ (X), on a une décomposition de la forme

P(X) A R(X)
(A - a)Qi(X) X-a

Multiplions les deux membres par X — a puis faisons X = a ; on obtient
, _ P{a)

De l'égalité Q{X) = (X — a) Qx (X), on obtient en prenant les polynômes

dérivés, Q'{X) = (X-a)Q[(X)+Q1(X).D'oùQ'(a) = Qi(a)etA = ^ßr.
Q \a)

5.11.2.3. Exemple

Décomposer la fraction rationnelle F(X) = — —-r=- en élé-
XyX -\- Lj yX — 1)

ments simples sur C.
Le degré du numérateur étant strictement inférieur à celui du dénominateur,

la partie entière de la décomposition est nulle.

La décomposition est de la forme :

a b e
X X + l X - 1 (X - l ) 2 (X - l ) 3 '

Multiplions les deux membres de cette égalité par X puis faisons X = 0 ; il
vient J4 = - 1 .

En multipliant de même les deux membres de l'égalité par X + l puis faisant

X = — 1, nous obtenons B = - .
o

Pour obtenir la partie principale relative au pôle triple 1, nous posons
1

La division de 1 par 2 + 3 y + Y 2 suivant les puissances croissantes à l'ordre 2
donne:

soit en rêvant àF(l+Y):

15 71 1 3 / 15 I \r

J _ 2 4 , 8 , ~ T ~ 8 Y

(2 + 3Y + Y2) Y3 Y3 Y2 Y 2 + 3Y + Y2

et en rêvant enfin à X,

r ( x ) -
- 1)2
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La décomposition cherchée est donc
1 1 7

8(X - 1) 4(X - 1)2 2(X - l)3

5.11.3. DÉCOMPOSITION EN ÉLÉMENTS SIMPLES
D'UNE FRACTION RATIONNELLE SUR E

Dans R[X], les polynômes irréductibles sont les polynômes du premier degré
et ceux du second degré à discriminant négatif. Le Théorème 5.11.1.5 prend alors
la forme suivante:

5.11.3.1. Théorème

Soif F une fraction rationnelle de~R(X) admettant unreprésentant irréductible
p
— tel que deg(Q) > 1.
w

n m

Si Q(X) = AjJ (X - <n)K> Y[ (X2 + PjX + qj)P' est la décomposi-
¿=i j=i

lion de Q en polynômes irréductibles, il existe un polynôme unique E et des
familles uniques de nombres réels (^i;)¡<t<n,i<j<«í (-Bfcr)i<ifc<m,i<r</3k et
(Cjfer)i<)t<m,i<r<19)1 tels que:

5.11.3.2. Définition

Dans la décomposition en éléments simples d'une fraction rationnelle
A ' *

de K(X), une fraction de la forme . „ >J . . s'appelle un élément simple de
(X - ap

première espèce, une fraction de la forme j^p:—-———î^- s'appelle un
(X¿ + pkX + qky

élément simple de deuxième espèce.

Méthode pratique de décomposition

a) Pour la recherche de la partie entière et les éléments simples de première
espèce, tout ce qui a été dit au n° 5.11.2 reste valable.

b) Pour les éléments simples de deuxième espèce, les méthodes suivantes peuvent
être utilisées :

• On écrit la décomposition de F à l'aide de coefficients indéterminés et
on détermine ces coefficients par des considérations numériques particulières ;
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l'examen de la parité de la fraction rationnelle considérée peut simplifier les
calculs.

• On utilise la décomposition dans C(A') puis en regroupant les parties
polaires relatives aux pôles conjugués, on obtient la décomposition dans R(X).

• Si F n'admet que deux pôles complexes conjugués, on procède par divisions
successives.

Pour conclure ce chapitre, examinons quelques exemples qui mettent en
œuvre les méthodes qui viennent d'être expliquées.

5.11.3.3. Exemple

Décomposer la fraction rationnelle F(X) = j==—. . ,—-r=- en élé-
[X — 1) {X + 1)

ments simples sur R
On a P = 1, Q = (X2 - 1) (X2 + l ) 2 ; deg(P) < deg(Q), donc la partie

entière est nulle. F s'écrit
A B aX + b cX + d

+ TTT + v2 , i +- 1 X + 1 X2

Nous remarquons que F est paire, c'est-à-dire F(—X) — F(X).

Comme
A B -aX + b -cX + d

X + Ì

l'unicité de la décomposition nous permet d'affirmer que B = — A, a = —a,
c = —c, donc a = c = 0.

Pour déterminer A, multiplions les deux membres par X — 1 et après simpli-

fication, donnons à X la valeur 1 ; nous trouvons A = - . On utilise une méthode
o

analogue pour déterminer d ; on trouve d = - -.

Il ne reste plus qu'un coefficient inconnu ; il suffit de donner à X une valeur

particulière, par exemple 0, pour obtenir 6 = — .
4

La décomposition cherchée est donc
1 1 1 1 1

(X2 - 1) (X2 +1)2 8 (X-1 ) 8(X + 1) 4(X

5.11.3.4. Exemple

Décompos

simples sur R

Décomposer la fraction rationnelle F(X) = —— —-^ en éléments
(A + 1) (Az + 1;
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La partie entière étant nulle, la décomposition sur C est de la forme

+ + é
Pour obtenir A, on multiplie les deux membres de cette égalités par X+1 puis

- 1 1 + i 1 - i
on fait X = - 1 , d'où A - -—. On obtient de même B - ——, C - ——,

2 4 4
ce qui donne

En regroupant les parties polaires relatives aux pôles conjugués et en réduisant
au même dénominateur, nous obtenons la décomposition sur E :

r +
2{X

5.11.3.5. Exemple

2.X^ + X^ + 1
Décomposer la fraction rationnelle j—= — rj en éléments simples

\X + X + 1)
surR

La partie entière est nulle. Le dénominateur admet deux racines complexes
conjuguées.

La division euclidienne du numérateur par X2 + X + 1 donne :

IXA + X* + 1 = (X2 + X + 1) (2X2 - X - 1) + 2X + 2,

d'où
2XA + X3 + 1 2X2 - X - 1 2X + 2

• + x +1)3 (x2 + x +1) 2 (x2 + x +1)3 •

La division euclidienne du quotient 2X2 -X-lpssX2 + X + l s'écrit:

2X2 - X - 1 = 2(X2 + X + 1) - 3X - 3.

_ AAA . 2X2 - X - 1 2 - 3 X - 3
On en déduit: , „ . . „ . . . . = „- . -—- + ——. —-r^.

La décomposition cherchée est donc :

-1 2 - 3 X - 3 2X + 2
(X2 + X + l)3 X 2 + X + 1 T (X2 + X + l)2 T (X2 + X + l)3 •
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Chapitre 6 : ESPACES
VECTORIELS

La notion d'espace vectoriel est l'une des notions les plus importantes en
mathématiques et dans les applications des mathématiques aux autres sciences.
En physique et dans les sciences de l'ingénieur, les espaces vectoriels constituent
un outil indispensable pour représenter certaines quantités .forces, vitesses, état
d'un système en mécanique quantique, etc.

Dans ce chapitre, nous allons introduire la notion abstraite d'espace vectoriel
puis nous étudierons les principales conséquences des axiomes définissant la
structure d'espace vectoriel. Dans tout ce qui suit, K désignera toujours un
corps commutati/.

6.1. Définition d'un espace vectoriel

6.1.1. DÉFINITIONS

6.1.1.1. Définition

Soient E un groupe commutati/note additivement, et K un corps commutati/.
On dit que E est un espace vectoriel sur K ou un K -espace vectoriel, s'il existe
une loi externe, de domaine K, associant à tout élément (X,x)de Kx E l'élément
de E noté A • x ou Xx avec les propriétés suivantes :

X- (x + y) = X • x + X y

(A + fj) • x = X • x + fi • x

X-(fi-x) = {Xfi) • x

1 • X = X

quels que soient x, y € E et A, fi G K, 1 désignant l'élément unité du corps K.

Les éléments de E s'appellent les vecteurs ; ceux de K s'appellent les
scalaires. Nous désignerons en général les vecteurs par des lettres latines minus-
cules, et les scalaires par des lettres grecques minuscules. On parlera d'espace
vectoriel réel si K = E, d'espace vectoriel complexe si K = C.

L'élément neutre du groupe (E, +) est noté Os ou simplement 0 et est appelé
le vecteur nul ou l'origine de E. Si E = {0}, on dit que E est un espace
vectoriel nul.
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6.1.1.2. Remarque

Si au lieu de prendre un corps K, on prend un anneau A (non commutatili),
on dit que E, muni des deux lois de composition précédentes est un module à
gauche sur l'anneau A ou encore un A-module à gauche (l'ordre d'écriture A«
pour le produit externe de (A, x) G K x E doit être respecté).

On définit de même un A-module à droite. C'est un ensemble E sur lequel
on a défini :

a) une loi de groupe abélien, notée (a;, y) i—• x + y ;

b) une application (x, A) i—• x • A de E x A dans E, vérifiant les propriétés
suivantes :

(x + y) • X = x • X + y • X

x • (A + / / ) = x • X + x • fi

(x-X)n = x- (A/i)
X • 1 = X

quels que soient x,y G E et X, fi G A.

Si A est un anneau commutatif, ces deux notions de module à gauche et de
module à droite coïncident. On dit que E est un A-module.

6.1.2. RÈGLES DE CALCUL DANS UN ESPACE VECTORIEL

L'opposé du vecteur x dans le groupe (E, +) est noté -x ; la somme du
vecteur x et de l'opposé du vecteur y est notée x - y et est appelée différence
de x et y.

a) On a

(6.1.2.1) X(x - y) = Xx - Xy

quels que soient x, y G E et A e K.

En effet,
X(x - y) + Xy = X [(x - y) + y] = Xx.

D'où la formule (6.1.2.1) Si dans cette formule, on fait x — y, il vient

pour tout A G K.

b)Ona

(6.1.2.2) (A - fi)x = Xx - fix

quels que soient x G E et A, y. G K.
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En effet,
(A - fi)x + fix = [(A - fi) + fi] x — \x.

On en déduit la formule (6.1.2.2). En faisant A = ¿¿ dans cette formule, on
obtient

0 x = 0

pour tout vecteur x.

c) Quel que soit x G E et quel que soit A G K, on a

(6.1.2.3) (-A)x = A(-x) = -(A*).

On a en effet

\x + A(-x) = A(x - x) = A • 0 = 0

et
A* + (-A)x = (A + (-A)) x = (A - \)x = 0 • x = 0.

d) Pour tout x G E et pour tout A G Ä",

Ax = 0 •<=>• A = 0 ou x = 0.

D'après b) et c), on a A • 0 = 0 • x = 0.

Réciproquement, supposons que A • x = 0 et A ^ 0. Alors A"1 existe et on a

A-1(Ax) = A~1 0 = 0.

Or
A-1(Ax) = (A-1A)x = l x = x,

donc x = 0.

6.1.3. EXEMPLE D'ESPACES VECTORIELS

6.1.3.1. Exemple

L'ensemble E des vecteurs libres du plan (ou de l'espace) de la géomé-
trie élémentaire est un espace vectoriel réel pour les lois de composition

(vu\fy i—>Vi + V2deEx E dans E et ( A , K ) I—• XV de E x E dans E.
Cet exemple est à l'origine de l'étude abstraite des espaces vectoriels.

6.1.3.2. Exemple

Soient K un corps commutatif et K' un sous-corps de K. Muni de la loi de
groupe abélien et de la loi externe (A, //) i—> A • // de K' x K dans K, K est un
if'-espace vectoriel. Si on prend en particulier K' = K, on voit que tout corps K
est un espace vectoriel sur lui-même, la loi externe étant la multiplication interne.
Ainsi K est un espace vectoriel réel. C est un espace vectoriel réel ou complexe.
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6.1.3.3. Exemple

Soit E un espace vectoriel sur K et soit K' un sous-corps de K. En con-
sidérant la restriction de l'opération externe de K x E à K' x E, on obtient
une structure d'espace vectoriel sur le corps K'. Ainsi, tout C-espace vectoriel
est aussi un R-espace vectoriel. Ce procédé est appelé restriction du corps des
scalaires. Le procédé inverse, appelé extension du corps des scalaires ne sera
pas exposé dans ce cours.

6.1.3.4. Exemple

Soient Ei, Ei,--, En, n espaces vectoriels sur le même corps K. Nous allons
munir l'ensemble produit E\ x £2 x ... x En d'une structure d'espace vectoriel
s u r K. P o u r c e l a , s i ( x \ , x 2 , . . . , x n ) G E \ x E 2 x ••• x E n , { y \ , y i , . . . , y n ) G
Ei x E2 x ... x E„ et A G K, posons :

(xi, x2,..., xn) + G/i, V2,..., yn) - (*i + y\,..., xn + yn)

A(xi, X2,..., xn) = (Xxi, \x2,..., Xxn).

On vérifie facilement qu'on obtient ainsi une structure de K-espace vectoriel.

On dit que Ei x E2 x ... x En est l'espace vectoriel produit des n espaces
Ei, E2,..., En.

Si en particulier Ei — E2 = ... = En = E, on obtient le K -espace
vectoriel En. Par exemple K", n > 2, est un espace vectoriel sur K puisque K
est un espace vectoriel sur lui-même.

6.1.3.5. Exemple

Soient X un ensemble quelconque F un /C-espace vectoriel et soit E l'en-
semble de toutes les applications / : X —> F.

Si / , g G E et A G K, définissons / + g et A/ en posant

(f + g)(x)=f(x) + g(x)

(A/)(x) = Xf(x)

pour tout x ç. X.

On vérifie facilement que E est un Jf-espace vectoriel lorsqu'on le munit des
deux lois de composition (/, g) 1—• / + g et (A, / ) 1—> A/ ainsi définies.

6.1.3.6. Exemple

L'ensemble E des fonctions réelles continues d'une variable réelle, muni des
lois de composition définies dans l'Exemple 6.1.3.5 est un espace vectoriel réel.
On démontre en effet dans le cours d'analyse que si / et g sont partout continues
et si A G K, alors / + g et A/ sont continues partout, donc sont dans E.
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De môme l'ensemble des fonctions réelles d'une variable réelle, dérivables
en un point x0 G R (ou dérivables en tout point) est un espace vectoriel réel.

6.1.3.7. Exemple

Soit K un corps commutatif. L'ensemble K[X] des polynômes à une indé-
terminée X, à coefficients dans K, est un /f-espace vectoriel lorsqu'on le munit
de l'addition des polynômes : (P, Q) i—• P + Q et de la multiplication par un
scalaire (A, P) i—> A • P, définies au Chapitre5.

6.2. Sous-espaces vectoriels
6.2.1. DÉFINITIONS. EXEMPLES

6.2.1.1. Définition

Soit E un K-espace vectoriel. On dit qu'une partie F de E est un sous-
espace vectoriel ou simplement un sous-espace de E (en abrégé : s. e. v.) si F
vérifie les conditions suivantes :

a) F n'est pas vide.

b) Les relations x G F et y G F entraînent Xx + py G F quels que soient

Faisons A = 1 et /z = - 1 dans la condition b) ; alors les relations x e E
et y e F impliquent x - y e F; donc, puisque F ^ 0, F est un sous-groupe
du groupe additif E. Si dans la condition b) on fait maintenant ¡J, = 0, on voit
que les relations x G F et A G K entraînent Ax G F. On peut donc définir une
application (A, x) •—• Ax de K x F dans F et F, muni des lois induites par les
lois (x, y) i—• x + y et (A, x) i—> Ax est un /i-espace vectoriel, ce qui justifie
la locution « sous-espace vectoriel ».

6.2.1.2. Exemple

Soit E un /i-espace vectoriel. Les parties {0} et E sont des sous-espaces
vectoriels de E, dits triviaux. Tout sous-espace différent de ces deux sous-
espaces est dit propre.

6.2.1.3. Exemple

Soit n G K L'ensemble /<"„[X] des polynômes à une indéterminée X, à
coefficients dans le corps commutatif K, de degré < n, est un sous-espace
vectoriel de K [X].
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En effet, quels que soient les polynômes P et Q et les scalaires A et ¡i, on a

+ fiQ) < sup (deg(P), deg(Q)).

Donc si deg(P) < n et deg(Q) < n, alors deg(AP + pQ) < n ; par suite
npf] est bien un sous-espace vectoriel de K[X],

6.2.1.4. Exemple

L'ensemble C(I, C) des fonctions continues sur un intervalle / de la droite
réelle et à valeurs complexes, est un sous-espace vectoriel de l'espace vectoriel
T(I, C) de toutes les fonctions définies sur / et à valeurs complexes.

De même l'ensemble Î>(I, C) des fonctions dérivables sur I et à valeurs
complexes est un sous-espace vectoriel de T{I, C).

6.2.1.5. Exemple

Soit E un /f-espace vectoriel et soit x un vecteur non nul de E. L'en-
semble Kx des vecteurs de la forme Ax, où A e K, est un sous-espace vectoriel
de E. On l'appelle la droite vectorielle engendrée par x.

6.2.1.6. Exemple

Soit E un K -espace vectoriel et soient x et y deux vecteurs de E tels que
x T¿ 0 et y g Kx. L'ensemble des vecteurs de la forme \x + ny, où A, /x e K,
est un sous-espace vectoriel de E. On l'appelle le plan vectoriel engendré par x
et y.

6.2.2. INTERSECTION DE SOUS-ESPACES VECTORIELS.
SOUS-ESPACE ENGENDRÉ PAR UNE PARTIE D'UN
ESPACE VECTORIEL

6.2.2.1. Théorème

Soit (Fi)ig/ une famille de sous-espaces vectoriels d'un K-espace vecto-
riel E. Alors F = Q Fj est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration. Les F,- étant des sous-groupes du groupe additif £ , o n a O e F ¿
pour tout i e I ; donc 0 G F et F ^ 0 . Soient a; et y des éléments de F ; alors
pour tout t 6 / , x et y appartiennent à F,. Donc quels que soient les scalaires A
et fi de K, Xx + fiy e F,- puisque F¡ est un sous-espace vectoriel de E. Par suite
Ai + ny 6 F et F est bien un sous-espace vectoriel de E.

On notera que la réunion d'une famille de sous-espaces n'est pas toujours
un sous-espace (considérer par exemple deux droites distinctes dans le plan).
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Mais si la réunion de deux sous-espaces quelconques de la famille est toujours
contenue dans un élément de la famille, alors cette réunion est un sous-espace
vectoriel.

Soit A une partie d'un /f-espace vectoriel E. Il existe des sous-espaces
vectoriels de E contenant A (par exemple E lui-même). L'intersection de tous ces
sous-espaces vectoriels est le plus petit sous-espace vectoriel (pour l'inclusion)
contenant A. On l'appelle le sous-espace vectoriel engendré par A et on le note
Vect(A).

Si Vect(j4) = E, on dit que A est une partie génératrice de E.

6.2.3. ESPACES VECTORIELS QUOTIENTS

Soit E un espace vectoriel sur le corps K et soit F un sous-espace vectoriel
de E. La relation

x = y (mod F) •<=>• x - y G F

est une relation d'équivalence sur E (à vérifier !) compatible avec la loi de groupe
de E, c'est-à-dire :

x = y et x' = y' (mod F) =ï x + x' = y + y' (mod F).

Dans l'ensemble quotient, noté E/F, des classes d'équivalence x = x + F
modulo F, définissons une loi interne en posant

x + y= x + y.

Cette loi confère à E/F une structure de groupe abélien (voir le Théorème
3.4.2.3).

Posons de plus
Ax = Xx

quels que soient x e E/F et A e K.

Cette définition sera justifiée si nous montrons que la classe obtenue ne
dépend que de x et de A et non du représentant x choisi. Soient donc x et y deux
représentants d'une même classe; on a x- y e F.AlorsX(x-y) = Xx-Xy e F
puisque F est un sous-espace vectoriel de E. On a donc bien Ax = Xy (mod F),
c'est-à-dire Âï = Ây.

On vérifie facilement que E/F, muni de ces deux lois, est un AT-espace
vectoriel. On l'appelle l'espace vectoriel quotient de E par F.

6.2.4. SOMME DE SOUS-ESPACES VECTORIELS

Nous avons observé que la réunion de deux sous-espaces vectoriels d'un
K -espace vectoriel E n'est pas, en général, un sous-espace vectoriel de E. On
est donc amené à introduire une autre opération: la somme d'une famille de
sous-espaces vectoriels.
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6.2.4.1. Définition

Soit Ei,..., En une famille finie de sous-espaces vectoriels d'un K-espace
vectoriel E. On appelle somme des sous-espaces E\,..., En, et on note E\ +

n
... + En, ou ^ Ei, l'ensemble des éléments x de E qui sont de la forme

x = xi + ... + xn où xi G Ei,..., xn G En-

Plus généralement, si (E¡)ici est une famille de sous-espaces vectoriels

de E, on appelle somme des sous-espaces Ei et on note ^ Eit l'ensemble des

¿e/
sommes finies de la forme y ^ a:,- où J est une partie finie de I et où pour tout

ieJ,Xi G Ei.

6.2.4.2. Théorème

Soient E un K-espace vectoriel et E\, ...,En (n > 2), n sous-espaces
vectoriels de E. La somme E\ + ... + Enest le sous-espace vectoriel engendré
par Ei U EZU ...U E„.

Démonstration. Montrons d'abord que S = Ei + ... + En est un sous-espace
vectoriel de E.

Il est clair que 0 G S donc 5 ^ 0 . Soient a; et y deux éléments de S ; on a :

x = xi + ... + xn et y = JA + ... + yn

avec a;,- G E¡ et t/¿ G Ei (1 < i < n).

Quels que soient les scalaires A et /¿,

Xx + fiy = (Aa;i + //j/i) -|-... + (Aa;n + fiyn) •

Chaque E¡ étant un sous-espace vectoriel, As,- + py,- G E¡ pour tout indice
i 6 {1,. . . , n}. Donc Xx + ¡xy G S et S est bien un sous-espace vectoriel de E.

Montrons maintenant que S est le plus petit sous-espace vectoriel de E (au
sens de l'inclusion) contenant la réunion E\ U ... U En.

Soit Xi G Ei ; on a a;,- = 0 + ... + 0 + a;,- + 0 + ... + 0 donc E¡ c S pour
tout ¿et par suite

Ei U...U En CS.

De plus, si F est un sous-espace vectoriel de E contenant E\ U... U E„, alors
pour tout ¿ G {l,...,n},Xi G E¡ => x¡ G ̂ .donc i i + ... + xn G FpuisqueF
est un sous-espace vectoriel de E, et par suite S C F.

Ainsi, S est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant EiU...liEn.
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Si x = xi + ... + xn est un vecteur de E\ + ... + En, il n'est pas dit que
les vecteurs x\,..., xn sont uniques. Nous sommes ainsi conduits à examiner les
conditions pour que la décomposition soit unique.

Conservons les notations précédentes. Tout élément x de E\ + ... + En s'écrit
sous la forme

(6.2.4.1) x — x\ + ... + xn avec a:,- € Ei pour tout i.

Considérons l'application / : E\ x ... x En — • E définie par

(6.2.4.2) /(ari,..., xn) = xi + ... + xn.

f est un homomorphisme de groupes abéliens et par définition de la somme
n n

^2 Ei, on a lm(f) =^2 Ei.
»=i »=i

• Si Ker(/) ^ {0}, c'est-à-dire si / n'est pas injectif, il existe un élément
(î/i,..., yn) non nul de E\ x ... x En tel que j/i + ... + yn = 0. Alors on peut
écrire

x = (xi + yi) + ... + (xn + yn) avec a;,- + y¡ e E¡ pour tout i,

ce qui montre que la décomposition (6.2.4.1) n'est pas unique.

• Si Ker(/) = {0} c'est-à-dire si / est injectif, et si x admet une autre décompoi-
tion

x — x\ -(-... + x'n avec x\ e E¡ pour tout ¿,

on a par soustraction :

(xi - *i) + (X2 - x'2) + ... + (*„ - *'„) = 0,

d'où (xi - x[, x2 - x'2,..., xn - x'n) e Ker(/) = {0}.

Par suite x\ = x[, x2 — x2,..., xn = x'n et tout x e E\ + ... + En s'écrit
de manière unique sous la forme x = X! + ... + xn avec x¡ e Ei pour tout
i €{1 , . . . . n} .

Ces remarques nous amènent à poser la définition suivante :

6.2.4.3. Définition

Soit (Ei)i <,-<„ une famille finie de sous-espaces d'un K-espace vectoriel E.
On dit que les Ei sont linéairement indépendants si V application f est injective.
On dit alors que la somme E\ + ... + Enest directe et on écrit E\ @ ...@ En.

On a le théorème suivant :

6.2.4.4. Théorème

Soit E\,..., En une famille finie de sous-espaces d'un K-espace vectoriel E.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) Les sous-espaces E\,...,En sont linéairement indépendants.
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b) Ei n^2Ej = {0}pourtout¿ë/= {1,...,«}.
iti

Démonstration, a) =>• b) Fixons un entier i G I et soit i e £ ¡ n J ^ -E7j.

On peut écrire x sous la forme x = ^ XJ, avec XJ e E¡ pour j ^ ¿. Soit

y = (î/ii -ji/n) l'élément de £î x ... x En tel que y¿ = a: et y¿ = —XJ si
j ^ ¿. / désignant l'application définie par (6.2.4.2), on a /(t/i,..., y„) = 0.
Donc y = 0, d'où a; = 0 et b) est démontré.

b) =>• a) Supposons la condition b) vérifiée et soit x = (xi,..., a;n) un élément
de Ei x ... x En tel que /(xi , . . . , xn) — x\ + x2 +... + xn = 0. Fixons un entier
t € / . On a Xi = ^2 (-XJ). Comme a;,- e Ei et

on obtient Xi = 0 ; ceci étant vrai pour tout ¿ € J, on a x = 0, c'est-à-dire
Ker(/) = {0}. n

6.2.4.5. Corollaire

Soit E un K -espace vectoriel et soient E\ et £2 deux sous-espaces vectoriels
de E. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) Ei et Ei sont linéairement indépendants.

b) £ i n £ 2 = {0}.

6.2.4.6. Définition

On dit que deux sous-espaces vectoriels d'un K-espace vectoriel E sont
supplémentaires dans E s'ils sont linéairement indépendants i.e. si E = Ei ©
Ei.

D'après ce qui précède, Ei et E2 sont supplémentaires dans E si et seulement
si E = Ei + E2 et EiC\E2 = {0}.

6.2.4.7. Remarques

a) Un sous-espace vectoriel donné peut admettre plusieurs sous-espaces supplé-
mentaires. Ainsi si E = E2, considérons les sous-espaces

E3 = {(x, x) : x G F}

On vérifie facilement que E2 et £3 sont des sous-espaces supplémentaires
de Ei dans E.

b) On démontre que tout sous-espace vectoriel F d'un espace vectoriel E admet
(au moins) un sous-espace supplémentaire. Nous démontrerons ce résultat dans
le cas des espaces vectoriels de dimension finie (voir le Théorème 8.1.3.1).
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6.2.4.8. Exemple

Soit E l'espace vectoriel formé par les fonctions réelles d'une variable réelle.
Soient E\ l'ensemble des fonctions paires et E2 l'ensemble des fonctions im-
paires. Alors E\ et E2 sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires dans E.
En effet, pour toute fonction / , f(x) s'écrit de manière unique sous la forme:
f(x) = h(x) + g(x),où

h{x) = M±JtEÏ e El et9(x) = MzJkEl e E2.

6.2.4.9. Exemple

Soient E\ et E2 deux espaces vectoriels sur le même corps K et soit
E = Ei x E2 l'espace vectoriel produit (voir l'Exemple 6.1.3.4). On peut
considérer Ei et E2 comme des sous-espaces de E de la façon suivante : on
identifie l'élément xi de Ei et l'élément (xi, 0) de E ; de même \xx et (Xxi, 0)
seront identifiés pour tout X € K.

Pour E2, on aurait de même
xi = (0, X2), Xx2 = (0, Aar2) pour tout A € K.

Si (zi, x2) 6 £•, on peut écrire (an, x2) = (x\, 0) + (0, z2) avec («i, 0) G £1
et (0, z2) G £2. Donc E1 = Ex + E2.

D'autre part, si (xi, x2) e Ei n £'2, alors la relation (a^, z2) G E\, entraîne
x2 = 0 et la relation (zi,:r2) G E2 entraîne xi = 0 ; donc (2:1,a;2) = 0 et
par suite Ei n E2 = {0}. Par conséquent, £1 et E2 sont deux sous-espaces
supplémentaires dans E.

6.3. Familles génératrices. Familles libres.
Bases

6.3.1. FAMILLES GÉNÉRATRICES

Si E est un J\-espace vectoriel, on appelle système de vecteurs ou famille
finie de vecteurs de E, toute partie finie de E.

6.3.1.1. Définition

Soient E un K-espace vectoriel et {xi,...,xn} une famille finie de n vecteurs
de E. On appelle combinaison linéaire de x\,..., xn tout vecteur x G E de la
forme:

x = Aia;i + ... +Anar„.
où A!,..., An sont des scalaires appelés coefficients de la combinaison linéaire.

Plus généralement, soit A une partie d'un K-espace vectoriel E. On appelle
combinaison linéaire des éléments de A tout vecteur x G E possédant la
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propriété suivante: il existe un entier naturel n, une famille x\,...,xn de n
vecteurs de A et une famille Xi,...,X„de n scalaires de K tels que

x = Aixi + ... + \nxn.

6.3.1.2. Exemple

Dans Kn(n > 2), considérons les n vecteurs

e i = ( l , 0 , - > 0 ) , e2 = (0, l ,0, . . . ,0) , . . . , en = (0, ...,0,1).

Tout vecteur x = (Ai,..., A„) de l'espace vectoriel Kn est combinaison
linéaire de la famille {ei,..., en} car

... +A„e„.

Cette notion de combinaison linéaire va nous permettre de caractériser le
sous-espace vectoriel engendré par une partie A d'un espace vectoriel E.

6.3.1.3. Théorème

Soient E un K-espace vectoriel et A une partie non vide de E. Alors, le
sous-espace vectoriel engendré par A est l'ensemble des combinaisons linéaires
des éléments de A.

Démonstration. Notons A' l'ensemble des combinaisons linéaires des éléments
de A. si x € A. on a 0 = x — x G A', donc A' ^ 0 . Soient

x =

deux vecteurs de A'.
Alors pour tous scalaires A et /i de K,

est une combinaison linéaire des vecteurs x\,...,xn, yi,...,ym de A. Donc
Ax + fiy G A' et par suite A' est un sous-espace vectoriel de E. En outre,
A c A' car pour tout x G A, x = 1 • x e A'.

Soit F le sous-espace vectoriel engendré par A. F étant le plus petit sous-
espace vectoriel contenant A, on a F c A'. Comme F est un sous-espace
vectoriel contenant A, F contient toutes les combinaisons linéaires des éléments
de A ; donc A' c F et par suite F = A'.

6.3.1.4. Corollaire

Soient E un K-espace vectoriel, x\,...,xn des vecteurs de E. Le sous-
espace vectoriel engendré par x\, ...,xn est l'ensemble des combinaisons li-
néaires des X{.

166



ESPACES VECTORIELS

En particulier, pour tout vecteur non nul x G E, le sous-espace engendré
parx est la droite vectorielle Kx — {Ax : A G K}.

6.3.1.5. Définition

Soit E un K-espace vectoriel. On dit que les vecteurs xi,...,xnde E forment
un système de générateurs (pu une famille génératrice de E) si le sous-espace
vectoriel engendré par x\,...,xnest égal à E, c'est-à-dire si pour tout x de E,
il existe des scalaires \\,..., A„ tels que x = \\x\ + ... + \nxn.

On dit que E est de dimension finie, s'il existe dans E une famille finie de
générateurs de E. Dans le cas contraire, on dit que E est de dimension infinie.

6.3.2. FAMILLES LIBRES

6.3.2.1. Définition

•Sozi E un K-espace vectoriel. On dit que les vecteurs x\,..., xn de E sont
linéairement indépendants, ou que la famille {x\, ...,xn) est libre si la relation

... + \nxn —0

entraîne Ai = A2 = ... = An = 0.

On dit que les vecteurs x\,..., xn sont linéairement dépendants, ou que la
famille {x\, ...,£„} est liée s'il existe des scalaires Ai,..., A„ non tous nuls tels
que

... + Xnxn =0.

6.3.2.2. Remarques

a) Toute sous-famille d'une famille libre est une famille libre.

b) Les éléments d'une famille libre sont non nuls.

c) Toute sur-famille d'une famille liée est une famille liée. Ces assertions résultent
immédiatement des définitions.

6.3.2.3. Exemple

Dans l'espace vectoriel Kn, les n vecteurs ei,..., e„ de l'Exemple 6.3.1.2
sont linéairement indépendants car la relation

Aiei + ... + A„e„ = 0 entraîne Ai = ... = A„ = 0.
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6.3.2.4. Exemple

Soient E un K -espace vectoriel, x e E. Alors {x} est libre si et seulement
si x ,£ 0. En effet, si la famille {x} n'est pas libre, il existe un scalaire A non nul
tel que Ax = 0 ; A étant inversible dans K (car A ^ 0), on a

\-\\x) = 0 = (\-1X)x = 1 • x = x.

Réciproquement, si x = 0, on a 1 • x = 0 et la famille {x} n'est pas libre.

6.3.2.5. Exemple

Dans l'espace vectoriel R3, les vecteurs x\ = (1,0,0), X2 = (0,1,0) et
X3 = (1,1,0) sont linéairement dépendants car

Xi + X2 — X3 = 0 .

6.3.2.6. Théorème

Soient E un K-espace vectoriel et x\,..., xn des vecteurs de E. Alors pour
que la famille {xi, ...,x„} soit liée, il faut et il suffit que V un des vecteurs x,- soit
combinaison linéaire des autres.

Démonstration. Supposons que la famille {xi,..., xn) soit liée; alors il existe
des scalaires Ai,..., A„ non tous nuls tels que

Aiari + ... + Xnxn = 0.

Si par exemple Ai ^ 0, on peut écrire

Xi = — — X 2 — . . . — - r ^ Xn,
Ai A!

donc x\ est combinaisons linéaire de xz,..., xn.

Réciproquement, si par exemple xx =oc2 xi + ... + <x„ xn avec
OC2, ••-,«:„€ AT, on a

1 • xi + ( - oc2)x2 + ... + ( - ocn)x„ = 0

ce qui montre que la famille {xi,..., x„} est liée puisque le coefficient de xi
est 1, donc non nul.

6.3.3. BASES D'UN ESPACE VECTORIEL

Nous venons d'étudier deux classes importantes de vecteurs d'un espace
vectoriel : les familles génératrices et les familles libres. Les familles qui sont à
la fois génératrices et libres vont jouer un rôle fondamental dans toute la suite du
cours.
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6.3.3.1. Définition

Soit E un K-espace vectoriel. On dit qu'une famille {e\, ...,en} de vecteurs
de E est une base de E si ¡es vecteurs e\,..., en sont linéairement indépendants
et engendrent E.

Le résultat suivant caractérise les bases de E.

6.3.3.2. Théorème

Soient e\,...,en des vecteurs d'un K-espace vectoriel E. Pour que la famille
{ei,..., e„} soit une base de E, ilfaut et il suffit que toutvecteur x G Es'exprime
de façon unique comme combinaison linéaire des e,-.

Démonstration. Supposons que la famille {e\,...,en} soit une base de E. Alors
tout vecteur x e E est combinaison linéaire des e¿ ; il existe donc des scalaires
Ai,..., A„ tels que

x = Aid + ... +A„e„.

S'il existe des scalaires pi , . . . , \in tels qu'on ait aussi
a; = \i\e\ + ...+ //„en

alors par soustraction, on obtient (Ai — m)ei + ... + (An — n„)e„ = 0.

Comme la famille {ei, ...,en} est libre, on a
Al — / i l = . . . = A n - fin = 0

c'est-à-dire Ai = m,..., Xn = /¿„. La décomposition de x est bien unique.

Réciproquement supposons que tout vecteur de E s'écrit de façon unique
comme combinaison linéaire de e\,..., en ; la famille {ei,..., en } est donc géné-
ratrice. Montrons qu'elle est libre. Par hypothèse, le vecteur nul s'écrit de façon
unique sous la forme

0-ei + ... + 0 - e n = 0 .

Alors la relation Aiei + ... + A„e„ = 0,
montre que Ai = A2 = ... = An = 0, d'où le résultat.

6.3.3.3. Définition

Soient E un K-espace vectoriel et (e\,..., e„) une base de E. Pour tout
vecteur x £ E, il existe un famille unique {Ai,..., A„} de scalaires telle que

x = Aid + ••• + A„e„.

Les scalaires Ai,..., An s'appellent les coordonnées ou les composantes
de x par rapport à la base (e t , . . . , en).

6.3.3.4. Remarque

On démontre que tout espace vectoriel sur un corps K possède au moins une
base. Nous démontrerons plus tard ce résultat dans le cas des espaces vectoriels
de dimension finie.
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6.3.3.5. Exemple

Dans l'espace vectoriel K" (n > 2 ) , les n vecteurs e\,..., en de l'Exemple
6.3.1.2 sont linéairement indépendants et engendrent Kn. La famille {ei,..., en}
est une base de Kn. On l'appelle la base canonique de K".

6.3.3.6. Exemple

Soit n un entier > 0. Notons Kn [X] l'ensemble des polynômes à une indé-
terminée X, à coefficients dans un corps commutatif K, de degré < n. Nous
savons déjà (Exemple 6.2.1.3) que Kn [X] est un sous-espace vectoriel de K [X] ;
et c'est donc un K -espace vectoriel.

Montrons que la famille
(6.3.3.1) B={l,X,X2,...,Xn}
est une base de Kn[X].

Par définition, tout polynôme P = a0 + a\X + ... + anX
n de Kn[X]

est combinaison linéaire d'éléments de B donc B est une famille génératrice de
Kn [X]. Par conséquent Kn [X] est de dimension finie.

D'autre part, la relation Ao • 1 + \\X + ... + XnX
n = 0

implique Ao = Ai = ... = An = 0
puisqu'un polynôme est identiquement nul si et seulement si tous ses coefficients
sont nuls ; donc B est une famille libre.

6.3.4. FAMILLES INFINIES

Les notions de familles génératrices, de familles libres et de bases peuvent
se généraliser au cas des familles infinies de vecteurs mais la situation est plus
délicate.

6.3.4.1. Définition

Soit I un ensemble fini ou non et soit (A,),6/ une famille d'éléments du
corps K. On dit que la famille (A¿),€/ est à support fini ou que les A¿ sont
presque tous nuls, si l'ensemble des indices i tels que A¿ ̂  0 est fini.

Bien entendu, si I est un ensemble fini, cette définition n'a pas d'intérêt.

On dit que la famille (A,), e / est triviale si A¿ = 0 pour tout i G /.

6.3.4.2. Définition

Soit (*i),g/ une famille de vecteurs d'un K-espace vectoriel E. On dit qu'un
vecteur x E E est combinaison linéaire de la famille (*¿)«€/ s'il existe une
famille (A,) j e/ de scalaires à support fini telle que

(6.3.4.1) x
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La famille (A¿),6/ étant à support fini, on remarquera qu'un nombre fini
seulement de termes XÍX¡ sont non nuls dans la somme (6.3.4.1). Par définition,
^2 XiXi désigne la somme de ces termes non nuls,
¿e/

Si (xi)içi est une famille d'éléments d'un K-espace vectoriel E,on démontre
facilement (cf. démonstration du Théorème 6.3.1.3) que l'ensemble des combi-
naisons linéaires des z, est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant
tous les Xi pour tout i 6 I. On l'appelle le sous-espace vectoriel engendré par
la famille (a;,),-6/.

On dit que la famille (z,),ej est une famille génératrice si le sous-espace
vectoriel qu'elle engendre est égal à E.

La notion d'indépendance linéaire se généralise comme suit.

6.3.4.3. Définition

Soit (xj),6/ une famille de vecteurs d'un K-espace vectoriel E. On appelle
relation linéaire entre les xit toute famille (A,),ej de scalaires presque tous
nuls tels que ^-^

¿^ A¿z,=0.

On appelle relation triviale, toute famille triviale de scalaires (qui est toujours
une relation linéaire entre les x¡).

On dit qu'une famille (z<)<€/ de vecteur d'un K-espace vectoriel est libre ou
que les xf (i G /) sont linéairement indépendants, si la seule relation linéaire
entre les i¿ est la relation triviale.

Autrement dit, la famille (£.•)»€/ est libre si pour toute partie finie J de / , la

relation ^ A¿a:,- = 0 entraîne A¿ = O pour tout i 6 J.

Un famille qui n'est pas libre est dite liée.

On appelle base de E, toute famille (e,),e j d'éléments de E à la fois libre et
génératrice.

Le théorème suivant se démontre exactement comme le théorème 6.3.3.2.

6.3.4.4. Théorème

Soit (e¿)¡6/ une famille de vecteurs d'un K-espace vectoriel E. Pour que
la famille (e , ) ¡ e / soit une base de E, il faut et il suffit que tout vecteur de E
s'exprime de façon unique comme combinaison linéaire des e,-.

Si (e¿)¿ej est une base de E, pour tout vecteur i € i?, il existe une famille
unique (A,),e/ de scalaires presque tous nuls telle que

»6/

Les scalaires X¡ s'appellent les coordonnées ou les composantes de x par
rapport à la base (e¿),e/.
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Chapitre 7 : APPLICATIONS
LINÉAIRES

En mathématiques, on est souvent amené à associer des « morphismes » à une
structure donnée. Dans la théorie des espaces vectoriels, les morphismes sont
des applications qui sont compatibles avec la structure de K-espace vectoriel.

Après avoir défini les applications linéaires d'un K-espace vectoriel dans
un autre (ou dans lui-même) et donné quelques exemples élémentaires, nous
examinons quelques propriétés générales de ces applications. En particulier,
nous montrons que si E et F sont des K-espaces vectoriels l'ensemble £(E, F)
des applications linéaires de E dans F est un K-espace vectoriel.

Nous étudions enfin un exemple important d'endomorphisme : les projecteurs.

7.1. Généralités
7.1.1. DÉFINITIONS

7.1.1.1. Définition

Soient E et F deux espaces vectoriels sur le même corps K. On dit qu'une
application u : E — • F est /f-linéaire ou est un homomorphisme si l'on a :

a) u(x + y) = u(x) + u(y)

b) u(Xx) = A u(x)

quels que soient x,y e E et A 6 K.

Lorsqu'il n'y a pas d'ambiguïté sur le corps K, on dit simplement que u est
une application linéaire ou un morphisme d'espaces vectoriels.

Une application linéaire de E dans lui-même s'appelle un endomorphisme
de E ou un opérateur linéaire dans E. On appelle automorphisme de E tout
endomorphisme bijectif de E.

Une application linéaire de E dans K s'appelle une forme linéaire sur E.

Une application linéaire bijective u : E —y F s'appelle un isomorphisme
d'espace vectoriels. S'il existe un isomorphisme de E sur F on dit alors que les
espaces vectoriels E et F sont isomorphes et on écrit E « F.

L'ensemble des applications if-linéaires de E dans F se note CK(E, F) ou
simplement C(E, F) si aucune confusion n'est à craindre. Cet ensemble est aussi
noté Kom(E, F).

L'ensemble des endomorphismes de E est noté CK (E) oa£(E).On le note
aussi Enû(E).
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L'ensemble des automorphisme de E est noté GLK(E) OU GL(E) et s'ap-
pelle le groupe linéaire général de E (nous justifierons plus loin au Corollaire
7.2.1.2 cette dénomination).

7.1.1.2. Remarques

a) Si dans la condition a) de la Définition 7.1.1.1, on pose x = 0, on obtient
u(0) = 0. De même, en prenant A = — 1 dans la condition b), on obtient
u(—x) = — u(x).

b) Une application u : E —> F est linéaire si et seulement si u(Xx + fty) =
Xu(x) + fiu(y) quels que soient x , y e E, \,n G K.

7.1.2. EXEMPLES

7.1.2.1. Exemple

Soient E et F deux /{"-espaces vectoriels. L'application 0 : E —• F définie
par 0(x) = 0 pour tout x 6 E est linéaire. On l'appelle l'application nulle de
E dans F.

7.1.2.2. Exemple

L'application identique, notée IE OU Idß, d'un /f-espace vectoriel E est
linéaire. C'est même un automorphisme de E.

7.1.2.3. Exemple

Soit E un K -espace vectoriel et soit oc un élément non nul de K. On appelle
bomothétie de rapport oc l'application hK : E —• E telle que hx(x) =<x x
pour tout x e E.hx est un élément de GL(E).

7.1.2.4. Exemple

Soient E un if-espace vectoriel et F un sous-espace de E. L'application
canonique ir : E —• E/F qui, à tout vecteur x de E associe sa classe x
dans l'espace vectoriel quotient E ¡F, est K -linéaire d'après la définition de la
structure vectorielle de E ¡F. On l'appelle le morphisme canonique.

7.1.2.5. Exemple

Soient Ei,...,En des espaces vectoriels sur le même corps K et E =
Ei x ... x En leur produit (cf. Exemple 6.1.3.4).
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Pour 1 < i < n, l'application

PU : Ei x ... x En —• E¡

définie par pn(xi,..., xn) = x¡ est linéaire. On l'appelle la i*"16 projection.

7.2. Propriétés des applications linéaires

Nous donnons dans ce paragraphe quelques propriétés générales des appli-
cations linéaires. D'autres propriétés classiques seront exposées lorsque nous
étudierons les espaces vectoriels de dimension finie.

7.2.1. COMPOSÉE DE DEUX APPLICATIONS LINÉAIRES

7.2.1.1. Théorème

Soient E,F et G trois espaces vectoriels sur le corps K. Soient u G C(E, F)
etv eC(F,G).Alors:

a) L'application composée vou est une application linéaire de E dans G.

b) Si u est un isomorphisme de E sur F, l'application réciproque u~l est un
isomorphisme de F sur E.

Démonstration.

a ) D e l a l i n é a r i t é d e u e t d e v, n o u s d é d u i s o n s , q u e l s q u e s o i e n t x , y e E ,

(vou) (\x + fiy) = v [u(Xx + (¿y)] = v [\u(x) + fiu(y)]

= Xv (u(x)) + fit (u(y))

= X(vou)(x) +fi(vou)(y).

b) L'application réciproque d'une application bijective étant bijective, il suffit
de montrer que w"1 est linéaire.

Quels que soient les éléments a; et y de F, il existe des éléments x' et y1

uniques de E tels que u(x') = x et u(y!) = y. Quels que soient X, y. e K, on a
alors

= u-1 (Xu(x') +
= «-1 (u(Xx' +
= Xx'+ ri (car u~l ou =

d'où la linéarité de u"1.
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7.2.1.2. Corollaire

L'ensemble GL(E) des automorphismes d'un K-espace vectoriel E est un
groupe pour la loi de composition des applications.

On sait que la composée de deux bijections est un bijection et que la composée
de deux applications linéaires est linéaire.

Donc, si u, v G GL(E), alors uov G GL(E).

D'autre part, d'après le Théorème 7.2.1.1 b), s i « € GL(E), alors u~l G
GL(E).

Nous avons ainsi démontré que GL{E) (qui est non vide puisque l'application
identique Iß G GL(E)) est un sous-groupe du groupe des permutations de E.

7.2.1.3. Remarque

Si u, v G GL(E), on a d'après le Théorème 2.2.4.2 d) :

(v o « ) - 1 = it" 1 o v~l

7.2.2. IMAGE ET NOYAU D'UNE APPLICATION LINÉAIRE

7.2.2.1. Théorème

Soient E et F deux K-espaces vectoriels et soit u G C(E, F). Alors :

a) L'image par u d'un sous-espace vectoriel de E est un sous-espace vectoriel
de F.

b) L'image réciproque par u d'un sous-espace vectoriel de F est un sous-espace
vectoriel de E.

Démonstration, a) Soit A un sous-espace vectoriel de E. Comme 0 G A,
0 = u(0) G u{A) et u(A) ¿ 0 . Soient y, z G u(A), A, n G K. Il existe x et x' •
dans A tels que y = u(x) et z = u(x'). Comme u est linéaire, on a

Xy + fiz = Xu(x) + fiu(x') = u(Xx + px').

Or Ax + px' G A puisque A est un sous-espace vectoriel de E. Donc Xy + ¡iz G
u(A) et u(A) est un sous-espace vectoriel de F.

Démontrons b). Soit B un sous-espace vectoriel de F. u~l(B) contient 0,
puisque u(0) = 0 G B. Donc u~l(B) ¿ 0 .

Soient a; et y deux éléments de u~l(B), A et n deux scalaires. On a par
définition u(x) G S et u(y) G B. D'où

u(Xx + M) = Xu(x) + fiu(y) G B

car B est un sous-espace vectoriel de F. Donc Xx + py G u~l(B).
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7.2.2.2. Définition

Soient E et F deux K-espaces vectoriels et soit u G C(E, F).

a) On appelle image de u, et on note Im(u), le sous-espace vectoriel u{E) de F.

b) On appelle noyau de u, et on note Ker(u), le sous-espace vectoriel u~l ({0})
deE.

7.2.2.3. Théorème

Soient E et F deux K-espaces vectoriels et u £ C(E, F).

a) u est injective si et seulement si Ker(u) = {0}.

b) M est surjective si et seulement si Im(u) = F.

Démonstration, a) découle aussitôt du Théorème 3.3.2.4 puisque u est un mor-
phisme de groupes.

b) résulte immédiatement de la définition de Im(u).

7.2.3. APPLICATIONS LINÉAIRES ET FAMILLES
DE VECTEURS

7.2.3.1. Théorème

Soient E et F deux K-espaces vectoriels et u G C(E, F).

a) Si (a;»)«6/ « ' une famille génératrice de E, la famille (w(^¿)) i e / est une
famille génératrice de Im(u).

b) Si (x , ) , e / est une famille liée de vecteurs de E, la famille (u(ar,-)) . t est une
famille liée de vecteurs de F.

Démonstration, a) Soit y G Im(u) ; il existe x G E tel que y = u(x). Puisque
(zt)iE/ est une famille génératrice, il existe une famille (A,),e/ de scalaires
presque tous nuls telle que

¿e/

On en déduit (puisque u est linéaire et la famille de scalaires à support fini) :

¿6/

donc u(x) est combinaison linéaire des u(x t).
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b) Soit (zj)j£/ une famille liée de vecteurs de E. Il existe donc une famille

non triviale de scalaires (A,),€/ telle que J ^ A.a:,- = 0. D'où u
•e/ Vie/ /

y ^ A,M(ÎC,) = 0 car u est linéaire et la famille de scalaires à support fini. Par
«e/
suite la famille de vecteurs (u(z¿)) i e / est liée.

Attention. L'image d'une famille génératrice de E n'est une famille génératrice
de F que si u est surjective.

L'image d'une famille libre de E n'est pas, en général, une famille libre de F.
Toutefois on a le résultat suivant.

7.2.3.2. Théorème

Soient E et F deux K-espaces vectoriels et soit u € C{E, F). Les proposi-
tions suivantes sont équivalentes :

a) u est injective.

b) L'image par u de toute famille libre de E est une famille libre de F.

Démonstration. Démontrons que a) = > b). Soit (x,),g/ une famille libre de E
et soit (A,),e/ une famille de scalaires presque tous nuls telle que

• €/

ou encore, puisque u est linéaire :

u J2 XiXi

\»e/

u étant injective, on en déduit

puisque Ker(u) = {0}.

La famille (;r,)i6/ étant libre, la relation linéaire (A¿),€/ est la relation triviale.
La famille («(*<)),-e/ ^ donc libre.

b) = > a) Soit a: e Ker(u). L'image de la famille {x} est la famille {0} qui est
liée ; la famille {ar} est donc liée, i.e. x = 0 et u est injective.

7.2.3.3. Théorème

Soient E et F deux K-espaces vectoriels et u e C(E, F). Les propositions
suivantes sont équivalentes :

a) u est un isomorphisme de E sur F.
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b) L'image par u de toute base de E est une base de F.

Démonstration, a) ==> b) Supposons que u soit un isomorphisme de E sur F
et soit (e¿)¿e/ une base de E. Alors, d'après les Théorèmes 7.2.3.1 et 7.2.3.2,
(u(e,)) est une base de F puisque u est à la fois injectif et surjectif, donc b)
est vérifiée.

b) =>• a) Soit (e¿)¿6/ une base de E dont l'image par u est une base de F. Mon-
trons que u est injective. Soit x e Ker(u) ; on a x = ^ ar¿e, où (x¿)»e/ est une

»€/
famille de scalaires presque tous nuls. Par linéarité, on a u(z) = ^ x ¿ u ( e ¿ ) = O.

¿6/
La famille («(e»))¿e/ étant libre, la famille (z,) , e j est la famille triviale, donc
x = 0 et u est bien injective.

Montrons que u est surjective. Soit y e F. (u(ei ) ) i e / étant une base de F, y

s'écrit de façon unique y = V^ A¿u(e,) où (A¿),ej est une famille de scalaires

presque tous nuls. Alors y = u(x) avec x = ^ ^»e»»donc u e s t b i e n surjective.

7.2.3.4. Théorème

Soient E et F deux K-espaces vectoriels. Soit (e , ) , e / une base de E et soit
) i une famille de vecteurs de F indexée par le même ensemble d'indices I.

a) // existe une application linéaire et une seule u de E dans F telle que
u(e,-) = y¡ pour tout i G I.

b) u est injective si et seulement si (¡/t)>e/ est une famille libre de F.

c) u est surjective si et seulement si (¡/»)<€/ est une famille génératrice de F.

d) u est un isomorphisme de E sur F si et seulement si (y, ),-6/ est une base de F.

Démonstration, a) Tout vecteur x de E s'écrit de façon unique sous la forme

»6/

où les scalaires (A,) i €/ sont presque tous nuls.

En posant
u(x) = H Xiyi'

»6/
on définit une application u de E dans F et il est clair que u(ej ) = y¡ pour tout i,
puisque e¿ = ^ Xj e¡ avec A, = 1 et \¡ = 0 si j ^ i.

Montrons que u est linéaire.
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Soient x = Y^ A,e¿ et y — Y^ //,e, deux vecteurs de E. Quels que soient
te/ ¿e/

les scalaires oc et A, on a, par définition de u :

w(oc x + A y) = u I YJ (oc A¿ + A¿*,)e¿ I = Y J (oc A,•+ A/Í,)J/¿

Vie/ / •€/

= oc YJ Ajy,- + A ] P /1,-yi =oc u(a;) + Aw(y).
¿e/ ¿e/

On a ainsi établi l'existence et la linéarité de u.

Soit v e C(E, F) telle que v(e¿) = y, pour tout i G / . Pour tout vecteur
x — Y j A¿e,-,ona

te/

»e/ ¿e/

Done v = «, d'où l'unicité de u.

b) Supposons u injective. Soit (A,)¿€/ une famille de scalaires presque tous nuls
telle que

YJ A¿y¡ = O.
te/

Cette relation s'écrit Y^ A¿u(e,) = 0, ou encore, puisque u est linéaire
te/

« j Y^ A,e, 1 = 0. Comme u est injective, on en déduit Y^ A,e¿ = 0. Comme

e
(e¿)»e/ est " n e famille libre, la relation linéaire (A,),e/ est la relation triviale,
donc la famille (y¿)»e/

Réciproquement, supposons la famille (j/.)«ej libre et montrons que M est
injective. Soit x = Y_̂  A,e,- un élément de Ker(u), où la famille (A,),e/ est à

¿e/
support fini. On a

Comme (¡/¿),g/ est une famille libre, la relation linéaire (A,),€/ est triviale,
donc x = 0 et u est injective.

c) On a les équivalences suivantes :
u est surjective <*=> pour tout y e F, il existe a; e £ tel que y = u(x) -t=ï
pour tout y G F , il existe une famille (A¿),e/ à support fini telle que y =

u I ¿ ^ A,-e< I = 2_^ ^<W. puisque u est linéaire.
Vie/ / te/
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Ainsi u est surjective si et seulement si la famille (j/¿)«e/ e s t génératrice.

d) résulte imméditament de b) et c).

7.2.4. DÉCOMPOSITION CANONIQUE
D'UNE APPLICATION LINÉAIRE

7.2.4.1. Théorème

Soient E et F deux K-espaces vectoriels, u G C(E, F) et N le noyau de u.

La relation xTZy <=> u(x) = u(y) est une relation d'équivalence dansE.
Soit ir : E —> E/N le morphisme canonique et soit j : u(E) —> F l'injec-
tion canonique. Alors, il existe un isomorphisme unique w de l'espace vectoriel
quotient E/N sur le sous-espace u(E) de F tel que :

j OU O 7T = t í .

Démonstration. On vérifie facilement que TZ est une relation d'équivalence. De
plus

xTly <^=> u(x) = u(y) <=>• u(x) - u(y) = u(x-y)=0

x-ye N.

Comme N est un sous-espace vectoriel de E, E/N est un Ä"-espace vectoriel.

D'après l'Exemple 7.1.2.4, l'application canonique n est linéaire.

Rappelons que si X et V sont deux ensembles tels que X c Y, l'injection
canonique j : X —y Y est définie par j(x) = x pour tout x e X. Si on prend
pour X, le sous-espace u(E) de F, et pour Y l'espace F, alors il est évident que
l'injection canonique est linéaire.

Rappelons que l'application û : E/N —• u{E) est définie en posant:

û (x) = u(x)

pour tout ~x e E/N, où x est un représentant de la classe ï . u est une bijection ;
c'est l'application déduite de u par passage au quotient (voir le Théorème 1.4.2.6).

Montrons que u est A"-linéaire.

Soient ï j e E/N. Quels que soient les scalaires A et /i, on a :

u (Ai + fiy) = u (Xx + Jïy) = u(Xx + fiy) = Xu(x) + nu(y)

Ainsi û est une application linéaire bijective, c'est-à-dire un isomorphisme
de E/N sur u(E). La factorisation canonique de u s'écrit :

u = j o u o ir
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et on a le diagramme suivant

£

appelé diagramme de décomposition canonique de u.

La bijection û s'appelle Fisomorphisme canonique.

7.2.4.2. Théorème

Soient E un K-espace vectoriel et E\ un sous-espace de E. Si £2 et £3 sont
deux sous-espaces supplémentaires de E\ dans E, c'est-à-dire si E = £ i ©£2 =
Ei® Es, alors £2 et £3 sont isomorphes.

Démonstration. Par hypothèse, pour tout x e E, il existe (xi, x2) unique dans
E\ x Ei tel que

X = X\ + X2.

De même il existe (x[, x3) unique dans E\ x E3 tel que x = x[ + x3.

Soient u et v les endomorphismes de E définis par

On a

et

u(x) = X2 et v(x) — X3.

Ker(u) = Ker(t)) = E1

Im(u) = EÏ, \m{v) = £3.

La décomposition canonique de « et t; montre que £2 et E3 sont isomorphes
à l'espace vectoriel quotient EjE\. Donc £2 et £3 sont isomorphes.

7.3. L'espace vectoriel £(E, F)

Soient E et F deux espaces vectoriels sur un corps commutatif K. Nous
allons munir l'ensemble C(E, F) des applications linéaires de £ dans F d'une
structure de K -espace vectoriel. Pour cela, il nous faut définir la somme de deux
applications linéaires et le produit d'une application linéaire par un scalaire.
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7.3.1. ADDITION DANS C(E, F)

7.3.1.1. Définition

Soient uetv deux éléments de C(E, F). On appelle somme de u et v, et on
note u + v, l'application de E dans F définie par :

(u + v)(x) = u(x) + v(x) pour tout x e E.

Montrons que u + v est linéaire.

Quels que soient les vecteurs x, y de E et quels que soient les scalaires oc
et/3, on a:

(u + v)(oc x + ßy) - u(oc x + ßy) + v(oc x + ßy)

= oc u(x) + ßu(y)+ oc v(x) + ßv(y)

Muni de cette addition (u, v) \—• u + v, C(E, F) est un groupe abélien ; on
vérifie en effet facilement les relations suivantes :

u + v = v + u,

0 + u = w + 0,

w + (-«) = 0
l'application — u étant définie par (—u)(x) = — u(x) pour tout x e E et 0 étant
l'application nulle (cf. Exemple 7.1.2.1).

7.3.2. PRODUIT D'UNE APPLICATION LINEAIRE
PAR UN SCALAIRE

7.3.2.1. Définition

Soit u G C(E, F). On appelle produit de u par le scalaire \, et on note Au,
l'application de E dans F, définie par

(Xu)(x) = Xu(x) pour tout x 6 E.

Montrons que Au est linéaire.

Soient a; et y deux vecteurs de E et soient oc et ß deux scalaires ; on a :
(Au)(oc x + ßy) = Au(oc x + ßy) = A (oc u(x) + ßu{y))

= A oc u{x) + Xßu(y) =oc (Au)(x)

On vérifie facilement que quels que soient les éléments u et v de C(E, F) et
quels que soient les scalaires A et n,

A(u + v) = Au + \v, (A + fi)u = Au + /iu

(\p)u = A(/iu), 1 • u = u.

On peut donc énoncer le
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7.3.2.2. Théorème

Soient E et F deux K-espaces vectoriels. L'ensemble C(E, F) des applica-
tions linéaires de E dans F, muni des lois de compositions

(u, v) i—• u + v et (A, u) i—• Au

est un K-espace vectoriel.

7.3.3. CAS PARTICULIER : E = F

Si E = F, le Théorème 7.3.2.2 montre que C{E) est un espace vectoriel
sur K. D'après le Théorème 7.2.1.1, la loi de composition des applications est
une loi interne dans C(E).

Si u, v, w sont des éléments de C(E), on a :

(uov)ow = uo(vow),

u o (v + w) = uov + uow,

(v + w) o u = v OU + w o u.

Vérifions par exemple le deuxième résultat. Soit x e E ; on a, en utilisant la
linéarité de u et la définition de v + w :

[u o (v + w)] (x) = u ((v + w)(x)) — u (v(x) + w(x)}

= u(y(x))+u(w(x))

= (u o v)(x) + (u o w)(x) = (u ov + uo w)(x).

D'où
Uo(t) + Ul)=tiOD + MOtiJ.

Ainsi, £{E), muni des lois de composition (u, v) i—> u + w et
(u, v) i—^ u o v est un anneau (non commutatif en général), l'élément unité
étant l'application identique de E.

On a de plus, pour tout \ Ç K :

A(« ov) = (Au) o v = u o (Av).

En effet, pour tout x G E, on a :

(A(n o v)) (x) = A(« o v)(x) = A («(«(*))) = ((Au) o v) (x),

d'où
A(u o v) = (Au) o v.

On démontrerait de même que A(u ov) = uo (\v).

Ces propriétés de C(E) nous amènent à poser la définition suivante.
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7.3.3.1. Définition

•Soit K un corps commutati/. On dit qu' un ensemble A est une algèbre sur K,
ou une AT-algèbre, si les conditions suivantes sont vérifiées :

a) A est muni d'une structure de K-espace vectoriel.

b) // existe une loi interne dans A, appelée multiplication et notée (x, y) i—• x-y
telle que (A, +, •) soit un anneau.

c) Quels que soient les vecteurs x et y de A et pour tout scalaire Xona:

X(x-y) = (\x) • y = x • (\y).

Si la loi (x, y) \—> x • y est commutative, on dit que l'algèbre A est commu-
tative.

Ainsi C(E) est un algèbre sur K. On l'appelle l'algèbre des endomor-
phismes de E.

1A. Projecteurs
7.4.1. DÉFINITION

7.4.1.1. Définition

Soit E un espace vectoriel sur le corps K. On dit qu'un endomorphisme p
de E est un projecteur si pop = p.

Soit I un ensemble non vide. On dit qu'une famille (p,),e/ de projecteurs est
orthogonale si p¡opj = Opour i ^ j .

Soit E un .K-espace vectoriel. Si E est somme directe d'une famille finie
(#»)i<»<n de sous-espaces, tout x e E s'écrit d'une manière unique sous la
forme

x = x\ + ... + xn avec x¡ G E{ pour 1 < i < n.

Définissons l'application p,- de E dans E en posant :

(7.4.1.1) Pi(x) = Xi.

Pour tout x E E, Pi(x) est donc l'unique vecteur de Ei tel que x — p¡(x)
appartienne au sous-espace engendré par E\, ...,£?,-_i, JE,-+I, ...,En. On dit que
Pi(x) est la projection de x sur E¡.

Nous allons montrer que (p,)i<,<„ est une famille orthogonale de projec-
teurs. On dit que p¿ est le projecteur de E sur E, parallèlement à (J ) Ej.
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7.4.2. PROPRIETES DES PROJECTEURS

7.4.2.1. Théorème

Conservons les notations qui viennent d'être introduites. Alors :

a) Pi est un endomorphisme de E et pi + ...+pn = Id£.

b) Ker(p.) = 0 Ej et Im(p.) = E¡.

( pi Si i = j
C) PiOpj = < . .

[ 0 si i±3

Démonstration, a) Soient x = x\ + ... + xn et y = j/i + ... + y„ deux éléments
de E avec z,, y, e í1, pour 1 < i < n. On a, par définition de p¿ :

Pour tout couple (A, fi) de scalaires, on a :

Xx + fiy = (Xxi + fiyi) + ... + (Xxn + nyn).

D'où
Pi(Xx + ny) = Xxi + ßyi = Xp¡(x) + fipi(y),

et pi est linéaire.

Comme tout vecteur x de E s'écrit de façon unique

x = x\ + ... + xn avec x,- e Ei pour 1 < ¿ < n,

on a Idis(a:) = pi(z) + ... + pn(x) = (pi + ... +p„)(ar), d'où

=pi + .

Démontrons b) Si x e £ est tel que Pi{x) = 0, on a

X = X\ + ... + Z¿-1 + Xj+1 + ... + Xn

et par suite

Réciproquement tout vecteur x e çj} Ei s'6aAt d e façon unique sous la

forme
X — Xi + ... + X¿-1 + 0 + Xi+l + ... + Xn

avec 0 G ^ et x¡ 6 £j pour j ^ ¿.

On en déduit Pi{x) = 0, d'où 0 £_,- c Ker(p,.
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Par suite, on a l'égalité Ker(p¿) = ^ Ej.

De la définition de p,-, il résulte que p,(x) G £¿ pour tout a; G £ ; d'où
Im(p.) C Ei.

Inversement, tout x G Ei s'écrit de façon unique

avec a; G # , e tOG Ejpowj = l , . . . , i - l,i+ l , . . . ,n.

On en déduit: pi(a;) = a; pour tout x e E1,-, d'où Ei c Im(p¡). Finalement,
onalm(p,) = Ei.

Démontrons enfin c).

Nous venons de voir que si a; e Ei, alors n(x) = x. Réciproquement, soit
x € E tel que pi(x) = x. Comme pi(x) G E¡ nécessairement x G £i .

Comme Pi{x) G £¿ pour tout x G # , on a p¿ (p.(a;)) = p,(x), c'est-à-dire

P«op, =p¿ .

D'autre part, pour tout x e E, p¡{x) G Ej ; donc p, (p¿ (x)) = 0 si iI ^ j ,
c'est-à-dire

PjOPj = 0 SÍ ¿ # j .

Le théorème suivant établit la réciproque du résultat précédent.

7.4.2.2. Théorème

Soit (pt)i<«<n une famille finie orthogonale de projecteurs d'un K-espace
vectoriel E, telle que pi(ar) + ... + pn(x) = x pour tout x G E. Alors E est
somme directe des sous-espaces Ei = Pi(E).

Démonstration. La relation

P\(x) + ... + p„(z) = X

pour tout x E E, montre que E est somme des sous-espaces £",.

Pour montrer que la somme est directe, il suffit de montrer que la relation
xi + ... + xn = 0 où Xi G Ei pour 1 < i < n, entraîne xx = ... = xn = 0.

Considérons donc des a;,- G Ei tels que

(7.4.2.1) xi+... + xn =0.

Puisque Xj G Ej — pj (E),il existe ZJ G E tel que x¡ = p¡ (zj ) ; on a alors :

« ( « i ) w ( P i ( * i ) ) | 0 s i J 9 É j

On en déduit de là, en appliquant p, à la relation (7.4.2.1), x, = 0 pour
i = 1,..., n, ce qui prouve que E est somme directe des Ei.
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Chapitre 8 : ESPACES
VECTORIELS
DE DIMENSION
FINIE

Les espaces vectoriels ont été définis dans le Chapitre 6 et nous avons mis en
évidence quelques-unes de leurs principales propriétés.

Dans ce chapitre, nous complétons cette étude par l'examen des espaces
vectoriels de dimensionfinie. Nous verrons en particulier qu'un espace vectoriel
de dimension finie peut être complètement définie par sa dimension. En fait, un
K-espace vectoriel de dimension n est isomorphe à Kn.

En plus des propriétés générales des applications linéaires que nous avons
étudiées au Chapitre 7, nous obtiendrons d'autres propriétés valables lorsque
les espaces sont de dimensionfinie. Ainsi nous verrons que si E et F sont des
K-espaces vectoriels de dimensionfinie, alors le K-espace vectoriel C(E, F)
est de dimensionfinie.

8.1. Le théorème de la dimension
Rappelons qu'un /Í-espace vectoriel E est dit de dimension finie s'il possède

une famille génératrice finie. Dans le cas contraire, on dit que E est de dimension
infinie.

Pour l'instant, nous n'avons défini que la locution «dimension finie» mais
nous verrons bientôt ce qu'est la dimension d'un if-espace vectoriel.

8.1.1. EXISTENCE DE BASES EN DIMENSION FINIE

8.1.1.1. Théorème

Soient E un K-espace vectoriel non nul de dimension finie, G une partie
génératrice finie de E et L une partie libre contenue dans G. Alors, il existe une
base BdeE telle que L c B c G.

Démonstration. Soit C l'ensemble des parties libres X de E telles que L c
X c G. C n'est pas vide car L e C et C est fini puisque, G étant fini, l'ensemble
V(G) des parties de G est finie et C C V(G). En outre tout élément de C possède
un nombre fini d'éléments. Choisissons dans £ une partie B ayant le plus grand
nombre possible d'éléments. Soit p ce nombre et montrons que B est une base
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de E. Il suffit de montrer que B est une partie génératrice de E puisque par
construction B est une partie libre de E.

Comme G engendre E, il suffit de voir que tout élément de G est combinaison
linéaire des éléments de B.

Si card(G) = p, alors on a B = G. La partie génératrice G de E est donc
libre. Par conséquent G est une base de E et le théorème est démontré.

Supposons maintenant que p < card(G). Si x est un élément de G n 'ap-
partenant pas à B, l'ensemble B U {x} est contenu dans G et possède (p + 1)
éléments. Donc la famille B U {x} est liée. Si B = {x\,..., xp}, il existe des
scalaires Ai, . . . , Ap, A non tous nuls tels que Aizi + ... + \pxp + Xx = 0.

On a nécessairement A ^ 0, car si A = 0 les éléments de B vérifieraient une
combinaison linéaire nulle à coefficients non tous nuls et B ne serait pas libre.
On en déduit

Ai Ap

* = -Ttl-"-T*'-
Ainsi tout élément a; € G est combinaison linéaire des éléments de B et le

théorème est démontré. G

Le théorème 8.1.1.1 admet des conséquences importantes que nous allons
examiner.

8.1.1.2. Corollaire

Tout espace vectoriel E de dimension finie, non réduit à {0}, admet une base
finie.

En effet, pardéfinitíon,£admetunepartiegénératricefinieG = {x\, ...,xn}
et il existe un x¡ G G non nul puisque E ^ {0}. Il suffit de poser L = {xi} et
d'appliquer le Théorème 8.1.1.1 à L et à G.

8.1.1.3. Corollaire (Théorème de la base incomplète)

Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K. Pour toute
partie libre {x\,..., xp} de E, il existe des vecteurs y\, JÛ, ..., yq de E tels que
(xi, x2,..., xp, y\,..., yq) soit une base de E.

Démonstration. Posons L = {x\,..., xp} et soit G une famille génératrice finie
de E. Alors L U G est une famille génératrice finie de E et on a L c LU G.
D'après le Théorème 8.1.1.1, il existe une base .Stelle q u e i c B e L u G ; o n
peut mettre B sous la forme B = L U H, où H est une partie de G.

8.1.2. DIMENSION

Nous venons de voir que dans un espace vectoriel de dimension finie, il
existe toujours une base finie. Nous allons démontrer maintenant que toutes les
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bases ont le même nombre d'éléments. Pour cela, nous aurons besoin d'utiliser
le lemme suivant.

8.1.2.1. Lemme

Soient E un K-espace vectoriel et n vecteurs x\,..., xn de E. Si les vec-
teurs 2/1, . . . ,yn + i sont des combinaisons linéaires de x\, ...,xn, alors la famille
{yi,—,yn+\} est liée.

Démonstration. Raisonnons récurrence sur n.

Pour n = 1, il existe oq, 0C2G K tels que 2/1 =ocj z\ et yi =oc2 x\.

On en déduit, par élimination de x\ :

« i yi— 0C2 2/1 = 0.

Si les deux scalaires oq et «2 ne sont pas nuls en même temps, la famille
{2/1, Vi} est liée. Si oc!=oc2= 0, on a 2/1 = y% = 0 et la famille {2/1,2/2} est
encore liée.

Le lemme est donc vrai si n = 1. Supposons-le établi pour n — 1 vecteurs et
démontrons-le pour n vecteurs.

Soient 2/1, j/2, •••> î/n+i des combinaisons linéaires de xi,.. . , xn. On peut écrire

(8.1.2.1) 3/1 = z\+ oci xn,...,yn+i = 2„+i+oc„+i xn

où les vecteurs z\,..., zn+i sont des combinaisons linéaires de x\, xi,..., a:„_i.

Envisageons les deux cas suivants :

1e r cas: oci=<X2= ... =«„+1= 0.

Alors yi, Î/2, ..., j/n+i sontdes combinaisons linéaires de xi,.. . , xn_!.D'apres
l'hypothèse de récurrence, les n vecteurs yi,...,yn sont linéairement dépendants ;
à fortiori, les vecteurs y\,..., yn + i sont linéairement dépendants et le lemme est
démontré dans ce cas.

2e cas : L'un au moins des oc, est non nul.

En changeant au besoin l'ordre de la numérotation, on peut supposer que
ocn+i# 0. Alors xn est combinaison linéaire de yn+\, x ¡ , . . . , xn-\ :

Xn = (î/n+1 - Zn+\).
OC„+1

En prenant dans les n premières relations (8.1.2.1), on voit que j / i , 2/2, •••, yn

sont des combinaisons linéaires de yn+\ ,x\,..., xn-\ '•

Vi - Zl + —*— Gto+l - ^n+l) , •>î/n = Zn +
« l

Gto+l n+l), >î/n n +
«n+l OCn+1

d'où, pour 1 < i < n,
oc, ex,

l/i - — î/n+1 = Zi
OCn+1
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ce qui montre que les n vecteurs y» — yn+i. l < i < n, sont des
OCn+l

combinaisons linéaires des n - 1 vecteurs x\,..., xn-\. D'après l'hypothèse de
récurrence, il existe des scalaires Ai,..., An non tous nuls tels que

M (2/1 — Vn+i )+••• + An ( yn — y„+i ) = 0.

Si on pose
Ai oci + . . .+ A„ oc„

•Wi = — >
OCn + l

on obtient
= 0

où les scalaires Ai,..., An+i ne sont pas tous nuls. La famille {j/i, .., yn+i} est
donc liée et le lemme est démontré. o

8.1.2.2. Théorème

Dans un espace vectoriel E de dimension finie, toutes les bases ont le même
nombre d'éléments.

Démonstration. On sait déjà que tout espace vectoriel E de dimension finie
possède au moins une base finie. Soient B = (xi,..., xn) et B' = (ei,..., em)
deux bases de E.

Comme e\,...,em sont des combinaisons linéaires de x\,..., xn, si on avait
m > n, la suite (ei, ...,em) serait liée d'après le Lemme 8.1.2.1, ce qui est
impossible puisque (ei,..., e„) est une base. Donc m <n.

On montrerait de môme que n < m, d'où n = m.

Le théorème précédent nous permet de définir la dimension d'un espace
vectoriel.

8.1.2.3. Définition

Soit E un K-espace vectoriel de dimensionfinie. On appelle dimension de E,
et on note dim/c(E) ou dim(.E), le nombre d'éléments d'une base quelconque
deE.

On pose par définition dim ({0}) = 0.

8.1.2.4. Remarque

La dimension d'un espace vectoriel dépend du corps de 7base. Ainsi
dini(r(C) = 1 mais dimjç(C) = 2. Plus généralement tout C-espace vectoriel
de dimension n est un R-espace vectoriel de dimension In.
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8.1.2.5. Exemple

La base canonique de Kn contient n vecteurs. Donc

= n.

8.1.2.6. Exemple

dim* (Kn[X]) = n + 1 car la base B = {1,X,XZ, ...,Xn} de Kn[X]
contient n + 1 éléments.

8.1.2.7. Théorème

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n sur un corps K. Alors :

a) Toute partie libre L de E possède au plus n éléments. Si ce nombre d'éléments
est égal àn,L est une base de E.

b) Toute famille génératrice G de E possède au moins n éléments. Si ce nombre
d'éléments est égal an, G est une base de E.

Démonstration, a) D'après le Théorème 8.1.1.1, il existe un base B de E telle
que L c B. Comme B possède n éléments, L possède au plus n éléments. Si L
possède n éléments, alors L = B et L est une base de E.

b) De même, il existe une base B de E telle que B c G. Comme B possède n
éléments, G possède au moins n éléments. Si G possède n éléments, on a G — B
et G est une base de E. a

Donnons maintenant une caractérisation des bases en dimension finie. Ce
résultat permet de montrer le plus souvent, qu'une partie B est une base.

8.1.2.8. Théorème

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n et soit B une partie de E.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) B est une base de E.

b) B est une partie libre de E et B possède n éléments.

c) B est une partie génératrice de E ayant n éléments.

Démonstration, a) => b) est évident.

b) = > c) Si B n'était pas une partie génératrice, on pourrait la compléter pour
obtenir une base (Corollaire 8.1.1.3) et cette base aurait au moins n + 1 éléments,
ce qui est absurde puisque toutes les bases possèdent n éléments.
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c) ==• a) Si B n'était pas libre, on pourrait en extraire une base de E, possédant
au plus (n - 1) éléments, ce qui contredirait la définition de la dimension.

8.1.3. DIMENSION D'UN SOUS-ESPACE VECTORIEL

8.1.3.1. Théorème

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n sur un corps K et soit F un
sous-espace vectoriel de E.

a) F est de dimension finie et dirn^ (F) < dimjc (E).

b) dimjr(F) = dim^(E) si et seulement si F = E.

c) F admet un supplémentaire Fi et on a

ûimK(E) = áimK(F)+dimK(Fi).

Démonstration, a) Toute partie libre L de F est une partie libre de E ; donc L
possède au plus n éléments. Choisissons une partie libre B = {xx,..., xp} de F
dont le nombre p d'éléments est le plus grand possible. On a p < n.

Montrons que B est une base de F. Pour cela, il suffit de montrer que B
est une partie génératrice de F puisqu'elle est libre. Il s'agit de montrer que le
sous-espace vectoriel B' de F engendré par B est égale à F-. Si on avait B' ^ F, il
existerait un vecteur x de F qui ne serait pas combinaison linéaire des éléments
de B. Montrons que les vecteurs x,x\,...,xp sont linéairement indépendants.
Considérons en effet une relation de la forme

Xx + Aixi + ... + Xpxp = 0.

Si A 7e 0, A"1 existe et on a

Ai A«

• Ä - T Xl — - Í x'
ce qui est absurde; donc A = 0. Il reste X\x\ + ... + Xpxp = 0 , donc Ai =
A2 = ... = Xp = 0, puisque x\,...,xp sont linéairement indépendants. Donc
la relation Xx + Aixi + ... + Xpxp = 0 entraîne A = Ai = ... = Xp = 0 et
la famille {x, xi, . . . , xp} est bien libre. On aboutit à une contradiction puisque
par hypothèse p est le nombre maximum de vecteurs linéairement indépendants
de F. Donc B' = F et par suite F est de dimension p < n = dim(.E).

b) Si dim*(F) = àimxiE), toute base S de F est une partie libre de E ayant
n éléments ; c'est donc une base de E d'après le Théorème 8.1.2.8. Alors tout
vecteur de E est combinaison linéaire des éléments de B, donc appartient à F.
Par conséquent F = E.

c) Soit (xi,... , xp) une base de F. Comme E est de dimension n, il existe
n - p vecteurs xp+i,..., xn tels que (n , . . . , xp, xp+i ,...,xn) soit une base de E
(Corollaire 8.1.1.3).
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La famille {zp+i,..., xn), sous-famille d'une famille libre de E, est libre. Le
sous-espace vectoriel F\ de E qu'elle engendre est de dimension n — p.

D'autre part, tout vecteur x £ E s'écrit de façon unique sous la forme :

x = Ai zi + ... + \pxp + \p+ixp+i + ... + \nxn = y+ z

où y — Aiari + ... + Xpxp G F et z = Ap+iXp+i + ... + A„z„ G F\, ce qui
montre que E = F © Fi et

dim* (£) = dimjf(F) + dimif(Fi).

8.1.3.2. Théorème

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n sur un corps K et soit F
un sous-espace vectoriel de E. Alors l'espace vectoriel quotient E/F est de
dimension finie et on a :

dim(£) = dim(F) + àim(E/F).

On appelle codimension de F dans E et on note codim^(F) ou codim(F),
la dimension de E/F.

Démonstration. D'après le théorème précédent, F est de dimension finie et
dim(F) < dim(.E'). Soit {x\,..., xm) une base de F . D'après le Théorème de la
base incomplète, il existe des vecteurs yi, ...,yp de F tels que (ari, ...,xm,yi,...,yp)
soit une base de E. tout vecteur x £ E s'écrit alors de façon unique :

... +Amarm+ oq yi + ...+ ocp yp

où les A, et les oc¿ sont des scalaires.

D'où

x + F = Ai zi + ... + \mxm+ oci yi + . . .+ 0Cp 2/p-t-F

= « i yi + ...+ ocp yp + F

puisque Ai zi + ... + Xmxm e F.

Or, d'après la définition de la structure vectorielle de E/F,

oci yi + ...+ ocp yp + F =oci ( w + F ) + ...+ « p (yp + F ) ,

donc les éléments j/i + F,. . . , yp+F engendrent l'espace vectoriel quotient E/F.
Il reste à montrer que ces classes sont linéairement indépendantes.

Supposons que

ci(î/i + F) + ... + cp(yp + F ) = 0 + F

où 0 + F = F est l'élément 0 de l'espace E/F. Alors cij/i + ... + cpyp e F et
le vecteur ci j/i + ... + cpyp est combinaison linéaire des vecteurxs x\, ...,xm:

... + cpyp = fiixi + ... + fimxm.
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Comme les vecteurs xi, ...,xm,yi, ...,yp sont linéairement indépendants, on
en déduit

d = C 2 - ... = Cp = fil = ... - Um = 0 .

Ainsi, l'espace vectoriel quotient E ¡F admet pour base les p classes
2/1 + F, ...,

àim(E/F) = p = (m + p)-m = dim(E) - dim(F).

8.1.3.3. Remarque

Les Théorèmes 8.1.3.1 et 8.1.3.2 montrent que la codimension d'un sous-
espace vectoriel F est égale à la dimension d'un supplémentaire de F.

8.1.3.4. Théorème

Soit E un K-espace vectoriel. Si E\ ,...,En sont des sous-espaces vectoriels
de dimension finie, et si E — E\Q>... © En alors E est de dimension finie et on
a

n
dim(E) =

¿=i

Démonstration. Posons p¿ = dim(£',). Soit 5¿ = (e¿i,..., e,p>) une base de Ei
pour 1 < i < n. Comme E est somme directe des Ei, on a (Théorème 6.2.4.4)

Ej = {0} pour tout i e {1,. . . , n} donc E{ n E¡ = {0} si i ^ j et par
3*

suite Bi (~\Bj = 0 si i ^ j car le vecteur nul n'appartient à aucune famille libre.
D'après l'hypothèse, tout vecteur x G E s'écrit de façon unique sous la forme :

x = (Auen + ... + Aip,eiPl) + ... + (Anien, + ... + A„p„e„Pn) ;

donc (Théorème 6.3.3.2) la suite (en, ...,eiPl, ...,e„i, . . . ,en p , ) est une base
de E qui est donc de dimension p\ + ... + pn.

8.1.3.5. Théorème

Soient E\,...,EP des K-espaces vectoriels de dimension finie ni,..., np res-
pectivement. Alors l'espace vectoriel E\X...xEp a pour dimension ni +... + np.

Démonstrations, a) cas où p = a : Soient Ei et E2 deux A"-espaces vectoriels
de dimension finie n et m respectivement. Soient (ei,..., e„) une base de E\,
(fu-, M une base de E2.

Considérons la famille B de vecteurs de E\ x £2 :
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Tout élément de E\ x E2 s'écrit :

m \

;,e,, ^2 Vi fi
i=i /

ou, en utilisant les lois définies sur E\ x E2 :

(
¿=i / \ j=\ ) .=1 j=\

ce qui montre que la famille B engendre l'espace vectoriel E\ x E2.

De plus, la famille B est libre dans E\ x Ei. Soit en effet
oci (ei,O) + ...+ oc„ (e„,0) + Ai(0,/i) + ... + Am(0,/m) = 0

une combinaison linéaire nulle des vecteurs de B. On a, en remontant les calculs
précédents :

(oci ei + ...+ oc„ e„,Ai/i + . . . + A m / m ) = (0,0).

On en déduit

oci ei + . . .+ «„ en = O e t Ai/i + . . . + Am /m = 0 ,

d'oùoci= ... =oc„= Ai = ... = Am = 0.

La famille B des n + m vecteurs de E\ x Ez est donc une base de E\ x Ez,
donc <üm(Ei x E2) - dim(£^i) + a\m(E2).

b) Cas général : Raisonnons par récurrence sur p. Nous venons de voir que
la formule est vraie pour p = 2. Supposons-la vraie pour p — 1. Si on pose
F = £ i x . . . x Ep-i on a

dim(£i x ... x Ep-i x Ep) = dim(F x Ep) = dim(F) + dim(E'p).

Il suffit d'appliquer l'hypothèse de récurrence pour obtenir la formule annon-
cée.

8.2. Applications linéaires
en dimension finie

8.2.1. DIMENSION DE £(E, F)

8.2.1.1. Théorème

Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie sur le même corps K.
Alors C(E, F) est de dimension finie et on a :

dimK (C(E, F)) = dimir(i;) • àimK(F).
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Démonstration. Notons n la dimension de E et p la dimension de F. Soient
(ci, . . . ,e„)unebasede£'et( / i , . . . , /p)unebasede F.

Nous savons (Théorème 7.2.3.4) qu'une application linéaire est parfaitement
déterminée par les images des vecteurs d'une base de l'espace de départ. On peut
donc définir une famille de np application linéaires de E dans F, indexée par
{ l , . . . , n}x {l,...,p} en posant:

{ fj Si jfc = Í

0 si k*i

Montrons que la famille («¿¿)i<»<»,i<j<p est une base de C(E, F).

a) La famille (u¿¿) engendre C(E, F): soit u e C(E, F). Pour tout x e E,
n p

on peut écrire de manière unique x = E z¿e¿, et u(e,) = J ^ aijfj pour

1 < i < n, où les <Xij sont des scalaires.

D'où
n n / Pu(x) = X ) XiU(e«) = J2 Xi I 1Z

,=1 , = 1 \j=l
n p

n
Comme u¡j(x) = Y^ XkU¡j(ek) = z¿/ j , on a pour tout vecteur x G E:

n p

c'est-à-dire
n p

et («ij)i<»<n,i<j<p est une famille génératrice de C(E, F).

b) La famille (UÍJ ) est libre : soit (A,j ) une famille de scalaires telle que

n p

¿=i j=\

Alors, pour tout x e ¿S1, on a
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En particulier, pour tout Jfe 6 [1, n], on a

n p

«=1 j = l

ce qui donne, d'après la définition des «y : ] ^ A*¿/¿ = 0.
i=i

Comme (fj)i<j<p est une famille libre de F, on obtient A*j = 0 pour tout
k e [1, n] et tout j e [l,p], donc («i¿)i<i<n i<j<p est une famille libre de

La famille («¿j) est donc une base de C(E, F). Comme elle comporte np
éléments, le théorème est démontré. o

8.2.1.2. Corollaire

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n. Alors l'espace vectoriel
C{E) des endomorphismes de E est de dimension finie n2.

C'est un cas particulier du Théorème 8.2.1.1 pour E = F.

8.2.2. ESPACES VECTORIELS ISOMORPHES

8.2.2.1. Théorème

Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie sur le corps K.
Alors E et F sont isomorphes si et seulement si dim/c (E) = dimjc (F).

Démonstration. Supposons que E et F soient isomorphes. Par hypothèse, il
existe une application linéaire bijective u de E sur F. Soit (e,)i<,<„ une base
de E; alors («(c<))i<,-<n e s t u n e l 3 a s e d e F (Théorème 7.2.3.3). Donc F et E
ont même dimension.

Réciproquement, supposons que âim(E) = dim(F) = n. Soient (e,) une
base de E et (/_,) une base de F. Par hypothèse elles ont le même nombre
d'éléments. Soit u l'application linéaire définie par u(e,) = / , pour tout
i € [l,n]. D'après le Théorème 7.2.3.4, u est bijective, donc E et F sont
isomorphes.

8.2.2.2. Corollaire

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n sur un corps K. Alors E est
isomorphe à Kn.
Ilsuffitd'appliquerleThéorème8.2.2.1ensesouvenantquedimA-(/!rn) = n.
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8.2.2.3. Corollaire

Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K et soit F un
sous-espace vectoriel de E. Alors tout sous-espace supplémentaire de F dans E
est isomorphe à l'espace quotient E/N.

En effet, si F\ est un supplémentaire de-F dans E, on sait (Théorèmes 8.1.3.1)
et 8.1.3.2 que

dim(£) = dim(i^) + dim(i\) = dim(F) + dim(E/F)
d'oùdim(Fi) = àim(E/F).

8.2.3. RANG D'UNE APPLICATION LINÉAIRE,
D'UNE FAMILLE DE VECTEURS

8.2.3.1. Définition

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et F un K-espace vectoriel
quelconque. Soit u G C(E, F). On appelle rang de u, et on note rg{u), la
dimension sur K de Im(w).

Si (ei,..., en) est une base de E, les vecteurs u(ei),..., u(e„) engendrent
Im(u). D'après le Théorème 8.1.2.7, il existe une base de Im(u) comportant rg(u)
éléments. Ainsi le rang de u est le nombre maximum de vecteurs linéairement
indépendants extraits de la suite u(ei), ...,w(e„). On a donc rg{u) < n =
dim(E).

Plus généralement, nous poserons la définition suivante :

8.2.3.2. Définition

On appelle rang d'une famille {x\,..., xn} de vecteurs d'un K-espace vecto-
riel E de dimension finie ou non, la dimension du sous-espace vectoriel E' de E
engendré par ces vecteurs, c'est-à-dire le nombre maximum de vecteurs linéai-
rement indépendants que l'on peut extraire de la suite (x\,..., xn).

Le théorème suivant appelé théorème noyau image ou encore théorème du
rang est d'un usage courant.

8.2.3.3. Théorème

Soient E un K-espace vectoriel de dimensionfinie, F un K-espace vectoriel
quelconque, et u E C(E, F). Alors :

dim(£) = dim (Ker(u)) + dim (lm(u)).

Démonstration. D'après le Théorème 8.1.3.1, Ker(w) admet un sous-espace
supplémentaire W dans E. Soit

v : W —y Im(w)
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la restriction de u à W. Il est clair que v est linéaire. Montrons qu'elle est
bijective.

Par définition, si x 6 Ker(i;), on a u(x) = 0, donc x e Ker(w), d'où
x G W n Ker(w) = {0} ; donc x = 0. L'application v est donc injective.

Montrons que v est surjective. Soit y G Im(w). Il existe x e E tel que
u(x) = y.Or x s'écrit de façon unique sous la forme :

x = a?i + Z2 avec zi e Ker(u) et £2 G W-

D'où,puisqueu(zi) = 0, u(x) — u(x\ + xz) = u(x\) + u{x2) = ufa).

Par suite ?/ = u(x2) = v(a;2). et 1; est une application linéaire surjective sur
(w).

On a ainsi démontré que tout supplémentaire de Ker(u) est isomorphe à
Im(u). D'après le Théorème 8.2.2.1, W a même dimension que Im(w). Comme
dim(i;) = dim(W) + dim (Ker(w)), on a bien dim(E) = dim (lm(w)) +
dim(Ker(u)).

8.2.3.4. Corollaire

Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie et soit u Ç.
C(E,F).Alors:

a) rg(u) < dim(E) ; rg(u) — dim(£') si et seulement si u est injective.

b) rg(u) < dim(F) ; rg(u) = dim(F) si et seulement si u est surjective.

Démonstration, a) On a (Théorème du rang) :

rg(u) — dim(.E') — dim (Ker(u)) < dir

rg(u) — dim(£") si et seulement si dim (Ker(u)) = 0, c'est-à-dire si et seulement
si Ker(u) = {0} ; donc rg{u) = dim(E) si et seulement si u est injective
(Théorème 7.2.2.3).

b) De môme rg(u) = dim (u(E)) < dim(F)etrg(u) = dim(F) si et seulement
si dim («(£)) = dim(F), c'est-à-dire u{E) = F. Finalement, rg(u) = dim(F)
si et seulement si u est surjective.

8.2.3.5. Corollaire

Soient E et F deux K-espaces vectoriels de même dimension finie n et soit u
une application linéaire de E dans F. Les propriétés suivantes sont équivalentes:

a) u est un isomorphisme de E sur F.

b) u est injective.
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c) u est surjective.

d) u est de rang n.

Démonstration. Les conditions b) et d) sont équivalentes d'après le Corollaire
8.2.3.4 ; de même c) et d) sont équivalentes. Donc b), c) et d) sont équivalentes.

Il est clair que a) = > b).

Montrons que b) = > a). Supposons u injective; alors Ker(u) = {0}, donc
dim (Ker(u)) = 0. D'après le Théorème 8.2.3.3, dim (lm(u)) = áim(E) =
äim(F), d'où Im(«) = F et u est surjective, donc bijective. •

8.2.3.6. Remarque

La proposition précédente est très importante dans la pratique car elle permet
d'affirmer (en particulier) qu'un endomorphisme est bijectif dès qu'on sait qu'il
est injectif ou surjectif. Mais ce n'est plus vrai en dimension infinie. Ainsi
l'application linéaire D : K[X] —• K[X] qui, à tout polynôme, associe sa
dérivée est surjective mais non injective.

8.2.3.7. Corollaire

Soient Ei et E2 deux sous-espaces vectoriels d'un K-espace vectoriel E de
dimension finie. On a

dim(£i + E2) = dim(£i) + dim(E2) - dim(£i n E2).

Démonstration. Considérons l'application u : E\ x E2 — • E définie par

u(xi, x2) = xi + x2, xi e Ei, x2e E2.

Elle est évidemment linéaire et Im(u) = Ei + E2 par définition de la somme
de deux sous-espaces vectoriels. D'autre part:

Ker(u) = {(x, y) e Ex x E2 : x + y = 0}

= {(x, -x) : x e Ex n E2) .

L'application x •—• (x, —x) de Ex n E2 sur Ker(u) est un isomorphisme
d'espaces vectoriels (pourquoi?), d'où dim (Ker(u)) = dim(£i n E2). Alors,
d'après le Théorème 8.1.3.5 et le Théorème 8.2.3.3 appliqué à u, on a

dim(£i) + dim(^2) = dim(£i x E2)

= dim (Ker(w)) + dim (lm(w))

= àim(Ex n E2) + dim(Ex + Eh),

d'où notre assertion. a
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8.3. Dualité
8.3.1. DUAL D'UN ESPACE VECTORIEL

Rappelons qu'une forme linéaire sur un K -espace vectoriel E est une appli-
cation linéaire de E dans K.

D'après le Théorème 7.3.2.2, l'ensemble C(E, K) des formes linéaires sur E
est un espace vectoriel. On l'appelle l'espace vectoriel dual ou simplement le
dual de E et on le note E*.

8.3.1.1. Notation

Si x G E et u G E*, posons u(x) = < u, x >. Alors, comme « est linéaire
et E* est un espace vectoriel, on a

< u, x + y >=< u, x > + < u, y >

(8.3.1.1) < u, Xx > = A < u,x >

< U + V, X > = < U, X > + < V, X >

< Xu,x >= X < u,x > .
quels q u e soient u,v G E*, x,y € EetX e K.

8.3.1.2. Exemple

Soit E l'espace vectoriel des fonctions continues sur un intervalle [a, 6] de E
et à valeurs réelles. En posant

ri
/
a

pour toute / G E, on obtient une forme linéaire sur E.

Si E est un K-espace vectoriel de dimension finie, le Théorème 8.2.1.1
montre que E* est de dimension finie égale à la dimension de E puisque
dimK(K) = 1. Nous allons construire une base de E*.

Supposons Eue dimension finie net soit (ei,..., e„) une base de ^.Donnons-
nous n scalaires oci,..., oc„ quelconques ; d'après le Théorème 7.2.3.4, il existe
une forme linéaire u et une seule telle que

w(ei) =oci, u(e2) =oc2, ..., w(e„) =<xn .

On peut donc définir n formes linéaires e*, e|, . . . , e* en posant

< e,*, ej > = 1 si i = j et < e,*, e,- > = 0 si i ^ j

c'est-à-dire < e¿, ej >- ¿ i ; où le symbole 6ij appelé symbole de Kronecker
est défini par

0 si
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8.3.1.3. Théorème

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et soit (e\, ...,en) une base
de E. Les n formeslinéaires e*,...,e* de E* définie par < e*,e¡ > = 6ij forment
une base de E*, donc E* est de dimension n.

Démonstration, a) Les e* engendrent E*. Soit u une forme linéaire quelconque.
Il existe n scalaires oq, <x2,..., ocn tels que

u(ei) =oci, u(e2) =oc2, ...,u(en) =oc„ .

n
Alors pour tout x = ^ A ê,- 6 E, on a

u(z) = Aiu(ei) + ... + A„«(e„) = Ai ocx +.. . + An ocn .

Or par définition de e¿, on a :

donc

u(ar) =oci eî(aj) + ...+ ocn e;(x) = («1 ej + ...+ ocn

et par suite
u =«1 eî + ...+ ocn e;

ce qui montre que les e¿ engendrent £?*.

b) Les e,* sont linéairement indépendantes dans E*.

Soit (ai,.. . , an) une suite de scalaires tels que :

aie* + a2ej + ... + a„e* = 0.

Alors pour tout x e E, on a

+ a2e5(j;) + ... + ane*n(x) = 0.

En particulier pour chaque j G [1, n] nous aurons

t = l « = 1

d'où ai = a2 = ... = an = 0.

Ainsi la relation a\é[ + ... + ane* = 0 entraîne ai = ... = an = 0 et la
famille {e*,..., e*} est libre. Elle forme donc une base de E*.
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8.3.1.4. Définition

La base (e*,..., e*) de E* associée à la base (ei,..., en) de E s'appelle la
base duale de la base (ei,..., en) de E.

8.3.1.5. Remarques

n

a) Si x - ^2 Xjej € E, on a

Pour cette raison, on dit que e* est la i6"16 forme coordonnée relative à la
base(ci,...,e„).

b) Si M 6 E*, alors u =oq ej + ...+ oc„ e*, où oc¿=< w, e¿ >.

e) (< u, x > = 0 pour tout u e E*) •<=>• x = 0.

En effet, l'hypothèse montre que < e*,x >= 0 pour tout indice i e
{1,2,..., n} •<=>• (les coordonnées de x sont nulles).

8.3.2. BIDUAL D'UN ESPACE VECTORIEL

8.3.2.1. Définition

Soit E un K-espace vectoriel. On appelle bidual de E et on note E** V espace
vectoriel dual de E*.

Si E est de dimension finie, on a d'après le Théorème 8.3.1.3.

dim(£"") = dim(£") = dim(E).

Nous allons définir une application de E dans E** de la manière suivante:
soit x G E ; à tout u e E* associons sa valeur au point x. On définit ainsi une
application Tx de E* dans K et d'après les formules (8.3.1.1), Tx est une forme
linéaire sur E*, autrement dit Tx e E**.

Posons
J(x) = Tx et < u, J(x) > = < u,x> .

D'après les formules (8.3.1.1), l'application J : E —> E** est linéaire. On
l'appelle le morphisme canonique de E dans E**.

Nous allons montrer que si E est de dimension finie, alors le morphisme
canonique est un isomorphisme.
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8.3.2.2. Théorème

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n. Alors le morphisme
canonique x \—• Tx de E dans E** est un isomorphisme.

Démonstration. Nous savons déjà que dim(E) = dim(E**). Il suffit donc,
d'après le Corollaire 8.2.3.5, de montrer que J est injectif. On a les équivalences
suivantes :

a;6Ker(J) <̂ => J(x) = 0 <=>< u,J(x) >= 0 pour tout« e E*

<u,x >— 0 pour tout ue E* -«=>• x — 0.

La dernière équivalence logique résulte des Remarques 8.3.1.5.

Ainsi J est injective, donc bijective.

En général, on identifie un espace vectoriel E de dimension finie à son
bidual E** à l'aide de Fisomorphisme J. On identifie le vecteur x et la forme
linéaire Tx définie à partir de x. Ainsi x peut être considérée comme une forme
linéaire sur E*, ce qui permet d'écrire indifféremment :

u(x) =< u, x >=< x, u > .

Ainsi un espace vectoriel de dimension finie et son bidual jouent des rôles
parfaitement symétriques.

8.3.2.3. Remarque

Si E n'est pas de dimension finie, on démontre que le morphisme canonique
est toujours injectif, mais pas nécessairement surjectif et E est seulement un
sous-espace vectoriel de E**.

8.3.3. ORTHOGONALITÉ

8.3.3.1. Définition

Soient E un K-espace vectoriel, x G E et u G E*. On dit que u et x sont
orthogonaux si < u, x > = 0.

On dit qu'une partie A de E est orthogonale à une partie B de E* si tout
élément de A est orthogonal à tout élément de B.

Si A est une partie de E, on appelle orthogonal de A dans E*, et on note ̂ 4°,
l'ensemble des formes linéaires u sur E qui vérifient < u,x > = 0 pour tout
x e A.

De môme si B est une partie de E*, l'orthogonal de B est l'ensemble
(8.3.3.1) Bi = {x G E :< u, x > = 0 pour tout u G B}.

Les formules (8.3.1.1) montrent immédiatement que pour toute partie A de
E, l'ensemble A0 est un sous-espace vectoriel de E* et pour toute partie B de
E*, l'ensemble B\ est un sous-espace vectoriel de E.
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8.3.3.2. Définition

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n. On appelle hyperplan
vectoriel de E tout sous-espace de dimension (n — 1).

Le théorème suivant donne une caractérisation des hyperplans à l'aide des
formes linéaires.

8.3.3.3. Théorème

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n et soit u une forme
linéaire non nulle sur E. Alors le noyau de u est un hyperplan vectoriel de E.
Réciproquement, si H est un hyperplan vectoriel de E, il existe une forme linéaire
non nulle u dont le noyau est H, et toute forme linéaire v dont le noyau est H
est proportionnelle à u.

Démonstration. Le sous-espace vectoriel Im(u) de K est de dimension 1.
D'après le Théorème 8.2.3.3, dim (Ker(u)) = n - 1, donc Ker(u) est un hyper-
plan.

Réciproquement, soit H un hyperplan vectoriel de E et soit (ei,..., e„_i)
une base de H que nous complétons en une base (ei,..., en) de E. Considérons
la forme linéaire u définie par

u(e.) = Opour i = 1,2,...,n— 1

«(e„) = 1.

Il est clair que Ker(u) = H. Si vest une forme linéaire telle que Ker(t>) = H,
posons oc= v(en) et considérons la forme linéaire v— oc u. oc est non nul puisque
H±E.

On a d'une part (v- oc w)(en) = 0 et, d'autre part (v— oc u)(e,-) = 0 pour
i= l , . . . , n - 1.

Donc v— oc u = 0, soit v =<x u.

8.3.3.4. Théorème

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n, F un sous-espace
vectoriel de dimension m. Alors :

a) F" est de dimension n — m ; autrement dit :

dim(F) + àxm{F°) = dim(E) ;

b) (F0)0 = F.

Démonstration, a) Soit (ei,..., em) une base de F. D'après le théorème de la
base incomplète, il existe des vecteurs em+\,..., en de E tels que (ei,..., en) soit
une base de E. Soit (e\,..., e* ) la base duale de E*.
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Pour qu'un vecteur / =oci e j+ ...+ «„ e* de E* soit orthogonal à F, il faut
et il suffit que pour tout x G F , on ait /(x) = 0, et en particulier /(e,- ) = 0 pour
i = 1,2, ...,m.Comme/(e,) =oc,, on voit q u e / =ocm+1 e*m+1 + ...+ oc„ e*.
Réciproquement, tout élément / de E* de la forme précédente vérifie f(x) = 0
pour tout x e F, donc est dans F". Donc F" admet pour base {e*m+x,..., e*),
d'où le a).

b) Soit x un élément de F ; x est orthogonal à F 0 , donc x e (F0)0 , et par suite
F c (F0)0 . D'après le a), on a dim [(F0)0] =n-(n-m) = m = dim(F).
Le Théorème 8.1.3.1, b), appliqué à F et (F 0) 0 montre alors que F = (F0)0 .

8.3.4. TRANSPOSÉE D'UNE APPLICATION LINÉAIRE

Soient E et F deux K-espaces vectoriels, et u une application linéaire de E
dans F. Nous nous proposons de définir une application linéaire de F* dans E*.
Pour cela, considérons une forme linéaire j / sur F . Alors l'application composée
y1 ou est une forme linéaire sur E, c'est-à-dire un élément de E*.

Ainsi, étant donnée une application linéaire u de E dans F , à tout élément y'
de F* il correspond un élément y1 ou de E*. On peut donc définir une application
*« : F* —* E* en posant

tu(yl) = y1 ou quel que soit y' e F*.

8.3.4.1. Définition

Soient E et F deux K-espaces vectoriels E* et F* leurs espaces duaux et
u : F —• F une application linéaire. On appelle transposée de u, et on note
iu, l'application linéaire *u : F* —• F* définie par*u^/) = y1 ou pour tout
y1 eE*.

On a par définition

(*«(!/)) (x) = Wou)(x) = y1 (u(x))

pour tout x e E, ou encore

(8.3.4.1) <* «(i/), x >=< y1, u(x) >

quels que soient x £ E et y1 e F*.

La formule (8.3.4.1) s'appelle la formule fondamentale de la transposition.

Montrons que l'application 'u est linéaire. Soient y'l,y
>

2 G F*. Pour tout
x e F, on a

< '«M + ié) . x >=< y'i + lé» «(*) > ;
d'après (8.3.4.1) on obtient

< vi + ié»«0O >=< i/i>«(aO > + < ié.u0>0 >

=< * ( i ) X / ) * (
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D'où

On vérifierait de même que '«(Aj/) = A'W(Î/) pour tout y1 e F* et pour
tout \€K.

8.3.4.2. Théorème

L'application u i—> *M possède les propriétés suivantes:

a) Soient E, F deux K-espaces vectoriels, u,v £ C{E, F) et \ Ç. K ; on a

b) Si £7 ci F soni de dimension finie, et si u G C(E, F) on a *('«) = u.

c) Soienf ¿?, -F, G trois K-espaces vectoriels, u G C(E, F)etv e C(F, G). On
a t(vou) = tuotv.

d) Soit E un K-espace vectoriel et soit u £ C(E). Si u est un automorphisme
de E, *u est aussi un automorphisme de E* et C«)"1 =' (w""1)- La transposée
de l'application identique de E est l'application identique de E*.

Démonstration.

a) Pour tout j / £ F* et pour tout x £ E, on a

> = <y',(u + v)(x)>=<y',u(x) + v(x)>

>+ < tv(y'),x>

= < ( * U + V ) ( j / ) , z > ,

d'où
t(u + v)(y')=(tu+iv)(y')

et par suite *(u + v) = *u + V

On vérifie de même que *(Au) = A*w.

b) Puisque u e C(E, F), on a 'u € C{F", E"), donc *(*u) G C{E**,F**).

Soient donc x G E** = E et j / G F*. On a

< *(*«)(*), y' >=< x, X y ' ) > = < «(a-), y' >,

d'où*(tu)(a;) = u(x) pour tout x G i? et par suite t(tu) — u.

c) Soient x G .E1 et z' G G*. On a, en appliquant la formule (8.3.4.1),

< t(vou)(z'),x> = <z',v(u(x))>=< tv(z'),u(x)>

d'ou'(rou)(z') = *u (*v(z')) et par suite = iuotv.
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d) Pour établir (iv) montrons d'abord que si u est l'application identique de E,
alors *u est l'application identique de E*. En effet, pour toute forme linéaire y1

sur E et pour tout x G E, on a

< tu(y'),x>=<y',u(x)>=<y',x>,

d'où '«(y7) = Id£.(y') et par suite *w =

Si maintenant u est un automorphisme de E, soit u"1 l'automorphisme
réciproque. On a «ou"1 = u~lou =

On en déduit, en appliquant c) :

'(«"Vu = Wf«"1) = '(MB) =

ce qui montre que *uest bien un automorphisme de E* etque (*«)"' = t(u~1).

8.3.4.3. Théorème

Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie, u : E —• F
une application linéaire et* usa transposée. Alors :

a) Le noyau de *u est égal à Vorthogonal de u{E) dans F*.

b) Le noyau de u est égal à l'orthogonal de tu(F*) dans E.

c) Le rang de u est égal au rang de *u.

Démonstration, a) Soit y1 € F*. On a les équivalences logiques suivantes :

y1 G Ker(*u) <i=> *u(j/) = 0 <=> (< *w(j/),a: > = 0 pour tout x G E)

(< y ' , u ( x ) > = O p o u r t o u t x e E) <̂ => y1 e («(

Donc
Kerf«) =( t , (£7)) 0 .

L'assertion b) se démontre de la même manière.

Démontrons c). On sait (Théorème 8.2.3.3), que

rg(u) = àim(E) - dim (Ker(u)) .

Comme dim(.E') = dim(£") et Ker(it) = (*u(F*)) °, il vient, en appliquant
le Théorème 8.3.3.4,

rg(u) = àim(E*) - dim (( '«(f1*))0) = dim (*u(F*)) = rp('ti).
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Chapitre 9 : MATRICES

Si E et F sont des K-espaces vectoriels de dimension finie, il résulte de la
linéarité, qu'une application linéaire ude E dans F est entièrement définie par
la donnée des imagespar u des vecteurs d'une base B de E.

Si E et F sont munis de bases BetC respectivement, on est ainsi conduit à la
notion de matrice d'une application linéaire relativement aux bases B et C. Alors
la structure de l'ensemble des applications linéaires de E dans F détermine
les opérations sur les matrices : addition, multiplication par un scalaire, et
multiplication. En particulier, nous obtiendrons l'algèbre des matrices carrées
associé à l'algèbre des endomorphismes d'un K-espace vectoriel E.

Ce chapitre est essentiel non seulement pour la suite du cours, mais également
pour les applications aux autres sciences.

Dans tout ce chapitre, on désigne par K un corps commutati/quelconque.

9.1. Généralités
9.1.0.1. Définition

Soit K un corps commutati/. On appelle matrice à m lignes et n colonnes
ou matrice de type (m, n) à coefficients dans K, un tableau rectangulaire
d'éléments de K de la/orme

M-

1 1 1 <*12

021 «22

\ "ml

Les a,j s'appellent les éléments de la matrice ; l'élément a¡j est situé à
l'intersection de la i*"16 ligne et de la j0"* colonne de M. On note souvent

ou simplement M = (a¡j) s'il n'y a pas de confusion possible.

Si K = E, on dit que la matrice M est réelle ; si K = C, elle est dite
complexe.

Si m = n, on dit que M est une matrice carrée d'ordre n ; les éléments
an, (222, •••> a-nn forment alors la diagonale principale de la matrice.
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Si n = 1, on obtient la matrice colonne :

M -

an \

021

\ am\ I

Si m = 1, on obtient la matrice ligne :
M = (an ai2 •

Si M = (aij) est une matrice de type (m, n) on appelle transposée de M,
et on note 'M , la matrice 'M = (6¿j) de type (n, m) définie par 6,¿ = a¿¡.

*M est obtenue en permutant les lignes et les colonnes de M. On a:
'(•M) = M.

Une matrice carrée M = (a¿;) est dite symétrique si a^ = a¿¿ quels que
soient i et j , c'est-à-dire si M = M.

Une matrice carrée M = (a¿¿) est dite antisymétrique si tM = -M.

La relation *M = -M implique a,, = - a t J , d'où a,, = —a¿, et par suite
au = 0 si le corps K est de caractéristique ^ 2.

Si M = (a,j ) est une matrice complexe de type (m, n) la matrice M = fäj)
est appelée la matrice conjuguée de M, cHJ étant le nombre complexe conjugué
de aij. On appelle adjointe de M, et on note M*, la matrice M* = *(M)= 'M.
Si M est une matrice carrée et si M* = M, on dit que M est hermitienne.

On dit qu'une matrice carrée M = (a^) est triangulaire supérieure si les
éléments situés au-dessous de la diagonale principale sont nuls, c'est-à-dire si
aij — 0 pour i > j . On définit de même une matrice triangulaire inférieure.

Une matrice diagonale est une matrice carrée M = (a^ ) telle que a, j = 0 si
i ^ j . Si Ai,..., An désignent les éléments diagonaux d'une matrice diagonale D,
nous écrirons

D = diag(Ai,...,An).

On appelle matrice scalaire une matrice diagonale dont tous les éléments de
la diagonale principale sont égaux.

On appelle matrice unité d'ordre n, et on note /„, la matrice scalaire
d'ordre n dont les éléments de la diagonale principale sont égaux à un.

9.1.0.2. Exemple

n
U

0

1

0

0
0

1
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Ces quelques définitions montrent déjà l'importance des matrices carrées.

L'ensemble des matrices de type (m, n) à coefficients dans le corps K se
note Mmtn(K) et l'ensemble des matrices carrées d'ordre n à coefficients dans
K se note Mn(K).

9.2. Matrice d'une application linéaire

9.2.1. DÉFINITIONS, EXEMPLES ET THÉORÈMES

9.2.1.1. Définition

Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension net m respectivement,
B = (ei,..., en) une base de E, C = (/i,..., fm) une base de Fétu e C(E, F).
On appelle matrice de u par rapport aux bases B et C, et on note Matß,c(u).
la matrice (a,j) de type (m,n) dont la j i m e colonne est constituée par les
coordonnées du vecteur u(ej ) par rapport à la base (/i,..., /m)-

On a donc

(9.2.1.1) u(e,-) = ay/i + a2jf2 + ... + amjfm.

SiE = FetsiB = Con écrit Mate,B(w) = Mate(M),etonditqueMate(u)
est la matrice de l'endomorphisme u par rapport à la base B.

On notera que Mats,c(«) dépend en général de B et C même lorsque B = C.

9.2.1.2. Remarque

Le nombre de lignes de la matrice de l'application linéaire u : E —* F est
égale à la dimension de F ; le nombre de ses colonnes est égal à la dimension
de E.

9.2.1.3. Exemple

Dans le plan rapporté à des axes rectangulaires, soient i*= (l ,O)et/= (0,1)
la base canonique. Cherchons la matrice de la symétrie u par rapport à 0.

M'

Onau(î) = -ï= (-1,0); ii(j) = -J= (0,-1).
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La matrice M de u dans la base (Í, J) est donc :

0 \

• ( • :
M •

9.2.1.4. Théorème

Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension net m respectivement,
B = (ei,..., e„) une base de E,C = (/i,..., fm) une base de F. L'application
qui, à tout u e C(E, F),fait correspondre sa matrice Matß, c(u) par rapport aux
bases BetC est une application bijective de C(E, F) sur l'ensemble Mm,n (K)
des matrices de type (m, n).

Démonstration. Si u et u'sont deux éléments de C(E, F) tels queMatß,c(«) =
Matß^u')' alors on a pour tout indice j , u(e¡) = u'(e¿) et donc par linéarité
u(x) = u'(x) pour tout x e E, i.e. u = u' et l'application est injective.

Soit M = (dij) une matrice de type (m, n) à coefficients dans K ; consi-
dérons les n vecteurs yj de F :

Vj = «lj/l + û2j/2 + ••• + amjfm, 1 < j < n.

On sait (Théorème 7.2.3.4), qu'il existe une application linéaire unique u :
E —• F telle que «(ej) = yj pourtoutindicej.donctellequeMate.cKu) = M;
donc l'application u i—• Matß,c(«) est surjective, ce qui achève la démonstra-
tion du théorème.

D'après ce théorème, toute matrice M de type (m, n) peut être considérée
comme la matrice d'une unique application linéaire uM de Kn dans Km rela-
tivement aux bases canoniques de ces espaces. On dit que uM est l'application
linéaire associée à M. On peut donc définir l'image, le noyau et le rang de M
comme étant respectivement l'image, le noyau et le rang de UM- En particulier,
l'image de « M est le sous-espace vectoriel de Km engendré par les images des
éléments de la base canonique de Kn, c'est-à-dire par les colonnes de M. Ces
remarques nous permettent de définir le rang de M comme étant la dimension
du sous-espace vectoriel de Km engendré par les n colonnes de M ; c'est aussi
le nombre de colonnes de M qui sont linéairement indépendantes.

Nous verrons plus tard comment calculer le rang de M.

9.2.1.5. Théorème

Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension net m respectivement,
(ei,..., en) une base de E, (/i,..., fm) une base de F,etuE C(E, F). Alors le
rang de u est égal au rang de la matrice de u par rapport aux bases {e\,...,en)
et(fi,...,fm).

Démonstration. Soit A = (a, j ) la matrice de u par rapport aux bases (ei,..., e„ )
et (/i,..., fm). Il s'agit de comparer rg(A) et rg(u).
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Soient (ej, . . . , e'n) la base canonique de Kn, (/(,..., f'm) la base canonique
de Km et uA l'application linéaire de Kn dans Km associée à A. Soit ip l'unique
isomorphisme de E sur K" défini par <p(ej ) = ej pour 1 < j < n et soit V1

l'unique isomorphisme de F sur 7<"m défini par V>(/i) = // pour 1 < t < m.

Montrons d'abord que le diagramme

est commutatif.

Pour tout j e [1, n], on a

/ ¿=i

= (uAo<p)(ej).

Par linéarité, on en déduit que rpou — uAoip. D'où

rg(ipou) = rj(«

soit
dim (rP(u(E))) = dim (uA(<p(E)))

ou, puisque y> et t/> sont bijectives,

dim («(£")) = dim (uA(Kn)).

Par suite, on a ry(u) = = rg(A).

9.2.1.6. Théorème

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n, B = (ei,..., en) une
base de E et {x\ xp} une famille de p vecteurs de E définie par

»=1

Alors le rang de la famille {x\, ...,xp} est égal au rang de la matrice
M = (a.j)i<t<n,i<j<p-
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Démonstration. Soit u l'application linéaire de Kp dans E qui envoie les élé-
ments (e[,..., e'p) de la base canonique de Kp sur les vecteurs x¡ donnés :

La matrice de l'application linéaire u par rapport aux bases (e[,..., e'p) et
(ei, ...,e„) est justement M = (at;)etd'aprèsleThéorème9.2.1.4,onarif(u) =
rg(M).

Or, le rang de la famille {xi,..., xp] est la dimension du sous-espace vectoriel
engendré par cette famille et d'après la construction de u, ce sous-espace est
identique à Im(u). Donc le rang de la famille {xi,..., xp} est égal au rang de u,
c'est-à-dire au rang de la matrice M.

9.2.1.7. Théorème

Conservons les notations du Théorème 9.2.1.4. Soient u 6 C(E,F) et
M = (a,j) la matrice de u par rapport aux bases {e\,..., e„) et (/i,..., / m ) -
Alors si x est un vecteur de E défini par ses coordonnées (xi, . . . , xn) par rapport
à la base (ei,..., e„) les coordonnées (yi,..., ym) de y = u(x) par rapport à la
base (/i, . . . , / m ) sont données par les formules

2/1 =

yi = 021X1 + 022X2 + ... + a2 nx„

(9.2.1.2)

ym — o.m\Xi + am2X2 + ... + amnxn.

Démonstration. On a

y = u(x) = « I 2 ^ xJeJ I = ¿^ xj<ej)-

D'après la formule (9.2.1.1), cette expression vaut

n / m \

y i ; ) Quii I •
>=i \«=i /

En regroupant les termes par rapport aux / , , il vient :

y= («11*1 +. .- + ai„x„)/i + . . .+ (am ixi + ... + a m n x „ ) / m .

D'où
î/i = a¿l*l + ••• + CLinXn

pour tout i G [l,m].
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9.2.1.8. Théorème

Soient E et F deux K-espaces vectoriels, (ei,..., en)unebasedeE,(f\,..., fm)
une base de F, (ej1,..., e*) et (J'{,..., / „ ) les bases de E* et F* respectivement
duales des bases données. Alors si u e ¿(E, F) et si A est la matrice de u par
rapport aux bases {e\, ...,en)et (/i,. . . , f m ) , la matrice de la transposée %upar
rapport aux bases (/*,..., fm) et(e\,..., e*) estM.

Démonstration. Posons A = (ay)i<¡<mii<j<n . On a

Par définition de la base duale (/¡*,..., / „ ) , on a

<fi,fj>=t¡j (1 < ¿.J < "»)•

Donc
< fi,u(ej >=a.ij.

Soit (bij) la matrice de iu G C(F*,E*) par rapport aux bases (f*,--.,fm)
et(eî , . . . ,e;) .Ona

f«(/T) = E b^.
k=ï

D'où, puisque < e*k, e,- > = é¿j,

< f«(/;),e<>=6y.

Comme
< iu(f;),ei>=<f;,u(ei)>,

d'après la formule (8.3.4.1), on a bien b^ = a,,.

9.2.1.9. Remarque

D'après le Théorème 8.3.4.3, toute matrice A de type (m, n) a même rang r
que sa transposée * A et r est aussi le nombre maximal de lignes de A linéairement
indépendantes.

9.3. Opérations sur les matrices
Nous définirons les opérations sur les matrices à partir des opérations cor-

respondante sur les applications linéaires.

Soient E et F deux espaces vectoriels sur K, (ci, ...,e„) une base de E,
(/i , ••-, fm) une base de F, u et v des éléments de C(E, F). Soient M(u) et
M{v) les matrices de u et v respectivement par rapport aux bases (ei,..., en) et
( )
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9.3.1. ÉGALITÉ DE DEUX MATRICES

Les deux applications linéaires u et v sont égales si et seulement si u(e¡) =
v(ej ) pour tout j G [1, n], c'est-à-dire

j / l + «2.7/2 + ••• + amjfm — hjfl + h.jh + ••• + bmjfm-

Donc u = v si et seulement si a,j- = 6^-, pour i = 1, .. . ,net j = 1, ...,m,ce
qui nous conduit à la définition suivante :

9.3.1.1. Définition

On dit que deux matrices A = (a^ )et B = (6,j) de type (m, n) sont égales
si on a

aij = bij

quels que soient i et j .

9.3.2. ADDITION DES MATRICES

Conservons les notations précédentes et notons 5 = (s¿¿) la matrice de
l'application linéaire « + v. On a

(u + v)(ej) = u(ej) + v(ej) = aij fi+ ...-{• amjfm +hjfl + ••• + bmjf

= (ai; + 61 j )/i + ... + (amj + bmj )fm.

D'où
Sij = aij +bij.

On peut donc poser la définition suivante :

9.3.2.1. Définition

Si A = (aij) et B = (bij) sont deux matrices de type (m, n), on appelle
somme de A et de B, et on note A + B, la matrice de type (m, n) dont les
éléments sont a,-¿ + 6,-j quel que soit (i, j) G [1, m] x [1, n].

On a donc M(u + v) = M(u) + M(v).

Il est clair que si A et B sont des matrices de type (m, n), on a

*(A + B)= *A+ XB.

On vérifie facilement que l'addition des matrices est une opération associa-
tive, commutative, et qu'elle possède un élément neutre noté 0 : c'est la matrice
dont tous les éléments sont nuls. Enfin toute matrice A = (a^ ) possède une ma-
trice opposée notée —A et définie par - A = (-a¿; ). Autrement dit, l'ensemble
des matrices de type (m, n) est un groupe abélien pour l'addition des matrices.
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9.3.3. MULTIPLICATION D'UNE MATRICE
PAR UN SCALAIRE

Avec les notations précédentes, soit M(Au) = (a^) , A 6 K, la matrice de Au
par rapport aux bases (ei,...,e„) et (/i, . . . , / m ) - On a pour tout j e [ l ,n] ,

( m \ m

Donc, quel que soit (¿, j) 6 [1, m] x [1, n],

d'où la définition

9.3.3.1. Définition

Si A = (ciij ) est une matrice de type (m, n), le produit de Apar le scalaire A
est la matrice \A obtenue en multipliant tous les éléments de A par A.

On a donc M{Xu) = \M{u).

Il est clair que si A est une matrice de type (m, n), on a

*(XA) = A4 A

9.3.3.2. Théorème

L'ensemble Mm¡n{K) des matrices de type (m, n), muni des opérations
{A, B) i—• A + B et (A, A) i—• XA, est un espace vectoriel de dimension mn.

Démonstration. Il est immédiat que si A et B sont des matrices de type (m, n)
et si A et ¡i sont des scalaires, alors

X(A + B) = XA + XB;(X

Comme Mm¡n(K) est un groupe abélien pour l'addition des matrices, c'est
un espace vectoriel sur K.

Si E et F sont des /i-espaces vectoriels de dimension n et m respectivement,
rapportés à des bases, alors l'application u i—* M(u) est un isomorphisme de
l'espace vectoriel C(E,F) sur l'espace vectoriel Mm>n{K). Comme C(E,F) est
de dimension mn d'après le Théorème 8.2.1.1, Mmin(K) est aussi de dimension
mn.

Pour trouver une base de l'espace vectoriel Mm>n(K), considérons les mn
matrices Eij de type (m, n) qui contiennent un 1 à l'intersection de la ihnc ligne
et de la j * " 1 " colonne et des zéros partout ailleurs.
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Si A = (afj) G Mm¡n(K), on a

donc les matrices f?,-¿ engendrent l'espace vectoriel Mm,„ (K). Ces matrices sont
m n

linéairement indépendantes car la relation ^ V^ atJ £¿ j = 0 implique a¿¿ = 0
¿=i j=\

quels que soient ¿ G [1, m] et j G [1, n].

Donc les (Eij)i<i<mti<j<n forment une base de Mm n( .K) appelée base
canonique de Mm,n(K)-

9.3.4. PRODUIT DE DEUX MATRICES

Soient E,F,G trois espaces vectoriels sur K, (ci, ...,e„), (fi, ...,fm),
(gì, ...,gr) des bases de E, F et G respectivement. Soient u un élément de
C(E, F), v un élément de C(F, G), M(u) = (a¡j) et M(v) - (6¿j) les matrices
de u et v par rapport aux bases données.

Nous nous proposons de chercher la matrice de vou par rapport aux bases
(ei,...,e„) et (01,...,(/,.).

Posons
M(vou) = (cij).

O n a quel q u e soi t j e[l,n],

( m \

)

(vou)(ej) = v (ufo)) = v í Y akjfk ) =

m fr \ m r

r

= Y

Donc, par définition de c i ;, on a

r /m

\Jb=l

d'où la définition suivante :
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9.3.4.1. Définition

Soient A = (a,j) une matrice de type (m, n) et B = (6,¿) une matrice de
type (n,r)à coefficients dans K. On appelle produit de A par B,eton note AB,
la matrice de type (m, r) dont l'élément c,j situé à Vintersection de la i0"1' ligne
et de la j i m e colonne est donnée par :

(9.3.4.1)

On a donc

Cij =

Jb=l

M(vou) = M(v) • M{u).

9.3.4.2. Remarque

Le produit AB n'est défini que si le nombre de colonnes de A est égal au
nombre de lignes de B.

L'expression de c¿¿ s'obtient àpartir de la ligne d'indice i de A et de la colonne
d'indice j de B. On dit que l'on fait le produit AB «lignes par colonnes ».

9.3.4.3. Exemples

/ 2 4 \

1 6

\ 3 2 )

Propriétés du produit

a) Si A, B, C sont des matrices telles que les différents produits ci-dessous soient
définis et si A est un scalaire quelconque, on a

A(B B)C

A(B + C) = AB + AC;(B + C)A =

A(XB) = (XA)B = X(AB).

Ces propriétés se démontrent en utilisant des propriétés bien connues des
applications linéaires. Si par exemple « : Kr —* K', v : Km —* Kn et
w : Kn —• Km sont des applications linéaires dont les matrices sont A, B et C
respectivement par rapport aux bases canoniques, alors la matrice de uo(vow)
est A(BC) et la matrice de {uov)ow est (AB)C. Comme (uov)ow = uo(vow),
on a l'égalité A(BC) = (AB)C.

Les autres égalités se démontrent de même.
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b) Le produit de deux matrices n'est pas commutatif en général.

c) Puisque C(E) est un anneau pour l'addition et la composition des applica-
tions, l'ensemble Mn(K) est un anneau pour l'addition et la multiplication des
matrices, l'élément unité étant la matrice unité d'ordre n. Cet anneau possède
des diviseurs de zéro car on a par exemple, si n = 2,

o
1

o
o

o
o

o
1

o
o

o
o

Mn (K) est même une AT-algèbre et l'application u i—• M(u) de C(E) dans
Mn (K) est un isomorphisme d'algèbres.

d) Si le produit AB est défini, tBtA l'est aussi et on a

*(AB) = tBtA.

C'est immédiat.

e) En revenant au Théorème 9.2.1.7, les équations (9.2.1.2) montrent que si

X2

et y =
îfc

\ Vm I

sont les matrices colonnes des composantes de x dans la base (ei,..., en) de E et
des composantes de y = u(x) dans la base (/i , . . . , fm) de F, la ^mc composante
de y est le produit de la t*™16 ligne de M par la matrice colonne X. On obtient
ainsi la traduction matricielle de la relation y = u(x) : Y = MX, soit

\

2/2

I an

a2i

\

dmn /

* 2

9.4. Matrices inversibles.
Changement de bases

9.4.1. MATRICES INVERSIBLES

9.4.1.1. Définition

On dit qu' une matrice M € Mn (K) est inversible ou est régulière s'il existe
une matrice A e Mn(K) telle que
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(9.4.1.1) MA = AM = In.

La matrice A est alors unique ; on la note M"1 et on l'appelle l'inverse de M.

L'ensemble des matrices carrées inversibles d'ordre n à coefficients dans K se
note GL(n, K). On vérifie facilement que GL(n, K), muni de la multiplication
des matrices, est un groupe non commutatif en général. On l'appelle le groupe
linéaire à n variable sur le corps K ; ce groupe n'est rien d'autre que le groupe
multiplicatif des éléments inversibles de l'anneau Mn(K).

Les groupes GL(n, K) et leurs sous-groupes s'appellent les groupes clas-
siques. Leur étude a constitué une étape importante le développement de la
théorie des groupes dont les applications à l'algèbre, à l'analyse moderne et à la
physique sont nombreuses.

9.4.1.2. Théorème

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n, (ei,..., e„) une base
de E et u un endomorphisme de E. Pour que la matrice M(u)deu par rapport à
la base (e\, ...,en) soit inversible, il faut et il suffit que u soit un automorphisme
de E. Alors on a

Démonstration. Posons A = M(u). Si A est inversible il existe B € Mn(K)
telle que

L'application u i—• M{u) de C(E) sur Mn(K) étant bijective, on peut
considérer l'application linéaire v associée à B. Elle est telle que

uov = vou = s,

donc u est bijective et v est sa bijection réciproque : v =u~l.

Réciproquement, si u est bijective, u"1 existe et

M(u) M^-1) = M(uou~l) = M{IdE) = /„,

M{u~l) M(u) = M(u~lou) = M(IdE) = /„.

Par suite, M(«) est inversible et (M^u))'1 = M(u~l).

9.4.1.3. Théorème

Soit A 6 M„(K). Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) A est inversible.

b) iA est inversible.
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c) Les lignes de A (considérées comme vecteurs de K") sont linéairement indé-
pendantes.

d) Les colonnes de A (considérées comme vecteurs de Kn) sont linéairement
indépendantes.

e) A est de rang n.

Démonstration, a) =^- b) Les relations AA~l = A~x A = In impliquent
par transposition, t(A~1)tA = '.¿'(.A"1) = /„ , donc *A est inversible et
( ' ) 1 ' ( 1 )

b) = > a) II suffit d'échanger les rôles de A et * A et d'observer que t(tA) = A.

On a a) <=> e) d'après le Corollaire 8.2.3.5 car cela revient à dire qu'un
endomorphisme u d'un X-espace vectoriel E de dimension finie n est inversible
si et seulement si rg(u) = n.

On a c) •<=>• e) d'après la Remarque 9.2.1.9. Enfin d) <=» e) d'après les
remarques qui suivent le Théorème 9.2.1.4, ce qui achève la démonstration du
théorème.

9.4.2. CHANGEMENT DE BASES

Soit E un X-espace vectoriel de dimension n muni d'une première base
B = (ei,..., en) appelée «ancienne base». Tout vecteur x de E s'écrit de façon
unique

x = ariei + ... + xnen.

On est souvent conduit à calculer les coordonnées x[, x'2,..., x'n du vecteur x
par rapport à une autre base B' = (f\,..., /„) de E appelée «nouvelle base».

Avant d'examiner ce problème, nous poserons la définition suivante.

9.4.2.1. Définition

Soient E un K-espace vectoriel de dimension n, B = (ei,..., en) et B' =
(/i, • ••, fn) deux bases de E. On appelle matrice de passage de la base B àia
base B' la matrice carrée P d'ordre n dont la j * " " colonne est formée par les
composantes de f¡ par rapport à la base B.

Autrement dit, si P = (a,¿ ), on a

(9.4.2.1) /,- = ¿
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9.4.2.2. Remarque

II existe un endomorphisme u de E, et un seul, tel que pour j G [1, n], on ait :

Les formules (9.4.2.1) montrent que P est la matrice de w par rapport à la
base B. Comme u est un automorphisme de E (puisqu'il transforme une base de
E en une base de E), P est inversible:

PeGL(n,K).

9.4.2.3. Remarque

Les relations (9.4.2.1) et les relations IdE(Sj) = Sj(j = 1,2, ...,n) montrent
que P est la matrice de l'application identique de E par rapport aux bases B' et
B (bien noter l'ordre dans lequel doivent être prises les bases).

9.4.2.4. Théorème

Conservons les notations précédentes. Alors la matrice de passage de la
base B' à la base Best P-1.

Démonstration. Désignons par P' la matrice de passage de la base B' à la base
B. Considérons le diagramme

IdE IdE

E ^ E ^ E.
B B' B

En passant aux matrices associées relativement aux bases indiquées, ce dia-
gramme se traduit par PP' = /„ . De même, on a P'P = /„ , donc

9.4.2.5. Remarque

Nous venons de voir qu'une matrice de changement de base est inversible.
Nous allons montrer que, réciproquement, une matrice inversible P et une base
B d'un espace vectoriel E étant données, P est la matrice de passage de la base
B à une base unique B' de E.

Soient en effet P = (a,j) une matrice carrée inversible d'ordre n et B =
(ei,..., en) une base d'un K-espace vectoriel E de dimension n. Si Sx, —, fn
sont les n vecteurs de E définis par

Sj —
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alors l'endomorphisme u de E tel que u(e¿) = /,• admet P pour matrice par
rapport à la base B, donc est un automorphisme de E. Donc (Théorème 7.2.3.4
d)), B' = (/i,..., /n) est une base de E et P est évidemment la matrice de
passage de la base B à la base B'.

• Influence d'un changement de bases sur les composantes d'un vecteur.

9.4.2.6. Théorème

Soient E un K-espace vectoriel de dimension n,B = (ei,..., en) et B' =
(/i, •••> /n) deux bases de E,P = (a¿¿) la matrice de passage de la base B à
la base B'. Soient x un vecteur de E,X (resp X') la matrice colonne de ses
coordonnées dans l'ancienne base B (resp. dans la nouvelle base B'). On a la
relation X = PX'.

Démonstration. Posons

X =
x2

et X' =
V2

\ yn f

On peut écrire

D'autre part, on peut écrire x sous la forme

n

En identifiant ces deux dernières expressions de x, on voit que

x* = ' « = 1 , 2 , . . . , T » ,

ce qui s'écrit matriciellement:

X = PX'.

Insistons sur le fait que ce sont les « anciennes » composantes (ZJ )i <j <n que
l'on calcule en fonction des « nouvelles » composantes (%• )i <,- <„ par Hntenné-
diaire de la matrice de passage. Naturellement, on peut également exprimer X'
en fonction de X :

X' = P~XX.
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9.4.2.7. Exemple

Dans le plan vectoriel euclidien, soit B = (ï, / ) une base orthonormée. Soit
B' = (V, p) la base obtenue en effectuant sur la base B une rotation Rg d'angle

e.

Soit v un vecteur de coordonnées

base B'. On a
C) dans la base B et dans la

i> = Re(T) = (cos ô)i + (sin 0)j

p = R»(J) = Re+x/2(i) = (-sin 6)t + (coso)/.

La matrice de passage de la base B à la base B' est donc

coso - s i n 0 \

sin0 COS0 /
P =

D'où

soit
CM;)-
x = x' cos 0 — Î / sin 0

y = x'sin0 + j/ /cos0.

• Influence d'un changement de bases sur la matrice d'une application
linéaire.

Un problème important lié aux changements de bases dans les espaces
vectoriels, est de savoir ce que devient la matrice d'une application linéaire
u : E —• F lorsqu'on change de base dans E et dans F.

La solution de ce problème est donnée par le théorème suivant :

9.4.2.8. Théorème

Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension net m respectivement,
et u G C(E, F). Soient B = (ci,.. . . en) et B' = (e[,..., e'n) deux bases de E,

225



COURS D'ALGÈBRE

C = (/i,..., /m) et C = (//,..., f'm) deix bases de F, et soit P (resp. S). La
matrice de passage de la base B àia base B' {resp. de la base C àia base C).
Si A est la matrice de u par rapport aux bases B et C, alors la matrice M de u
par rapport aux bases B' et C est donnée par la formule

M = S~XAP.

Démonstration. Soient x e E et y = u(x), X et X' les matrices colonnes des
coordonnées de x dans les bases B et B', Y et Y' les matrices colonnes des
coordonnées de y dans les bases C et C.

D'après le Théorème 9.4.2.6, on a X = PX' et Y = SY'. Mais, par
définition de A, on a y = AX, donc

SY' = APX', d'où Y' = S~lAPX'.

Comme Y' = MX', on a bien

M = S~1AP.

9.4.2.9. Remarque

En utilisant la Remarque 9.4.2.2 et le Théorème 9.4.2.4, on peut retrouver le
Théorème 9.4.2.8. Le faire à titre d'exercice en considérant le diagramme

E
B'

LO. Corollaire

E
B

F , F
C C

Soient E un K-espace vectoriel de dimension n, u un endomorphisme de E
et B = (ei,...,e„), C = (ft,...,/„) deux bases de E. Soient P la matrice de
passage de la base B àia base C et Ala matrice de u par rapport à la base B.
Alors la matrice de u par rapport à la base Cest M = P~lAP.

Si F = EU suffit, dans le Théorème 9.4.2.8, de prendre la base C identique
à la base B et la base C identique à la base B'. Les deux matrices 5 et P sont
alors identiques et on a bien la relation

M = P~lAP.

9.4.2.11. Définition

On dit que deux matrices A et M de Mn(K) sont semblables s'il existe une
matrice P e GL(n, K) telle que

M = P~lAP.
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La relation de similitude est une relation d'équivalence sur Mn(K).

La définition et le Corollaire 9.4.2.10 montrent que deux matrices carrées A
et M d'ordre n sont semblables si et seulement si, étant donné un if-espace
vectoriel E de dimension n, A et M représentent le même endomorphisme u
de E par rapport à deux bases différentes de E. On pourra donc déterminer une
base de E par rapport à laquelle la matrice de u soit aussi simple que possible.
Nous examinerons ce problème ultérieurement.

9.4.3. MATRICES ÉQUIVALENTES

9.4.3.1. Définition

On dit que deux matrices A et B de type (m, n) sont équivalentes, s'il existe
une matrice inversible P d'ordre m et une matrice inversible Q d'ordre n telle
que

A = PBQ.

Il est clair que l'équivalence des matrices est une relation d'équivalence sur
Mm,n(K).

9.4.3.2. Théorème

Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension net m respectivement,
B = (ei,..., e„) une base deE,C = (/i, •••, fn) une base de F et u G C(E, F).
Soient B la matrice de u par rapport aux bases B et C et A une matrice de
type (m, n). Pour que A et B soient équivalentes, il faut et il suffit que A soit la
matrice de u par rapport à des bases B' de E et C de F.

Démonstration. Supposons que A et B soient équivalentes. Il existe donc
P G GL(m, K) et Q e GL(n, K) telles que A = PBQ. La matrice Q étant
inversible, c'est la matrice de passage de la base B à une base B' de E. De
même P " 1 est la matrice de passage de la base C à une base C de F. Alors
d'après le Théorème 9.4.2.8, la matrice de u par rapport aux bases B' et C est

i i - PBQ = A.

Réciproquement, supposons que A et B soient les matrices de la même
application linéaire u par rapport aux bases B' et C d'une part, B et C d'autre
part. Soient P la matrice de passage de la base B à la base B' et S la matrice de
passage de la base C à la base C. D'après le Théorème 9.4.2.8, on a A = S~x BP.
Les matrices S"1 et P étant inversibles, A et B sont équivalentes.

9.4.3.3. Théorème

Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension net m respectivement
et u une application linéaire de E dans F, de rang r. Alors il existe une base
de E et une base de F par rapport auxquelles la matrice de u est de la forme
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A(m,n,r) =

/ 1 0 ... 0

0 1 ... 0

0 0 ... 1

0 0 ... 0

V 0 0 ... 0

0 0 ... 0 \

0 0 ... 0

0 0 ... 0

0 0 ... 0

o )

n — r

m — r

Démonstration. Soit E' un supplémentaire de Ker(u) dans E. Soit (ei,..., e„)
une base de E obtenue en complétant une base (ei,..., er) de E' par une base
(e r + i , ...,en) de Ker(u). Posons /¿ = w(e,) si 1 < j < r. Montrons que les
vecteurs fi,...,fr forment une base de Im(u). La famille {/i,..., / r } est libre
dans Im(u) car:

A,u(e¿) = 0 = > u ( ¿ A¿e¿ ) = 0.

Le vecteur ^ A,-e¿ appartenant à Ker(u) et à E' est nul, donc Ai = ... =
¿=i

Ar = 0 .

Comme u(e,) = 0 pour tout i e {r+ 1, . . . ,n} , les vecteurs fi,...,fr engen-
drent Im(u), d'où notre assertion.

Complétons les vecteurs fi,-..,fr par des vecteurs arbitraires fr+\,...,fm
pour obtenir une base C = (/i , . . . , fr, fr+i, •••, fm) de F . La matrice de u par
rapport aux bases B et C a bien la forme indiquée puisque

= / i , ..., u(er) = fr, u(e r + i ) = ... = u(en) = 0.

9.4.3.4. Corollaire

Toute matrice de type (m, n) de rang rest équivalente à la matrice A(m, n, r).
En particulier, deux matrices de type (m, n) sont équivalentes si et seulement si
elles ont le même rang.
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Démonstration. La première partie du Corollaire n'est qu'une traduction du
Théorème 9.4.3.3.

Si deux matrices A et B de type (m, n) sont équivalentes, elles représentent
la même application linéaire u par rapport à des bases différentes (Théorème
9.4.3.2). A et B ont donc le même rang que w.

Réciproquement, si A et B ont pour rang r, elles sont équivalentes à la matrice
A(m, n, r) du Théorème 9.4.3.3 ; elles sont donc équivalentes entre elles.

9.4.3.5. Corollaire

Soit A une matrice de type (m, n). Alors A et tA ont même rang.

Soit r le rang de A. D'après le Corollaire 9.4.3.4, il existe deux matrices
inversibles P et Q de type (m, m) et (n, n) respectivement telles que

A = PA(m, n, r)Q.

En transposant, il vient

*A= ^ ^ ( m , n, r)*P.

Comme *Q et *P sont inversibles d'après le Théorème 9.4.1.3, %A est équi-
valente à tA{m; n; r). Mais tA{m, n, r) = A(n, m, r) ; donc iA{m, n, r) est de
rang r et on a r = rg(A) — rg^A).
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Chapitre 10 : DETERMINANTS

Le lecteur a déjà rencontré la notion de déterminant dans les classes an-
térieures à propos de l'étude des systèmes d'équations linéaires dans E2 et
dansR3.

Dans ce chapitre, nous définissons d'abord le déterminant d'un couple de
vecteurs, le déterminant d'un endomorphisme relativement à une base d'un
espace vectoriel de dimension deux, puis le déterminant d'une matrice carrée
d'ordre deux.

Les applications et les formes multilinéaires sont alors introduites, ce qui
nous permet de définir les déterminants dans un espace vectoriel de dimension
finie quelconque. Nous étudions en particulier, les propriétés des déterminants
qui découlent du fait qu'un déterminant est une forme multilinéaire alternée.

Dans ce chapitre, K désignera un corps commutatifde caractéristique dif-
férente de 2. Dans les applications, ce corps sera toujours^, ou C.

10.1. Applications et formes bilinéaires
10.1.1. APPLICATIONS

ET FORMES BILINÉAIRES ALTERNÉES

10.1.1.1. Définition

Soient E\,E2,F trois espaces vectoriels sur le même corps K. On dit qu'une
application f de E\x Ei dans F est bilinéaire si, quels que soient les vecteurs x
et x' de Ei, y et y1 de E% et le scalaire X, on a

',y) = (f(x,y)+f(x',y)

Autrement dit, l'application (x, y) i—• f(x, y) est, pour y fixé, linéaire par
rapport à la variable x et, pour x fixé, linéaire par rapport à la variable y.

Si Ei = Ei = E, on dit que / est une application bilinéaire sur E. Si, de
plus, F = K, on dit que / est une forme bilinéaire sur E.
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10.1.1.2. Remarque

II résulte immédiatement des définitions que quels que soient les vecteurs x
et y de E et le scalaire X, on a

,y) = 0, f(Xx,Xy) = X2f(x,y).

10.1.1.3. Définition

Soit E un K-espace vectoriel. On dit qu'une forme bilinéaire f sur E est :

- symétrique si f(x, y) — f(y, x) quels que soient les vecteurs x,y G E,

- antisymétrique si f(y, x) = — f(x, y) quels que soient les vecteurs y,x G E,

- alternée si f(x, x) = 0 quel que soit le vecteur x de E.

On a la caractérisation suivante des formes bilinéaires alternées.

10.1.1.4. Théorème

Soit E un K-espace vectoriel. Une forme bilinéaire f sur E est alternée si
et seulement si elle est antisymétrique.

D é m o n s t r a t i o n . S i / e s t a l t e r n é e , o n a q u e l s q u e s o i e n t x , y e E ,

/(x + y, x + y) = 0.

En développant, il vient

/(*, x) + f(x, y) + /(y, x) + /(y, y) = 0,

d'où, puisque / est alternée, f(x, y) = -f(y, x).

Réciproquement, si / est une forme bilinéaire antisymétrique, en posant
y = x dans l'égalité f(y, x) = —f(x, y) on obtient:

f(x,x) = -f(x,x),

soit 2f(x, x) = O.d'où f(x, x) = 0 puisque la caractéristique de K est différente
de 2.

10.1.1.5. Exemple

Prenons K = E et E = R2. L'application f : E x E —* K définie par

f((x,x'),(y,y'))=xy'-x'y

est une forme bilinéaire alternée.

La vérification est immédiate et est laissée au lecteur.
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10.1.2. CAS OÙ d i m ( £ ) = 2

Jusqu'à présent, nous n'avons pas supposé que les espaces vectoriels con-
sidérés étaient de dimension finie. Nous allons étudier maintenant les formes
bilinéaires alternées sur un AT-espace vectoriel E de dimension 2.

10.1.2.1. Théorème

Soit E un K-espace vectoriel de dimension 2. L'ensemble des formes bili-
néaires alternées sur E est un K-espace vectoriel de dimension 1.

Démonstration. On démontre sans peine que l'ensemble A2(E) des formes
bilinéaires alternées sur E est un sous-espace vectoriel de l'espace vectoriel
T(E x E, K) des applications de E x E dans K.

Soient B — {e\, e2) une base de E et (a;, y) un couple de vecteurs de E. Si /
est une forme bilinéaire alternée sur E, on a

f(x, y) = f{x\t\ + x2e2,

Comme / est alternée, on a

i) = /(e2)e2)=0

Par suite, il reste

f(x, y) = (xiy2- z2yi) / (e i , e2).

D'après l'Exemple 10.1.1.5, l'application hß définie par

est une forme bilinéaire alternée vérifiant :

Me,,c2)=l.l-0.0=l.

On a donc, dans A2(E), l'égalité

f = f(ei,e2)hB,

ce qui montre que {he} est une base de A2(E).

10.1.2.2. Corollaire

Soit E un K-espace vectoriel de dimension 2 et soit B = (e\, e2) une base
de E. Il existe une forme bilinéaire alternée f et une seule sur E telle que
/ ( e i , e 2 ) = l .

Soit / une forme bilinéaire alternée telle que / (e i , e2) = 1. On a d'après
le Théorème 10.1.2.1, / = 1 • hB = he, ce qui montre que / coïncide avec la
forme bilinéaire alternée hß.
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10.1.3. DÉTERMINANT D'ORDRE 2

10.1.3.1. Définition

Soient E un espace vectoriel sur K de dimension 2 et B = (e\, e%) une base
de E. Soient x et y des vecteurs de E. On appelle déterminant de x et y par
rapport à la base B, le scalaire hB(x, y). On le note déte(a;, y).

Nous avons vu que si x = x\ei + x2e2 et y = y\e\ + yie-i, alors
déte(a:, y) = xiy2- x2y\. On convient d'écrire

(10.1.3.1)
3/1

10.1.3.2. Remarque

L'application (x, y) 1—• detß(a;, y) vérifie évidemment toutes les propriétés
des formes bilinéaires alternées. Mais l'intérêt essentiel des déterminants vient
du théorème suivant.

10.1.3.3. Théorème

Soient E un K-espace vectoriel de dimension 2 et B une base de E. Alors
pour que deux vecteurs x et y de E soient linéairement indépendants, il faut et
il suffit que déte(x, y) ¿ 0.

Démonstration. Supposons que x et y soient linéairement dépendants. Alors,
on a par exemple x = Xy et

déte (a;, y) = d6tB(Xy, y) = \détB(y, y) = 0.

Supposons maintenant que x et y soient linéairement indépendants. Ils for-
ment alors une base B' de E. Puisque detß/ est une forme bilinéaire alternée, il
existe d'après le Théorème 10.1.2.1, un scalaire A £ K tel que détg/(x, y) =
Adetß (x, y) et puisque d'après le Corollaire 10.1.2.2, déte' (x, y) = 1, on obtient
détB(x,y)¿0.

10.1.4. DÉTERMINANT D'UN ENDOMORPHISME

Soient E un if-espace vectoriel de dimension 2 et / une forme bilinéaire
alternée non nulle sur E. Pour tout endomorphisme u de E, considérons l'appli-
cation g : E x E —* K définie par

g(x,y) = f(u(x),u(yj)

quels que soient x, y dans E.
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II est clair que g est une forme bilinéaire alternée sur E ; de plus on vérifie
facilement que l'application ¡pu qui à / associe g est un endomorphisme de
A2(E). Comme dim (A2(E)) = 1, tout endomorphisme de Az{E) est une
homothétie. Il existe donc un scalaire unique A indépendant de / tel que, quels
que soient les vecteurs a; et y de E, on ait

f(u(x),u(y))=\f(x,y).

Cette remarque nous amène à poser la définition suivante :

10.1.4.1. Définition

Soit u un endomorphisme d'un K-espace vectoriel E de dimension 2. On
appelle déterminant de u, et on note dét(u), l'unique scalaire tel que pour toute
forme bilinéaire alternée f sur E et pour tout couple (x, y) G E2, on ait

(10.1.4.1) / (u(x), u(y)) = (dét(u)) f(x, y).

10.1.4.2. Remarque

Si on applique la relation (10.1.4.1) pour une base B = (e\, e2) de E et si on
prend (x,y) = (e\, e2), on obtient une expression du déterminant de u :

(10.1.4.2) dét(u) = déte (u(e,),u(e2)).

On a les propriétés suivantes du déterminant d'un endomorphisme.

10.1.4.3. Théorème

Soit E un K-espace vectoriel de dimension 2. Alors :

a) dét(IdE) = 1.

b) Pour tout endomorphisme ude E et pour tout A G K,ona
dét(Au) = A2dét(u).

c) Quels que soient les endomorphismes uetvde E, on a dét(vou) = dét( v) dét(w).

d) Un endomorphisme ude E est inversible si et seulement si dét(u) ^ 0 et dans
ce cas

détiu-1) = (dét(u))"1 .

Démonstration. Soit B = (ei, e2) une base de E.

a) On a

dét(IdE) = àétB (7dB(ei ), IdE(e2)) = détB(ei, e2) = 1.
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b) On a de même pour tout scalaire A,

dét(Au) = détB (Au(ei), Au(e2)) = A2detß (u(ei,u(e2)) = A2dét(u).

c) En appliquant plusieurs fois la relation (10.1.4.2), on obtient

dél(vou) =

= détB(v(u(ei)),v(u(e2)))

= (dât(v)) détB (u(ei), w(e2)) = (dét(v)) • (dét(u)) .

d) L'endomorphisme u est inversible si et seulement si (w(ei), u(e2)) est une base
de E, c'est-à-dire si et seulement si détB (w(ei),w(e2)) ^ 0 (Théorème 10.1.3.3),
donc si et seulement si dét(w) / 0 d'après (10.1.4.2).

Si u est inversible, de la relation uou~l = Ids on déduit en appliquant a)
e t c ) :

d e v o i r 1 ) = 1 = (dét(u))

D'où dét(«"x) = (dét(u))"1.

10.1.5. DÉTERMINANT
D'UNE MATRICE CARRÉE D'ORDRE 2

Soit A une matrice carrée d'ordre 2 à coefficients dans K. Nous savons
que^i peut être considérée comme la matrice d'un endomorphisme unique u
de K2 rapporté à sa base canonique. Cela permet de définir le déterminant de A
comme étant le déterminant de u.

10.1.5.1. Définition

Soit A une matrice carrée d'ordre 2 à coefficients dans K :

(a b\
A=\

\c d)

On appelle déterminant de A, et on note d6t(A), le scalaire défini par

dét(A) = dét(u) = ad — bc.

On a les propriétés suivantes du déterminant d'une matrice carrée d'ordre 2.
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10.1.5.2. Théorème

a) dét(/2) = 1.

b) Si A e M2(K), on a dét(A) = dét(*^) et dét(AA) = A2dét(,4) pour tout
Aeif .

c) Soient A et B deux matrices carrées d'ordre 2. On a

dét(AB) = dét(A) • dét(.B).

d) Une matrice A e Mz{K) est inversible si et seulement si dét(A) ^Oet dans
ce cas, on a

e) Si A et B sont deux matrices carrées d'ordre 2 semblables, on a

dét(A) = dét(5).

Démonstration. Ces propriétés se vérifient aisément par le calcul. Elles décou-
lent également des propriétés analogues du déterminant d'un endomorphisme.

Pour démontrer e), on remarque que si A et B sont semblables, il existe une
matrice carrée inversible P d'ordre 2 telle que B = P~lAP. Donc, d'après c),
on a

dét(5) =

= dét(P)"1 • dét(P) • dét(^) = áét(A).

10.1.5.3. Corollaire

Pour tout endomorphisme u de E, on a

dét('u) = dét(u).

10.2. Applications et formes multilinéaires

Dans ce paragraphe, nous nous proposons d'étendre la notion d'application
bilinéaire définie au paragraphe précédent.

Soit p un nombre entier > 1 et soient E\,..., Ep et F des AT-espaces vectoriels.
L'ensemble EixE2X...xEp sera muni de sa structure d'espace vectoriel produit.
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10.2.1. APPLICATIONS
ET FORMES MULTILINÉAIRES ALTERNÉES

10.2.1.1. Définition

On dit qu'une application f : E\ x E% x ... x Ep —• F est p-linéaire si
pour tout indice j tel que 1 < j < p et pour tout système de vecteurs z,- G Ei
(i ^ j), l'application de Ej dans F définie par :

Zj I

est linéaire.

Une application p-linéaire deE\xEîX....xEp dans K s'appelle une forme
p-linéaire.

Si E\ = ... = Ep = E une application p-linéaire sur Ep à valeurs dans F
s'appelle une application p-linéaire sur E.

Une forme p-linéaire sur Ep s'appelle une forme p-linéaire sur E.

Si p = 1, on retrouve les notions d'application linéaire et de forme linéaire.
Si p = 2, on a les notions d'application bilinéaire et de forme bilinéaire.

Les propriétés suivantes résultent immédiatement des définitions :

a) Si / est une application p-linéaire de E\ x ... x Ep dans F, alors
f(x\ ,...,xp) = 0 des que l'un des x¡ est le vecteur nul.

b) Quels que soient les scalaires Ai,..., Xp, on a

/(AiXi,...,ApXp) = Ai ...Ap f(xi xp).

c) L'ensemble des applications p-linéaires de E\ x ... x Ep dans F est un sous-
espace vectoriel de l'espace vectoriel des applications de E\ x ... x Ep dans F.
Ce sous-espace est noté CP{EX ,...,Ep;F)et CP(E ; F) si El = ... = Ep = E.
CP{E) désignera l'espace des formes p-linéaires sur E.

10.2.1.2. Définition

Soient E et F des espaces vectoriels sur K,et p > 1 un nombre entier. On
dit qu'une application p-linéaire f : Ep —• F est:

- symétrique si
f ( Z c r C l ) . •••) x < T ( p ) ) = f { x l . •••) x p )

quels que soient les x¡ e E et la permutation a € sp,

- antisymétrique si

f (*<r(i), - , Z,T(P)) = e((r)f(xi,..., xp)

quels que soient les Xi e E et la permutation <r G Sp (e(<r)désigne la signature de a),
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- alternée si
f(x1,...,xp)=O

chaque fois que deux des vecteurs Xi sont égaux.

On vérifie facilement que l'ensemble des applications p-linéaire symétriques
(resp. alternées) / : Ep —• F est un sous-espace vectoriel de CP(E ; F). On le
note SP(E; F) (resp. AP(E; F)).

Lorsqu'il s'agit de formes p-linéaires, ces espaces seront notés respectivement
SP{E) ti AP{E).

10.2.2. PROPRIÉTÉS DES APPLICATIONS
ET DES FORMES MULTILINÉAIRES ALTERNÉES

10.2.2.1. Théorème

Soient E et F des K-espaces vectoriels. Une application p-linéaire f de Ep

dans F est alternée si et seulement si elle est antisymétrique.

Démonstration. Supposons / alternée. Soit a une permutation de {1,2, . . . ,p}.
Cette permutation est un produit de s transpositions et sa signature est
e(<r) = (—l)s. Il suffit donc de montrer que pour la transposition qui échange
les entiers i et j , on a

En utilisant le fait que / est alternée et multilinéaire, nous obtenons

0 =

Puisque / est alternée, il reste

f(xl,..., ar,-,..., xj,..., xp) + f(xi,..., x¡,..., x¡,..., xp) = 0,

d'où l'égalité à démontrer.

Supposons / antisymétrique. Soit (x\,...,xp) un élément de Ep tel que
xi = Xj avec t ^ j . La signature de la transposition r qui échange i et j étant
égale à - 1 , nous avons :

On en déduit 2f{x\,..., xp) = 0 et puisque K n'est pas de caractéristique 2,
il vient f(x\,..., xp) = 0, ce qui achève la démonstration du théorème.

Le théorème suivant et ses corollaires joueront un rôle important dans la suite
de ce chapitre.
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10.2.2.2. Théorème

Soient E et F des K-espaces vectoriels et f une application p-linéaire alter-
née de Ep dans F. Si les vecteurs x\,..., xp de E sont linéairement dépendants,
on a f(xi,...,xp) = 0.

Démonstration. Si les vecteurs x\,...,xp sont linéairement dépendants, l'un
d'eux, par exemple x\, est combinaison linéaire des autres :

x\ = X2x2 + ... + XpXp,

où les A; sont des scalaires. Donc

p

f(xi,...,xp) = '^2 Xj f(xj,x2,...,xp).
i =2

Puisque / est alternée, on a pour tout j G {2, ...,p}, f(xj, x2,..., xp) = 0
car Xj est égal à l'un des vecteurs x2,..., xp.

10.2.2.3. Corollaire

Les notations étant celles du Théorème 10.2.2.2, f(x\,..., xp) ne change pas
si on ajoute à l'un des vecteurs z, une combinaison linéaire des autres vecteurs.

Démonstration. Supposons que le vecteur y soit une combinaison linéaire des
vecteurs XJ pour j ^ i :

où les Aj sont des scalaires.

D'après le Théorème 10.2.2.2, on a

f(xi,..., x¿_i, y, xi+i,..., Xp) = 0.

Donc
et j ^ \

10.2.2.4. Corollaire

Stfií J51 «n K-espace vectoriel de dimentions finie r. Alors quel que soit le
K-espace vectoriel F, toute application p-linéaire alternée de Ep dans F est
nulle pour r < p.
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Démonstration. Soit / : Ep —• F une application p-linéaire alternée. Si
dim(.E') = r < p, toute famille {xi,..., xp} de p vecteurs de E est liée. Donc
quels que soient les vecteurs x\,..., xp de E, on a

/(*!,..., Zp)=0,

et par suite / est l'application nulle de Ep dans F.

Lorsque E est un /f-espace vectoriel de dimension finie p, il existe effec-
tivement des applications p-linéaires alternées non identiquement nulles sur E
à valeurs dans un K-espace vectoriel F quelconque. Nous allons démontrer ce
résultat lorsque F = K.

10.2.2.5. Théorème

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie pet B = (ei,..., ep) une
base de E. Alors :

a) L'espace vectoriel AP(E) des formes p-linéaires alternées sur E est de di-
mension 1.

b) // existe une unique forme p-linéaire alternée D sur E telle que

D(eu...,ep) = l.

Démonstration, a) Soit / une forme p-linéaire alternée sur E. Pour tout système
de p vecteurs x\,..., xp de E, posons

p
xi = ] T Xjiej (1 < i < p).

f étant p-linéaire, nous avons

(10.2.2.1)/ [

la sommation étant étendue aux f systèmes {ji,...,jp} d'entiers pris dans
{1,2,..., p} indépendamment les uns des autres.

Puisque/est alternée, on a/(ej , , . . . , e¡T) = Osi deux des entiers j i , . . . , jpsont
égaux. Dans la somme (10.2.2.1), nous pouvons donc retenir les seuls termes
pour lesquels les entiers ji,...,jp sont tous différents, c'est-à-dire constituent
une permutation des p premiers entiers naturels ; il existe alors une permutation
a € Sp telle que

jï =<r( l ) , . . . , j p = <r(p);

et puisque / est antisymétrique, nous avons

/ (eh. •••> eir) = f (e*(i)> •••> e<7(p)) = £{<*) / ( e i , - , ep).
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Tous les systèmes d'indices distincts sont obtenus lorsque a parcourt le
groupe symétrique sp. Finalement, la somme (10.2.2.1) s'écrit

(10.2.2.2) /(*!,. . . , xp) = /(ei,.... ep) I ] T e(<r)Xcii),i ... \,(p),P

Soit D l'application de Ep dans K définie par

(10.2.2.3) D(xu...,xp)=

Nous avons, quels que soient les vecteurs x\,..., xp de E

/(zi,..., Xp) = /(ei,..., ep) D(xi,..., xp),

c'est-à-dire / = / (e i , . . . , ep)D.
Pour achever la démonstration du a), il suffit donc de montrer que D est

une forme p-linéaire alternée non nulle sur E. Chaque terme de la somme
(10.2.2.3) dépend linéairement de chacun des vecteurs x\,..., xp, donc D est une
forme p-linéaire sur E. Montrons qu'elle est alternée. Soient i et j deux entiers
quelconques mais distincts appartenant à {1, ...,p} et supposons que ar,- = x¡.
Nous devons montrer que D{x\ ,...,xp) = 0 .

Soit T la transposition qui échange i et j . On a pour toute permutation
er G Sp, e(cror) = e(<r) e(r) = -e(<r). D'autre part, Ap désignant l'ensemble
des permutations paires, on a Sp = Ap U APT, d'où

car

a ( r ( l ) ) = <r(l),..., a (r(i)) = <T(J), ..., <r (r(j)) = *{í),..., <r

Comme x, = x¡ par hypothèse, on a

Donc D(x\ ,...,Xp) = 0 et D est bien alternée.
Montrons que D est non nulle. Pour cela prenons x\ = e\,..., xp = ep. On a

alors Xij = 6ij (symbole de Kronecker). D'où d'après la formule (10.2.2.3),

D(ei,...,ep)= J2 £(ff)$«(i),i -6°(P),P-
<r€Sr

Tous les termes de cette dernière somme sont nuls sauf lorsque o-(l) =
1,..., a(p) = p. Dans ce cas a est la permutation identique dont la signature est
+ 1 . On en déduit que

(10.2.2.4)
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b) Nous venons de voir qu'il existe une forme p-linéaire alternée D sur E telle
que D(e\,..., ep) = 1 et telle que

f = f(e1}...,ep)D

pour toute forme p-linéaire alternée / sur E. Donc si f(e\,..., ep) = 1, alors
/ = D, d'où l'unicité de D.

10.2.2.6. Corollaire

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie p, B = (ei,..., ep) une
base de E et f une forme p-linéaire alternée sur E. Pour que f soit nulle il faut
et il suffit que / (e i , . . . , ep) = 0.

Démonstration. Si / est nulle, il est clair que f{e\,..., ep) = 0.

Réciproquement, si f{eu ..., ep) = 0, on a d'après la formule (10.2.2.2),
f(xi ,...,xp) = 0 pour toute suite (x\,..., xp) d'éléments de E, donc / = 0.

10.3. Déterminants
Les résultats du paragraphe précédent permettent de définir le déterminant

d'un système de vecteurs, d'un endomorphisme et d'une matrice carrée.

10.3.1. DÉTERMINANT D'UN SYSTÈME DE VECTEURS

10.3.1.1. Définition

Soient E un espace vectoriel de dimension p sur K,B = (ci,..., ep) une base
de E et p vecteurs x\,..., xp de E. on appelle déterminant de x!,..., xp par
rapport à la base B, le scalaire D(xi ,...,xp) défini par la relation (10.2.2.3).

On note déta (xi,... , xp) le déterminant de x\,..., xp par rapport à la base B.

L'application détg possède les propriétés suivantes :

10.3.1.2. Théorème

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie pet B = (ei,.. . , ep) une
base de E.

a) L'application déterminant est une forme p-linéaire alternée et on a

detß (x„(i),...,ar<T(P)) =e(<r)détB(a;1)...,j;p)

pour toute suite {x\,..., xp) de p vecteurs de E et pour toute permutation a e Sp.

242



DÉTERMINANTS

b) Le déterminant de p vecteurs ne change pas si l'on ajoute à l'un d'entre eux
une combinaison linéaire des autres vecteurs.

c) Si B' = (e[,..., e'p) est une autre base de E, on a pour toute suite {x\,..., xp)
de p vecteurs de E,

(10.3.1.1) détB-(xi,..., xp) = détB(ari,..., xp) détB-(ei,...,ep).

d) p vecteurs xi,...,xpde E sont linéairement indépendants si et seulement si
( ) #

Démonstration. La propriété a) résulte du Théorème 10.2.2.5. et la propriété
b) est une propriété générale des formes multilinéaires alternées (voir le Corol-
laire 10.2.2.3).

c) D'après le Théorème 10.2.2.5, il existe un scalaire A tel que

détB '(xi,...,xp) = AdétB(xi,...,xp).

En prenant x\ — e\,..., xp = ep, il vient d'après la formule (10.2.2.4) :

détB '(xi,...,xp) = AdétB(ei,...,ep) = A,

d'où l'égalité à démontrer.

d) Nous savons déjà que si les vecteurs xi , . . . , xp sont linéairement dépendants,
alors détB(xi,..., xp) = 0 (Théorème 10.2.2.2).

Réciproquement, si la famille (xi,. . . , xp) est libre, c'est une base B' de E.
Puisque détB/ est une forme p-linéaire alternée, il existe d'après le Théo-
rème 10.2.2.5 un scalaire A tel que détB/(xi,...,Zp) = AdétB(xi,...,xp) et
puisquedétB<(xi, ...,Xp) = l ,onabiendétB(xi , . . . ,xp) ^ 0.

10.3.2. DÉTERMINANT D'UN ENDORMORPHISME

10.3.2.1. Théorème

Soient E un K-espace vectoriel de dimensionfiniepet u un endomorphisme
de E. Il existe un scalaire et un seul, appelé déterminant de u, et noté dét(u), tel
que pour toute forme p-linéaire alternée f sur E et pour toute suite (xi,. . . , xp)
de vecteurs de E, on ait :

(10.3.2.1) / («(xi),..., ti(xp)) = dét(u) / (x! , . . . . xp).

Démonstration. Pour tout / e Ap(E), considérons l'application <pu(f) de Ep

dans K donnée par

<Pu(f) (ari,..., Xp) = f (u(xi),..., u(xp)) .

On vérifie facilement que tpu (f) est une forme p-linéaire alternée sur E et que
l'application / i—> ¥>«(/) est un endormorphisme de AP(E). Comme d'après
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le Théorème 10.2.2.5, dim (AP(E)) = 1, tout endomorphisme de AP(E) est
une homothétie. Le rapport d'une homothétie dans un espace vectoriel non nul
étant déterminé de façon unique, on voit qu'il existe bien un scalaire unique,
noté dét(u), indépendant de / et tel que l'on ait la formule (10.3.2.1).

10.3.2.2. Remarque

Soit B = (ei, ...,ep) une base quelconque de E. Si on applique la rela-
tion (10.3.2.1), en prenant / = déte, alors pour toute suite (x\,..., xp) de E et
pour tout endomorphisme u de E, on a

(10.3.2.2) dât8(u(xi ) , - , u(xp)) =dét(ii)detB(*i , . . . ,*„).

Si en particulier on prend (xi,..., xp) = (e\,..., ep), on obtient une expression
du déterminant de u :

(10.3.2.3) dét(u) = dét8 («(ei), ...,u(ep)).

Rassemblons quelques propriétés du déterminant d'un endomorphisme dans
un théorème.

10.3.2.3. Théorème

Soit E un K-espace vectoriel de dimension p. Alors :

a) dét(7df;) = 1.

b) Pour tout endomorphisme ude E et pour tout A € K,ona

dét(Au) = Apdét(u).

c) Quels que soient les endomorphismes u et v de E, on a

dét(vow) = (dét(v)) (dét(u)) .

d) Un endomorphisme de E est inversible si et seulement si dét(w) ^ 0 et dans
ce cas on a :

)"

La démonstration est la même que celle du Théorème 10.1.4.3.

10.3.2.4. Corollaire

Soit E un K-espace vectoriel de dimensionfinie. L'application u i—y dét(u)
est un homomorphisme du groupe linéaire GL(E)sur le groupe multiplicatif K*
des éléments non nuls de K. Le noyau de cet homomorphisme, constitué des
endomorphismes de E dont le déterminant est égal à 1 est un sous-groupe
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distingué de GL{E), appelé groupe spécial linéaire ou groupe unimodulaire
de E, et noté SL{E).

C'est immédiat.

10.3.3. DÉTERMINANT D'UNE MATRICE CARRÉE

Soit A = (a.j)i<.,j<p une matrice carrée d'ordre p à coefficients dans K.
Les colonnes de A représentent des vecteurs xi,..., xp de Kp rapporté à sa base
canonique. Nous savons aussi que A peut être considérée comme la matrice d'un
endomorphisme unique u de Kp rapporté à sa base canonique. Ceci nous amène
à poser la définition suivante :

10.3.3.1. Définition

Soit A = (a, ;) une matrice carrée d'ordre p à éléments dans K. On appelle
déterminant de A, et on note dét(^4), le déterminant de ses vecteurs colonnes
dans la base canonique de Kp.

Soit B la base canonique de Kp. Avec les notations précédentes, on a donc

(10.3.3.1) dét(A) = détB(a;i,.... xp = ^ e(<r)a„(1)il ... ao{p)tP = dét(u).

Le déterminant de la matrice A = (aij) se note aussi

an ... a\p

Les propriétés des déterminants des matrices carrées se déduisent des proprié-
tés des déterminants des endomorphismes en utilisant l'isomorphisme canonique
de l'algèbre C(KP) des endomorphismes de l'espace vectoriel Kp sur l'algèbre
Mp(K) des matrices carrées d'ordre p à coefficients dans K. Nous obtenons
ainsi le théorème suivant :

10.3.3.2. Théorème

a) Le déterminant de la matrice unité Ip est égal à 1.

b) Quelle que soit la matrice A G MP(K) et quel que soit X G K.ona

áét(XA) = \pdét(A).

c) Pour tout couple (A, B) d'éléments de MP(K), on a

dét(^S) = dét(^) dét(B).
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d) Pour qu'une matrice carrée A soit inversible, il faut et il suffit que son
déterminant soit non nul ; on a alors :

dét(A-1) = {d&t(A))~l .

e) Si A et B sont deux matrices carrées d'ordre p semblables, on a

dét(A) =

10.3.3.3. Corollaire

L'application A i—• dét(A) est un homomorphisme du groupe linéaire
GL(p,K) sur le groupe multiplicatif K*. Le noyau de cet homomorphisme,
qui est l'ensemble des matrices carrées d'ordre p dont le déterminant est égal
à 1, est un sous-groupe distingué de GL(p, K), appelé groupe spécial linéaire
ou groupe unimodulaire ; on le note SL(p, K).

La démonstration est immédiate.

Voici encore un résultat important pour les applications.

10.3.3.4. Théorème

Le déterminant de la transposée d'une matrice est égal au déterminant de
cette matrice.

Démonstration. Soit A = (a.^unematricecaréed'ordrep.Posons'A = (í>¿¿);
on a bij = aji.

Nous avons par définition :

dé t (M)= ] T e(<r)^(i),i ». 6<,(p),p = J2 e(<r)a1¡tr(l)...apMp).
<T£Sr

Si on pose, pour tout j e {1, •••,?}, i = <r(j), alors a ; „(_,) = a«,-^,-), et
e(<r-1) = e(cr).

Mais puisque l'application a i—> a~l est une bijection de Sp sur lui-même,
on peut écrire, en posant r = a- 1 ,

dét(*A) =

K(1),1 - ar(p),P =

10.3.3.5. Corollaire

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et u un endomorphisme
d e E . O n ' )
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Ceci résulte du Théorème 10.3.3.4 en considérant les matrices de u et de iu.

10.3.3.6. Remarque

Le théorème 10.3.3.4 montre que le déterminant des vecteurs colonnes d'une
matrice A est égal au déterminant des vecteurs lignes de A. Il en résulte que toute
propriété démontrée pour les colonnes d'un déterminant est également valable
pour les lignes de ce déterminant. Nous parlerons de rangées pour désigner les
lignes ou les colonnes d'un déterminant.

Voici maintenant quelques propriétés qui découlent du fait que le déterminant
est une forme p-linéaire alternée.

10.3.3.7. Théorème

Soit A une matrice carrée d'ordre p.

a) Si deux rangées parallèles de A sont identiques ou proportionnelles, on a
àét(A) = 0.

b) Si V on échange deux rangées parallèles de A, le déterminant de A change de
signe ; plus généralement, si l'on fait subir aux rangées de A une permutation
<T, le déterminant de A est multiplié par e(er).

c) Si l'on multiplie par le même scalaire A tous les éléments d'une rangée de A,
le déterminant de A est multiplié par A.

d) dét(^4) ne change pas si l'on ajoute à l'une de ses rangées une combinaison
linéaire des autres rangées parallèles.

e) dét(j4) = 0 si et seulement si les vecteurs colonnes (resp. les vecteurs lignes)
de A sont linéairement dépendants.

10.3.3.8. Théorème

Soient E un K-espace vectoriel de dimension pet B = (e\,...,ep) une base
deE.

a) Soient x\,...,xp des vecteurs de E. Notons a\j, ai¡;,..., apj les coordonnées
du vecteur x¡ par rapport à la base Bet Ala matrice (a, ;) de type (p, p). On a
d é ( ) d é ( ^ )

b) Soient u endomorphisme de E et M(u) sa matrice par rapport à la base B.
On a dét(u) = dét (M(u)).

Démonstration. L'assertion a) résulte immédiatement des formules (10.2.2.3)
et(10.3.3.1).
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b) On a d'après (10.3.2.3) dét(w) = détB (it(ei), ...,u(ep)) et d'après a) ce
déterminant n'est autre que le déterminant de la matrice associée à u relativement
à la base B.

Nous disposons, grâce à ce théorème, d'un moyen pour calculer effectivement
le déterminant d'un endomorphisme.

10.3.4. CALCULS DES DÉTERMINANTS

Nous allons, dans ce numéro, apprendre à développer un déterminant suivant
une colonne ou une ligne. Mais auparavant, nous allons établir les formules qui
donnent le développement des déterminants de certaines matrices remarquables.

10.3.4.1. Théorème

Soit M une matrice carrée d'ordre p de la forme :

I A : B \

M = p-r

r p — r

où A e Mr(K), B e MriP-r(K), C e Mp-r(K) et où 0 est la matrice nulle
de type (p — r, r). Alors

(10.3.4.1) dét(Af ) = dét(^l) dét(C).

Démonstrations. Soient B = (ei,..., ep) la base canonique de Kp, E le sous-
espace vectoriel, de Kp engendré par B' = (ci, ...,cr) et F le sous-espace
vectoriel de Kp engendré par B" = (er+i,..., ep). Notons u l'ensomorphisme
de Kp admettant M pour matrice par rapport à la base B, v l'endomorphisme
de E dont la matrice par rapport à la base B' est A et enfin w l'endomorphisme
de F canoniquement associé à C.

Par définition du déterminant d'une matrice, on a

On a évidemment

u(ei) =v(ei) , . . . ,u(eP) = v(er),

d'où
dét(M) = déte (w(ei),..., v(er), w(e r+1),..., u(ep))
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II est clair que l'application / : Er —• K définie par

xr) = détB (xi,...,xr,u(er+i),...,

est une forme r-linéaire alternée sur E. Par définition même du déterminant de
l'endomorphisme v, nous avons :

d'où puisque dét(v) = dét(yl),

dét(M) = dét(A) détB (ei, ...,er, u(er+1), ...,ti(cp)) .

Or
w(er+i) = zr+i +w(er+i),...,u(ep) = zp + w(ep)

où les vecteurs zT+\ ,...,zp sont dans E ; donc

déte (e i , . . . , e r ,u (e , . + i ) , . . . , t i (ep) ) =

détB (ei , . . . ,e r ,2 r + i + w(er+i),..., zp + w(ep)) .

Ce dernier déterminant ne change si l'on retranche du vecteur colonne
d'indice k (r + 1 < k < p), le vecteur zk qui est une combinaison linéaire
deei,e2, ...,er. D'où

détB(ei,...,er,w(er+i),...,«(ep)) =

détg (ei,..., er, u;(er+i),..., w(ep)) .

En introduisant l'application h : Fp~r —> K définie par:

h (xr+i,---,Xp) = detß(ei,...,er,xr+i,...,arp),

et en utilisant un raisonnement analogue au précédent, on voit que

détB (ei,...,er,«;(er+i),...,u;(ep)) =

dét(w) détB(ei,..., er, er+i,..., ep) = dét(w)

puisque detß (ei,..., ep) = 1. Comme dét(u>) = dét(C), on obtient finalement

dét(M) = dét(A) dét(C).

10.3.4.2. Corollaire

Soit A une matrice carrée de la forme

An An ... Aip \

0 An ... A2p

A =

\ 0 0 A
pp
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où les matrices Au sont des matrices carrées et où les matrices Aij telles que
i > j sont nulles. Alors

(10.3.4.2) dét(^) = dé t (¿n) áét(A22) ... dét(App).

En particulier, si

A=

est une matrice diagonale de matrices carrées, on a

(10.3.4.3) d&l(A) = dét(Ai) dét(A2) ... dét(Ap).

La formule (10.3.4.2) découle du Théorème 10.3.4.1 en raisonnant par ré-
currence sur le nombre p de blocs diagonaux. La formule (10.3.4.3) s'en déduit
aisément.

10.3.4.3. Corollaire

Le déterminant d'une matrice triangulaire est égal au produit des éléments
diagonaux. En particulier, le déterminant d'une matrice diagonale est égal au
produit des éléments diagonaux.

Il s'agit là de deux cas particulier de ceux traités dans le Corollaire 10.3.4.2.

10.3.4.4. Définition

Soit A = (Aij) une matrice carrée d'ordre p. On appelle mineur relatif à
l'élément a,¿, le déterminant de la matrice carrée A^, d'ordre p — 1, déduite
de A en supprimant la i™16 ligne et la j i m e colonne de A.

Le scalaire A,j = (—1)'+J dét(Aij) s'appelle le cofacteur de a^.

10.3.4.5. Théorème

Soient A = (a¡j ) une matrice carrée d'ordre p > 1 et Aij le cofacteur de a^.
Alors quels que soient les entiers i et j dans {1,..., p}, on a

(10.3.4.4) dét(,4) =

et

(10.3.4.5)

La formule (10.3.4.4) s'appelle le développement de dét(^) suivant la
¿eme c o i o n n e de A ; la formule (10.3.4.5) s'appelle le développement de dét(vl)
suivant la ième ligne de A
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Démonstrations. Nous allons démontrer la formule (10.3.4.4) Comme
dét(M) = dét(^), on en déduit la formule (10.3.4.5).

Soit B = (ei,..., ep) la base canonique de Kp ; désignons par xi,. . . , xp les
vecteurs colonnes de A. On a :

p

E l < • <

¿=i

et par définition

Comme déte est une forme p-linéaire alternée, on a

dét(A) = ( - í y ^

1=1

¿=i

où J4¿;- est la matrice ayant pour vecteurs colonnes

Dans la matrice A'^, amenons la ligne de rang z à la première place en l'échan-
geant successivement avec les i — 1 premières lignes ; il y a i — 1 transpositions,
d'où

où la matrice B¿¿ est de la forme

(

Aij étant la matrice déduite de A en supprimant la i4"16 ligne et la j""1" colonne
de A

D'après le Théorème 10.3.4.1 et le fait que dét(l) = 1, on a

D'où

p p

¿=i ¿=i

p p
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10.3.4.6. Remarque

Les formules (10.3.4.4) et (10.3.4.5) ramènent le calcul d'un déterminant
d'ordre n au calcul d'un déterminant d'ordre n — 1 donc, par itérations suc-
cessives, au calcul des déterminants d'ordre 3 et 2. Mais les calculs devenant
assez pénibles lorsque l'ordre du déterminant est élevé, on a toujours intérêt,
avant de développer un déterminant, à faire apparaître des zéros en ajoutant à
une ligne (ou une colonne) une combinaison linéaire des autres lignes (ou des
autres colonnes).

10.3.4.7. Exemples

Le développement suivant la première colonne du déterminant

D =
021 022

donne
D = — O21Û12.

De même le développement suivant la première colonne du déterminant

a b c

a' b'

a" b"

donne

d

c"

D = a
b'

b"

c'

c"
-a'

b

b"

c

c"
+ a"

b

b'

c

c'

= a(b'c" - b"c') - a'(bc" - b"c) + a"(bc' - b'c)

= ab'c" - ab"c' - a'bc" + a'b"c + a"bc' - a"b'c.

On dispose d'un moyen mnémotechnique - la règle de Sarrus - pour re-
trouver ce développement. On écrit

b

b'

b" c"

b

b'

b"

- Les éléments dont le produit doit être affecté du signe + sont ceux qui sont
situés sur des «parallèles à la diagonale principale» (traits continus), et ceux
dont le produit doit être affecté du signe - sont situés sur des «parallèles à la
diagonale non principale» (traits pointillés).

- Le déterminant est égal à la somme de ces six termes.
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10.3.4.8. Exemple

Soit (ai,..., oc„) une suite de n éléments de K (n > 2. On appelle déter-
minant de VANDERMONDE associé à la suite (ocj,..., oc„) le scalaire

V(oci,...,a„) =

OC?

1 OC2 OC?

OC

oc
n - 1

oc.
n - 1

n 0C„ . . . OC""1

On suppose évidemment que les oc,- sont distincts deux à deux car sinon le
déterminant est nul.

V(oci,..., oc„) est un polynôme en oq, de degré n — 1, dont les zéros sont
oc2,oc3, ...,ocn, comme on le voit facilement en remplaçant dans V, oq par
OC2, OC3,..., oc„. Donc il existe un scalaire A non nul tel que :

V(oci,...,ocn) = A(oc2 - oci)(oc3 - « i ) ...(ocn - oc i ) .

En égalant les coefficients de oc""1 dans les deux membres de cette dernières
égalité, on obtient

où D est le mineur relatif à oc""1 dans V(oci,..., ocn). D est le déterminant de
Vandermonde associé à la suite («2, • • •, ocn). Donc

V(oci,...,a„) = V(oc2, ...,«„) !_[(«,• - oci).
i=2

Par récurrence, on en déduit

[,..., OCn) = (oc;- - oc,).
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Chapitre 11 : APPLICATIONS
DES
DÉTERMINANTS

Dans ce chapitre, nous allons appliquer la théorie des déterminants à la
recherche de l'inverse d'une matrice carrée inversible, à la détermination du
rang d'une application linéaire, puis à la résolution des systèmes d'équations
linéaires. Cette étude montre l'importance fondamentale des déterminants dans
les applications et justifie amplement V intérêt qui leur est accordé.

Nous désignerons toujours par K un corps commutati/ qui, dans la plupart
des cas sera E ou C.

11.1. Calcul de l'inverse
d'une matrice carrée

D'après le Théorème 10.3.3.2 d), une matrice carrée A est inversible si et
seulement si dét( A) ^ 0. Nous nous proposons de montrer comment utiliser les
déterminants pour calculer la matrice inverse d'une matrice inversible.

11.1.0.1. Définition

Soit A = (a,j) une matrice carrée d'ordre n. On appelle matrice complé-
mentaire de A, et on note Ä, la transposée de la matrice des cofacteurs de A.

Autrement dit, si Ä = (6,-j), on a

où Aij est la matrice déduite de A par suppression de la i™16 ligne et de la
j***' colonne.

11.1.0.2. Théorème

Quelle que soit la matrice A e MP{K), on a

AÄ = ÄA = dét(A) • Ip

où Ip désigne la matrice unité d'ordre p.
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Par suite, si A est inversible, son inverse est donné par :

A

Démonstration. Soit A = (a,j). Posons

On a
bij = (

Par définition du produit de deux matrices, on a

en = ¿ aikbkj = ¿ (-l)k+iaikd&t(Ajk).
* = l * = l

Si i = j , la formule (10.3.4.5) montre que c¡¡ est égal à dét(^l). Si i ^ j , on
voit que Cij n'est autre que le déterminant de la matrice obtenue en remplaçant
dans A la j * " 1 6 ligne par la i*"16 sans toucher aux autres. Cette matrice ayant deux
lignes identiques, son déterminant est nul : c^ = 0 si i ^ j .

On a donc
AA = ûét(A)Ip.

On montrerait de môme que

AA = à&t(A)Ip.

Si la matrice A est inversible, on a dét(-A) ^ 0. Alors

À _ Ä
dét(A) ~ dét(A) 'A-1'"

d'où

Règle pratique :

Posons A~l = (oc,; ). Alors si A,¿ est le cofacteur de a¿¿ dans A, la formule

,4-1 _ * 2
* dét(A) " A

montre que

Ainsi, on obtient l'inverse d'une matrice inversible A d'ordre p > 1, en
formant la transposée Ä de la matrice des cofacteurs de A, puis en divisant tous
les éléments de Ä par dét(^l).
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11.1.0.3. Exemple

Considérons la matrice

A =

Si dél(A) — ad - be ^ 0, A est inversible. On a

d -b\

d'où

11.2. Détermination du rang
Nous allons appliquer la théorie des déterminants à la recherche pratique du

rang d'une application linéaire, d'une matrice ou d'un système de vecteurs. Le
calcul du rang d'une application linéaire ou d'une famille de vecteurs peut d'ail-
leurs se ramener à celui du rang d'une matrice puisque le rang d'une application
linéaire est celui de sa matrice dans des bases données, qui est aussi celui des
vecteurs colonnes.

Posons la définition suivante :

11.2.0.1. Définition

Soit A une matrice de type (m, n). On appelle matrice extraite de A, toute
matrice obtenue en supprimant un certain nombre de lignes et un certain nombre
de colonnes de A.

On appelle déterminant extrait de A, tout déterminant d'une matrice carrée
extraite de A.

Nous ne considérerons que les matrices carrées extraites et nous avons le
résultat suivant.

11.2.0.2. Théorème

Soit A = (a¿j ) une matrice de type (m,n)à éléments dans K. Alors le rang
de A est le plus grand entier r tel que l'on puisse extraire de A au moins une
matrice carrée inversible d'ordre r.
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Démonstration. Soient E un /{"-espace vectoriel de dimension m et B =
(ei,..., em) une base de E. Soient x\,..., xn les vecteurs colonnes de la ma-
trice^!:

m

1C iiei Î 1 •*' n)-
¿=i

D'après le Théorème 9.2.1.5 le rang de la famille {zi,..., xn) est égal au
rang de la matrice A.

Soit p le rang de la matrice A et soit r le plus grand entier tel que l'on puisse
extraire de A une matrice carrée inversible d'ordre r. On a évidemment

r < inf(ra, n).

Nous allons montrer que p = r.

Démontrons d'abord que p > r. Soit M une matrice carrée inversible
d'ordre r extraite de A. On peut supposer, en changeant au besoin la numéro-
tation des lignes et des colonnes de A, que M est la matrice formée par les r
premières lignes et les r premières colonnes de A. Posons :

A =

ai air

M

ai

Les r premiers vecteurs colonnes x\,..., xr de A sont linéairement indépen-
dants ; sinon l'un d'eux, x\ par exemple, serait une combinaison linéaire des
autres:

H h \Txr.

Dans la matrice M, les éléments de la première colonne seraient des combi-
naisons linéaires des éléments correspondants des autres colonnes et le détermi-
nant de M serait nul contrairement au fait que M est inversible.

Comme parmi les vecteurs x\,..., xn il existe r vecteurs linéairement indé-
pendants, la dimension du sous-espace vectoriel engendré par x\,..., xn, c'est-
à-dire le rang p de A, est supérieure ou égale à r.

Démontrons maintenant que r > p. Pour cela, nous allons extraire de la
matrice A, une matrice carrée inversible d'ordre p.

Par définition du rang de la matrice A, il existe p vecteurs colonnes de A
qui sont linéairement indépendants. Soit A' la matrice de type (m, p) obtenue
en supprimant n - p colonnes de A. On peut extraire de A', p vecteurs lignes
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linéairement indépendants puisque le rang d'une matrice est le rang de ses
vecteurs colonnes qui est aussi le rang de ses vecteurs lignes. Soit A" la matrice
carrée d'ordre p obtenue en supprimant m — p lignes de A'. Alors A" est une
matrice inversible de rang p extraite de A. Donc on a r > p.

On en déduit r = p et le théorème est démontré. •

Nous déduisons de ce théorème un critère général pour que des vecteurs
soient linéairement indépendants.

11.2.0.3. Théorème

Soient E un K-espace vectoriel de dimension n, B = (e i , . . . , e„) une base
de E et x\, ...,xp des vecteurs de E définis par :

¿=i

Soit M = (a«j)i<i<n,i<j<p lo matrice des coordonnées de ces vecteurs par
rapport à la base B.Alors pour que x\,..., xp soient linéairement indépendants,
il faut et il suffit que l'on puisse extraire de M une matrice carrée inversible
d'ordre p.

Démonstration. Nous savons que si p > n, les vecteurs x\,..., xp sont linéai-
rement dépendants. Supposons donc p < n. La famille {x\,..., xp} est libre si
et seulement si le sous-espace vectoriel de E engendré par cette famille est de
dimension p, c'est-à-dire si et seulement si le rang de {xi,..., xp} est égal à p.
D'après le Théorème 9.2.15, le rang de la famille {xi,..., xp} est égal à celui de
la matrice M. Le Théorème 11.2.0.2 montre alors que les vecteurs xi,..., xp sont
linéairement indépendants si et seulement si on peut extraire de M une matrice
carrée inversible d'ordre p. o

Caractérisation du sous-espace engendré par un système libre.

Le résultat suivant nous sera fort utile dans l'étude des systèmes d'équations
linéaires.

11.2.0.4. Théorème

Soient E un K-espace vectoriel de dimension n, B = ( e ¡ , . . . , en) une base
de E et x\,..., xr, r vecteurs linéairement indépendants de E(r < n) définis par

Xj =

Alors pour qu'un vecteur v de composantes bi,...,bnde E appartienne au
sous-espace vectoriel engendré par x\,...,xr, il faut et il suffit que les n — r
déterminants
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Ak =

soient nuls pour tout Jfe G {»• + 1, • • •, n} .

arr

akr

br

bk

Démonstration. Comme les vecteurs x\,..., xr sont linéairement indépendants,
on peut extraire de la matrice M = (a,¿) qui est de type (n, r) une matrice
carrée P inversible d'ordre r. En changeant au besoin l'ordre de numérotation
des lignes et des colonnes de M, nous pouvons supposer que

P= :

... ar

Considérons la matrice

M' =

an ...

ari ... arr br

\ a„i ... anr bn J

dont les vecteurs colonnes sont les vecteurs x\,...,xr,v.

Si le vecteur v appartient au sous-espace vectoriel engendré par xi,..., xr, on
a rg(M') < r + 1 et, puisque P est inversible, le rang de M' est égal à r. Tous
les déterminants d'ordre r + 1 extraits de M'sont donc nuls. En particulier, tout
déterminant d'ordre r + 1 extrait de M'et dont dét(P) est un déterminant extrait
est nul. Autrement dit, tous les déterminants A k sont nuls pour jfc = r + 1,..., n.

Réciproquement, supposons que A* = 0 pour tout k G {r + 1,..., n}.

Si k < r, At est évidemment nul car ce déterminant a deux lignes identiques.

Si k > r, en développant A* par rapport à la ligne d'indice r + 1, on obtient

où les Ar+i,j sont les cofacteurs des éléments de la ligne d'indice r + 1 de Ak.

On en déduit:

+ • • • + xr A r + i , r + áét(P)v = O,

ce qui achève la démonstration du théorème. o
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11.3. Système d'équations linéaires

Dans ce paragraphe, nous définissons les systèmes d'équations linéaires, puis
nous donnons plusieurs interprétations d'un tel système.

11.3.1. DÉFINITIONS

11.3.1.1. Définition

Soit K un corps commutati/. On appelle système de m équations linéaires
à n inconnues, à coefficients dans K, un système de la forme

(11.3.1.1)

a\nxn
=• b\

h

+ h amnxn — b

Les éléments a, j de K sont les coefficients du système. Les éléments b¡ de K
s'appellent les seconds membres. Les coefficients et les seconds membres sont
des éléments donnés dans K.

Les Xj (1 < j < n) sont les inconnues.

On appelle solution du système toute suite (xi,... , xn) d'éléments de K qui
vérifient les m équations du système.

Résoudre le système, c'est en trouver toutes les solutions. Lorsque le système
admet au moins une solution on dit qu'il est compatible, sinon on dit qu'il est
impossible.

Si&i = ... = 6m = 0,1e système est dit homogène. Le système obtenu en fai-
sant &i = ... — bm = 0 est dit système homogène associé au système(11.3.1.1).
Il admet alors au moins la solution (0,..., 0) € K" appelée solution nulle ou
triviale.

Pour résoudre le système (11.3.1.1) il est souvent utile de considérer les
interprétations suivantes :

11.3.2. INTERPRÉTATIONS D'UN SYSTÈME
D'ÉQUATIONS LINÉAIRES

a) On appelle matrice du système (11.3.1.1) la matrice des coefficients at;- :

f an an ... a\n \

021 a22 ••• 02n
_

om2 ... am n
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Posons

X =

/ ¿>1 \

h

\ &m /

Alors le système (11.3.1.1) est équivalent à l'équation matricielle

(11.3.2.1) AX = B

dans laquelle A et B sont des matrices connues et X une matrice inconnue. On
dit que (11.3.2.1) est la forme matricielle du système 11.3.1.1.

11.3.2.1. Définition

On appelle rang du système (11.3.1.1) /c rang de la matrice A de ce système.

b) Soient A\,..., An les vecteurs colonnes de la matrice A ; ce sont des vecteurs
de Km définis par leurs composantes dans la base canonique :

O-ïn

An =

Notons encore B le vecteur de Km ayant pour composantes &i,..., bm.

Le système (11.3.1.1) est alors équivalent à l'équation vectorielle dans Km :

(11.3.2.2) xiAi + ... + xnAn = B.

On dit que (11.3.2.2) est la forme vectorielle du système (11.3.1.1).

Résoudre le système (11.3.1.1) revient donc à chercher si B est combinaison
Saire des vecteurs Ai,..., An, i.e. si B appartient au sous-espace vectoriel

â&Km engendré par les vecteurs A\,...,An et, dans l'affirmative, à trouver
toutes les décompositions possibles de B sur la famille {A\,..., A„}.

11.4. Système de Cramer

Dans ce paragraphe, nous supposons que m = n; autrement dit, le système
considéré contient autant d'équations que d'inconnues.
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11.4.1. DÉFINITION

11.4.1.1. Définition

On dit qu'un système de n équations linéaires à n inconnues est un système
de Cramer si la matrice A de ce système est inversible.

Un système de Cramer peut toujours s'écire sous la forme matricielle

(11.4.1.1) AX = B.

Nous allons voir qu'un tel système possède toujours une solution unique
donnée par :

X = A~1B.

On appelle déterminant du système (11.4.1.1) le déterminant de la matrice A
de ce système.

Le théorème suivant donne plusieurs caractérisations des système de Cramer.

11.4.1.2. Théorème

Soit

a\\x\ + hainxn = 6i

021*1 + h CL2nXn = 62

(11.4.1.2)

Oni^i + h annxn = bn

un système de n équations linéaires à n inconnues écrit sous forme matricielle :
AX — B. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) Quel que soit B, le système (11.4.1.2) admet une solution et une seule.

b) Quel que soit B, le système (11.4.1.2) admet au moins une solution.

c) Quel que soit B, le système (11.4.1.2) admet au plus une solution.

d) Le système homogène associé au système (11.4.1.2) n'admet que la solution
triviale.

e) La matrice A du système (11.4.1.2) est inversible.

f) ù&{A) ± 0.

La solution unique du système (11.4.1.2) est alors

X = A~lB.

Démonstration. Soit u l'endomorphisme de K" dont la matrice par rapport à la
base canonique de Kn est A. L'assertion a) signifie que u est bijectif, b) que u
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est surjectif, c) que u est injectif, d) que le noyau de u est réduit à {0}, e) que u
est inversible, et 0 que dét(u) ^ 0. Les assertions a), b), c), d) et e) sont donc
équivalentes d'après le Corollaire 8.2.3.5 et le Théorème 10.3.2.3 d).

En outre, comme la matrice A est inversible, on obtient la solution unique
du système (11.4.1.2) en multipliant à gauche les deux membres par A~l. On
obtient

11.4.2. FORMULES DE CRAMER

Si on a déjà calculé la matrice inversie A~l, la formule X = A~XB permet
d'obtenir facilement la solution unique d'un système de Cramer. Sinon, on peut
utiliser les formules de Cramer que nous allons établir.

11.4.2.1. Théorème

Soit
n

(11.4.2.1)

un système de Cramer.

La solution unique (x\,..., xn) de ce système est donnée par les formules de
Cramer :

(11.4.2.2) *' = X ( 1 - * - " ) '

où A est le déterminant du système et où A, est le déterminant déduit de A en
remplaçant la ^mc colonne par la colonne des termes constants 6i,..., bn.

Démonstration. Le système (11.4.2.1) est équivalent à l'équation

(11.4.2.3) XlAi+--- + xnAn = B

où les vecteurs A\,..., An de Kn sont linéairement indépendants car dét(4) •£ 0.
Ces vecteurs forment une base de Kn et par suite, il existe un système unique
de scalaires xi,...,xn (les composantes du vecteur B dans la base (Ai,..., An))
vérifiant (11.4.2.3).

Calculons le déterminant :

Ai = dét(Ai,...,Ai.uB,Ai+i,...,An)

dans la base canonique de Kn.
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Puisque l'application déterminant est une forme n-linéaire alternée, on a

A¿ = dét f Ai,..., Aj-i,y^ xkAk,Ai+i,..., An I
V

= ^jT dét(Ai,..., A - i , At, A + i . •••> -An)

= E,dét(A1 , . . . ,A_l ,^»,A,+ i , . . . ,An) = Xi A.

D'où, puisque A ^ 0,

* • - A"

11.4.2.2. Remarque

Les formules de Cramer conduisent souvent à des calculs pénibles de dé-
terminants. Il est possible dans certains cas de s'en passer en recourant à une
succession de combinaisons linéaires des lignes du système.

11.4.2.3. Exemple

Résoudre le système

(5) =

Le déterminant du système

A =

f
l
(S)

0
1
1

v +
r +
e +

est

2 =

2 =

y =

i

0
i

i
2
0

1
1

0

(1)
(2)
(3)

= 2

D'où, d'après les formules de Cramer :

x =

1

2

0

1

0

1

1

1

0 1.
2' y =

0

1

1

1

2

0

1

1

0

z =

0

1

1

1

0

1

1

2

0 3
2'

1
"2
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On peut retrouver ces résultats plus rapidement en procédant de la façon
suivante :

Additionnons les équations (1), (2) et (3) ; le système (S) est équivalent au
système

y + z

x + z

x + y+z

= 1
= 2

3
2

En retranchant la 2eéquation de la 3e, on obtient y = — - , d'où x = -

1 3
d'après la 3e équation de (5). Enfin z=l-y=l + - = -.

11.5. Résolution d'un système linéaire
quelconque

11.5.1. ÉQUATIONS PRINCIPALES.
INCONNUES PRINCIPALES

Revenons maintenant au cas d'un système linéaire quelconque de m équations
à n inconnues :

n
(11.5.1.1) ^ 0 ^ = 6,-, (l<j<m).

»=i

Notons r le rang du système (11.5.1.1).

On sait qu'il existe une matrice carrée M inversible d'ordre r, extraite de la
matrice A de ce système.

En changeant au besoin la numérotation des équations et des inconnues, on
peut supposer que

On dit que le déterminant A de la matrice M est le déterminant principal
du système. Les r premières équations sont les équations principales et les
inconnues x\,...,xT sont les inconnues principales, les autres inconnues étant
les inconnues non principales.
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11.5.2. CONDITION DE COMPATIBILITÉ ET RÉSOLUTION

Comme nous l'avons vu, le système (11.5.1.1) s'écrit sous forme vectorielle :

x\Ai + \-xnAn = B.

Les vecteurs colonnes A\,...,An engendrent un sous-espace vectoriel E
de Km et le système n'est possible que si le vecteur B appartient à E. On est
donc ramené à trouver une base de E ou, ce qui revient au môme, à déterminer
le rang r du système (11.5.1.1).

Lecas où r = m = n ayant été traité au paragraphe 11.4, nous allons
examiner les cas où r — m < n puis r < m.

1er cas: r = m < n. Si le rang du système (11.5.1.1) est égal au nombre
d'équations, o n a £ = Km donc B, qui est un vecteur Km, appartient à E et
par suite le système est compatible quel que soit B.

Les vecteurs colonnes A\,...,Am forment une base de Km et on peut écrire
le système sous la forme :

xiAi + h xmAm = B - xm+iAm+i xnAn = B'.

Quelles que soient les valeurs données aux inconnues non principales
x m + i , ...,xn, le vecteur B' appartient à Km. On peut donc l'écrire de ma-
nière unique comme combinaison linéaire des vecteurs Ai,..., Am. On obtient
x\,..., xm en résolvant par les formules des Cramer les m équations principales
par rapport aux inconnues principales :

+ 1- aim*m = b\ — a i i m + ix m + i — ai„x„

H h ammxm = bm — amim+ixm+i — amnxn

La résolution de ce système donne une solution unique en x\,..., xm mais
cette solution dépend des inconnues non principales xm+i,..., xn qui ont des
valeurs arbitraires dans K. On dit qu'il y a une indétermination d'ordre n — m.

2e cas : r < m. D'après le choix de l'ordre des équations et de l'ordre des
inconnues, les vecteurs Ai,..., Ar sont linéairement indépendants ; ils forment
donc une base du sous-espace vectoriel E de Km.

Donc si r < m, le système (11.5.1.1) est compatible si et seulement si le
vecteur B appartient au sous-espace vectoriel E, donc (Théorème 11.2.0.4), si
et seulement si les m - r déterminants

in ... air h

Ak=
a ... ar r br

... akr

sont nuls pour tout k £ {r + 1, ...,m}.
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Les déterminants A^(r + l < k < m) s'appellent les déterminants carac-
téristiques du système (11.5.1.1).

Supposons que le système ? soit compatible.

a) Si r = n, les vecteurs Ai,..., An forment une base du sous-espace vectoriel E.
Le vecteur B s'exprime donc, d'une manière et d'une seule, comme combinaison
linéaire de A\, ...,An:

xiAi H ¥xnAn = B.

On obtient a?i,..., z n par les formules de Cramer en résolvant les n équations
principales par rapport aux n inconnues principales.

b) Si r < n, on peut écrire :

H h xrAr = B - xT+iAr+i xnAn - B".

Quelles que soient les valeurs données aux inconnues non principales
x r + i , . . . , xn le vecteur B" appartient au sous-espace vectoriel E engendré par
les vecteurs A\,...,A„. On peut donc l'exprimer de manière unique comme
combinaison linéaire des vecteurs de la base (A\,...,Ar) de E. On obtient
xi,...,xren résolvant, par les formules de Cramer, les r équations principales
par rapport aux r inconnues principales :

{ + 1" Olr^r = h — a .

Orl^l + • • • + O-rrXr = W~ ar,r+l Xr+\ — • • • — arnXn

La solution dépend alors des n - r inconnues arbitraires xr+\,..., xn.

c) Lorsque le système (11.5.1.1) est compatible, toute solution est également
solution du système (11.5.1.2). Ce qui précède montre que, réciproquement, toute
solution de (11.5.1.2) est solution du système (11.5.1.1). Ces deux systèmes sont
donc équivalents dans le cas où le système (11.5.1.1) admet des solutions.

Résumons l'étude qui vient d'être faite en énonçant le théorème suivant :

11.5.2.1. Théorème (Théorème de Rouché-Fontené)

Soit (S) un système de m équations linéaires à n inconnues, de rang r.

a) Si r = m = n, le système admet une solution unique.

b) Si r = m < n, le système admet des solutions que l'on obtient en donnant
des valeurs arbitraires aux n — m inconnues non principales et en résolvant le
système de Cramer aux m inconnues principales.

c) Si r < m, le système admet des solutions si et seulement si les m — r
déterminants caractéristiques sont tous nuls. Lorsque cette condition est vérifiée,
le système se réduit aux r équations principales que l'on résout comme au b).
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11.5.2.2. Exemple

Résoudre le système

{ oca; +2¿ = 2

x +2y = 1

x -2y +ßz = 1

où oc et ß sont des paramètres réels.

Le déterminant du système est

oc 0 2
A = 2

- 2

0 = 2(oc/?-4).

1er cas : Si oc ß ^ 4, on a un système de Cramer. Les formules de Cramer
(11.4.2.2) donnent

oc/3-4

2e cas : Si oc ß — 4, on a

y =

oc

1

-2 )
2(oc/?-4)' oc/?-4"

= 2oc .

Ce déterminant étant non nul puisque oc ß = 4, le système est de rang 2. Il y
a un seul déterminant caractéristique qui doit être nul

A3 =

a

1

0

2

-2

= 0

On a A3 = 4(oc -2) .

a) Si oc^ 2, le système est impossible.

b) Si oc= 2, alors ß = 2 puisque oc ß — 4. Le système admet des solutions ; les
inconnues principales sont x et y. Nous sommes ramenés à résoudre le système :

{ 2x = 2~2z

x + 2y=l

qui est un système de Cramer. Les solutions sont

x = l - z, y = - et z, où z € E.
2
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11.6. Systèmes homogènes

Considérons un système linéaire homogène de la forme

ajiXi = 0 (1 < j < m).

Avec les notations habituelles, ce système s'écrit :

... + xnAn = 0.

Nous savons déjà qu'un tel système admet toujours au moins la solution
banale x\ = 0,..., xn = 0.

Soit r le rang du système. La résolution d'un système homogène se ramène
toujours à celle du système des r équations principales ; tous les déterminants
caractéristiques sont nuls car ils ont une colonne de zéros.

a)Si r = n, les vecteurs A\,...,An sont linéairement indépendants. Le système
n'admet que la solution triviale.

b) Si r < n, les n — r inconnues non principales sont arbitraires et le système
est indéterminé. On le résout par la méthode générale du paragraphe 11.5. En
résumé, nous avons :

11.6.0.1. Théorème

Pour qu'un système linéaire homogène admette des solutions autres que la
solution triviale, il faut et il suffit que le rang de la matrice du système soit
inférieur au nombre des inconnues.

En particulier, un système linéaire homogène de n équations à n incon-
nues admet des solutions autres que la solution banale si, et seulement si, le
déterminant de la matrice du système est nul.

Il est clair que si x\,..., xn est une solution non nulle d'un système linéaire
homogène, \x\,..., Xxn où A est un sclaire, est également une solution de ce sys-
tème. Nous sommes donc amenés à chercher une solution non nulle quelconque
d'un système homogène

(5) ajlx1+--- + ajnxn=0 (1 < j < m).

Soit A = (a¡j ) la matrice du système (S).

Supposons par exemple que : m = n e t r = n — 1.

Il y a des solutions non nulles si âél(A) = 0. Par exemple, supposons que
la matrice extraite de A par suppression de la dernière ligne et de la dernière
colonne soit inversible. Soient A„i,. . . , A n n les cofacteurs des éléments de la
dernière ligne de A.
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On sait (Théorème 11.1.0.2), que

an\ A„i + • • • + annAnn = dét(A) = 0.

Donc (A„i,..., A n n) est une solution non nulle du système (5). D'après
la remarque précédente, x\ = AA„i, . . . ,zn = AA„„, où A est un scalaire
quelconque, est une autre solution du système.

Supposons maintenant que :m = n — letr = n — l.

On se ramène au cas précédent en adjoignant à la matrice A = (a¿J) une
„èmeligne arbitraire. Les cofacteurs A„i, . . . , A„„ des éléments de la dernière
ligne de la nouvelle matrice obtenue ne sont pas tous nuls puisque le système
est de rang n — 1. On montre comme précédemment que (A n i , . . . , A„„) est une
solution non nulle du système considéré.

11.6.0.2. Exemple

Résoudre le système

2x - y + 3z = 0

x + y + 2z = 0

La matrice du système est

A =

elle est de rang 2, donc le système admet des solutions autres que la solution
nulle.

En appliquant la méthode précédente, on voit qu'une solution non nulle est :

x0 =
- 1

= - 5 ,
2 3

1 2
= - 1 , zo =

1 2

d'où la solution générale

x = -5\, y = - A , z = 3A, A G F .

2 - 1
= 3,
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PROBLEMES

i
I. Dans tout le problème on désigne par E un espace vectoriel réel. On note I
l'application identique de E.

Io) E\ et £2 étant deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E, on définit
une application / de E dans E de la façon suivante :

Si x = x\ + x2 où x\ e Ei et x2 G E2, on pose

f(x) = xi- x2.

a) Montrer que / est une applicaion linéaire et que l'on a f2 = / .

b) Déterminer les noyaux des applications linéaires

et v=
2 2

et les sous-espaces vectoriels u(E) et v(E). Evaluer u2, v2, uv et vu.

2°) Réciproquement soit / un endomorphisme de E tel que f2 — I. On pose

.-'-^ « ,.l±L.
Montrer que u{E) et v(E) sont stables par / et sont deux sous-espaces

supplémentaires de E.

Montrer que / peut être obtenu de la manière considérée ci-dessus au Io).

3°) On suppose maintenant que E est de dimension finie n.

a) Trouver la matrice A de l'application linéaire / . En déduire que l'application
transposée de / s'obtient de la même manière que / .

b) Soit In la matrice unité d'ordre n et soit A un scalaire. Former le polynôme
P(A) = Dét(^4 - A7„) et trouver ses racines.

n . Soient a et 6 deux nombres réels distincts.

Io) Ei et E% étant deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E, on définit
une application de E dans E de la façon suivante :

Si x = xi + X2 où x\ £ Ei et xx G Ex, on pose / (x) = axi + bx2.
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a) Montrer que / est une application linéaire et que l'on a :

f - {a + b)f + abl = 0.

b) Déterminer les noyaux des applications linéaires
f-al f-bl

u = ̂  et v = - rb — a a — b
et les sous-espaces vectoriels u(E) et v(E).

2°) Calculer u2,v2, uv et vu.

Calculer / en fonction de u et v ; en déduire / " pour n entier > 0.

3°) Montrer que si ab ^ 0, alors / est inversible. Exprimer alors f~l à l'aide
de u et v.

4°) Inversement, soit / un endomorphisme de E tel que :

f - (a + b)f + abl = 0.

a) Montrer qu'il existe deux sous-espaces supplémentaires F et G tels que /
puisse ótre défini comme il a été dit au n , Io) à partir de F et G.

N.B. Les deux parties de ce problèmes sont indépendantes mais il est conseillé
de résoudre d'abord la partie I.

DUES MPI, Abidjan, Juin 1969.

x =

J =

tx =

I. Soit x € E4. On pose :

Xo \

X\

X2

X3 /

/ I 0 0 0 \

0 - 1 0 0

0 0 - 1 0

0 0 0 - 1

On désigne par G le sous-ensemble de M4(R) formé des matrices M qui
laissent invariante la forme quadratique

f{x) = xl-x\-x\-x\.
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(on dit que f(x) est invariante par la matrice M, si la relation y = Mx implique

Io) Montrer que f(x) = *xJx et que si M € G, on a lMJM = J où ' M est
la transposée de M. En déduire que si M e G, M = (a,j), on a a\Y > 1 et
dét(M) = ± 1.

2°) Montrer que G est un groupe multiplicatif.

3°) Soit M eG. Calculer l'expression (MJ)(* MJM){M~l J) et montrer que
*M eG.

H. On rappelle qu'une matrice carrée j4_à_éléments complexes est dite hermi-
tienne si A* = A où A* est la matrice * A (A est la matrice complexe conjuguée
de A). Quelle est la forme générale des matrices carrées hermitiennes d'ordre 2 ?

Io) On associe à tout point (x0, xi, Z2, X3) e E4 , la matrice

/ xo + ari X2 + ixi \
X = [ . I •

V x 2 - Î X 3 xo - xi j

Montrer que X est hermitienne et que réciproquement, toute matrice hermi-
tienne est de cette forme.

2°) On note 51,(2, C) le sous-ensemble de M2{V) formé des matrices dont le
déterminant est égal à 1. Si g G 51(2, C), on pose X' = gXg*.

Montrer que X' peut se mettre sous la forme

x =

\ x ' 2 - ix'3 x'o - x[ j

avec x'0,x[,x'2, x'3 réels et i = y/^-ï.
3°) On considère la matrice T(g) qui, à (xo,xi,x2,x3) associe le vecteur
(x0>x[,x>2,x3).

Montrer que T(g) e G et que l'application g \—• T(g) et un homomor-
phisme de SL(2 • C) dans G. Quel est le noyau de cet homomorphisme?

DUES MPI, Abidjan, Juin 1971

I. On note G l'ensemble des applications de E dans E, définies par
fa,b(x) = ax + b, où a > 0 et 6 sont des nombres réels.
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Io) Montrer que /a,j> est une bijection de E sur R Quelle est sa bijection réci-
proque?

2°) Montrer que G est un groupe pour la composition des applications. Est-il
abélien ?

3°) Soient H l'ensemble des éléments de G de la forme /a,o et K l'ensemble
des éléments de G de la forme fij.

Montrer que :

a) Tout élément de G peut s'écrire comme composé d'un élément de H par un
élément de K.

b) H est un sous-groupe de G isomorphe à R+ = {x G E : x > 0}.

c) K est un sous-groupe distingué de G isomorphe à R

H. Soit K un corps commutatif.

Io) Montrer qu'il existe un homomorphisme unique / de l'anneau Z dans l'an-
neau K tel que / ( l ) = 1.

2°) Montrer que le noyau de / est un idéal / de Z tel que, quels que soient
x, y G Z, la relation xy £ I implique x e I ou y e I.

En déduire que / = {0} ou / = pZ. où p est un nombre premier.

3°) On pose K' = / (Z) . Démontrer que :

a) Si I = {0}, alors K' est un sous-anneau de K ;

b) Si I = pZ, alors K' est un sous-corps de K.

4°) Montrer que si A est un sous-anneau de K, K' est inclus dans A.

DUES MPI, Abidjan, Janvier 1986

I. Soient E et F deux espaces vectoriels sur un même corps commutatif. On
dit qu'une application linéaire / : E —• F est triviale si f(x) = 0 pour tout
xeE.

Io) Soit / G C(E, F). Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

a) / est triviale.
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b) Ker(/) =

c) Im(/) =

= E.

{0}.

2°) Etant donnée une suite

h
Ei — • E%

h
£3 > . . . • En

fn
En+l

d'espaces vectoriels sur un même corps commutatif et d'applications linéaires
fk : Ek —• Ek+\, on dit que cette suite est exacte si pour 1 < jfc < n, on a

Im(/ifc) = Ker(/fc+1).

On note {0} l'espace vectoriel réduit à 0.

a) Montrer que si E\ — {0} (resp.£n+i = {0}), /i(resp./„) est l'applicaion
triviale que l'on n'écrira pas dans la suite.

b) Donner les conditions nécessaires et suffisantes pour que les suites suivantes
soient exactes

{0} —y E —->• F

E -L F —> {0}

{0}^E L F-^ {0}

3°) Soit Ei un sous-espace vectoriel de E. Montrer que la suite

{0} — Ei M E ^U E¡Ei —» {0}

(où j est l'injection canonique et n la surjection canonique) est exacte.

4°) Soit

{0} _ E -^ £/K e r ( / ) -L f(E) - ^ F — {0},

la suite de décomposition canonique de l'application linéaire / : E —> F.
Est-elle exacte ?

H. Soit:
/ l 1 IX

A= 0 1 1
\0 0 1 /

Io) Calculer An pour n entier > 1. (On pourra écrire A = 73 + B, où 73 désigne
la matrice unité d'ordre 3.)

2°) Soient (xn), (yn) et (zn) trois suite définies par les relations
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xn = xn-i + yn-\ + zn-\
Vn = 2/n-l + Zn-\
Zn = Zn-l

et la donnée de xo, yo, ZQ.
Calculer xn, yn, zn en fonction de xo, J/Ö , ZQ et de n.

DUES MPI, Abidjan, Mars 1986

I. Soit A un anneau (unitaire), 1 son élément unité. On appelle dérivation de A
toute application d de A dans A telle que

a) d(x + y) = d(x) + d(y)

b) d(xy) = d(x)y + xd(y) q u e l s q u e s o i e n t x , y £ A .

Io) Montrer que la dérivation ordinaire des polynômes à coefficients réels est
une dérivation de ~R[X],

2°) Soient di et d2 deux dérivations de A.

a) Montrer que di + di est une dérivation de A.

b) L'application diod2 est-elle une dérivation de A?
Montrer que l'application [di, d2] = d\od2 — d2od\ est une dérivation de A.

3°) On suppose désormais que A est commutatif. On pose d° = lA, d1 = d et
par récurrence sur n, dn = dodn~1. Montrer que l'on a

<P(xy) =
k=0

quels que soient x,y £ Aetn G N

4°) On suppose désormais que A est intègre et de caractéristique p. Montrer
que dp est une dérivation de A.

DUES MPI, Abidjan, Juin 1986 (extrait)

6
I. On note C le corps des nombres complexes et E celui des nombres réels.

Io) Montrer que l'ensemble G des matrices g = ( T - ) à coefficients com-
\b a)

plexes tels que \a\2 - \b\2 = 1 est un groupe multiplicatif.
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Montrer que G = {g G M2(€) : g*Jg = J et àét(g) = 1} où

J = ( J e t o ù 0 * = 'i? est l'adjointe de g.

2°) Soit.0 = { Î Ê C : \z\ < 1}. Pour tout 0 G G et pour tout z G A o n pose

OZ + 6

bz + a

Montrer que ipg est une application de D dans D et que l'application gi—• ipg

est un homomorphisme. Trouver le sous-groupe K de G tel que ^ (0) = 0 pour
tout g e K.

3°) On pose

et on considère l'automorphisme intérieur de GL(2, C) défini par a(g) =
CgC-\

Montrer que <r(g) G G si et seulement si g appartient au groupe multipli-

catif G' formé des matrices ( <• 1, où oc, ß, y, 6 sont réels et vérifient

ot6-yß=l.

Quelle est l'image par <r du sous-groupe N de G' formé des matrices de la

forme ( Y

H. On se donne trois nombres réels différents a, 6, c et le polynôme en X :

En considérant le système d'équations

{
x + ay + a2z + a3 = 0

x + by + b2z + 63 = 0

montrer que P(X) est divisible par le polynôme (X — a) (X — b) (X — c).

En déduire la solution du système (1). Retrouver cette solution par une
méthode directe.

DUES MPI, Abidjan, Septembre 1986
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1

I. Soit A un anneau commutatif unitaire. Soient I et J deux idéaux de A. On
pose

I + J = {x + y : x e Iety e J}.

Io) Montrer que:

a) I + J et / n J sont des idéaux de A.

b) J + J — A si et seulement si, il existe a € /, il existe b e J tels que a + b = 1.

2°) On note

ÍIJ = la
l
Í= l
l <=i J

Montrer que IJ est un idéal de A et que IJ C / n J.

n . Soit A un anneau. Quels que soient x, y G A, on pose

[x,j/] = xy-yx.

Io) Démontrer l'identité:

[x, [y, «]] + [y, [*, *]] + [z, [x, y]] = 0.

2°) On considère des éléments x,y,h vérifiant les relations

[ft, x] = 2x, [h, y] = -2y, [x, y] = h.

Etablir les formules [ft, arn] = 2nxn, [h, yn] = -2nyn.

3°) Soit a un élément de A. On considère l'application u de A dans A donnée
par

u(x) = [a, x] pour tout x € A.

Montrer que si a2 = 0, on a u3(x) = 0 pour tout x £ A, et que si a3 = 0, on
a u5(x) = 0 pour tout x e A.

Montrer que l'on a:

n
un(x) = ^2 (-l)kC*an-kxak pourtouta; G A.

i=o

DUES MPI, Abidjan, Février 1987 (extrait)
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8

I. Soit M„(E) l'algèbre des matrices carrées d'ordre n à coefficients réels. On
note Tr(A) la trace de la matrice A € Mn(R).

1 °) a) Montrer que l'application A i—> Tr(A) est une forme linéaire sur Mn (E)
et que Tr(AB) = Tr(BA) quelles que soient A et B dans Mn (E).

b) Montrer que Tr(P~lAP) = Tr(A) si A e MnÇR) et P E GL(n,]R). En
déduire que si E est un E-espace vectoriel de dimension finie n, B une base de E
et u e C{E), la trace de la matrice de u par rapport à la base B est indépendante
de cette base.

2°) Si A et B sont deux éléments de M„(E), on pose [A, B] = >1S - BA.

Montrer que

a) [A, A] = 0 et [B, A] = -[A, B].

b) [A, [B, C]} + [B, [C, A]] + [C, [A, B)] = 0.

c) Que vaut Tr ([A, B]) ?

3°) Soit A une matrice fixée dans Mn(E). On pose
f(X) = [A, X] pour toute matrice X e M„(E).

Montrer que / est un endomorphisme de M„(E) et que

f([X,Y]) = [f(X),Y] + [X,f(Y)}
quelles que soient X etY dans M„(E). (On pourra utiliser 2°), b)).

4°) a) Montrer que l'ensemble F des matrices carrées réelles d'ordre 2 de trace
nulle est un espace vectoriel de dimension 3 dont une base est formée des matrices

- C -:)• - C ) ( )
b) Montrer que si A et B sont dans F, alors [A, B] e F.

c) Ecrire la matrice de l'endomorphisme / du 3°) par rapport à la base (/, J, K).

n . Soit z un nombre complexe non nul. On pose x = z + -.

Io) Montrer que pour tout entier n > 0, zn + — est un polynôme Pn{x) de
degré n en x à coefficients entiers et que pour n > 2, on a la relation

Pn - i P n . i + Pn_2 = 0.
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2°) On suppose que x = 2coso, où 6 est un nombre réel. Calculer la valeur
de Pn(X). En déduire que pour - 2 < x < 2 et pour tout n > 2, on a

(4 - x2)P^' - xP'n + n2Pn = 0.

DUES MPI, Abidjan, Juin 1987

I. On considère le polynôme P à coefficients dans E défini par :

P(a;) = a ; 4 -2a ; 2 cos2oc+l , où oc£ E.

Io) Déterminer les racines de P(x) dans C. En déduire la décomposition de P(x)
en produits de polynômes irréductibles de €.[x],

2°) Donner la décomposition de P(x) en produits de polynômes irréductibles
deE[z]. (On pourra discuter, suivant les valeurs de oc, le nombre des racines
réelles de P(x)).

x2

3°) On considère F(x) définie par: F(x) = —.——= - . Donnerv ' v ' x4 -2x2 cos 2 a +1
la décomposition de F(x) en éléments simples dans R (Plusieurs cas sont à
considérer. On utilisera la question 2°/).

4°) Calculer le P.G.C.D. des polynômes P et Q, où Q est défini par :

Q(x) = x 8 - 2 a ; 4 c o s 4 o c + l .

H. On considère l'équation (Ei) : x2 - bx + c = 0, où x est l'inconnue, 6 et c
étant deux éléments de Z vérifiant 62 — 4c < 0.

oc étant un élément de C, on définit Z « , ensemble des nombres complexes
de la forme z = p + q oc, où p et q sont des éléments de Z

Io) Montrer que si a est racine de (Ei ) alors Z« est un sous-anneau de C muni
des opérations usuelles et que GK, ensemble des éléments de Z« inversibles
pour la multiplication, est un groupe multiplicatif.

2°) Si oc et ôc sont les 2 racines de (£ i ) montrer que Z« = Z« .

3°)Onconsidèrerapplication/deZocdans]Ndéfiniepar:V2; eZoc,/(z) = \z\2

(où \z\ désigne le module de z). Soit oc une racine de (Ei).
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Montrer que si z = p + q oc, alors f(z) = p2 + bpq + cq2. Quelle est l'image
par / du groupe GK ?

En déduire que si z = p + q oc est un élément de G«, alors on a :

0 < qz(4c - 62) < 4

(on pourra considérer l'équation (£2) : x2 + bqx + cq2 — 1 = 0 qui admet p
pour racine dans Z).

4°) Quelles sont les valeurs possibles de b2 — 4c? En déduire la détermination
des éléments du groupe G« suivant les valeurs de b2 — 4c.

DUES MPI, Abidjan, Septembre 1987 (extrait)

10
I. Soient G un groupe noté multiplicativement et A une partie de G. On appelle
centralisateur de A dans G, l'ensemble C{A) des x G G tels que xa = ax
pour tout a 6 A. On appelle normalisateur de A dans G, l'ensemble N(A) des
x G G tels que xAx'1 = A

Io) Montrer que C(A) est un sous-groupe distingué de G et que N(A) est un
sous-groupe de G.

2°) Pour tout a fixé dans G, on considère l'application fa : G —• G définie par
fa{x) = axa'1. On note G' l'ensemble des applications de la forme / „ .

a) Montrer que G' est un groupe pour la composition des applications.

b) Montrer que a 1—* fa est un homomorphisme de G sur G'. Quel est son
noyau ?

c) En déduire que G' est isomorphe à G/C où G est le centralisateur de G.

H. Soit A un anneau. On dit qu'un élément x e A est nilpotent s'il existe un
entier n > 1 tel que x" = 0.

Io) Montrer que, si A ne possède pas de diviseur de zéro, le seul élément nilpotent
de A est 0.

2°) Montrer que, si deux éléments nilpotents x et y de A commutent, alors x + y
et xy sont nilpotents (pour x + y, on utilisera la formule du binôme avec un
exposant convenable).

3°) Montrer que si deux éléments a et b de A commutent, on a

an-bn = (a- b) (an~l + an~2b +••• + abn~2 + ò""1)

pour tout entier n > 1.
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En déduire que si x est un élément nilpotent de A, alors 1¿ - x est inversible
dans A et déterminer (lA - x)~l.

DUES MPI, Abidjan, Février 1988 (extrait)

11
I. Soit (ci,e2, e3) la base canonique de E3 et soit u Fendomorphisme de E3

défini par:

u(e\ ) = — e2 — e3 sin 9

u(e2) = ei + e3 cos 6

u(e3) = - e i sin ö + e2 cos Ö

où 0 est un nombre réel donné.

Io) Ecrire la matrice A de « par rapport à la base (ei, e2, e^). Calculer A3 et en
déduire que u3 = 0.

2°) A tout nombre réel t, on associe l'endomorphisme /* de E3 défini par

t2
2ft = Id + tu +

où Id désigne l'application identique de K3.

Montrerquepourtoutcouple^f^denombresréels.ona ftoff = ft+f-

Que peut-on en déduire pour la structure de 1 ' ensemble des endomorphismes ft,
lorsque t parcourt E ?

3°)Onpose e[ = t\ coso + e2 sino, e'2 = u(ei), e^ = w(e2).

a) Montrer que (ei, e2, e3) est une base de E3.

b) Déterminer la matrice M de u par rapport à la base (e[, e'2, e3).

n.Onpose Pn(X)= ll + —j - i l - — J
où n est un entier > 0.

Factoriser Pn(X) dans C[X].

DUES MPI, Abidjan, Juin 1988 (extrait)
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12
I. Soient / : E —• F et g : F —• G deux applications.

Io) Montrer les implications :

gof injective = > / injective

gof surjective =>• g surjective.

2°) En déduire que, s'il existe deux applications s et h de F dans E telles que

sof = id E et foh = id F alors s = h.

H. Soit G l'ensemble des couples (a, 6) de nombres rationnels non simultanément
nuls.

On définit la loi * de la façon suivante: pour (a, 6) e G et (a', 6') 6 G on
pose

(a, 6) * (a', 6') = (aa' - 366', ab' + a'b).

1°) Montrer que * est une loi de composition interne dans G.

2°) Etudier les propriétés de * dans G. Quelle est la structure de (G, *) ?

3°) Soit K = {x£ F /3(a , 6) € Q x Q, (a, 6) ± (0,0) et x = a + 6^3}. K est
muni de la multiplication des réels.

Quelle est la structure de (K, x) ?

4°) On considère / : (G, *) —• (K, x) définie par

/ ((a, 6)) = a + bVÏ. f est-il un morphisme?

m . Soit A un anneau commutatif et soit £ l'ensemble des idéaux de A. Pour
/ G £ et J e £, on pose :

i*j = {xeA/\/jeJ, j-xei).

Le problème se propose d'étudier quelques propriétés de la loi *.

- A -

Io) Montrer: V7 e £, V7 e (, ICl*J.
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2°) Pour 7 G £ déterminer

a) 1*1.

b)I*A.

c)I*(0).

3°) Montrer que * est une loi de composition interne dans f.

- B -

Dans toute la partie - B - , on se placera dans le cas particulier où l'anneau A
est égal à ~Z.

Io) Soient p et q deux nombres premiers entre eux. Montrer que :

pZ. * àZ. = pZ.

2°) Soient m et n deux entiers naturels, non nuls, tels que m soit un multiple
de n. Montrer que riZ * rriZ = A.

3°) a) La loi * est-elle commutative?

b) La loi * est-elle associative?

- C -

Dans la partie - C - , A est un anneau commutatif quelconque.

Montrer que VJ G £, VJ G £, V# G f

Io) 7 • (J + K) = (7 • J) n (/ * tf).

2°) (IDJ)*K = (I*K)n(J* K).

DUES MPI, Abidjan, Février 1989

13

I. On note C [X] l'algèbre des polynômes à coefficients complexes. Si

P = ao + alX+-+apX
p

est un élément de t[X] et si A est une matrice carrée d'ordre n à coefficients
complexes, on pose
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où / désigne la matrice unité d'ordre n. On dit qu'un polynôme P de €[X] est
annulateur de la matrice A si P{A) est la matrice nulle.

. Io) Montrer que l'ensemble Mn(C) des matrices carrées d'ordre n à coefficients
complexes est un espace vectoriel de dimension n2.

Montrer que toute matrice A de Mn(£) admet un polynôme annulateur non
nul. (On pourra considérer les n2 + 1 matrices I, A, A2,..., A"2.)

2°) Soit A un élément de M„(C). Montrer que l'application <p : €[X] —>
Mn(C) définie par <p(P) = P(A) est un homomorphisme d'algèbres dont
l'image est une sous-algèbre commutative de Mn(C) et dont le noyau est l'en-
semble des polynômes annlateurs de A.

3°) On appelle polynôme minimal de la matrice A 6 M„(C) le polynôme
unitaire annulateur de A de plus bas degré. Montrer qu'il est unique.

4°) Soit A une matrice de M„(C) et soit P le polynôme minimal de A. Montrer
que A est inversible si et seulement si P(0) ^ 0.

Montrer qu'un polynôme Q e €[X] est annulateur de A si et seulement si P
divise Q.

DUES MPI, Abidjan, Juin 1989 (extrait)

14
I. Rappeler la définition d'un anneau principal. Soit K un corps commutatif ;
montrer que l'anneau K[X] est principal.

n . Dans tout le problème, on note H = C x C, où C désigne le corps des nombres
complexes. Si h = (a, oc) e H et h' = (6, /?) G H, on pose :
h + h' = (a + 6, oc +/?), h • h' = (a, a ) • (b, ß) = (ab- oc /?, a/?+ a 6) où I
désigne le nombre complexe conjugué de z.

Io) Montrer que (H, +) est un groupe abélien, que (1,0) est l'élément neutre
pour la multiplication et que (H, +, •) est un anneau. Est-il commutatif?

2°) Montrer que l'application $ : C —• H définie par $(a) = (a,0) est un
homomorphisme injectif d'anneaux. En déduire que l'ensemble des éléments
de H de la forme (a, 0) est un corps isomorphe à C. Dans la suite on identifiera
le nombre complexe z et l'élément (z, 0) de H.

Calculer (oc, 0) • (0,1) et en déduire que tout élément (a, oc) de H s'écrit de
façon unique (a, oc) = a-f- oc u>, avec w = (0,1).

Calculer u2 puis montrer que ua = âu pour tout a e C.

285



COURS D'ALGÈBRE

3°) Soit Z(H) le centre de H. Montrer qu'un élément h = a+ oc u de H
appartient à Z(H) si et seulement si a e K et oc= 0.

4°) On définit le conjugué d'un élément h = a+ oc w de H en posant:
h = 3— oc w.

Montrer que, quel que soit (h, h') e H2, on a: h + h' = h + h' ; h = h et
/i • Ä' = /i' • h.

Pour h e H,on pose N(h) = h-Ti. Montrer que :N(h) = hh = aâ+ oc 5c
et que AT(/i) > 0 pour tout h dans H. A quelle condition a t-on AT(ft) = 0 ? En
déduire que H est un corps non commutatif.

5°) En utilisant la relation: V(A, A') EH2, h • h' = h' • h, montrer que
N(h • h') = AT(ft) • JV(Ä'). En déduire que l'ensemble G des éléments de H tels
que iV(/i) = 1 est un groupe multiplicatif.

IH. P est un plan affine rapporté à un repère R = (0, i, j). On rappelle que
l'équation cartésienne d'une droite D de P est de la forme D : ux + vy + h = 0
où u et v ne sont pas tous les deux nuls.

A est la droite d'équation x = 0 et on note P' = P - A. Dans P on définit
la loi de composition interne, notée * par : si M a pour coordonnées (x, y), M'
a pour coordonnées («', y1), alors M * M' est le point de P de coordonnées
(xx^xy1 + y).

Io) a) Montrer que la loi * est associative dans P.

b) Montrer qu'il existe un point E de P élément neutre pour *.

2°) Déterminer l'ensemble des points M de P qui admettent un symétrique pour
la loi *. Ce symétrique, s'il existe sera noté M~l. Déterminer les coordonnées
de M " 1 en fonction de celles de M.

3°) Quelle est la structure de (P ; , *) ?

4°) Soit A un point de P fixé, de coordonnées (a, 6) et soit HA l'ensemble des
points de P ' qui commutent avec A, c'est-à-dire: HA = {M G P'/A * M =
M* A}.

a) Déterminer l'équation cartésienne de HA.

b) Dans quel cas a-t-on HA = P"i

c) On suppose désormais que A est tel que HA ¿ P'. Quelle est la nature de HA ?
Montrer que (HA , *) est un sous-groupe commutatif de (P ' , *).

DUES MPI, Abidjan, Février 1990
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