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Définition 1.1

Soit M un ensemble. Une loi de composition interne (Ici) sur M est
une application | : M x M — M.
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Définition 1.1
Soit M un ensemble. Une loi de composition interne (Ici) sur M est
une application | : M x M — M. Notations possibles :

xoy i=1(x,y), xxy :=1(x,y), xy = 1l(x,y), x+y :=1(x,y) ...
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Définition 1.1
Soit M un ensemble. Une loi de composition interne (Ici) sur M est
une application | : M x M — M. Notations possibles :

xoy i=1(x,y), xxy :=1(x,y), xy = 1l(x,y), x+y :=1(x,y) ...

Sur un ensemble fini on peut définir une Ici a I'aide d'un tableau.
Sur un ensemble a trois éléments M = {a, b, c} une Ici o sera
définie par un tableau de la forme

o] a [ b [ c |
allaoalaob| aoc
bl boa|bob| boc
cllcoalcob|coc
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Par exemple la Ici définie par le tableau

H

0|o| v
0| o
o |0 T
Olo |0

est I'application / : {a, b, c} x {a, b, c} — {a, b, c} donnée par
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Par exemple la Ici définie par le tableau

H

o |0 T
Ol |0

0|0 L
0|0 L

est I'application / : {a, b, c} x {a, b, c} — {a, b, c} donnée par

I(a,a) = a, I(a,b) = b, I(a,c) =c, I(b,a)=b, I(b,b) =c,
I(b,c) = a, I(c,a) =c, I(c,b) =b, I(c,c) =c.
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Définition 1.2
Une loi de composition interne o : M x M — M est dite

©® commutative, si x oy = y o x pour tous x, y € M,
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Définition 1.2
Une loi de composition interne o : M x M — M est dite

©® commutative, si x oy = y o x pour tous x, y € M,

@ associative, sixo(yoz) = (xoy)oz pourtousx,y, ze M.
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Définition 1.2

Une loi de composition interne o : M x M — M est dite

©® commutative, si x oy = y o x pour tous x, y € M,

@ associative, sixo(yoz) = (xoy)oz pourtousx,y, ze M.

Définition 1.3

Soit (M, o) un ensemble muni d’une loi de composition interne. Un

élément e € M s'appelle élément neutre (pour la Ici o) si
eox = xo0e=x pour tout x e M.
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Définition 1.2

Une loi de composition interne o :

M x M — M est dite

©® commutative, si x oy = y o x pour tous x, y € M,

@ associative, sixo(yoz) = (xoy)oz pourtousx,y, ze M.

Définition 1.3
Soit (M, o) un ensemble muni d’une loi de composition interne. Un

élément e € M s'appelle élément neutre (pour la Ici o) si
eox = xo0e=x pour tout x e M.

Est-ce que la Ici {a, b, c} définie par le tableau (1) est
commutative ? Est-ce qu'elle est associative ? Est-ce qu'elle admet
un élément neutre ? Si oui, lequel ?

Andrei Teleman Théorie des groupes



Définition. Reégles de calcul. Morphismes. Sous-groupes
Définition. Exemples. Régles de calcul
Morphismes. Sous-groupes

Remarque 1.4

Si un élément neutre existe, il est unique.
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Remarque 1.4

Si un élément neutre existe, il est unique.

Dém: En effet, soient e, e; deux éléments neutres pour la loi de
composition interne o. Alors

eoce =€, €0€1 = ¢€,
ol d'abord on a utilisé le fait que e est élément neutre, puis le fait
que e; est élément neutre. Donc e = €. [ ]
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Remarque 1.4

Si un élément neutre existe, il est unique.

Dém: En effet, soient e, e; deux éléments neutres pour la loi de
composition interne o. Alors

eoce =€, €0€1 = ¢€,
ou d'abord on a utilisé le fait que e est élément neutre, puis le fait
que e; est élément neutre. Donc e = €. [ ]

Définition 1.5
Soit (M, o) un ensemble muni d’une loi de composition interne,
soit e € M un élément neutre pour o et soit a€ M.
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Remarque 1.4

Si un élément neutre existe, il est unique.

Dém: En effet, soient e, e; deux éléments neutres pour la loi de
composition interne o. Alors

eoce =€, €0€1 = ¢€,
ou d'abord on a utilisé le fait que e est élément neutre, puis le fait
que e; est élément neutre. Donc e = €. [ ]

Définition 1.5
Soit (M, o) un ensemble muni d’une loi de composition interne,
soit e € M un élément neutre pour o et soit a€ M. Un élément
symétrique de a est un élément 3’ € M tel que

doa=aocd =e
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Remarque 1.6

Supposons que o admet un element neutre e et est associative.
Soit ae M. Si a admet un élément symétrique, alors il est unique.
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Remarque 1.6

Supposons que o admet un element neutre e et est associative.
Soit ae M. Si a admet un élément symétrique, alors il est unique.

Dém: Soient a’ et a” éléments symétriques de a € M. Alors

d=doce=30(acd")=(doca)od" =ecd =3".
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Remarque 1.6

Supposons que o admet un element neutre e et est associative.
Soit ae M. Si a admet un élément symétrique, alors il est unique.
Dém: Soient a’ et a” éléments symétriques de a € M. Alors

d=doce=30(acd")=(doca)od" =ecd =3".

Définition 1.7
Un groupe est un couple (G, o), ou o est une Ici sur G telle que :

@ o est associative.
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Remarque 1.6

Supposons que o admet un element neutre e et est associative.
Soit ae M. Si a admet un élément symétrique, alors il est unique.

Dém: Soient a’ et a” éléments symétriques de a € M. Alors

d=doce=30(acd")=(doca)od" =ecd =3".

Définition 1.7
Un groupe est un couple (G, o), ou o est une Ici sur G telle que :
© o est associative.

@® o admet un élément neutre e € G.
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Remarque 1.6

Supposons que o admet un element neutre e et est associative.
Soit ae M. Si a admet un élément symétrique, alors il est unique.

Dém: Soient a’ et a” éléments symétriques de a € M. Alors

d=doce=30(acd")=(doca)od" =ecd =3".

Définition 1.7

Un groupe est un couple (G, o), ou o est une Ici sur G telle que :
© o est associative.
© o admet un élément neutre e € G.

© Tout ae€ G admet un symétrique a’ € G par rapport 3 o.
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Remarque 1.6

Supposons que o admet un element neutre e et est associative.

Soit ae M. Si a admet un élément symétrique, alors il est unique

Dém: Soient a’ et a” éléments symétriques de a € M. Alors
d=doe=30(a0d)=(doa)od" =ecd" =3".

Définition 1.7

Un groupe est un couple (G, o), ou o est une Ici sur G telle que :

© o est associative.

© o admet un élément neutre e € G.

© Tout ae€ G admet un symétrique a’ € G par rapport 3 o.
Si G est fini, card(G) s'appelle I'ordre du groupe, noté |G]|.
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Définition 1.8
Un groupe (G, o) est dit commutatif (ou abélien) si o est
commutative, donc si x oy = y o x pour tous les x, y € G.
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Définition 1.8
Un groupe (G, o) est dit commutatif (ou abélien) si o est
commutative, donc si x oy = y o x pour tous les x, y € G.

Un singleton {e} admet une seule Ici o et ({e}, o) est évidemment

un groupe abélien. Un tel groupe s'appelle groupe trivial.
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Définition 1.8
Un groupe (G, o) est dit commutatif (ou abélien) si o est
commutative, donc si x oy = y o x pour tous les x, y € G.

Un singleton {e} admet une seule Ici o et ({e}, o) est évidemment
un groupe abélien. Un tel groupe s'appelle groupe trivial.

(Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+), (R",+) sont des groupes abéliens.
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Définition 1.8
Un groupe (G, o) est dit commutatif (ou abélien) si o est
commutative, donc si x oy = y o x pour tous les x, y € G.

Un singleton {e} admet une seule Ici o et ({e}, o) est évidemment

un groupe abélien. Un tel groupe s'appelle groupe trivial.

(Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+), (R",+) sont des groupes abéliens.

Exemple 1.4
({£1},-), (Q*,-), (R*,-), (C*,-) sont des groupes abéliens.
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Soit n € N*. Le couple (Z,,+) est un groupe abélien. Son élément
neutre est la classe [0], = nZ et I'élément symétrique d'une classe
[k]n € Z,, par rapport a I'addition est la classe [—k],.
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Soit n € N*. Le couple (Z,,+) est un groupe abélien. Son élément
neutre est la classe [0], = nZ et I'élément symétrique d'une classe
[k]n € Z,, par rapport a I'addition est la classe [—k],.

Exemple 1.6

Soit n = 2. (Zp,-) admet un élément neutre, a savoir la classe [1],,
mais n'est pas un groupe, parce que la classe [0], € Z, n'est pas
inversible par rapport a la multiplication.
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Soit n € N*. Le couple (Z,,+) est un groupe abélien. Son élément
neutre est la classe [0], = nZ et I'élément symétrique d'une classe
[k]n € Z,, par rapport a I'addition est la classe [—k],.

Exemple 1.6

Soit n = 2. (Zp,-) admet un élément neutre, a savoir la classe [1],,
mais n'est pas un groupe, parce que la classe [0], € Z, n'est pas
inversible par rapport a la multiplication.

La multiplication définit une Ici sur le sous-ensemble Z) < Z, et
(Z),-) est un groupe. Le symétrique de £ € Z,¢ est la classe

n € Z) qui satisfait {n = [1],. Une telle classe existe par la
définition de Zj;.
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(GL(n,R),-) ou GL(n,R) := {Ae€ M, ,(R)| det(A) # 0} est
I'ensemble des matrices carrées de taille n inversibles, ensemble

muni de la multiplication matricielle est un groupe, qui pour n > 2
est non-abélien. L'élément neutre de GL(n, R) est la matrice unité
d’ordre n notée /,,.
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(GL(n,R),-) ou GL(n,R) := {Ae€ M, ,(R)| det(A) # 0} est
I'ensemble des matrices carrées de taille n inversibles, ensemble

muni de la multiplication matricielle est un groupe, qui pour n > 2
est non-abélien. L'élément neutre de GL(n, R) est la matrice unité
d’ordre n notée /,,.

Exemple 1.8 (Le groupe des permutations d'un ensemble)

Soit M un ensemble. On désigne par &(M) I'ensemble des
applications bijectives f : M — M.
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(GL(n,R),-) ou GL(n,R) := {Ae€ M, ,(R)| det(A) # 0} est
I'ensemble des matrices carrées de taille n inversibles, ensemble

muni de la multiplication matricielle est un groupe, qui pour n > 2
est non-abélien. L'élément neutre de GL(n, R) est la matrice unité
d’ordre n notée /,,.

Exemple 1.8 (Le groupe des permutations d'un ensemble)

Soit M un ensemble. On désigne par &(M) I'ensemble des
applications bijectives f : M — M.

Si on munit §(M) de la composition des bijections, on obtient un
groupe (&(M), o) qui s'appelle le groupe symétrique ou le groupe
des permutations de M.
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(GL(n,R),-) ou GL(n,R) := {Ae€ M, ,(R)| det(A) # 0} est
I'ensemble des matrices carrées de taille n inversibles, ensemble

muni de la multiplication matricielle est un groupe, qui pour n > 2
est non-abélien. L'élément neutre de GL(n, R) est la matrice unité
d’ordre n notée /,,.

Exemple 1.8 (Le groupe des permutations d'un ensemble)

Soit M un ensemble. On désigne par &(M) I'ensemble des
applications bijectives f : M — M.

Si on munit §(M) de la composition des bijections, on obtient un
groupe (&(M), o) qui s'appelle le groupe symétrique ou le groupe
des permutations de M. L'élément neutre de ce groupe est idy, et
I'élément symétrique de f € G(M) est I'application réciproque f 1.
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Si M est fini de cardinal n, alors |&G(M)| = n!.
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Si M est fini de cardinal n, alors |&G(M)| = n!.

On désigne par &, le groupe des permutations de {1,2,...,n}. &,
s'appelle le groupe symétrique d'indice n et un élément de &,
s'appelle permutation de degré n.
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Si M est fini de cardinal n, alors |&G(M)| = n!.

On désigne par &, le groupe des permutations de {1,2,...,n}. &,
s'appelle le groupe symétrique d'indice n et un élément de &,
s'appelle permutation de degré n. On a donc

|Gnl =n!.
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Si M est fini de cardinal n, alors |&G(M)| = n!.

On désigne par &, le groupe des permutations de {1,2,...,n}. &,
s'appelle le groupe symétrique d'indice n et un élément de &,
s'appelle permutation de degré n. On a donc

|Gnl =n!.

Une permutation o € &, s'écrit sous la forme

(1 2 ... n)
g = . . .
n I ... In

ot is € {1,...,n} est I'image de s € {1,2,...,n} par la bijection
considérée.
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Si M est fini de cardinal n, alors |&G(M)| = n!.

On désigne par &, le groupe des permutations de {1,2,...,n}. &,
s'appelle le groupe symétrique d'indice n et un élément de &,
s'appelle permutation de degré n. On a donc

|Gnl =n!.

Une permutation o € &, s'écrit sous la forme

(1 2 ... n)
g = . . .
n I ... In

ot is € {1,...,n} est I'image de s € {1,2,...,n} par la bijection
considérée. Puisqu'il s'agit d’'une application injective on a is # iy
pour t # s.
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Notons que
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Notons que

= N

i N L
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Notons que
1 2 1 2
e-{(12) (1)}
& 1 2 3 1 2 3 1 2 3
37 \123)\213)"\132)
1 2 3 1 2 3 1 2 3
32 1)° 2 3 1)7\3 12 '
G5 est abélien, &, est non-abélien pour n > 3. Pourquoi?
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10

Notons que

G5 est abélien, &, est non-abélien pour n > 3. Pourquoi?
Dans la liste des éléments de &3 le 2me, 3me et 4me élément sont

des transpositions (ou 2-cycles), i.e. des permutations qui
échangent deux éléments, laissant inchangés les autres.
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10

Notons que

G5 est abélien, &, est non-abélien pour n > 3. Pourquoi?

Dans la liste des éléments de &3 le 2me, 3me et 4me élément sont
des transpositions (ou 2-cycles), i.e. des permutations qui
échangent deux éléments, laissant inchangés les autres. Le 5me et
le 6me élément sont des 3-cycles.
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Exemple 1.9

Soit (Gi1,0), (Ga, *) deux groupes. Leur produit direct est le
groupe (Gy x Gy, -) ou la loi de composition interne - sur le produit
cartésien G; x G est donnée par la formule

(gl)gZ) ’ (hl) h2) = (gl O h17g2 * h2) °
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11

Exemple 1.9

Soit (Gi1,0), (Ga, *) deux groupes. Leur produit direct est le
groupe (Gy x Gy, -) ou la loi de composition interne - sur le produit
cartésien G; x G est donnée par la formule

(gl)gZ) ’ (hl) h2) = (gl O h17g2 * h2) °

Montrer que (G1 x Gp,-) ainsi défini est bien un groupe.
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11

Exemple 1.9

Soit (Gi1,0), (Ga, *) deux groupes. Leur produit direct est le
groupe (Gy x Gy, -) ou la loi de composition interne - sur le produit
cartésien G; x G est donnée par la formule

(gl)gZ) ’ (hl) h2) = (gl O h17g2 * h2) °

Montrer que (G; x Gp,-) ainsi défini est bien un groupe.
De la méme maniére on définit la produit direct ><f-<:1 G; de k
groupes Gy, ..., G.
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Exemple 1.9

Soit (Gi1,0), (Ga, *) deux groupes. Leur produit direct est le
groupe (Gy x Gy, -) ou la loi de composition interne - sur le produit
cartésien G; x G est donnée par la formule

(gl)gZ) ’ (hl) h2) = (gl O h17g2 * h2) °

Montrer que (G; x Gp,-) ainsi défini est bien un groupe.
De la méme maniére on définit la produit direct ><f-<:1 G; de k
groupes Gy, ..., G.

La théorie de groupes a été introduite en mathématiques par
Evariste Galois, un mathématicien francais génial, qui est mort en
1832 a 20 ans, suite a un duel.
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Soit (G, o) un groupe.
Définition 1.9
Pour un élément x € G et n € Z on pose :

xoxo...ox si n>0
- —— 7

n n fois
x" = .
e si n=0
(x")ln! si n<O.
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Soit (G, o) un groupe.
Définition 1.9
Pour un élément x € G et n € Z on pose :

xoxo...ox si n>0
- —— 7

X" = n fois )
e si n=0

(x")ln! si n<O.

1

En particulier on a x~! = x/, donc on pourra utiliser la notation

x~1 au lieu de x'.
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Proposition 1.10 (Reégles de calcul dans un groupe)
Soit (G, o) un groupe.

@ Pourtousx,ye Gona(xoy) =y ox.
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Proposition 1.10 (Reégles de calcul dans un groupe)

Soit (G, o) un groupe.
@ Pourtousx,ye Gona(xoy) =y ox.

@ Pour tous x e G, neZ on a (x") = (x')" = x"".
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Proposition 1.10 (Reégles de calcul dans un groupe)

Soit (G, o) un groupe.
@ Pourtousx,ye Gona(xoy) =y ox.
@ Pour tous x e G, neZ on a (x") = (x')" = x"".

© Pourtousxe G, m,neZ onax"ox™=x"*tm
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Proposition 1.10 (Reégles de calcul dans un groupe)

Soit (G, o) un groupe.
@ Pourtousx,ye Gona(xoy) =y ox.
@ Pour tous x e G, neZ on a (x") = (x')" = x"".
n+m

© Pourtousxe G, m,neZ onax"ox™=x

@ Pour tous x e G, m, ne Z on a (x™)" = x™".
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Proposition 1.10 (Reégles de calcul dans un groupe)

Soit (G, o) un groupe.
@ Pourtousx,ye Gona(xoy) =y ox.
@ Pour tous x e G, neZ on a (x") = (x')" = x"".
n+m

© Pourtousxe G, m,neZ onax"ox™=x

@ Pour tous x e G, m, ne Z on a (x™)" = x™".

Dém: 1. Nous vérifions que y’ o x” satisfait aux propriétés qui
caractérisent |'élément symétrique de x o y.
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Proposition 1.10 (Reégles de calcul dans un groupe)

Soit (G, o) un groupe.
@ Pourtousx,ye Gona(xoy) =y ox.
@ Pour tous x e G, neZ on a (x") = (x')" = x"".
n+m

© Pourtousxe G, m,neZ onax"ox™=x

@ Pour tous x e G, m, ne Z on a (x™)" = x™".

Dém: 1. Nous vérifions que y’ o x” satisfait aux propriétés qui
caractérisent I'élément symétrique de x oy. On a

(xoy)o(yox')=xo(yoy)ox' =xoeox' =xox' =e
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Proposition 1.10 (Reégles de calcul dans un groupe)

Soit (G, o) un groupe.
@ Pourtousx,ye Gona(xoy) =y ox.
@ Pour tous x e G, neZ on a (x") = (x)"=x

@ Pour tous x e G, m, ne Z on a (x™)" = x™".

Dém: 1. Nous vérifions que y’ o x” satisfait aux propriétés qui
caractérisent I'élément symétrique de x oy. On a

(xoy)o(yox')=xo(yoy)ox' =xoeox' =xox' =e

(Y ox)o(xoy)=y'o(xox)oy=y'oy=e.
Donc y’ o x” est bien I'élément symétrique de x o y.
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2. On traite d'abord le cas n € N, puis le cas n € Z_. Dans chaque
cas on utilise la récurrence.

Andrei Teleman Théorie des groupes



Définition. Reégles de calcul. Morphismes. Sous-groupes
Définition. Exemples. Régles de calcul
Morphismes. Sous-groupes

14

2. On traite d'abord le cas n € N, puis le cas n € Z_. Dans chaque
cas on utilise la récurrence.

3. Pour n € Z fixé soit P, la proposition : « Pout tout me Z on a
x"ox™ = x""My On démontre par récurrence que P, est vraie
pour tout n € N, puis on démontre par récurrence que P_, est
vraie pour tout n e N.
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2. On traite d'abord le cas n € N, puis le cas n € Z_. Dans chaque
cas on utilise la récurrence.

3. Pour n € Z fixé soit P, la proposition : « Pout tout me Z on a
x"ox™ = x""My On démontre par récurrence que P, est vraie
pour tout n € N, puis on démontre par récurrence que P_, est
vraie pour tout n e N.

4. Pour n € Z fixé soit P, la proposition : « Pout tout me Z on a
(x™" = x™"». On applique la méthode utilisée pour démontrer 3.
|

Andrei Teleman Théorie des groupes



Définition. Régles de calcul. Morphismes. Sous-groupes

Définition. Exemples. Régles de calcul
Morphismes. Sous-groupes

15

Remarque 1.11
Si la loi de composition interne d’un groupe est notée additivement
(par +), alors on utilise la notation nx au lieu de x". On va poser

alors
X+x+...+x si n>0
_

nx ‘= n fois )
e si n=0

|n|x’ si n<O0.
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Remarque 1.11

Si la loi de composition interne d’un groupe est notée additivement
(par +), alors on utilise la notation nx au lieu de x". On va poser

alors
X+x+...+x si n>0
—
nx ‘= n fois )
e si n=0
|n|x’ si n<O0.

En particulier on aura (—1)x = x" donc, pour une Ici de groupe en
notation additive, on pourra utiliser la notation —x au lieu de x’.
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Reformuler les régles de calcul dans un groupe (G, +) en utilisant
la notation additive nx. La notation additive + est réservée aux
lois de composition internes commutatives.
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Définition 1.12

Soient (G, o), (G,*) deux groupes. Une application f : G — G est

dite homomorphisme (morphisme) de groupes si

V(x,y) € G x G, f(xoy)="f(x)x*f(y).
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Définition 1.12

Soient (G, o), (G,*) deux groupes. Une application f : G — G est
dite homomorphisme (morphisme) de groupes si

V(x,y) e G x G, f(xoy)=Ff(x)=f(y).

Un morphisme f est dit monomorphisme s'il est injectif, est dit
épimorphisme s'il est surjectif et est dit isomorphisme s'il est
bijectif.
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Définition 1.12

Soient (G, o), (G,*) deux groupes. Une application f : G — G est
dite homomorphisme (morphisme) de groupes si

V(x,y) e G x G, f(xoy)=Ff(x)=f(y).

Un morphisme f est dit monomorphisme s'il est injectif, est dit
épimorphisme s'il est surjectif et est dit isomorphisme s'il est
bijectif. Deux groupes (G, o), (G, *) sont dits isomorphes s'il existe
un isomorphisme f : G — G.
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Définition 1.12

Soient (G, o), (G,*) deux groupes. Une application f : G — G est
dite homomorphisme (morphisme) de groupes si

V(x,y) e G x G, f(xoy)=Ff(x)=f(y).

Un morphisme f est dit monomorphisme s'il est injectif, est dit
épimorphisme s'il est surjectif et est dit isomorphisme s'il est
bijectif. Deux groupes (G, o), (G, *) sont dits isomorphes s'il existe
un isomorphisme f : G — G.

Si f est un isomorphisme, I'application réciproque f~! sera aussi
un isomorphisme. Pourquoi ?
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Définition 1.12

Soient (G, o), (G,*) deux groupes. Une application f : G — G est
dite homomorphisme (morphisme) de groupes si

V(x,y) e G x G, f(xoy)=Ff(x)=f(y).

Un morphisme f est dit monomorphisme s'il est injectif, est dit
épimorphisme s'il est surjectif et est dit isomorphisme s'il est
bijectif. Deux groupes (G, o), (G, *) sont dits isomorphes s'il existe
un isomorphisme f : G — G.

Si f est un isomorphisme, I'application réciproque f~! sera aussi
un isomorphisme. Pourquoi ?

Deux groupes isomorphes ont les mémes propriétés algébriques.
Par exemple si I'un est abélien, I'autre sera aussi abélien.
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Exemple 1.10

L'application exp : R — R*% est un isomorphisme (R, +) — (R%, ).
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Exemple 1.10

L'application exp : R — R*% est un isomorphisme (R, +) — (R%, ).

Soient ny, ..., n, € N* et soit n := k
) )

=

1 ni- L'application

f:Zn— Xf'(:lznn f([x],,) = ([X]”17 O] [X]nk)'

(qui intervient dans le théoréme des restes chinois) est un
morphisme de groupes additifs,
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Exemple 1.10

L'application exp : R — R*% est un isomorphisme (R, +) — (R%, ).

Soient ny, ..., n, € N* et soit n := k
) )

=

1 ni- L'application
fZn— X s F([x]n) := (X]ngs - -+ [X]me)-

(qui intervient dans le théoréme des restes chinois) est un
morphisme de groupes additifs, qui induit un morphisme de
groupes multiplicatifs h : Z); — X ﬁ;l L,
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Exemple 1.10

L'application exp : R — R*% est un isomorphisme (R, +) — (R%, ).

Soient ny, ..., n, € N* et soit n := k
) )

=

1 ni- L'application

f:Zn— Xf'(:lznn f([x],,) = ([X]”17 O] [X]nk)'

(qui intervient dans le théoréme des restes chinois) est un
morphisme de groupes additifs, qui induit un morphisme de
groupes multiplicatifs h : Z); — X ﬁ;l L,

Si ny,..., ng sont premiers entre eux deux a deux, alors f et h sont
des isomorphismes.

Andrei Teleman Théorie des groupes




Définition. Reégles de calcul. Morphismes. Sous-groupes
Définition. Exemples. Reégles de calcul
Morphismes. Sous-groupes

18

Toute composition de deux morphismes (monomorphismes,
épimorphismes, isomorphismes) est aussi un morphisme
(respectivement monomorphisme, épimorphisme, isomorphisme).
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Toute composition de deux morphismes (monomorphismes,
épimorphismes, isomorphismes) est aussi un morphisme
(respectivement monomorphisme, épimorphisme, isomorphisme).

Démontrer ces affirmations.
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Toute composition de deux morphismes (monomorphismes,
épimorphismes, isomorphismes) est aussi un morphisme
(respectivement monomorphisme, épimorphisme, isomorphisme).

Démontrer ces affirmations.
Remarque 1.13

Soient (G, o), (G, ) deux groupes et soient e, & leurs éléments
neutres respectivement. Soit f : G — G un homomorphisme de
groupes. Alors

O f(e) =8,
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Toute composition de deux morphismes (monomorphismes,
épimorphismes, isomorphismes) est aussi un morphisme
(respectivement monomorphisme, épimorphisme, isomorphisme).

Démontrer ces affirmations.
Remarque 1.13

Soient (G, o), (G, *) deux groupes et soient e, & leurs éléments
neutres respectivement. Soit f : G — G un homomorphisme de
groupes. Alors

O f(e) =8,

@ Pour tout x € G on a f(x') = (f(x))".
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Toute composition de deux morphismes (monomorphismes,
épimorphismes, isomorphismes) est aussi un morphisme
(respectivement monomorphisme, épimorphisme, isomorphisme).

Démontrer ces affirmations.
Remarque 1.13

Soient (G, o), (G, ) deux groupes et soient e, & leurs éléments
neutres respectivement. Soit f : G — G un homomorphisme de
groupes. Alors

O f(e) =8,
@ Pour tout x € G on a f(x') = (f(x))
© Pour tout xe G et ke 7 on a f(x¥)

/

f(x)k.
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Dém: 1. En effet, f étant un morphisme de groupes on a

f(e)=f(eoce)="f(e)=f(e).
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Dém: 1. En effet, f étant un morphisme de groupes on a
f(e)=f(eoce)="f(e)=f(e).

En composant les deux membres par I'élément symétrique f(e)’ de

f(e) et en utilisant I'associativité de = on obtient bien f(e) = &.
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Dém: 1. En effet, f étant un morphisme de groupes on a

f(e)=f(eoce)="f(e)=f(e).

En composant les deux membres par I'élément symétrique f(e)’ de
f(e) et en utilisant I'associativité de = on obtient bien f(e) = &.

2.0n a
f(x')« f(x) =f(xox') =f(e) = &,

donc (en composant a droite les deux membres par f(x)), on
obtient bien f(x") = (f(x))".
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Dém: 1. En effet, f étant un morphisme de groupes on a
f(e)=f(eoce)="f(e)=f(e).

En composant les deux membres par I'élément symétrique f(e)’ de
f(e) et en utilisant I'associativité de = on obtient bien f(e) = &.
2.0na

F(X) # f(x) = f(xox') = f(e) = &,
donc (en composant a droite les deux membres par f(x)), on
obtient bien f(x") = (f(x))".
3. On consideére deux cas :
@ keN,
@ —keN*
Dans chaque cas on utilise la récurrence. [ |

Andrei Teleman Théorie des groupes



Définition. Reégles de calcul. Morphismes. Sous-groupes

Définition. Exemples. Reégles de calcul
Morphismes. Sous-groupes

20
Définition 1.14

Soit (G, o) un groupe. Un sous-ensemble H — G s’appelle
sous-groupe si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

® H*g,
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Définition 1.14

Soit (G, o) un groupe. Un sous-ensemble H — G s’appelle
sous-groupe si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

® H*g,

@ pourtouslesx, ye Honaxoy € H.

Andrei Teleman Théorie des groupes



Définition. Régles de calcul. Morphismes. Sous-groupes

Définition. Exemples. Régles de calcul
Morphismes. Sous-groupes

20
Définition 1.14

Soit (G, o) un groupe. Un sous-ensemble H — G s’appelle
sous-groupe si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

® H*g,

@ pourtouslesx, ye Honaxoy € H.

Nous avons une maniére équivalente de définir cette notion :
Proposition 1.15

H < G est un sous-groupe si et seulement si les trois conditions
suivantes sont vérifiées :

©® ccH,
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Définition 1.14

Soit (G, o) un groupe. Un sous-ensemble H — G s’appelle
sous-groupe si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

® H*g,

@ pourtouslesx, ye Honaxoy € H.

Nous avons une maniére équivalente de définir cette notion :
Proposition 1.15

H < G est un sous-groupe si et seulement si les trois conditions
suivantes sont vérifiées :

©® ccH,

© pourtouslesx, ye HonaxoyeH,
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Définition 1.14

Soit (G, o) un groupe. Un sous-ensemble H — G s’appelle
sous-groupe si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

® H*g,

@ pourtouslesx, ye Honaxoy € H.

Nous avons une maniére équivalente de définir cette notion :
Proposition 1.15

H < G est un sous-groupe si et seulement si les trois conditions
suivantes sont vérifiées :

O cecH,
© pourtouslesx, ye HonaxoyeH,
© pour tout xe Honax' € H.

Dém: Exercice.

u
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En utilisant la proposition précédente on obtient facilement :

Remarque 1.16

Soit H ¢ G un sous-groupe et soit x € H. Alors pour tout k € Z
onaxkeH.
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En utilisant la proposition précédente on obtient facilement :

Remarque 1.16

Soit H ¢ G un sous-groupe et soit x € H. Alors pour tout k € Z
onaxkeH.

Si H est un sous-groupe, alors la restriction

OlyxH : HxH—H

N

de o a H x H définit une Ici sur H et, muni de cette Ici, H devient
lui-mé&me un groupe (avec le méme élément neutre e que celui de

(G,0)).
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En utilisant la proposition précédente on obtient facilement :

Remarque 1.16

Soit H ¢ G un sous-groupe et soit x € H. Alors pour tout k € Z
onaxkeH.

Si H est un sous-groupe, alors la restriction

OlyxH : HxH—H

N

de o a H x H définit une Ici sur H et, muni de cette Ici, H devient
lui-mé&me un groupe (avec le méme élément neutre e que celui de
(G,0)).

Pour x € H I'élément symétrique de x dans le groupe (H, 0|y, )
coincide avec son élément symétrique dans (G, o).
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1. Soit (G, *) un groupe. Alors {e}, G sont sous-groupes de (G, *).
{e} s'appelle le sous-groupe trivial de (G, *).
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1. Soit (G, *) un groupe. Alors {e}, G sont sous-groupes de (G, *).
{e} s'appelle le sous-groupe trivial de (G, *).

2. Soit n € N. Alors nZ c 7 est sous-groupe de (Z, +). On peut
montrer que tout sous-groupe de Z est de cette forme.
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1. Soit (G, *) un groupe. Alors {e}, G sont sous-groupes de (G, *).
{e} s'appelle le sous-groupe trivial de (G, *).

2. Soit n € N. Alors nZ c 7 est sous-groupe de (Z, +). On peut
montrer que tout sous-groupe de Z est de cette forme.

3. Les inclusion Z < Q < R < C sont des inclusions de
sous-groupes (par rapport a |'addition).
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1. Soit (G, *) un groupe. Alors {e}, G sont sous-groupes de (G, *).
{e} s'appelle le sous-groupe trivial de (G, *).

2. Soit n € N. Alors nZ c 7 est sous-groupe de (Z, +). On peut
montrer que tout sous-groupe de Z est de cette forme.
3. Les inclusion Z < Q < R < C sont des inclusions de

sous-groupes (par rapport a |'addition).

4. Les inclusion {£1} < Q* < R* < C* sont des inclusions de
sous-groupes (par rapport a la multiplication).
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1. Soit (G, *) un groupe. Alors {e}, G sont sous-groupes de (G, *).
{e} s'appelle le sous-groupe trivial de (G, *).

2. Soit n € N. Alors nZ c 7 est sous-groupe de (Z, +). On peut
montrer que tout sous-groupe de Z est de cette forme.

3. Les inclusion Z < Q < R < C sont des inclusions de
sous-groupes (par rapport a |'addition).

4. Les inclusion {£1} < Q* < R* < C* sont des inclusions de
sous-groupes (par rapport a la multiplication).

5. Soient U :={ze C| |z| =1}, U, :={ze C| 2" = 1}. Les
inclusions U, c U < C* sont des inclusions de sous-groupes (par
rapport a la multiplication).
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Définition 1.17

Soit (G, o) un groupe. Un sous-groupe H — G est dit sous-groupe
normal (ou distingué) si pour tout x € G et tout he H on a
xohox'eH.
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Définition 1.17

Soit (G, o) un groupe. Un sous-groupe H — G est dit sous-groupe
normal (ou distingué) si pour tout x € G et tout he H on a
xohox'eH.

La condition "pour tout x € G et tout he Hon axohox' e H"
peut étre reformulée : pour tout x € G on a

!
xoHox < H.
Ici on a utilisé la notation

xoHoy:={xohoy| he H}.
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Remarque 1.18

Si H c G est un sous-groupe normal (distingué), alors pour tout
xe€GonaxoHox"=H.

Andrei Teleman Théorie des groupes



Définition. Reégles de calcul. Morphismes. Sous-groupes

Définition. Exemples. Reégles de calcul
Morphismes. Sous-groupes

24

Remarque 1.18

Si H c G est un sous-groupe normal (distingué), alors pour tout
xe€GonaxoHox"=H.

Dém: Soit x € G. Puisque H est normal on a

xoHox" ¢ H,
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Remarque 1.18

Si H c G est un sous-groupe normal (distingué), alors pour tout
xe€GonaxoHox"=H.

Dém: Soit x € G. Puisque H est normal on a

xoHox" ¢ H,
donc il suffit de montrer I'inclusion inverse

HcxoHox.
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Remarque 1.18

Si H c G est un sous-groupe normal (distingué), alors pour tout
xe€GonaxoHox"=H.

Dém: Soit x € G. Puisque H est normal on a

xoHox" ¢ H,
donc il suffit de montrer I'inclusion inverse
HcxoHox.

Mais cette inclusion est équivalente a (x’) o Ho (x’) < H (qui est
vraie, parce que H est normal et x' € G). [ |
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1. {e} est G sont sous-groupes normaux de (G, ).
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1. {e} est G sont sous-groupes normaux de (G, ).

2. Si (G, *) est un groupe abélien, alors tout sous-groupe de (G, *)
est normal (3 justifier).
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1. {e} est G sont sous-groupes normaux de (G, ).

2. Si (G, *) est un groupe abélien, alors tout sous-groupe de (G, *)
est normal (3 justifier).

3. Le sous-ensemble
SL(n,R) := {Ae GL(n,R)| det(A) = 1}

est un sous-groupe normal de (GL(n,R), ).
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1. {e} est G sont sous-groupes normaux de (G, ).

2. Si (G, *) est un groupe abélien, alors tout sous-groupe de (G, *)
est normal (3 justifier).

3. Le sous-ensemble
SL(n,R) := {Ae GL(n,R)| det(A) = 1}

est un sous-groupe normal de (GL(n,R),-). En effet, pour un
couple (B, A) € GL(n,R) x GL(n,R) on a

det(BAB™!) = det(B) det(A) det(B) ! = det(A),
donc BAB~! € SL(n,R) si Ae SL(n,R).
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4. Soit (&,,0) le groupe symétrique de degré n et
Ap,i={ceG,lelo) =1} c G,

le sous-ensemble des permutations paires (de signature +1).
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4. Soit (&,,0) le groupe symétrique de degré n et
Ap,i={ceG,lelo) =1} c G,

le sous-ensemble des permutations paires (de signature +1). A,
est un sous-groupe normal de (S,,0).
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4. Soit (&,,0) le groupe symétrique de degré n et
Ap,i={ceG,lelo) =1} c G,

le sous-ensemble des permutations paires (de signature +1). A,
est un sous-groupe normal de (&,,0). En effet, pour un couple
(0,n) €&, x&,onac(conoot) =e(n), donc, en supposant
ne A, on obtient conoote A,
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4. Soit (&,,0) le groupe symétrique de degré n et
Ap,i={ceG,lelo) =1} c G,

le sous-ensemble des permutations paires (de signature +1). A,
est un sous-groupe normal de (&,,0). En effet, pour un couple
(0,n) €&, x&,onac(conoot) =e(n), donc, en supposant
ne A, on obtient conoote A,

5. Le sous-ensemble H := {id,T = @ i g)} est un

sous-groupe de G3, mais ce sous-groupe n'est pas normal.
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4. Soit (&,,0) le groupe symétrique de degré n et
Ap,i={ceG,lelo) =1} c G,

le sous-ensemble des permutations paires (de signature +1). A,
est un sous-groupe normal de (&,,0). En effet, pour un couple
(0,n) €&, x&,onac(conoot) =e(n), donc, en supposant
ne A, on obtient conoote A,

5. Le sous-ensemble H := {id,T = @ i g)} est un

sous-groupe de G3, mais ce sous-groupe n'est pas normal. En

12 3>,onaUOToo_1¢H.

effet, en posant o := <1 3 2
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6. Le centre d'un groupe (G, o) est défini par
Z(G):={xeG|VyeG, xoy =yox}.

Z(G) est un sous-groupe normal et abélien de G.
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6. Le centre d'un groupe (G, o) est défini par
Z(G):={xeG|VyeG, xoy =yox}.

Z(G) est un sous-groupe normal et abélien de G. Il coincide avec
G si (G, o) est abélien.

Andrei Teleman Théorie des groupes



Définition. Reégles de calcul. Morphismes. Sous-groupes

Définition. Exemples. Régles de calcul
Morphismes. Sous-groupes

27

6. Le centre d'un groupe (G, o) est défini par
Z(G):={xeG|VyeG, xoy =yox}.

Z(G) est un sous-groupe normal et abélien de G. Il coincide avec
G si (G, o) est abélien. Quel est le centre de G37?
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6. Le centre d'un groupe (G, o) est défini par

Z(G):={xeG|VyeG, xoy =yox}.
Z(G) est un sous-groupe normal et abélien de G. Il coincide avec
G si (G, o) est abélien. Quel est le centre de S3
Définition 1.19
50ient (G, o), (G, *) deux groupes avec éléments neutres e € G

€G, f:G— Gun morphisme de groupes. On pose

ker(f) := {x € G| f(x) = &} = fﬁl({é})v
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6. Le centre d'un groupe (G, o) est défini par
Z(G):={xeG|VyeG, xoy =yox}.
Z(G) est un sous-groupe normal et abélien de G. Il coincide avec

G si (G, o) est abélien. Quel est le centre de &3 7

Définition 1.19

Soient (G, o), (G,*) deux groupes avec éléments neutres e € G,
€e G, f: G— G un morphisme de groupes. On pose

ker(f) := {x € G| f(x) = &} = fﬁl({é})v

im(f) :={y e G| Ixe G,y = f(x)} = {f(x)| x € G}.
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Remarque 1.20

Soient (G, o), (G,*) deux groupes avec éléments neutres e € G,

e Getf:G— G un homomorphisme de groupes.
© in(f) est un sous-groupe de G.
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Remarque 1.20

Soient (G, o), (G,*) deux groupes avec éléments neutres e € G,
e Getf:G— G un homomorphisme de groupes.

© in(f) est un sous-groupe de G.
© ker(f) est un sous-groupe normal de G.
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Remarque 1.20

Soient (G, o), (G,*) deux groupes avec éléments neutres e € G,
e Getf:G— G un homomorphisme de groupes.

© in(f) est un sous-groupe de G.
© ker(f) est un sous-groupe normal de G.

© Le sous-groupe im(f) — G est abélien si G est abélien.
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Remarque 1.20
Soient (G, o), (G, *) deux groupes avec éléments neutres e € G,
e Getf:G— G un homomorphisme de groupes.

© in(f) est un sous-groupe de G.

© ker(f) est un sous-groupe normal de G.

© Le sous-groupe im(f) — G est abélien si G est abélien.

@ f est un monomorphisme si et seulement si ker(f) = {e}.
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Remarque 1.20
Soient (G, o), (G, *) deux groupes avec éléments neutres e € G,
e Getf:G— G un homomorphisme de groupes.

© in(f) est un sous-groupe de G.

© ker(f) est un sous-groupe normal de G.

© Le sous-groupe im(f) — G est abélien si G est abélien.

@ f est un monomorphisme si et seulement si ker(f) = {e}.

@ 1 est un épimorphisme si et seulement si im(f) = G.
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Remarque 1.20
Soient (G, o), (G, *) deux groupes avec éléments neutres e € G,
e Getf:G— G un homomorphisme de groupes.

© in(f) est un sous-groupe de G.

© ker(f) est un sous-groupe normal de G.

© Le sous-groupe im(f) — G est abélien si G est abélien.

@ f est un monomorphisme si et seulement si ker(f) = {e}.

@ 1 est un épimorphisme si et seulement si im(f) = G.

Dém: Exercice. [ |
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Soient f : G — G, g : G" — G” homomorphismes de groupes.
Montrer que ker(f) < ker(g o f), im(go f) < im(g).
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Soient f : G — G, g : G" — G” homomorphismes de groupes.
Montrer que ker(f) < ker(g o f), im(go f) < im(g).

Remarque 1.21
Soient (G,0), (G, ) deux groupes et soit f : G — G un
homomorphisme de groupes . Alors

© Pour tout sous-groupe H < G I'image f(H) := {f(x)| x € H}
est un sous-groupe de (G, ).
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Soient f : G — G, g : G" — G” homomorphismes de groupes.
Montrer que ker(f) < ker(g o f), im(go f) < im(g).

Remarque 1.21

Soient (G,0), (G, ) deux groupes et soit f : G — G un
homomorphisme de groupes . Alors
© Pour tout sous-groupe H < G I'image f(H) := {f(x)| x € H}
est un sous-groupe de (G, ).
© Pour tout sous-groupe Hc Gl 'image réciproque
f~Y(H) := {x € G| f(x) € H} est un sous-groupe de (G, o).
Ce sous-groupe est normal si H est normal.
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En prenant H = G (respectivement H = {&}) on obtient comme
cas particuliers les sous-groupes im(f) G (respectivement
ker(f) c G) définis ci-dessus.
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En prenant H = G (respectivement H = {&}) on obtient comme
cas particuliers les sous-groupes im(f) G (respectivement
ker(f) c G) définis ci-dessus.

Soient f : G — G un morphisme et H < G un sous-groupe. Si H

est normal et f est surjective alors f(H) est normal .
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Table of Contents

o
)

Q Le sous-groupe cyclique engendré par un élément. L'ordre d'un
élément
® Le sous-groupe cyclique engendré par un élémént
e Groupes cycliques
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Groupes cycliques

Soit (G, o) un groupe, e son élément neutre.

Définition 2.1
Soit x € G. On dit que x est un élément de torsion ou un élément

d’ordre fini s'il existe k € N* tel que x* = e.
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Groupes cycliques

Soit (G, o) un groupe, e son élément neutre.
Définition 2.1
Soit x € G. On dit que x est un élément de torsion ou un élément

d’ordre fini s'il existe k € N* tel que x = e. Si c’est le cas, alors
on définit 'ordre de x par

ord(x) := min{k € N*| xk = e}.
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Groupes cycliques

Soit (G, o) un groupe, e son élément neutre.

Définition 2.1
Soit x € G. On dit que x est un élément de torsion ou un élément

d’ordre fini s'il existe k € N* tel que x = e. Si c’est le cas, alors
on définit 'ordre de x par

ord(x) := min{k € N*| xk = e}.

Si I'ensemble {k € N*| xk = e} est vide, on va dire que x est un
élément d'ordre infini.
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© L'ordre de j dans le groupe (C*,-) est 4.
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© L'ordre de j dans le groupe (C*,-) est 4.

© Le nombre complexe 2i est un élément d'ordre infini dans le
groupe (C*, ).
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Groupes cycliques

© L'ordre de j dans le groupe (C*,-) est 4.

© Le nombre complexe 2i est un élément d'ordre infini dans le
groupe (C*, ).

© La permutation (123) = ( > € G3 est un 3-cycle,

1 2 3
2 31
donc un élément d'ordre 3 dans (&3, 0).
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Sous-groupes et groupes cycliques Le sous-groupe cyclique engendré par un élémént
Groupes cycliques

© L'ordre de j dans le groupe (C*,-) est 4.
© Le nombre complexe 2i est un élément d'ordre infini dans le
groupe (C*, ).

© La permutation (123) = ( > € G3 est un 3-cycle,

o).

1 2 3
2 31
donc un élément d'ordre 3 dans (&3,

Définition 2.2
Soit x € G. Le sous-groupe cyclique (monogéne) engendré par x
est défini par :

X :={xX| ke Z} = {ye G| IkeZ, y = x*}.

Andrei Teleman Théorie des groupes



Sous-groupes et groupes cycliques Le sous-groupe cyclique engendré par un élémént
Groupes cycliques

Remarque 2.3
Soit x € G. Alors

@ (x) est bien un sous-groupe de (G, o). Ce sous-groupe est
abélien.
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Remarque 2.3
Soit x € G. Alors

@ (x) est bien un sous-groupe de (G, o). Ce sous-groupe est
abélien.

@ (x) est le plus petit sous-groupe (au sens de I'inclusion) qui
contient x. Plus précisément, pour tout sous-groupe H c G
tel que x € H, on a (x) < H.

Dém: Exercice. ]
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Groupes cycliques

Remarque 2.3
Soit x € G. Alors

@ (x) est bien un sous-groupe de (G, o). Ce sous-groupe est
abélien.

@ (x) est le plus petit sous-groupe (au sens de I'inclusion) qui
contient x. Plus précisément, pour tout sous-groupe H c G
tel que x € H, on a (x) < H.

Dém: Exercice. ]

Définition équivalente du sous-groupe {(x) : L'application
Fy:Z — G, Fy(k) :=xk.
est un morphisme (Z, +) — (G, 0). On a (x) = im(Fy).
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Proposition 2.4

Soit x € G un élément d’ordre fini n. Alors
O ker(Fy) = nZ.
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Proposition 2.4

Soit x € G un élément d’ordre fini n. Alors
O ker(Fy) = nZ.

© F. est compatible avec la relation d’'équivalence = sur Z.

)
En particulier F induit une application

fi : Zn — G, fi([k]n) = Fx(k) = x*.
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Sous-groupes et groupes cycliques Le sous-groupe cyclique engendré par un élémént
Groupes cycliques

Proposition 2.4

Soit x € G un élément d’ordre fini n. Alors
O ker(Fy) = nZ.

© F. est compatible avec la relation d’'équivalence = sur Z.

)
En particulier F induit une application

fi : Zn — G, fi([k]n) = Fx(k) = x*.

© f. est un monomorphisme (Zn,+) — (G, 0) et son image est
(x), donc f, induit un isomorphisme gy : Zn, —> {x).
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Sous-groupes et groupes cycliques Le sous-groupe cyclique engendré par un élémént
Groupes cycliques

Proposition 2.4

Soit x € G un élément d’ordre fini n. Alors
O ker(Fy) = nZ.

© F. est compatible avec la relation d’'équivalence = sur Z.

)
En particulier F induit une application

fi : Zn — G, fi([k]n) = Fx(k) = x*.

© f. est un monomorphisme (Zn,+) — (G, 0) et son image est
(x), donc f, induit un isomorphisme gy : Zn, —> {x).

O Les éléments e, ..., x" 1 sont distincts deux & deux,

(xy=1{e,x,...,x" et |{x)]| = n.
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Sous-groupes et groupes cycliques Le sous-groupe cyclique engendré par un élémént
Groupes cycliques

La proposition nous précise explicitement le sous-ensemble
(x) © G et affirme que le groupe {x) est isomorphe a Z,.
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Sous-groupes et groupes cycliques Le sous-groupe cyclique engendré par un élémént
Groupes cycliques

La proposition nous précise explicitement le sous-ensemble
(x) © G et affirme que le groupe {x) est isomorphe a Z,.

Dém: (1) : Soit k € Z. En appliquant le TDE on obtient :
k=gqn+r, avecq, reZ, 0<r<n-—1.

K— xMHr — xM o x" = (x")90x" = elox" =eox" = x
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Sous-groupes et groupes cycliques Le sous-groupe cyclique engendré par un élémént
Groupes cycliques

La proposition nous précise explicitement le sous-ensemble
(x) © G et affirme que le groupe {x) est isomorphe a Z,.

Dém: (1) : Soit k € Z. En appliquant le TDE on obtient :

k=gqn+r, avecq, reZ, 0<r<n-—1.

K— xMHr — xM o x" = (x")90x" = elox" =eox" = x

keker(Fy) e xk=eex"=esr=0.
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Sous-groupes et groupes cycliques Le sous-groupe cyclique engendré par un élémént
Groupes cycliques

La proposition nous précise explicitement le sous-ensemble
(x) © G et affirme que le groupe {x) est isomorphe a Z,.

Dém: (1) : Soit k € Z. En appliquant le TDE on obtient :
k=gqn+r, avecq, reZ, 0<r<n-—1.
K— xMHr — xM o x" = (x")90x" = elox" =eox" = x

keker(Fy) e xk=eex"=esr=0.

A justifier I'implication x" = e=r =0:
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Sous-groupes et groupes cycliques Le sous-groupe cyclique engendré par un élémént
Groupes cycliques

La proposition nous précise explicitement le sous-ensemble
(x) © G et affirme que le groupe {x) est isomorphe a Z,.

Dém: (1) : Soit k € Z. En appliquant le TDE on obtient :

k=gqn+r, avecq, reZ, 0<r<n-—1.

K— xMHr — xM o x" = (x")90x" = elox" =eox" = x

keker(Fy) e xk=eex"=esr=0.
A justifier I'implication x" = e = r =0

Si r > 0, r serait un élément de N* inférieur a n tel que x" = e,
contredit la définition de n = ord(x).
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Sous-groupes et groupes cycliques Le sous-groupe cyclique engendré par un élémént
Groupes cycliques

La proposition nous précise explicitement le sous-ensemble
(x) © G et affirme que le groupe {x) est isomorphe a Z,.

Dém: (1) : Soit k € Z. En appliquant le TDE on obtient :

k=gqn+r, avecq, reZ, 0<r<n-—1.

K— xMHr — xM o x" = (x")90x" = elox" =eox" = x

keker(Fy) e xk=eex"=esr=0.
A justifier I'implication x" = e = r =0

Si r > 0, r serait un élément de N* inférieur a n tel que x" = e,
contredit la définition de n = ord(x).

Donc k € ker(Fyx) < (r = 0) < k € nZ, donc ker(Fy) = nZ.



Le sous-groupe cyclique engendré par un élémént
Groupes cycliques

Sous-groupes et groupes cycliques

(2) M. g. Fyx est compatible avec =. Nous avons :
ven|(v—u) e v—uenZ=ker(Fy)

< Fy(v—u) =e<s F(v)o F(u) = e <= F(u) = Fe(v).
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Le sous-groupe cyclique engendré par un élémént
Groupes cycliques

Sous-groupes et groupes cycliques

(2) M. g. Fyx est compatible avec =. Nous avons :

va<:>n|(v—u)©v—uenZ=ker(FX)

< Fy(v—u) =e<s F(v)o F(u) = e <= F(u) = Fe(v).
(3) Soit fy : Z,— G I'application induite par F.
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Sous-groupes et groupes cycliques Le sous-groupe cyclique engendré par un élémént
Groupes cycliques

(2) M. g. F est compatible avec =. Nous avons :
va<:>n|(v—u)©v—uenZ=ker(FX)

< Fy(v—u) =e<s F(v)o F(u) = e <= F(u) = Fe(v).
(3) Soit fy : Z,— G I'application induite par F.

M. q. f; est injective. Soient [u]n, [v]n € Zp.

f([u]n) = K([v]n) < Fx(u) = Fx(v) < u =ve [u]n = [v]n
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Sous-groupes et groupes cycliques Le sous-groupe cyclique engendré par un élémént

Groupes cycliques

(2) M. g. F est compatible avec =. Nous avons :
va<:>n|(v—u)©v—uenZ=ker(FX)

< F(v—u)=e<s F(v)o F(u) = e F(u) = F(v).
(3) Soit fy : Z,— G I'application induite par F.
M. q. f; est injective. Soient [u]n, [v]n € Zp.
fe(luln) = £([vln) & Fc(u) = Fx(v) @ u=v < [u]s = [v]n
M. g. fx est morphisme de groupes :
fe([uln + [v]n) = &([u+ v]n) = Fc(u+ v) = Fi(u) o Fi(v)

= f([u]n) o £([v]n)-



Sous-groupes et groupes cycliques Le sous-groupe cyclique engendré par un élémént
Groupes cycliques

Nous avons obtenu un monomorphisme £ : Z, — G dont I'image
est (x).
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Sous-groupes et groupes cycliques Le sous-groupe cyclique engendré par un élémént
Groupes cycliques

Nous avons obtenu un monomorphisme £ : Z, — G dont I'image
est (x).

Par restriction au but (corestriction), on obtient un isomorphisme
8x : Ln — {x).
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Sous-groupes et groupes cycliques Le sous-groupe cyclique engendré par un élémént
Groupes cycliques

Nous avons obtenu un monomorphisme £ : Z, — G dont I'image
est (x).

Par restriction au but (corestriction), on obtient un isomorphisme
8x : Ln — {x).

(4) Conséquence directe de (3).
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Sous-groupes et groupes cycliques Le sous-groupe cyclique engendré par un élémént
Groupes cycliques

Nous avons obtenu un monomorphisme £ : Z, — G dont I'image
est (x).

Par restriction au but (corestriction), on obtient un isomorphisme
8x : Ln — {x).

(4) Conséquence directe de (3).

Remarque 2.5

Soit x € G un élément d’ordre infini. Alors ker(Fy) = {0}, donc
Fyx : Z — G est un monomorphisme. Par restriction au but on
obtient un isomorphisme g : 7. = {x).
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Sous-groupes et groupes cycliques Le sous-groupe cyclique engendré par un élémént
Groupes cycliques

Nous avons obtenu un monomorphisme £ : Z, — G dont I'image
est (x).

Par restriction au but (corestriction), on obtient un isomorphisme
8x : Ln — {x).

(4) Conséquence directe de (3).

Remarque 2.5

Soit x € G un élément d’ordre infini. Alors ker(Fy) = {0}, donc
Fyx : Z — G est un monomorphisme. Par restriction au but on
obtient un isomorphisme g : 7. = {x).

Conclusion : Le sous-groupe cyclique (x) engendré par x est
isomorphe a Z,, si x est d'ordre fini n et est isomorphe a Z si x est
d’ordre infini.
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Sous-groupes et groupes cycliques Le sous-groupe cyclique engendré par un élémént
Groupes cycliques

Définition 2.6
Un groupe (G, o) est dit groupe cyclique (ou monogéne) s'il existe
x € G tel que G = {(x). Si c'est le cas, on dira que x est un

générateur de G ou que G est engendré par x.
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Sous-groupes et groupes cycliques Le sous-groupe cyclique engendré par un élémént
Groupes cycliques

Définition 2.6
Un groupe (G, o) est dit groupe cyclique (ou monogéne) s'il existe
x € G tel que G = {(x). Si c'est le cas, on dira que x est un

générateur de G ou que G est engendré par x.

Définition équivalente : (G, o) est un groupe cyclique de générateur
x si le morphisme Fy : Z — G est un épimorphisme.
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Sous-groupes et groupes cycliques Le sous-groupe cyclique engendré par un élémént
Groupes cycliques

Définition 2.6
Un groupe (G, o) est dit groupe cyclique (ou monogéne) s'il existe
x € G tel que G = {(x). Si c'est le cas, on dira que x est un

générateur de G ou que G est engendré par x.

Définition équivalente : (G, o) est un groupe cyclique de générateur
x si le morphisme Fy : Z — G est un épimorphisme.

Soit n € N*. Le groupe (Up, -) est cyclique engendré par et
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Sous-groupes et groupes cycliques Le sous-groupe cyclique engendré par un élémént
Groupes cycliques

Définition 2.6
Un groupe (G, o) est dit groupe cyclique (ou monogéne) s'il existe
x € G tel que G = {x). Si c'est le cas, on dira que x est un

générateur de G ou que G est engendré par x.

Définition équivalente : (G, o) est un groupe cyclique de générateur
x si le morphisme Fy : Z — G est un épimorphisme.

Soit n € N*. Le groupe (Up, -) est cyclique engendré par et

Remarque 2.7

Tout groupe cyclique fini d'ordre n est isomorphe a Z,,. Tout
groupe cyclique infini est isomorphe a 7.
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Sous-groupes et groupes cycliques Le sous-groupe cyclique engendré par un élémént
Groupes cycliques

Pour un groupe muni d'une Ici en notation additive les notations
utilisées ci-dessus changent :

Remarque 2.8

Soient (G, +) un groupe en notation additive et x € G. Alors :

@ Le morphisme Fy : 7Z — G associée a x s'écrit Fy (k) = kx.
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Sous-groupes et groupes cycliques Le sous-groupe cyclique engendré par un élémént
Groupes cycliques

Pour un groupe muni d'une Ici en notation additive les notations

utilisées ci-dessus changent :

Remarque 2.8

Soient (G, +) un groupe en notation additive et x € G. Alors :
@ Le morphisme Fy : 7Z — G associée a x s'écrit Fy (k) = kx.
© x est d'ordre fini (de torsion) s'il existe k € N* t. q. kx = e.
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Sous-groupes et groupes cycliques Le sous-groupe cyclique engendré par un élémént
Groupes cycliques

Pour un groupe muni d'une Ici en notation additive les notations

utilisées ci-dessus changent :

Remarque 2.8

Soient (G, +) un groupe en notation additive et x € G. Alors :
@ Le morphisme Fy : 7Z — G associée a x s'écrit Fy (k) = kx.
© x est d'ordre fini (de torsion) s'il existe k € N* t. q. kx = e.
© Si x est d’ordre fini, alors ord(x) := min{k € N*| kx = e}.

© Le sous-groupe cyclique engendré par x est

(xy={kx| keZ}={ye G| IkeZ, y = kx}.

Andrei Teleman Théorie des groupes



Sous-groupes et groupes cycliques Le sous-groupe cyclique engendré par un élémént
Groupes cycliques

Pour un groupe muni d'une Ici en notation additive les notations
utilisées ci-dessus changent :

Remarque 2.8

Soient (G, +) un groupe en notation additive et x € G. Alors :
@ Le morphisme Fy : 7Z — G associée a x s'écrit Fy (k) = kx.
© x est d'ordre fini (de torsion) s'il existe k € N* t. q. kx = e.
© Si x est d’ordre fini, alors ord(x) := min{k € N*| kx = e}.

© Le sous-groupe cyclique engendré par x est
(xy={kx| keZ}={ye G| IkeZ, y = kx}.
@ Siord(x) = n, alors
)y ={e,x,...,(n—1)x}.




Sous-groupes et groupes cycliques Le sous-groupe cyclique engendré par un élémént
Groupes cycliques

©® (Zn, +) est un groupe cyclique d’ordre n engendré par [1],.
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Sous-groupes et groupes cycliques Le sous-groupe cyclique engendré par un élémént
Groupes cycliques

©® (Zn, +) est un groupe cyclique d’ordre n engendré par [1],.
© (Z,+) est un groupe cyclique infini engendré par 1.
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Sous-groupes et groupes cycliques Le sous-groupe cyclique engendré par un élémént
Groupes cycliques

©® (Zn, +) est un groupe cyclique d’ordre n engendré par [1],.

© (Z,+) est un groupe cyclique infini engendré par 1.

© Soit ne N*. (nZ, +) est un groupe cyclique infini engendré
par n.

O En général le groupe produit (Zn, X -+ x Zp,,+) (o
ni,...,ng € N*) n'est pas cyclique. Par exemple dans Z; x Z,
tout élément est d'ordre < 2.
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Sous-groupes et groupes cycliques Le sous-groupe cyclique engendré par un élémént
Groupes cycliques

©® (Zn, +) est un groupe cyclique d’ordre n engendré par [1],.

© (Z,+) est un groupe cyclique infini engendré par 1.

© Soit ne N*. (nZ, +) est un groupe cyclique infini engendré
par n.

O En général le groupe produit (Zn, X -+ x Zp,,+) (o
ni,...,ng € N*) n'est pas cyclique. Par exemple dans Z; x Z,
tout élément est d'ordre < 2.

Si ny,..., ng sont premiers entre eux deux a deux, le théoréme
des restes chinois fournit un isomorphisme f : Z, — X f'(:l Zp,

ol n=[][/_;n
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Sous-groupes et groupes cycliques Le sous-groupe cyclique engendré par un élémént
Groupes cycliques

©® (Zn, +) est un groupe cyclique d’ordre n engendré par [1],.
© (Z,+) est un groupe cyclique infini engendré par 1.
© Soit ne N*. (nZ, +) est un groupe cyclique infini engendré

par n.

O En général le groupe produit (Zp, X -+ X Zp,,+) (ou
ni,...,ng € N*) n'est pas cyclique. Par exemple dans Z; x Z,
tout élément est d'ordre < 2.

Si ny,..., ng sont premiers entre eux deux a deux, le théoréme
des restes chinois fournit un isomorphisme f : Z, — X f'(:l Zp,
ol n =[], nj. Puisque (Z,, +) est cyclique engendré par
[1]5, il en résulte que dans ce cas (Zp, X -+ X Zp,,+) est
cyclique engendré par £ ([1]5) = ([1]ny,-- -, [1]n,)-
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
Le théoreme de ge

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient . ;
grang peq Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Table of Contents

°

°
9 Le théoréme de Lagrange. Groupe quotient
Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
® Le théoréme de Lagrange
e Groupe quotient suivant un sous-groupe normal
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
Le théoreme de
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient

Soient (G, o) un groupe, H © G un sous-groupe. On va utiliser la
notation simplifiée
Xy :==Xxo0y.
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
Le théoréme de Lagrange
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient

Soient (G, o) un groupe, H © G un sous-groupe. On va utiliser la
notation simplifiée

Xy :=Xxoy.

Définition 3.1
Nous associons a H deux relations Ry, 4R sur G :

O xR,ysixXyeH.
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
Le théoréme de Lagrange
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient

Soient (G, o) un groupe, H © G un sous-groupe. On va utiliser la
notation simplifiée
Xy :==Xxo0y.

Définition 3.1
Nous associons a H deux relations Ry, 4R sur G :

O xR,ysixXyeH.
©® x ,Rysixy/e H.
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe

Loy . Le théoréme de Lagrange

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient . grang
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Soient (G, o) un groupe, H © G un sous-groupe. On va utiliser la
notation simplifiée

Xy :=Xxoy.

Définition 3.1
Nous associons a H deux relations Ry, 4R sur G :

O xR,ysixXyeH.

©® x ,Rysixy/e H.

La proposition suivante montre que Ry, 4R sont des relations
d’'équivalence et précise la classe d'équivalence d'un élément x € G
par rapport a chacune de ces relations.
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
Le théoréme de Lagrange

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient . ;
grang peq Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Proposition 3.2

©® R, 4R sont des relations d'équivalence sur G.
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
Le théoréme de Lagrange
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient

Proposition 3.2

©® R, 4R sont des relations d'équivalence sur G.

© La classe d'équivalence x|y de x par rapport a Ry, est

[x]y = xH := {xh| he H} .
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
Le théoréme de Lagrange
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient

Proposition 3.2
©® R, 4R sont des relations d'équivalence sur G.

© La classe d'équivalence x|y de x par rapport a Ry, est
[x]y = xH := {xh| he H} .
© La classe d’équivalence ,[x] de x par rapport a 4R est

Hx := {hx| he H} .
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
Le théoréme de Lagrange
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient

Proposition 3.2
©® R, 4R sont des relations d'équivalence sur G.

© La classe d'équivalence x|y de x par rapport a Ry, est
[x]y = xH := {xh| he H} .
© La classe d’équivalence ,[x] de x par rapport a 4R est

Hx := {hx| he H} .

Dém: Exercice ]
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
Le théoréme de Lagrange
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient

Proposition 3.2

©® R, 4R sont des relations d'équivalence sur G.

© La classe d'équivalence x|y de x par rapport a Ry, est
[x]y = xH := {xh| he H} .
© La classe d’équivalence ,[x] de x par rapport a 4R est

Hx := {hx| he H} .

Dém: Exercice ]

Remarquer que la classe de I'élément neutre e (par rapport a Ry
ou yR) est H.
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
Le théoréme de Lagrange

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient .
grang peq Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Définition 3.3

Ry (4R) s'appelle la relation d'équivalence a gauche (a droite)
suivant H.
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
Le théoréme de Lagrange
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient

Définition 3.3
Ry (4R) s'appelle la relation d'équivalence a gauche (a droite)
suivant H.

Les classes d'équivalence par rapport a Ry (uR) s'appellent classes
d'équivalence a gauche (a droite) suivant H.
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
Le théoréme de Lagrange
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient

Définition 3.3
Ry (4R) s'appelle la relation d'équivalence a gauche (a droite)
suivant H.

Les classes d'équivalence par rapport a Ry (uR) s'appellent classes
d'équivalence a gauche (a droite) suivant H.

La terminologie "a gauche","a droite" est justifiée par la :
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
Le théoréme de Lagrange
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient

Définition 3.3
Ry (1R) s'appelle la relation d'équivalence a gauche (a droite)
suivant H.

Les classes d'équivalence par rapport a Ry (uR) s'appellent classes
d'équivalence a gauche (a droite) suivant H.

La terminologie "a gauche","a droite" est justifiée par la :

Remarque 3.4
Soit ue G. Alors

©® x Ry y siet seulement si (ux) Ry (uy). Donc Ry est
"compatible" a gauche avec la Ici de G.
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
Le théoréme de Lagrange
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient

Définition 3.3
Ry (1R) s'appelle la relation d'équivalence a gauche (a droite)
suivant H.

Les classes d'équivalence par rapport a Ry (uR) s'appellent classes
d'équivalence a gauche (a droite) suivant H.

La terminologie "a gauche","a droite" est justifiée par la :

Remarque 3.4
Soit ue G. Alors

©® x Ry y siet seulement si (ux) Ry (uy). Donc Ry est
"compatible" a gauche avec la Ici de G.

© x ,Ry sietseulement si (xu) 4R (yu). Donc 4R est
compatible a droite avec la Ici de G.
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
Le théoreme de
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient

Rappel : Deux ensembles A, B ont le méme cardinal s'il existe une
bijection f : A — B.
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
Le théoréme de Lagrange
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient

Rappel : Deux ensembles A, B ont le méme cardinal s'il existe une
bijection f : A — B.

Proposition 3.5
Soit x € G. Les applications I, : H — xH, r. : H — Hx définies par

Ix(h) = xh, r(h) = hx

sont bijectives.
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
Le théoréme de Lagrange
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient

Rappel : Deux ensembles A, B ont le méme cardinal s'il existe une
bijection f : A — B.

Proposition 3.5
Soit x € G. Les applications I, : H — xH, r. : H — Hx définies par
Ix(h) = xh, r(h) = hx

sont bijectives. En particulier toutes les classes d'équivalence a
gauche (ou a droite) suivant H ont le méme cardinal.
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
Le théoréme de Lagrange
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient

Rappel : Deux ensembles A, B ont le méme cardinal s'il existe une
bijection f : A — B.

Proposition 3.5
Soit x € G. Les applications I, : H — xH, r. : H — Hx définies par
Ix(h) = xh, r(h) = hx

sont bijectives. En particulier toutes les classes d'équivalence a
gauche (ou a droite) suivant H ont le méme cardinal.

Dém: Iy injective : Ix(h1) = Ix(h2) = xhy = xhy = h1 = ho.
(On a multiplié les deux membres a gauche par x'.)
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
Loy . Le théoréme de Lagrange
Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient grang

Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Rappel : Deux ensembles A, B ont le méme cardinal s'il existe une
bijection f : A — B.

Proposition 3.5

Soit x € G. Les applications I, : H — xH, r. : H — Hx définies par

Ix(h) = xh, r(h) = hx
sont bijectives. En particulier toutes les classes d'équivalence a
gauche (ou a droite) suivant H ont le méme cardinal.

Dém: Iy injective : Ix(h1) = Ix(h2) = xhy = xhy = h1 = ho.
(On a multiplié les deux membres a gauche par x'.)

Iy surjective : Soit y € xH. Par la définition de xH, il existe he H
tel que y = xh = I(h).
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
Le théoréme de Lagrange
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient

Rappel : Deux ensembles A, B ont le méme cardinal s'il existe une
bijection f : A — B.

Proposition 3.5

Soit x € G. Les applications I, : H — xH, r. : H — Hx définies par

Ix(h) = xh, r(h) = hx

sont bijectives. En particulier toutes les classes d'équivalence a
gauche (ou a droite) suivant H ont le méme cardinal.

Dém: Iy injective : Ix(h1) = Ix(h2) = xhy = xhy = h1 = ho.
(On a multiplié les deux membres a gauche par x'.)

Iy surjective : Soit y € xH. Par la définition de xH, il existe he H
tel que y = xh = I(h).

La bijectivité de ry : exercice. [ |
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
Le théoréme de nge
oupe quotient suivant un sous-groupe normal

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient

Notations utilisées dans la littérature :

G/H := G/R,, H\G := G/ .R.
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
Le théoréme de Lagrange
1pe quotient suivant un sous-groupe normal

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient

Notations utilisées dans la littérature :

G/H := G/R,, H\G := G/ .R.

Remarque 3.6

Soit H © G un sous-groupe. Les ensembles quotient G/Ry, G/ 4R
ont le méme cardinal.

Dém: L’application ¢ : G — G donnée par x — x~ ! est une
bijection, qui induit une bijection 7: G/R;, — G/ 4R donnée
explicitement par 7(xH) = Hx !
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe

Loy . Le théoreme de Lagrange

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient . grang
1pe quotient suivant un sous-groupe normal

Notations utilisées dans la littérature :

G/H := G/R,, H\G := G/ .R.

Remarque 3.6

Soit H © G un sous-groupe. Les ensembles quotient G/Ry, G/ 4R
ont le méme cardinal.

Dém: L’application ¢ : G — G donnée par x — x~ ! est une
bijection, qui induit une bijection 7: G/R;, — G/ 4R donnée
explicitement par 7(xH) = Hx !

Démontrer que ¢ est bien définie et bijective.
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
Loy . Le théoréme de Lagrange
Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient ¢ grang

1pe quotient suivant un sous-groupe normal

Notations utilisées dans la littérature :

G/H := G/R,, H\G := G/ .R.

Remarque 3.6

Soit H © G un sous-groupe. Les ensembles quotient G/Ry, G/ 4R
ont le méme cardinal.

Dém: L’application ¢ : G — G donnée par x — x~ ! est une
bijection, qui induit une bijection 7: G/R;, — G/ 4R donnée
explicitement par 7(xH) = Hx !

Démontrer que ¢ est bien définie et bijective. [ |

La remarque ci-dessus est vraie en toute généralité, sans supposer

que G, H, |G/Ry|, ou |G/ 4R| soit fini.
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
Le théoréme de Lagrange
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient

Définition 3.7
Soit H = G un sous-groupe. Supposons que le quotient G/Ry (ou,
de maniére équivalente, G/ ,R) est fini. L'indice de H dans G est

défini par
P G : H| := |G/Ru| = |G/ uR].
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
Le théoreme de Lagrange
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient

Définition 3.7
Soit H = G un sous-groupe. Supposons que le quotient G/Ry (ou,
de maniére équivalente, G/ ,R) est fini. L'indice de H dans G est

défini par
P G : H| := |G/Ru| = |G/ uR].

Théoréme 3.8 (le théoreme de Lagrange)

Soit (G, o) un groupe fini, et soit H © G un sous-groupe. Alors

Gl = |H|-|G: H|.
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
Le théoréme de Lagrange
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient

On va utiliser un lemme élémentaire ;

Lemme 3.9 (Le Lemme des bergers)

Soient k, | € N* et M un ensemble qui posséde une partition en k

sous-ensembles, chacun de cardinal |. Alors |M| = k.
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
Le théoréme de Lagrange
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient

On va utiliser un lemme élémentaire ;

Lemme 3.9 (Le Lemme des bergers)

Soient k, | € N* et M un ensemble qui posséde une partition en k

sous-ensembles, chacun de cardinal |. Alors |M| = k.

Dém: (du théoreme de Lagrange) On applique le lemme des
bergers a la partition de G définie par les classes d'équivalence par
rapport a Ry (ou a 4R).
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe

Le théoréme de Lagrange

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient . >
grang peq Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

On va utiliser un lemme élémentaire ;

Lemme 3.9 (Le Lemme des bergers)

Soient k, | € N* et M un ensemble qui posséde une partition en k

sous-ensembles, chacun de cardinal |. Alors |M| = k.

Dém: (du théoreme de Lagrange) On applique le lemme des
bergers a la partition de G définie par les classes d'équivalence par
rapport a Ry (ou a 4R).

Nous savons que toutes ces classes ont le méme cardinal qui
coincide avec |H|.
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe

Le théoréme de Lagrange

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient . >
grang peq Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

On va utiliser un lemme élémentaire ;

Lemme 3.9 (Le Lemme des bergers)

Soient k, | € N* et M un ensemble qui posséde une partition en k

sous-ensembles, chacun de cardinal |. Alors |M| = k.

Dém: (du théoreme de Lagrange) On applique le lemme des
bergers a la partition de G définie par les classes d'équivalence par
rapport a Ry (ou a 4R).

Nous savons que toutes ces classes ont le méme cardinal qui
coincide avec |H|.

Le nombre des classes d'équivalence par rapport a Ry est |G/Ry|.
Mais |G/Ry| = |G : H| par la définition de |G : H]|. ]
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
Le théoréme de Lagrange
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient

Remarque 3.10

Le théoréme de Lagrange est vrai méme en toute généralité, méme
si G est infini. Pour cette généralisation on a besoin de la
généralisation du produit pour les nombres cardinaux infinis.
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe

£ . Le théoreme de Lagrange

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient . grang
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Remarque 3.10

Le théoréme de Lagrange est vrai méme en toute généralité, méme
si G est infini. Pour cette généralisation on a besoin de la
généralisation du produit pour les nombres cardinaux infinis.

Corollaire 3.11

Soit (G, o) un groupe fini, H c G un sous-groupe. Alors |H| est un

diviseur de |G|.
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe

£ . Le théoreme de Lagrange

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient . grang
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Remarque 3.10

Le théoréme de Lagrange est vrai méme en toute généralité, méme
si G est infini. Pour cette généralisation on a besoin de la
généralisation du produit pour les nombres cardinaux infinis.

Corollaire 3.11

Soit (G, o) un groupe fini, H c G un sous-groupe. Alors |H| est un

diviseur de |G|.

Dans la littérature on appelle souvent ce corollaire " le théoréme de
Lagrange".
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
Le théoréme de Lagrange

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient . >
grang peq Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Corollaire 3.12

Soient (G, o) un groupe fini et x € G. Alors
@ ord(x) est un diviseur de |G|.
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
Le théoréme de Lagrange
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient

Corollaire 3.12
Soient (G, o) un groupe fini et x € G. Alors
@ ord(x) est un diviseur de |G|.

@ Pour tout x € G on a xI¢l = e.
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
Le théoréme de Lagrange
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient

Corollaire 3.12
Soient (G, o) un groupe fini et x € G. Alors
@ ord(x) est un diviseur de |G|.

@ Pour tout x € G on a xI¢l = e.

Dém: 1. On a ord(x) = |{x) |, donc ord(x) est un diviseur de |G|
d'aprés le corollaire 3.11.
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
Le théoréme de Lagrange
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient

Corollaire 3.12
Soient (G, o) un groupe fini et x € G. Alors
@ ord(x) est un diviseur de |G|.

@ Pour tout x € G on a xI¢l = e.

Dém: 1. On a ord(x) = |{x) |, donc ord(x) est un diviseur de |G|
d'aprés le corollaire 3.11.
2. Soit k := ord(x). Puisque k||G| il existe | € N tel que |G| = k.
Alors

X\G\ — Xk — (Xk)l _ el —e.
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
Le théoréme de Lagrange
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient

Corollaire 3.13
Soit (G, o) un groupe fini dont I'ordre |G| est un nombre premier
p. Alors G est un groupe cyclique d’ordre p, en particulier il est

isomorphe a (Zp, +).
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
Le théoréme de Lagrange
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient

Corollaire 3.13
Soit (G, o) un groupe fini dont I'ordre |G| est un nombre premier
p. Alors G est un groupe cyclique d’ordre p, en particulier il est

isomorphe a (Zp, +).

Dém: Puisque p > 2 il existe x € G\{e}. On a ord(x) > 2.
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
£ . Le théoreme de Lagrange
Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient grang

Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Corollaire 3.13

Soit (G, o) un groupe fini dont I'ordre |G| est un nombre premier

p. Alors G est un groupe cyclique d’ordre p, en particulier il est
isomorphe a (Zp, +).

Dém: Puisque p > 2 il existe x € G\{e}. On a ord(x) > 2.

D’apres le corollaire 3.12 ord(x)|p. Puisque p est un nombre
premier, il en résulte ord(x) = p, donc |{x)| = p = |G|.
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe

£ . Le théoreme de Lagrange

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient . grang
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Corollaire 3.13

Soit (G, o) un groupe fini dont I'ordre |G| est un nombre premier

p. Alors G est un groupe cyclique d’ordre p, en particulier il est
isomorphe a (Zp, +).

Dém: Puisque p > 2 il existe x € G\{e}. On a ord(x) > 2.

D’apres le corollaire 3.12 ord(x)|p. Puisque p est un nombre
premier, il en résulte ord(x) = p, donc |{x)| = p = |G|.

Puisque (x) est un sous-groupe de G, il en résulte (x) = G.
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe

£ . Le théoreme de Lagrange

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient . grang
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Corollaire 3.13

Soit (G, o) un groupe fini dont I'ordre |G| est un nombre premier

p. Alors G est un groupe cyclique d’ordre p, en particulier il est
isomorphe a (Zp, +).

Dém: Puisque p > 2 il existe x € G\{e}. On a ord(x) > 2.

D’apres le corollaire 3.12 ord(x)|p. Puisque p est un nombre
premier, il en résulte ord(x) = p, donc |{x)| = p = |G|.

Puisque (x) est un sous-groupe de G, il en résulte (x) = G.

Donc G est un groupe cyclique d'ordre p. [ |
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
Le théoréme de Lagrange

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient . >
grang peq Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Corollaire 3.14 (Le petit théoreme de Fermat)

Si p est un nombre premier et a € 7 n'est pas divisible par p, alors

P 1=1 (mod)p .
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
Le théoréme de Lagrange

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient . >
grang peq Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Corollaire 3.14 (Le petit théoreme de Fermat)

Si p est un nombre premier et a € 7 n'est pas divisible par p, alors

P 1=1 (mod)p .

Dém: Puisque a n'est pas divisible par p et p est premier, on
pged(a, p) =1, donc [a], € Z.
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
Le théoréme de Lagrange

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient . >
grang peq Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Corollaire 3.14 (Le petit théoreme de Fermat)

Si p est un nombre premier et a € 7 n'est pas divisible par p, alors

P 1=1 (mod)p .

Dém: Puisque a n'est pas divisible par p et p est premier, on
pged(a, p) =1, donc [a], € Z.

Puisque p est un nombre premier, on a Z; = Z,\{[0],}, donc
I'ordre du groupe (Z,-) est p — 1.
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
Le théoréme de Lagrange

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient . >
grang peq Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Corollaire 3.14 (Le petit théoreme de Fermat)

Si p est un nombre premier et a € 7 n'est pas divisible par p, alors

P 1=1 (mod)p .

Dém: Puisque a n'est pas divisible par p et p est premier, on
pged(a, p) =1, donc [a], € Z.

Puisque p est un nombre premier, on a Z; = Z,\{[0],}, donc
I'ordre du groupe (Z,-) est p — 1.

On applique le corollaire 3.12 au groupe Z; et a I'élément [a]p de
ce groupe. [

Andrei Teleman Théorie des groupes



Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
Le théoréme de Lagrange
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient

L'indicatrice d'Euler est I'application ¢ : N* — N* définie par

o(n) == |Z)| = |[{ke{1,...,n}, pged(k,n) =1}].
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
£ . Le théoreme de Lagrange
Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient grang

Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

L'indicatrice d'Euler est I'application ¢ : N* — N* définie par

o(n) == |Z)| = |[{ke{1,...,n}, pged(k,n) =1}].

Corollaire 3.15 (le théoreme de Euler)

Soient n € N* et a € 7 premier avec n. Alors

22N = 1.

n

Dém: Exercice. Utiliser la méme méthode que pour la

démonstration du corollaire 3.14. Remarquer d’abord que
|Z5 | = ¢(n).
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
Le théoréme de Lagrange
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient

On va voir : Si H est distingué, alors Ry = 4R et le quotient
G/Ry = G/ 4R a une structure naturelle de groupe.
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
Le théoréme de Lagrange
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient

On va voir : Si H est distingué, alors R, = 4R et le quotient
G/Ry = G/ 4R a une structure naturelle de groupe.
Proposition 3.16

Soient (G, o) un groupe, H — G un sous-groupe et Ry, 4R les
relations d’'équivalence suivant H. Si H est distingué, alors

G RH:HR,
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
Le théoréme de Lagrange
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient

On va voir : Si H est distingué, alors R, = 4R et le quotient
G/Ry = G/ 4R a une structure naturelle de groupe.
Proposition 3.16

Soient (G, o) un groupe, H — G un sous-groupe et Ry, 4R les
relations d’'équivalence suivant H. Si H est distingué, alors
G RH = HR ’

© La formule [x]y - [y]n := [x o y]u définit une structure de
groupe sur le quotient G/H := G/R, = G/ 4R.
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
Le théoréme de Lagrange
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient

On va voir : Si H est distingué, alors R, = 4R et le quotient
G/Ry = G/ 4R a une structure naturelle de groupe.
Proposition 3.16
Soient (G, o) un groupe, H — G un sous-groupe et Ry, 4R les
relations d’'équivalence suivant H. Si H est distingué, alors

G RH = HR,

© La formule [x]y - [y]n := [x o y]u définit une structure de

groupe sur le quotient G/H := G/R, = G/ 4R.

Dém: 1. :Onax Ry y = x'ye H= Jhe H tel que x'y = h.
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
Le théoréme de Lagrange
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient

On va voir : Si H est distingué, alors R, = 4R et le quotient
G/Ry = G/ 4R a une structure naturelle de groupe.

Proposition 3.16
Soient (G, o) un groupe, H — G un sous-groupe et Ry, 4R les
relations d’'équivalence suivant H. Si H est distingué, alors
G RH = HR,
© La formule [x]y - [y]n := [x o y]u définit une structure de
groupe sur le quotient G/H := G/R, = G/ 4R.

Dém: 1. :Onax Ry y = x'ye H= Jhe H tel que x'y = h.

Mais x'y = h=y = xh = xy’ = xh’x’ € H parce que h' € H et H
est distingué. On a obtenu xy’ € H, donc x ,R y.

Andrei Teleman Théorie des groupes



Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
Le théoréme de Lagrange
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient

On va voir : Si H est distingué, alors R, = 4R et le quotient
G/Ry = G/ 4R a une structure naturelle de groupe.

Proposition 3.16

Soient (G, o) un groupe, H — G un sous-groupe et Ry, 4R les
relations d’'équivalence suivant H. Si H est distingué, alors

G RH:HR,

© La formule [x]y - [y]n := [x o y]u définit une structure de
groupe sur le quotient G/H := G/R, = G/ 4R.

Dém: 1. :Onax Ry y = x'ye H= Jhe H tel que x'y = h.
Mais x'y = h=y = xh = xy’ = xh’x’ € H parce que h' € H et H
est distingué. On a obtenu xy’ € H, donc x ,R y.

L'implication x ;R y = x Ry y est proposée comme exercice.
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
Le théoréme de Lagrange
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient

2. A démontrer d'abord : la définition de - est cohérente, i.e. [xy]y
dépend seulement des classes [x], [y]x-
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Relations d'équival suivant un sous-groupe
Le théoréme de ge
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient

2. A démontrer d'abord : la définition de - est cohérente, i.e. [xy]y
dépend seulement des classes [x], [y]x-

Soient X, y € G tels que X R, x et ¥ Ry y. On a donc X’x € H,
y'y € H. Soient h, x € H tels que X’x = h, ¥'y = x. Alors
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Relations d'équiva e suivant un sous-groupe
Le théoréme de ange
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient

2. A démontrer d'abord : la définition de - est cohérente, i.e. [xy]y
dépend seulement des classes [x], [y]x-

Soient X, y € G tels que X R, x et ¥ Ry y. On a donc X’x € H,
y'y € H. Soient h, x € H tels que X’x = h, ¥'y = x. Alors

/

(%7) (xy) = ¥'%'xy = (xy')(hx')(xy) = x(y'hy) e H ,

parce que y € H et (H étant distingué) y’'hy € H.
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Relations d'équiva e suivant un sous-groupe
Le théoréme de ange
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient

2. A démontrer d'abord : la définition de - est cohérente, i.e. [xy]y
dépend seulement des classes [x], [y]x-

Soient X, y € G tels que X R, x et ¥ Ry y. On a donc X’x € H,
y'y € H. Soient h, x € H tels que X’x = h, ¥'y = x. Alors

(%7) (xy) = ¥'%'xy = (xy')(hx')(xy) = x(y'hy) e H ,

parce que y € H et (H étant distingué) y’'hy € H.

D'ou (X¥) Ry (xy), donc la classe [x o y|g, dépend seulement des
classes [x]u, [y]n-
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Relations d'équiva e suivant un sous-groupe
Le théoréme de ange
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient

2. A démontrer d'abord : la définition de - est cohérente, i.e. [xy]y
dépend seulement des classes [x], [y]x-

Soient X, y € G tels que X R, x et ¥ Ry y. On a donc X’x € H,
y'y € H. Soient h, x € H tels que X’x = h, ¥'y = x. Alors

(%7) (xy) = ¥'%'xy = (") () (xy) = x(v'hy) € H
parce que y € H et (H étant distingué) y’'hy € H.
D'ou (X¥) Ry (xy), donc la classe [x o y|g, dépend seulement des

classes [x]u, [y]n-

Facile : la Ici - sur G/Ry, vérifie les axiomes du groupe :

— L'associativité de - résulte de I'associativité de o.

— La classe [e], = H est élément neutre pour la lci -

— La classe [x'], est un élém. symétrique de [x], par rapp.a - ®
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Relations d'équival suivant un sous-groupe
Le théoréme de ge
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient

Pour un sous-groupe distingué H la relation Ry s'appelle la relation
d'équivalence (de congruence) suivant H. Aucune précision "a
gauche" ou "a droite" n’est nécessaire.
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Relations d'équival suivant un sous-groupe
Loy . Le théoreme de ge
Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient . 7
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Pour un sous-groupe distingué H la relation Ry s'appelle la relation
d'équivalence (de congruence) suivant H. Aucune précision "a
gauche" ou "a droite" n'est nécessaire. Si H est sous-entendu, on

va noter [x] := [x]u.
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
Le théoréme de Lagrange
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient

Pour un sous-groupe distingué H la relation Ry s'appelle la relation
d'équivalence (de congruence) suivant H. Aucune précision "a
gauche" ou "a droite" n'est nécessaire. Si H est sous-entendu, on
va noter [x] := [x]u.

Définition 3.17

Soit (G, o) un groupe, H — G un sous-groupe distingué. Le
groupe quotient de G par H est le groupe (G/H,-), ol
G/H := G/Ry et - est la Ici définie par

[x]- [y] :=[xoy].
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
Le théoréme de Lagrange
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient

Pour un sous-groupe distingué H la relation Ry s'appelle la relation
d'équivalence (de congruence) suivant H. Aucune précision "a
gauche" ou "a droite" n'est nécessaire. Si H est sous-entendu, on
va noter [x] := [x]u.

Définition 3.17

Soit (G, o) un groupe, H — G un sous-groupe distingué. Le
groupe quotient de G par H est le groupe (G/H,-), ol

G/H := G/Ry et - est la Ici définie par

[x]- [y] :=[xoy].

L'épimorphisme canonique associé a H est I'épimorphisme
pH : G — G/H défini par py(x) := [x].
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
Le théorém Lagrange

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient L o
grang be q Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Remarque 3.18

L’application py est un épimorphisme avec ker(py) = H.

Dém: Exercice. [ ]
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
Le théoréme de Lagrange
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient

Remarque 3.18

L’application py est un épimorphisme avec ker(py) = H.

Dém: Exercice. [ ]

Dans un groupe abélien tout sous-groupe est distingué. En
particulier nZ est un sous-groupe distingué de Z.
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
Le théoréme de Lagrange

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient . :
grang be q Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Remarque 3.18

L’application py est un épimorphisme avec ker(py) = H.

Dém: Exercice. [ ]

Dans un groupe abélien tout sous-groupe est distingué. En
particulier nZ est un sous-groupe distingué de Z. Le groupe

Z, = 7/nZ est précisément le quotient de Z par nZ au sens de la
théorie générale des groupes quotients.
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
Le théoréme de Lagrange

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient . :
grang be q Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Théoreme 3.19 (Propriété universelle du groupe quotient)

Soient H ¢ G un sous-groupe distingué de G, py : G — G/H
I'épimorphisme canonique et f : G — G un morphisme. Alors
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
Le théoréme de Lagrange
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient

Théoreme 3.19 (Propriété universelle du groupe quotient)

Soient H ¢ G un sous-groupe distingué de G, py : G — G/H
I'épimorphisme canonique et f : G — G un morphisme. Alors

© I/ existe un morphisme f : G/H — G tel que fopy =f siet
seulement si H c ker(f).

GG
| A )
/

PH
G/H
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
Le théoréme de Lagrange
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient

Théoreme 3.19 (Propriété universelle du groupe quotient)

Soient H ¢ G un sous-groupe distingué de G, py : G — G/H
I'épimorphisme canonique et f : G — G un morphisme. Alors

© I/ existe un morphisme f : G/H — G tel que fopy =f siet
seulement si H c ker(f).

GG
pHJ / (2)
G/H

@® Si cette condition est Vérifiée, alors
@ f est unique, ker(f) = ker(f)/H et im(f) = im(f),
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
Le théoréme de Lagrange
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient

Théoreme 3.19 (Propriété universelle du groupe quotient)

Soient H < G un sous-groupe distingué de G, py: G — G /H
I'épimorphisme canonique et f : G — G un morphisme. Alors
© I/ existe un morphisme f : G/H — G tel que fopy =f siet
seulement si H c ker(f).
G—F G
2
P ”J / @)
G/H

@® Si cette condition est Vérifiée, alors
o f est unique, ker(f) = ker(f)/H et im(f) = im(f),
® f est un monomorphisme si et seulement si H = ker(f),
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
Le théoréme de Lagrange
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient

Théoreme 3.19 (Propriété universelle du groupe quotient)

Soient H < G un sous-groupe distingué de G, py: G — G /H
I'épimorphisme canonique et f : G — G un morphisme. Alors
© I/ existe un morphisme f : G/H — G tel que fopy =f siet
seulement si H c ker(f).

G— 46
PHJ{ / (2)
f
G/H
@® Si cette condition est Vérifiée, alors
o f est unique, ker(f) = ker(f)/H et im(f) = im(f),
(>} f est un monomorphisme si et seulement si H = ker(f),

© 1 est un épimorphisme si et seulement si f est un
épimorphisme.
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
Le théoréme de Lagrange
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient

Dém: 1. Supposons : 3 f: G/H — G morphisme tel que
fopy=f.
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
Le théoréme de Lagrange
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient

Dém: 1. Supposons : 3 f: G/H — G morphisme tel que
fopy=f.

Il en résulte H = ker(py) < ker(f o py) = ker(f).
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
Le théoréme d grange
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient

Dém: 1. Supposons : 3 f: G/H — G morphisme tel que
fopy=f.

Il en résulte H = ker(py) < ker(f o py) = ker(f).

Réciproquement, si H — ker(f) alors f est compatible avec Ry,
donc il existe une application f : G/H — G avec la propriété
fopy=T*.
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
Le théoreme d nge
Groupe quotient suivant un sous- groupe normal

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient

Dém: 1. Supposons : 3 f: G/H — G morphisme tel que
fopy=f.

Il en résulte H = ker(py) < ker(f o py) = ker(f).

Réciproquement, si H ker(f) alors f est compat|b|e avec Ry,
donc il existe une application f : G/H — G avec la propriété
fopy = f. Cette application est un morphisme, parce que f est un
morphisme.
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
Le théoreme d nge
Groupe quotient suivant un sous- groupe normal

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient

Dém: 1. Supposons : 3 f: G/H — G morphisme tel que
fopy=f.

Il en résulte H = ker(py) < ker(f o py) = ker(f).

Réciproquement, si H ker(f) alors f est compat|b|e avec Ry,
donc il existe une application f : G/H — G avec la propriété
fopy = f. Cette application est un morphisme, parce que f est un
morphisme.

2.(a) La condition f o py = f est équivalente 3
Vxe G f([x]) = f(x),

donc pour f nous avons une seule possibilité.
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Relations d'équival suivant un sous-groupe
Le théoréme de ge
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient

Pour la 2me affirmation, soit & I'élément neutre de G. H est un
sous-groupe distingué de ker(f), donc le groupe quotient ker(f)/H
est défini.
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
Le théoréme de Lagrange
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient

Pour la 2me affirmation, soit & I'élément neutre de G. H est un
sous-groupe distingué de ker(f), donc le groupe quotient ker(f)/H
est défini.

On a
er(F) = {[x] € G/H| F([x]) = &} = {[x] € G/H| F(x) = &

= {[x] € G/H| x € ker(f)} = ker(f)/H .
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
Le théoréme de Lagrange
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient

Pour la 2me affirmation, soit & I'élément neutre de G. H est un
sous-groupe distingué de ker(f), donc le groupe quotient ker(f)/H
est défini.

On a
er(F) = {[x] € G/H| F([x]) = &} = {[x] € G/H| F(x) = &

= {[x] € G/H| x € ker(f)} = ker(f)/H .

Pour la 3me affirmation : im(f) = im(f o py) = im(f). Pour la
2me égalité on a utilisé la surjectivité de py.
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
Le théoréme de Lagrange
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient

Pour la 2me affirmation, soit & I'élément neutre de G. H est un
sous-groupe distingué de ker(f), donc le groupe quotient ker(f)/H
est défini.
On a

ker(f) = {[x] € G/H| f([x]) = &} = {[x] € G/H| f(x) = &}

= {[x] € G/H| x € ker(f)} = ker(f)/H .
Pour la 3me affirmation : im(f) = im(f o py) = im(f). Pour la
2me égalité on a utilisé la surjectivité de py.

2.(b) f est un monomorphisme si et seulement si ker(f) est trivial,
donc si et seulement si le quotient ker(f)/H est trivial, donc si et
seulement si ker(f) = H.
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
Le théoréme de Lagrange
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient

Pour la 2me affirmation, soit & I'élément neutre de G. H est un
sous-groupe distingué de ker(f), donc le groupe quotient ker(f)/H
est défini.
On a

ker(f) = {[x] € G/H| f([x]) = &} = {[x] € G/H| f(x) = &}

= {[x] € G/H| x € ker(f)} = ker(f)/H .
Pour la 3me affirmation : im(f) = im(f o py) = im(f). Pour la
2me égalité on a utilisé la surjectivité de py.

2.(b) f est un monomorphisme si et seulement si ker(f) est trivial,
donc si et seulement si le quotient ker(f)/H est trivial, donc si et
seulement si ker(f) = H.

2.(c) Utiliser la troisieme affirmation de 2(a). ]
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
Le théoréme de Lagrange

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient . :
grang be q Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Soient m, ne N* et p:7Z — Zp,, q: Z — Zp, les épimorphismes
canoniques. Dans la propriété universelle on va prendre G = Z,
H = mZ, G = Z,, f = q. Supposons n|m.
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
Le théoréme de Lagrange
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient

Soient m, ne N* et p:7Z — Zp,, q: Z — Zp, les épimorphismes
canoniques. Dans la propriété universelle on va prendre G = Z,
H = mZ, G = Z,, f = q. Supposons n|m.

Alors mZ = ker(p) < ker(q) = nZ et d'apres le théoréme il existe
un unique morphisme q : Z, — Z, tel que go p = q, i.e. tel que

Vx € Z, q([x]m) = [x]n-
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
Le théoréme de Lagrange
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient

Soient m, ne N* et p:7Z — Zp,, q: Z — Zp, les épimorphismes
canoniques. Dans la propriété universelle on va prendre G = Z,
H = mZ, G = Z,, f = q. Supposons n|m.

Alors mZ = ker(p) < ker(q) = nZ et d'apres le théoréme il existe
un unique morphisme q : Z, — Z, tel que go p = q, i.e. tel que

[x]n-

Vx € Z, q([x]m)

Le méme théoréme nous donne

ker(g) = ker g/ker p = nZ/mZ,
et g est un épimorphisme, parce que g est un épimorphisme.
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
Le théoréme de Lagrange

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient . =
grang be q Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Théoréme 3.20 (Le premier théoréme d'isomorphisme)

Soient (G, ), (G, ) groupes et f : G — G un homomorphisme.
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
Le théoréme de Lagrange
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient

Théoréme 3.20 (Le premier théoréme d'isomorphisme)

Soient (G, -), (@ ) groupes et f : G — G un homomorphisme.
Alors la formule ¢([x]) := f(x) définit un isomorphisme

¢ : G/ker(f) = im(f).
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
Le théoréme de Lagrange
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient

Théoréme 3.20 (Le premier théoréme d'isomorphisme)

Soient (G, -), (@ ) groupes et f : G — G un homomorphisme.
Alors la formule ¢([x]) := f(x) définit un isomorphisme

¢ : G/ker(f) = im(f).

Dém: Dans la propriété universelle choisissons H := ker(f).
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
Le théoréme de Lagrange
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient

Théoréme 3.20 (Le premier théoréme d'isomorphisme)

Soient (G, -), (@ ) groupes et f : G — G un homomorphisme.
Alors la formule ¢([x]) := f(x) définit un isomorphisme

¢ : G/ker(f) = im(f).

Dém: Dans la propriété universelle choisissons H := ker(f).

D'apres la propriété universelle f définit un monomorphisme
f: G/ker(f) — G qui a la méme image que f.
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
Le théoréme de Lagrange
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient

Théoréme 3.20 (Le premier théoréme d'isomorphisme)

Soient (G, -), (@ ) groupes et f : G — G un homomorphisme.
Alors la formule ¢([x]) := f(x) définit un isomorphisme

¢ : G/ker(f) = im(f).

Dém: Dans la propriété universelle choisissons H := ker(f).

D'apres la propriété universelle f définit un monomorphisme
f: G/ker(f) — G qui a la méme image que f.

Par restriction "au but" on obtient un isomorphisme
¢ : G/ker(f) —=> im(f) avec la propriété requise. ]
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
Le théoréme de Lagrange
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient

Soit f : (R,+) — (C*,-) le morphisme défini par f(t) = e*™'t. On
a
ker(f) = Z, im(f) = U := {z e C*| |z| = 1},

donc, d'apres le ler théoreme d'isomorphisme, f induit un
isomorphisme ¢ : R/Z — U.
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Relations d'équivalence suivant un sous-groupe
Le théoréme de Lagrange
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

Le théoreme de Lagrange. Groupe quotient

Soit f : (R,+) — (C*,-) le morphisme défini par f(t) = e*™'t. On
a
ker(f) = Z, im(f) = U := {z e C*| |z| = 1},

donc, d'apres le ler théoreme d'isomorphisme, f induit un
isomorphisme ¢ : R/Z — U.

Exemple 3.4

Soit f : (Z,+) — (R*,-) le morphisme défini par f(k) = (—1).
On a
ker(f) = 2Z, im(f) = {£1},

donc f induit un isomorphisme ¢ : Z/27 — {+1}.
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Décomposition d'une permutation en produit de cycles disjoints
La signature d'une permutation
Le groupe symétrique S,

Table of Contents

°
°
'
e Le groupe symétrique &,
® Décomposition d'une permutation en produit de cycles
disjoints
® La signature d’'une permutation
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Décomposition d'une permutation en produit de cycles disjoints
La signature d'une permutation

Le groupe symétrique S,

Rappel : Soit M un ensemble fini, n := |M| son cardinal.
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Décomposition d'une permutation en produit de cycles disjoints
La signature d'une permutation

Le groupe symétrique S,

Rappel : Soit M un ensemble fini, n := |M| son cardinal.
Une permutation de M est une bijection M — M.
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Décomposition d'une permutation en produit de cycles disjoints
La signature d'une permutation

Le groupe symétrique S,

Rappel : Soit M un ensemble fini, n := |M| son cardinal.
Une permutation de M est une bijection M — M.
Le groupe symétrique de M : (6(M), o), ou

S(M) :={f: M — M| f bijective }.
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Décomposition d'une permutation en produit de cycles disjoints
La signature d'une permutation

Le groupe symétrique S,

Rappel : Soit M un ensemble fini, n := |M| son cardinal.
Une permutation de M est une bijection M — M.
Le groupe symétrique de M : (6(M), o), ou

S(M) :={f: M — M| f bijective }.

et o désigne la composition des bijections. Pour M = {1,...,n} on
obtient le groupe symétrique de degré n : (&, 0).
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Décomposition d'une permutation en produit de cycles disjoints
La signature d'une permutation

Le groupe symétrique S,

Rappel : Soit M un ensemble fini, n := |M| son cardinal.
Une permutation de M est une bijection M — M.
Le groupe symétrique de M : (6(M), o), ou

S(M) :={f: M — M| f bijective }.
et o désigne la composition des bijections. Pour M = {1,...,n} on
obtient le groupe symétrique de degré n : (&, 0).
Soit b: {1,...,n} — M bijection. L'application

¢p: S(M) = &,, ¢p(0) :=bTooob

est un isomorphisme, donc (&(M), o) est isomorphe a (&, 0).
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Décomposition d'une permutation en produit de cycles disjoints
La signature d'une permutation

Le groupe symétrique S,

Il en résulte :

O Ona |G(M)| =n!.
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Décomposition d'une permutation en produit de cycles disjoints
La signature d'une permutation

Le groupe symétrique S,

Il en résulte :
O Ona |G(M)| =n!.
© (S(M),0) est non-abélien si n > 3.
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Décomposition d'une permutation en produit de cycles disjoints
La signature d'une permutation

Le groupe symétrique S,

Il en résulte :

O Ona |G(M)| =n!.

© (S(M),0) est non-abélien si n > 3.
On va étudier le groupe (&(M), o).
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Décomposition d'une permutation en produit de cycles disjoints
La signature d'une permutation

Le groupe symétrique S,

Il en résulte :

O Ona |G(M)| =n!.

© (S(M),0) est non-abélien si n > 3.
On va étudier le groupe (&(M), o).

Un arrangement de k éléments dans M est une famille
(my,...,mg) d'éléments de M, distincts deux a deux.
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Décomposition d'une permutation en produit de cycles disjoints
La signature d'une permutation

Le groupe symétrique S,

Il en résulte :
O Ona |G(M)| =n!.
© (S(M),0) est non-abélien si n > 3.
On va étudier le groupe (&(M), o).
Un arrangement de k éléments dans M est une famille

(my,...,mg) d'éléments de M, distincts deux a deux.

AK(M) := I'ensemble des arrangements de k éléments dans M.
Son cardinal est :

n!

Al = |AK(M)| = CEvIE
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Décomposition d'une permutation en produit de cycles disjoints
La signature d'une permutation
Le groupe symétrique S,

Définition 4.1
Soit 0 € G(M).
O Un élément m e M s'appelle point fixe de o si o(m)

L’ensemble des points fixes de o sera noté M°.
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Décomposition d'une permutation en produit de cycles disjoints
La signature d'une permutation

Le groupe symétrique S,

Définition 4.1
Soit 0 € G(M).

@ Un élément m e M s'appelle point fixe de o si o(m) = m.
L’ensemble des points fixes de o sera noté M°.

© Le support de o est le sous-ensemble
supp(o) :={me M| o(m) # m} c M.

Donc le support de o est le complémentaire dans M du
sous-ensemble M? des points fixes de o.
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Décomposition d'une permutation en produit de cycles disjoints
La signature d'une permutation

Le groupe symétrique S,

Définition 4.1
Soit 0 € G(M).

@ Un élément m e M s'appelle point fixe de o si o(m) = m.
L’ensemble des points fixes de o sera noté M°.

© Le support de o est le sous-ensemble
supp(o) :={me M| o(m) # m} c M.

Donc le support de o est le complémentaire dans M du
sous-ensemble M? des points fixes de o.

© Un sous-ensemble N — M est dit sous-ensemble invariant
(partie invariante) par o si o(N) = N.
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La signature d'une permutation

Le groupe symétrique S,

Remarque 4.2

Soit M un ensemble fini et o € &(

).
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Décomposition d'une permutation en produit de cycles disjoints
La signature d'une permutation

Le groupe symétrique S,

Remarque 4.2

Soit M un ensemble fini et o € &(M).

© S/ N c M est une partie invariante par o, alors la restriction
de o a N définit une permutation de N.
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Décomposition d'une permutation en produit de cycles disjoints
La signature d'une permutation

Le groupe symétrique S,

Remarque 4.2

Soit M un ensemble fini et o € &(M).

© S/ N c M est une partie invariante par o, alors la restriction
de o a N définit une permutation de N.

@ M et supp(o) sont des parties invariantes par o.
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Décomposition d'une permutation en produit de cycles disjoints
La signature d'une permutation

Le groupe symétrique S,

Remarque 4.2

Soit M un ensemble fini et o € &(M).

© S/ N c M est une partie invariante par o, alors la restriction
de o a N définit une permutation de N.

@ M et supp(o) sont des parties invariantes par o.

Remarque 4.3

Sia, B € G(M) sont deux permutations & supports disjoints, alors
ao 8 = oa. Donc deux permutations a supports disjoints
commutent.
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Décomposition d'une permutation en produit de cycles disjoints
La signature d'une permutation

Le groupe symétrique S,

Remarque 4.2

Soit M un ensemble fini et o € &(M).

© S/ N c M est une partie invariante par o, alors la restriction
de o a N définit une permutation de N.

@ M et supp(o) sont des parties invariantes par o.

Remarque 4.3

Sia, B € G(M) sont deux permutations & supports disjoints, alors
ao 8 = oa. Donc deux permutations a supports disjoints
commutent.

Dém: Soit x € M. Discussion selon plusieurs cas. Par exemple si
x € supp(a), alors x ¢ supp(5) et (o f)(x) = (B oa)(x) = a(x).
|



Décomposition d'une permutation en produit de cycles disjoints
La signature d'une permutation

Le groupe symétrique S,

Définition 4.4
Soit k € N*, 2 < k < n. Une permutation o € G(M) s’appelle
cycle de longueur k, ou k-cycle, s'il existe un arrangement

(my, my...,mg_1,my) de k éléments dans M tel que
a(my) =my, ..., a(mg_1) = mg, a(mg) =my, et
a(m) = m pour m¢ {my,...,my}.

Si c’est le cas, on va écrire « = (mimy ... my). Un 2-cycle s'appelle
transposition. Un n-cycle s’appelle permutation circulaire de M.
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Décomposition d'une permutation en produit de cycles disjoints
La signature d'une permutation

Le groupe symétrique S,

Remarque 4.5

©® Soit a = (mymy ... mk_1my) un k-cycle. Alors
a1l = (mkmk,l .. mgml).
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Décomposition d'une permutation en produit de cycles disjoints
La signature d'une permutation

Le groupe symétrique S,

Remarque 4.5
©® Soit a = (mymy ... mk_1my) un k-cycle. Alors
a1l = (mkmk,l .. mgml).

© Si a est un k-cycle alors ord(a) = k.
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Décomposition d'une permutation en produit de cycles disjoints
La signature d'une permutation

Le groupe symétrique S,

Remarque 4.5
©® Soit a = (mymy ... mk_1my) un k-cycle. Alors
a1l = (mkmk,l .. mgml).
© Si a est un k-cycle alors ord(a) = k.

© La correspondance entre arrangements de k éléments et
k-cycles de M n’est pas bijective. On a évidemment

(m1m2 “. mk_lmk) = (m2m3 e mkml) s = (mkml ce mk_zmk_l)

donc a chaque k-cycle correspondent k arrangements.
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Décomposition d'une permutation en produit de cycles disjoints
La signature d'une permutation

Le groupe symétrique S,

Remarque 4.5
©® Soit a = (mymy ... mk_1my) un k-cycle. Alors
a1l = (mkmk,l .. mgml).
© Si a est un k-cycle alors ord(a) = k.

© La correspondance entre arrangements de k éléments et
k-cycles de M n’est pas bijective. On a évidemment

(m1m2 “. mk_lmk) = (m2m3 e mkml) s = (mkml ce mk_zmk_l)

donc a chaque k-cycle correspondent k arrangements.
© Le nombre de k-cycles dans G(M) est %Aﬁ = (k —1)!Ck, en
particulier
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Décomposition d'une permutation en produit de cycles disjoints
La signature d'une permutation

Le groupe symétrique S,

dans G(M) ilya C? = @ transpositions et (n — 1)!
permutations circulaires.
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Décomposition d'une permutation en produit de cycles disjoints
La signature d'une permutation

Le groupe symétrique S,

dans G(M) ilya C? = @ transpositions et (n — 1)!
permutations circulaires.

@ Un k-cycle (avec k > 2) s'écrit comme produit de (k — 1)
transpositions. En effet on a

(mlmg . mk_lmk) = (mlmk)(mlmk_l) c. (m1m3)(m1m2) .
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Décomposition d'une permutation en produit de cycles disjoints
La signature d'une permutation

Le groupe symétrique S,

dans G(M) ilya C? = @ transpositions et (n — 1)!
permutations circulaires.

@ Un k-cycle (avec k > 2) s'écrit comme produit de (k — 1)
transpositions. En effet on a

(mlmg . mk_lmk) = (mlmk)(mlmk_l) c. (m1m3)(m1m2) .

O Si n = 3 alors G(M) contient : idpy, trois 2-cycles et deux
3-cycles.
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Décomposition d'une permutation en produit de cycles disjoints
La signature d'une permutation

Le groupe symétrique S,

dans G(M) ilya C? = @ transpositions et (n — 1)!
permutations circulaires.

@ Un k-cycle (avec k > 2) s'écrit comme produit de (k — 1)
transpositions. En effet on a

(mlmg . mk_lmk) = (mlmk)(mlmk_l) c. (m1m3)(m1m2) .

O Si n = 3 alors G(M) contient : idpy, trois 2-cycles et deux

3-cycles.
Si n=4:&(M) contient : idpy, six 2-cycles, huit 3-cycles et
six 4-cycles.
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Décomposition d'une permutation en produit de cycles disjoints
La signature d'une permutation

Le groupe symétrique S,

dans G(M) ilya C? = @ transpositions et (n — 1)!
permutations circulaires.

@ Un k-cycle (avec k > 2) s'écrit comme produit de (k — 1)
transpositions. En effet on a

(mlmg . mk_lmk) = (mlmk)(mlmk_l) c. (m1m3)(m1m2) .

O Si n = 3 alors G(M) contient : idpy, trois 2-cycles et deux

3-cycles.
Si n=4:&(M) contient : idpy, six 2-cycles, huit 3-cycles et
six 4-cycles.

Mais |&(M)| = 24, donc &(M)\{idm} contient trois
permutations qui ne sont pas des cycles.
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La signature d'une permutation
Le groupe symétrique S,

Remarque 4.6

Le support d’un cycle o« = (mymy. ..
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Décomposition d'une permutation en produit de cycles disjoints
La signature d'une permutation

Le groupe symétrique S,

Remarque 4.6

Le support d’'un cycle o« = (mymy ... my) est {my, my, ..., mg}.
La restriction de a a ce sous-ensemble est une permutation
circulaire.
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Décomposition d'une permutation en produit de cycles disjoints
La signature d'une permutation

Le groupe symétrique S,

Remarque 4.6

Le support d’'un cycle o« = (mymy ... my) est {my, my, ..., mg}.
La restriction de a a ce sous-ensemble est une permutation
circulaire.

La donnée d'un k-cycle dans S(M) est équivalente a la donnée
d'un sous-ensemble N = M de cardinal k et d'une permutation
circulaire de N.
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Décomposition d'une permutation en produit de cycles disjoints
La signature d'une permutation

Le groupe symétrique S,

Remarque 4.6

Le support d’'un cycle o« = (mymy ... my) est {my, my, ..., mg}.
La restriction de a a ce sous-ensemble est une permutation
circulaire.

La donnée d'un k-cycle dans S(M) est équivalente a la donnée
d’un sous-ensemble N = M de cardinal k et d'une permutation
circulaire de N.

Définition 4.7

Soient o = (mymy ... mg_1my), B = (pip2...pi—1p1) € S(M)
deux cycles. On dit que «, B sont des cycles disjoints si leur
supports sont disjoints, donc si

-y M1, mk} N {P17P2a .. ~Pl—17PI} = @

{ml, mo, ..
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Décomposition d'une permutation en produit de cycles disjoints
La signature d'une permutation
Le groupe symétrique S,

Proposition 4.8

Soient a1, g, ..., as € &(M) des cycles disjoints deux a deux et
soit 0 = a1y ... ag leur produit.
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Décomposition d'une permutation en produit de cycles disjoints
La signature d'une permutation

Le groupe symétrique S,

Proposition 4.8

Soient a1, g, ..., as € &(M) des cycles disjoints deux a deux et
soit 0 = a1y . .. ag leur produit. Alors

©® Ona

J
et les sous-ensembles supp(«;) (1 < i < 's) donnent une
partition de supp(c) en parties invariantes par o.
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Décomposition d'une permutation en produit de cycles disjoints
La signature d'une permutation

Le groupe symétrique S,

Proposition 4.8

Soient a1, g, ..., as € &(M) des cycles disjoints deux a deux et
soit 0 = a1y . .. ag leur produit. Alors

©® Ona .
supp(o) = | supp(a),
j=1

et les sous-ensembles supp(«;) (1 < i < 's) donnent une
partition de supp(c) en parties invariantes par o.

@ Soit ki la longueur de aj. Alors ord(c) = ppem(ki, ..., ks).
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Décomposition d'une permutation en produit de cycles disjoints
La signature d'une permutation

Le groupe symétrique S,

Proposition 4.8

Soient a1, g, ..., as € &(M) des cycles disjoints deux a deux et
soit 0 = a1y . .. ag leur produit. Alors

©® Ona .
supp(o) = | supp(a),
j=1

et les sous-ensembles supp(«;) (1 < i < 's) donnent une
partition de supp(c) en parties invariantes par o.

@ Soit ki la longueur de aj. Alors ord(c) = ppem(ki, ..., ks).

Dém: (1) : Exercice.
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Décomposition d'une permutation en produit de cycles disjoints
La signature d'une permutation

Le groupe symétrique S,

Proposition 4.8

Soient a1, g, ..., as € &(M) des cycles disjoints deux a deux et
soit 0 = a1y . .. ag leur produit. Alors

©® Ona .
supp(o) = | supp(a),
j=1

et les sous-ensembles supp(«;) (1 < i < 's) donnent une
partition de supp(c) en parties invariantes par o.

@ Soit ki la longueur de aj. Alors ord(c) = ppem(ki, ..., ks).

Dém: (1) : Exercice.
(2) : Soient M; := supp(«;), a; la permutation circulaire définie
par a; sur M;.
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Décomposition d'une permutation en produit de cycles disjoints
La signature d'une permutation

Le groupe symétrique S,

Puisque les o; commutent, on a o/ = alab...al
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Décomposition d'une permutation en produit de cycles disjoints
La signature d'une permutation

Le groupe symétrique S,

Puisque les o; commutent, on a o/ = afab...al.

La permutation de M; induite par o' est a,’-.
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Décomposition d'une permutation en produit de cycles disjoints
La signature d'une permutation

Le groupe symétrique S,

Puisque les o; commutent, on a o/ = alab...al.

La permutation de M; induite par o' est a,’-.

s . l_. I_.
Il en résulte : ¢’ =idy < a; =idpy; pour 1 </ <'s.
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Décomposition d'une permutation en produit de cycles disjoints
La signature d'une permutation

Le groupe symétrique S,

Puisque les o; commutent, on a o/ = afab...al.

La permutation de M; induite par o' est a,’-.

s . l_. I_.
Il en résulte : ¢’ =idy < a; =idpy; pour 1 </ <'s.

Mais ord(a;) = k;, donc

o' =idy = ki|l pour 1 < i<s< ppem(ky,... k)|l =
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Décomposition d'une permutation en produit de cycles disjoints
La signature d'une permutation

Le groupe symétrique S,

Puisque les o; commutent, on a o/ = afab...al.

La permutation de M; induite par o' est a,’-.

s . l_. I_.
Il en résulte : ¢’ =idy < a; =idpy; pour 1 </ <'s.

Mais ord(a;) = k;, donc

o' =idy = ki|l pour 1 < i<s< ppem(ky,... k)|l =

Théoréme 4.9 (décomposition en produit de cycles disjoints)

Toute permutation o € G(M)\{idp} s’écrit comme produit de
cycles disjoints deux a deux. Cette décomposition est unique a
ordre prés.

Dém: Récurrence par rapport a n = |M|. Voir le poly du cours. m

Andrei Teleman Théorie des groupes



Décomposition d'une permutation en produit de cycles disjoints
La signature d'une permutation

Le groupe symétrique S,

Remarque 4.10

La démonstration du théoréme nous donne un algorithme explicite
qui fournit une décomposition en cycles d’une permutation donnée.
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Décomposition d'une permutation en produit de cycles disjoints
La signature d'une permutation

Le groupe symétrique S,

Remarque 4.10

La démonstration du théoréme nous donne un algorithme explicite
qui fournit une décomposition en cycles d’une permutation donnée.

Exemple 4.1

Trouver une décomposition en produit de cycles disjoints de la

3465 21

: (1 2 3 45 6>
permutation € Ge.
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Décomposition d'une permutation en produit de cycles disjoints
La signature d'une permutation

Le groupe symétrique S,

Remarque 4.10

La démonstration du théoréme nous donne un algorithme explicite
qui fournit une décomposition en cycles d’une permutation donnée.

Exemple 4.1

Trouver une décomposition en produit de cycles disjoints de la

tati 1 23 45 6 €S
permutation { 5 , o o 5 6-

Corollaire 4.11

Toute permutation o € &(M) s'écrit comme produit de
transpositions.
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Décomposition d'une permutation en produit de cycles disjoints
La signature d’une permutation

Le groupe symétrique S,

La décomposition d'une permutation en produit de transpositions
n'est pas unique.
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Décomposition d'une permutation en produit de cycles disjoints
La signature d’une permutation

Le groupe symétrique S,

La décomposition d'une permutation en produit de transpositions
n'est pas unique.

Par exemple : (123)=(13)(12)=(21)(23)=(23)(13).
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Décomposition d'une permutation en produit de cycles disjoints
La signature d’une permutation

Le groupe symétrique S,

La décomposition d'une permutation en produit de transpositions
n'est pas unique.

Par exemple : (123)=(13)(12)=(21)(23)=(23)(13).
Méme le nombre des facteurs n'est pas unique.
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Décomposition d'une permutation en produit de cycles disjoints
La signature d’une permutation

Le groupe symétrique S,

La décomposition d'une permutation en produit de transpositions
n'est pas unique.

Par exemple : (123)=(13)(12)=(21)(23)=(23)(13).
Méme le nombre des facteurs n'est pas unique.

Définition 4.12

Soit 0 € &,,. Une inversion pour o est un couple (i,j) € {1,...,n}?
tel que i < j et o(i) > o(j).

Andrei Teleman Théorie des groupes



Décomposition d'une permutation en produit de cycles disjoints
La signature d’une permutation

Le groupe symétrique S,

La décomposition d'une permutation en produit de transpositions
n'est pas unique.

Par exemple : (123)=(13)(12)=(21)(23)=(23)(13).
Méme le nombre des facteurs n'est pas unique.

Définition 4.12

Soit 0 € &,,. Une inversion pour o est un couple (i,j) € {1,..
tel que i < j et o(i) > o(j).
Le nombre d'inversions pour o est désigné par v(c). La signature
de o est définie par £(0) := (—1)"?) € {—1,1}.

., n}?
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Décomposition d'une permutation en produit de cycles disjoints
La signature d’une permutation

Le groupe symétrique S,

La décomposition d'une permutation en produit de transpositions
n'est pas unique.

Par exemple : (123)=(13)(12)=(21)(23)=(23)(13).
Méme le nombre des facteurs n'est pas unique.

Définition 4.12

Soit 0 € &,,. Une inversion pour o est un couple (i,j) € {1,...,n}?
tel que i < j et o(i) > o(j).

Le nombre d'inversions pour o est désigné par v(c). La signature
de o est définie par £(0) := (—1)"?) € {—1,1}.

Exercice 4.2
Démontrer :
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Le groupe symétrique S,

Soit T une transposition. Alors e(To) = —¢(0).
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Décomposition d'une permutation en produit de cycles disjoints
La signature d’une permutation
Le groupe symétrique S,

Soit T une transposition. Alors e(To) = —¢(0).

Dém: Exercice. Etudier le cas particulier 7 = (12). ]
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Décomposition d'une permutation en produit de cycles disjoints
La signature d’une permutation

Le groupe symétrique S,

Soit T une transposition. Alors e(To) = —¢(0).

Dém: Exercice. Etudier le cas particulier 7 = (12). ]

Proposition 4.14

Soit 0 € &, et 0 = 11 ...T, une décomposition de o en produit de

transpositions. Alors (o) = (—1)P.
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Décomposition d'une permutation en produit de cycles disjoints
La signature d’une permutation

Le groupe symétrique S,

Soit T une transposition. Alors e(To) = —¢(0).

Dém: Exercice. Etudier le cas particulier 7 = (12). ]

Proposition 4.14
Soit 0 € &, et 0 = 11 ...T, une décomposition de o en produit de

transpositions. Alors (o) = (—1)P.

Donc la parité du nombre de facteurs dans une décomposition de o
en produit de transpositions dépend seulement de o.
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Décomposition d'une permutation en produit de cycles disjoints
La signature d’une permutation

Le groupe symétrique S,

Soit T une transposition. Alors e(To) = —¢(0).

Dém: Exercice. Etudier le cas particulier 7 = (12). ]

Proposition 4.14
Soit 0 € &, et 0 = 11 ...T, une décomposition de o en produit de

transpositions. Alors (o) = (—1)P.

Donc la parité du nombre de facteurs dans une décomposition de o
en produit de transpositions dépend seulement de o.

Cette proposition suggere une définition équivalente de la
signature. Cette définition équivalente s'applique dans la cadre plus
général des permutations d'un ensemble fini M.
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La signature d’une permutation
Le groupe symétrique S,

Exemple 4.2
Soit @ € &, un k-cycle. Alors e(a) = (—1)k~1.
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Décomposition d'une permutation en produit de cycles disjoints
La signature d’une permutation

Le groupe symétrique S,

Exemple 4.2
Soit @ € &, un k-cycle. Alors e(a) = (—1)k~1.

Proposition 4.15

Munissons I'ensemble {—1,+1} de la structure de groupe définie
par la multiplication. L’application ¢ : &, — {—1, +1} donnée par
o — &(o) est un morphisme de groupes.
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Décomposition d'une permutation en produit de cycles disjoints
La signature d’une permutation

Le groupe symétrique S,

Exemple 4.2
Soit @ € &, un k-cycle. Alors e(a) = (—1)k~1.

Proposition 4.15

Munissons I'ensemble {—1,+1} de la structure de groupe définie
par la multiplication. L’application ¢ : &, — {—1, +1} donnée par
o — &(o) est un morphisme de groupes. Cet morphisme est un

épimorphisme pour n = 2.

Dém: Exercice. Utiliser la proposition 4.14. Pour démontrer la
surjectivité de ¢, il suffit de remarquer que £(7) = —1 pour toute
transposition 7 € G,,. [ |
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Décomposition d'une permutation en produit de cycles disjoints
La signature d’une permutation

Le groupe symétrique S,

Pour n > 2 le noyau ker(e) est un sous-groupe distingué de &,
qui s'appelle le groupe alterné de degré n et est noté A,,.
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Décomposition d'une permutation en produit de cycles disjoints
La signature d’une permutation

Le groupe symétrique S,

Pour n > 2 le noyau ker(e) est un sous-groupe distingué de &,
qui s'appelle le groupe alterné de degré n et est noté A,,.

L'ordre de ce groupe est ”7' En effet, d'aprés le théoréme de

Lagrange on a
n! = |An[&h: An].
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Décomposition d'une permutation en produit de cycles disjoints
La signature d’une permutation

Le groupe symétrique S,

Pour n > 2 le noyau ker(e) est un sous-groupe distingué de &,
qui s'appelle le groupe alterné de degré n et est noté A,,.

L'ordre de ce groupe est ”7' En effet, d'aprés le théoréme de

Lagrange on a
n! = |An[&h: An].

Puisque A, est un sous-groupe normal, l'indice [&, : A,] s'identifie
a l'ordre |S,/A,| du groupe quotient S,/A,.
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Décomposition d'une permutation en produit de cycles disjoints
La signature d’une permutation

Le groupe symétrique S,

Pour n > 2 le noyau ker(e) est un sous-groupe distingué de &,
qui s'appelle le groupe alterné de degré n et est noté A,,.

L'ordre de ce groupe est Z-. En effet, d'aprés le théoréme de
Lagrange on a
= |Ap|[Sn : An].

Puisque A, est un sous-groupe normal, l'indice [&, : A,] s'identifie
a l'ordre |S,/A,| du groupe quotient S,/A,.

Mais d'apres le 1-er théoréme d'isomorphisme on a un
isomorphisme &,/A, ~ £(&,) = {—1,1}. Donc [&,: A,] = 2.
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