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Définition 1.1
Soit M un ensemble. Une loi de composition interne (lci) sur M est
une application l : M ˆ M Ñ M.

Notations possibles :
x ˝y :“ lpx , yq , x ˚y :“ lpx , yq , x ¨y :“ lpx , yq , x `y :“ lpx , yq . . .

Sur un ensemble fini on peut définir une lci à l’aide d’un tableau.
Sur un ensemble à trois éléments M “ ta, b, cu une lci ˝ sera
définie par un tableau de la forme

˝ a b c
a a ˝ a a ˝ b a ˝ c
b b ˝ a b ˝ b b ˝ c
c c ˝ a c ˝ b c ˝ c

.

Andrei Teleman Théorie des groupes



Définition. Règles de calcul. Morphismes. Sous-groupes
Sous-groupes et groupes cycliques

Le théorème de Lagrange. Groupe quotient
Le groupe symétrique Sn

Définition. Exemples. Règles de calcul
Morphismes. Sous-groupes

1

Définition 1.1
Soit M un ensemble. Une loi de composition interne (lci) sur M est
une application l : M ˆ M Ñ M. Notations possibles :
x ˝y :“ lpx , yq , x ˚y :“ lpx , yq , x ¨y :“ lpx , yq , x `y :“ lpx , yq . . .

Sur un ensemble fini on peut définir une lci à l’aide d’un tableau.
Sur un ensemble à trois éléments M “ ta, b, cu une lci ˝ sera
définie par un tableau de la forme

˝ a b c
a a ˝ a a ˝ b a ˝ c
b b ˝ a b ˝ b b ˝ c
c c ˝ a c ˝ b c ˝ c

.

Andrei Teleman Théorie des groupes



Définition. Règles de calcul. Morphismes. Sous-groupes
Sous-groupes et groupes cycliques

Le théorème de Lagrange. Groupe quotient
Le groupe symétrique Sn

Définition. Exemples. Règles de calcul
Morphismes. Sous-groupes

1

Définition 1.1
Soit M un ensemble. Une loi de composition interne (lci) sur M est
une application l : M ˆ M Ñ M. Notations possibles :
x ˝y :“ lpx , yq , x ˚y :“ lpx , yq , x ¨y :“ lpx , yq , x `y :“ lpx , yq . . .

Sur un ensemble fini on peut définir une lci à l’aide d’un tableau.
Sur un ensemble à trois éléments M “ ta, b, cu une lci ˝ sera
définie par un tableau de la forme

˝ a b c
a a ˝ a a ˝ b a ˝ c
b b ˝ a b ˝ b b ˝ c
c c ˝ a c ˝ b c ˝ c

.

Andrei Teleman Théorie des groupes



Définition. Règles de calcul. Morphismes. Sous-groupes
Sous-groupes et groupes cycliques

Le théorème de Lagrange. Groupe quotient
Le groupe symétrique Sn

Définition. Exemples. Règles de calcul
Morphismes. Sous-groupes

2

Exemple 1.1

Par exemple la lci définie par le tableau

˝ a b c
a a b c
b b c a
c c b c

(1)

est l’application l : ta, b, cu ˆ ta, b, cu Ñ ta, b, cu donnée par

lpa, aq “ a, lpa, bq “ b, lpa, cq “ c , lpb, aq “ b, lpb, bq “ c ,

lpb, cq “ a, lpc , aq “ c , lpc , bq “ b, lpc , cq “ c .
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Définition 1.2
Une loi de composition interne ˝ : M ˆ M Ñ M est dite

1 commutative, si x ˝ y “ y ˝ x pour tous x, y P M,

2

associative, si x ˝ py ˝ zq “ px ˝ yq ˝ z pour tous x, y , z P M.

Définition 1.3
Soit pM, ˝q un ensemble muni d’une loi de composition interne. Un
élément e P M s’appelle élément neutre (pour la lci ˝) si
e ˝ x “ x ˝ e “ x pour tout x P M.

Exercice 1.1
Est-ce que la lci ta, b, cu définie par le tableau (1) est
commutative ? Est-ce qu’elle est associative ? Est-ce qu’elle admet
un élément neutre ? Si oui, lequel ?
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Remarque 1.4
Si un élément neutre existe, il est unique.

Dém: En effet, soient e, e1 deux éléments neutres pour la loi de
composition interne ˝. Alors

e ˝ e1 “ e1 , e ˝ e1 “ e ,

où d’abord on a utilisé le fait que e est élément neutre, puis le fait
que e1 est élément neutre. Donc e “ e1.

Définition 1.5
Soit pM, ˝q un ensemble muni d’une loi de composition interne,
soit e P M un élément neutre pour ˝ et soit a P M. Un élément
symétrique de a est un élément a1 P M tel que

a1 ˝ a “ a ˝ a1 “ e
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Remarque 1.6

Supposons que ˝ admet un element neutre e et est associative.
Soit a P M. Si a admet un élément symétrique, alors il est unique.

Dém: Soient a1 et a2 éléments symétriques de a P M. Alors

a1 “ a1 ˝ e “ a1 ˝ pa ˝ a2q “ pa1 ˝ aq ˝ a2 “ e ˝ a2 “ a2.

Définition 1.7
Un groupe est un couple pG , ˝q, où ˝ est une lci sur G telle que :

1

˝ est associative.

2

˝ admet un élément neutre e P G.

3

Tout a P G admet un symétrique a1 P G par rapport à ˝.
Si G est fini, cardpGq s’appelle l’ordre du groupe, noté |G |.
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Définition 1.8
Un groupe pG , ˝q est dit commutatif (ou abélien) si ˝ est
commutative, donc si x ˝ y “ y ˝ x pour tous les x, y P G.

Exemple 1.2
Un singleton teu admet une seule lci ˝ et pteu, ˝q est évidemment
un groupe abélien. Un tel groupe s’appelle groupe trivial.

Exemple 1.3
pZ, `q, pQ, `q, pR, `q, pC, `q, pRn, `q sont des groupes abéliens.

Exemple 1.4
pt˘1u, ¨q, pQ˚, ¨q, pR˚, ¨q, pC˚, ¨q sont des groupes abéliens.
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Exemple 1.5
Soit n P N˚. Le couple pZn, `q est un groupe abélien. Son élément
neutre est la classe r0sn “ nZ et l’élément symétrique d’une classe
rksn P Zn par rapport à l’addition est la classe r´ksn.

Exemple 1.6
Soit n ě 2. pZn, ¨q admet un élément neutre, à savoir la classe r1sn,
mais n’est pas un groupe, parce que la classe r0sn P Zn n’est pas
inversible par rapport à la multiplication.
La multiplication définit une lci sur le sous-ensemble Zˆ

n Ă Zn et
pZˆ

n , ¨q est un groupe. Le symétrique de ξ P Zˆ
n est la classe

η P Zˆ
n qui satisfait ξη “ r1sn. Une telle classe existe par la

définition de Zˆ
n .
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Exemple 1.7
pGLpn,Rq, ¨q où GLpn,Rq :“ tA P Mn,npRq| detpAq ‰ 0u est
l’ensemble des matrices carrées de taille n inversibles, ensemble
muni de la multiplication matricielle est un groupe, qui pour n ě 2
est non-abélien. L’élément neutre de GLpn,Rq est la matrice unité
d’ordre n notée In.

Exemple 1.8 (Le groupe des permutations d’un ensemble)
Soit M un ensemble. On désigne par SpMq l’ensemble des
applications bijectives f : M Ñ M.
Si on munit SpMq de la composition des bijections, on obtient un
groupe pSpMq, ˝q qui s’appelle le groupe symétrique ou le groupe
des permutations de M. L’élément neutre de ce groupe est idM et
l’élément symétrique de f P SpMq est l’application réciproque f ´1.
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Si M est fini de cardinal n, alors |SpMq| “ n!.

On désigne par Sn le groupe des permutations de t1, 2, . . . , nu. Sn
s’appelle le groupe symétrique d’indice n et un élément de Sn
s’appelle permutation de degré n. On a donc

|Sn| “ n! .

Une permutation σ P Sn s’écrit sous la forme

σ “

ˆ

1 2 . . . n
i1 i2 . . . in

˙

où is P t1, . . . , nu est l’image de s P t1, 2, . . . , nu par la bijection
considérée. Puisqu’il s’agit d’une application injective on a is ‰ it
pour t ‰ s.
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Notons que

S2 “

"ˆ

1 2
1 2

˙

,

ˆ

1 2
2 1

˙*

.

S3 “

"ˆ

1 2 3
1 2 3

˙

,

ˆ

1 2 3
2 1 3

˙

,

ˆ

1 2 3
1 3 2

˙

,

ˆ

1 2 3
3 2 1

˙

,

ˆ

1 2 3
2 3 1

˙

,

ˆ

1 2 3
3 1 2

˙*

.

S2 est abélien, Sn est non-abélien pour n ě 3. Pourquoi ?
Dans la liste des éléments de S3 le 2me, 3me et 4me élément sont
des transpositions (ou 2-cycles), i.e. des permutations qui
échangent deux éléments, laissant inchangés les autres. Le 5me et
le 6me élément sont des 3-cycles.

Andrei Teleman Théorie des groupes



Définition. Règles de calcul. Morphismes. Sous-groupes
Sous-groupes et groupes cycliques

Le théorème de Lagrange. Groupe quotient
Le groupe symétrique Sn

Définition. Exemples. Règles de calcul
Morphismes. Sous-groupes

10

Notons que

S2 “

"ˆ

1 2
1 2

˙

,

ˆ

1 2
2 1

˙*

.

S3 “

"ˆ

1 2 3
1 2 3

˙

,

ˆ

1 2 3
2 1 3

˙

,

ˆ

1 2 3
1 3 2

˙

,

ˆ

1 2 3
3 2 1

˙

,

ˆ

1 2 3
2 3 1

˙

,

ˆ

1 2 3
3 1 2

˙*

.

S2 est abélien, Sn est non-abélien pour n ě 3. Pourquoi ?
Dans la liste des éléments de S3 le 2me, 3me et 4me élément sont
des transpositions (ou 2-cycles), i.e. des permutations qui
échangent deux éléments, laissant inchangés les autres. Le 5me et
le 6me élément sont des 3-cycles.

Andrei Teleman Théorie des groupes



Définition. Règles de calcul. Morphismes. Sous-groupes
Sous-groupes et groupes cycliques

Le théorème de Lagrange. Groupe quotient
Le groupe symétrique Sn

Définition. Exemples. Règles de calcul
Morphismes. Sous-groupes

10

Notons que

S2 “

"ˆ

1 2
1 2

˙

,

ˆ

1 2
2 1

˙*

.

S3 “

"ˆ

1 2 3
1 2 3

˙

,

ˆ

1 2 3
2 1 3

˙

,

ˆ

1 2 3
1 3 2

˙

,

ˆ

1 2 3
3 2 1

˙

,

ˆ

1 2 3
2 3 1

˙

,

ˆ

1 2 3
3 1 2

˙*

.

S2 est abélien, Sn est non-abélien pour n ě 3. Pourquoi ?

Dans la liste des éléments de S3 le 2me, 3me et 4me élément sont
des transpositions (ou 2-cycles), i.e. des permutations qui
échangent deux éléments, laissant inchangés les autres. Le 5me et
le 6me élément sont des 3-cycles.

Andrei Teleman Théorie des groupes



Définition. Règles de calcul. Morphismes. Sous-groupes
Sous-groupes et groupes cycliques

Le théorème de Lagrange. Groupe quotient
Le groupe symétrique Sn

Définition. Exemples. Règles de calcul
Morphismes. Sous-groupes

10

Notons que

S2 “

"ˆ

1 2
1 2

˙

,

ˆ

1 2
2 1

˙*

.

S3 “

"ˆ

1 2 3
1 2 3

˙

,

ˆ

1 2 3
2 1 3

˙

,

ˆ

1 2 3
1 3 2

˙

,

ˆ

1 2 3
3 2 1

˙

,

ˆ

1 2 3
2 3 1

˙

,

ˆ

1 2 3
3 1 2

˙*

.

S2 est abélien, Sn est non-abélien pour n ě 3. Pourquoi ?
Dans la liste des éléments de S3 le 2me, 3me et 4me élément sont
des transpositions (ou 2-cycles), i.e. des permutations qui
échangent deux éléments, laissant inchangés les autres.

Le 5me et
le 6me élément sont des 3-cycles.

Andrei Teleman Théorie des groupes



Définition. Règles de calcul. Morphismes. Sous-groupes
Sous-groupes et groupes cycliques

Le théorème de Lagrange. Groupe quotient
Le groupe symétrique Sn

Définition. Exemples. Règles de calcul
Morphismes. Sous-groupes

10

Notons que

S2 “

"ˆ

1 2
1 2

˙

,

ˆ

1 2
2 1

˙*

.

S3 “

"ˆ

1 2 3
1 2 3

˙

,

ˆ

1 2 3
2 1 3

˙

,

ˆ

1 2 3
1 3 2

˙

,

ˆ

1 2 3
3 2 1

˙

,

ˆ

1 2 3
2 3 1

˙

,

ˆ

1 2 3
3 1 2

˙*

.

S2 est abélien, Sn est non-abélien pour n ě 3. Pourquoi ?
Dans la liste des éléments de S3 le 2me, 3me et 4me élément sont
des transpositions (ou 2-cycles), i.e. des permutations qui
échangent deux éléments, laissant inchangés les autres. Le 5me et
le 6me élément sont des 3-cycles.

Andrei Teleman Théorie des groupes



Définition. Règles de calcul. Morphismes. Sous-groupes
Sous-groupes et groupes cycliques

Le théorème de Lagrange. Groupe quotient
Le groupe symétrique Sn

Définition. Exemples. Règles de calcul
Morphismes. Sous-groupes

11

Exemple 1.9
Soit pG1, ˝q, pG2, ˚q deux groupes. Leur produit direct est le
groupe pG1 ˆ G2, ¨q où la loi de composition interne ¨ sur le produit
cartésien G1 ˆ G2 est donnée par la formule

pg1, g2q ¨ ph1, h2q :“ pg1 ˝ h1, g2 ˚ h2q .

Montrer que pG1 ˆ G2, ¨q ainsi défini est bien un groupe.
De la même manière on définit la produit direct

Śk
i“1 Gi de k

groupes G1, . . . , Gk .

La théorie de groupes a été introduite en mathématiques par
Évariste Galois, un mathématicien français génial, qui est mort en
1832 à 20 ans, suite à un duel.
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Soit pG , ˝q un groupe.

Définition 1.9

Pour un élément x P G et n P Z on pose :

xn :“

$

’

’

&

’

’

%

x ˝ x ˝ . . . ˝ x
looooooomooooooon

n fois

si n ą 0

e si n “ 0
px 1q|n| si n ă 0 .

En particulier on a x´1 “ x 1, donc on pourra utiliser la notation
x´1 au lieu de x 1.
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Proposition 1.10 (Règles de calcul dans un groupe)
Soit pG , ˝q un groupe.

1 Pour tous x, y P G on a px ˝ yq1 “ y 1 ˝ x 1.

2

Pour tous x P G, n P Z on a pxnq1 “ px 1qn “ x´n.

3

Pour tous x P G, m, n P Z on a xn ˝ xm “ xn`m.

4

Pour tous x P G, m, n P Z on a pxmqn “ xmn.
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2. On traite d’abord le cas n P N, puis le cas n P Z´. Dans chaque
cas on utilise la récurrence.

3. Pour n P Z fixé soit Pn la proposition : « Pout tout m P Z on a
xn ˝ xm “ xn`m ». On démontre par récurrence que Pn est vraie
pour tout n P N, puis on démontre par récurrence que P´n est
vraie pour tout n P N.
4. Pour n P Z fixé soit Pn la proposition : « Pout tout m P Z on a
pxmqn “ xmn ». On applique la méthode utilisée pour démontrer 3.
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Remarque 1.11
Si la loi de composition interne d’un groupe est notée additivement
(par `), alors on utilise la notation nx au lieu de xn. On va poser
alors

nx :“

$

’

’

&

’

’

%

x ` x ` . . . ` x
loooooooomoooooooon

n fois

si n ą 0

e si n “ 0
|n|x 1 si n ă 0 .

En particulier on aura p´1qx “ x 1 donc, pour une lci de groupe en
notation additive, on pourra utiliser la notation ´x au lieu de x 1.
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Reformuler les règles de calcul dans un groupe pG , `q en utilisant
la notation additive nx . La notation additive + est réservée aux
lois de composition internes commutatives.
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Définition 1.12
Soient pG , ˝q, pG̃ , ˚q deux groupes. Une application f : G Ñ G̃ est
dite homomorphisme (morphisme) de groupes si

@px , yq P G ˆ G , f px ˝ yq “ f pxq ˚ f pyq .

Un morphisme f est dit monomorphisme s’il est injectif, est dit
épimorphisme s’il est surjectif et est dit isomorphisme s’il est
bijectif. Deux groupes pG , ˝q, pG̃ , ˚q sont dits isomorphes s’il existe
un isomorphisme f : G Ñ G̃.

Si f est un isomorphisme, l’application réciproque f ´1 sera aussi
un isomorphisme. Pourquoi ?
Deux groupes isomorphes ont les mêmes propriétés algébriques.
Par exemple si l’un est abélien, l’autre sera aussi abélien.
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Exemple 1.10
L’application exp : R Ñ R˚

` est un isomorphisme pR, `q Ñ pR˚
`, ¨q.

Exemple 1.11
Soient n1, . . . , nk P N˚ et soit n :“

śk
i“1 ni . L’application

f : Zn Ñ
Śk

i“1Zni , f prx snq :“ prx sn1 , . . . , rx snk q.

(qui intervient dans le théorème des restes chinois) est un
morphisme de groupes additifs, qui induit un morphisme de
groupes multiplicatifs h : Zˆ

n Ñ
Śk

i“1 Zˆ
ni .

Si n1, . . . , nk sont premiers entre eux deux à deux, alors f et h sont
des isomorphismes.
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Toute composition de deux morphismes (monomorphismes,
épimorphismes, isomorphismes) est aussi un morphisme
(respectivement monomorphisme, épimorphisme, isomorphisme).

Démontrer ces affirmations.
Remarque 1.13
Soient pG , ˝q, pG̃ , ˚q deux groupes et soient e, ẽ leurs éléments
neutres respectivement. Soit f : G Ñ G̃ un homomorphisme de
groupes. Alors

1

f peq “ ẽ,

2

Pour tout x P G on a f px 1q “ pf pxqq1.

3

Pour tout x P G et k P Z on a f pxkq “ f pxqk .
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épimorphismes, isomorphismes) est aussi un morphisme
(respectivement monomorphisme, épimorphisme, isomorphisme).
Démontrer ces affirmations.
Remarque 1.13
Soient pG , ˝q, pG̃ , ˚q deux groupes et soient e, ẽ leurs éléments
neutres respectivement. Soit f : G Ñ G̃ un homomorphisme de
groupes. Alors

1 f peq “ ẽ,

2

Pour tout x P G on a f px 1q “ pf pxqq1.

3

Pour tout x P G et k P Z on a f pxkq “ f pxqk .
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Dém: 1. En effet, f étant un morphisme de groupes on a

f peq “ f pe ˝ eq “ f peq ˚ f peq .

En composant les deux membres par l’élément symétrique f peq1 de
f peq et en utilisant l’associativité de ˚ on obtient bien f peq “ ẽ.
2. On a

f px 1q ˚ f pxq “ f px ˝ x 1q “ f peq “ ẽ ,

donc (en composant à droite les deux membres par f pxq1), on
obtient bien f px 1q “ pf pxqq1.
3. On considère deux cas :

(a)

k P N,

(b)

´k P N˚.
Dans chaque cas on utilise la récurrence.
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donc (en composant à droite les deux membres par f pxq1), on
obtient bien f px 1q “ pf pxqq1.

3. On considère deux cas :

(a)

k P N,

(b)

´k P N˚.
Dans chaque cas on utilise la récurrence.

Andrei Teleman Théorie des groupes



Définition. Règles de calcul. Morphismes. Sous-groupes
Sous-groupes et groupes cycliques

Le théorème de Lagrange. Groupe quotient
Le groupe symétrique Sn

Définition. Exemples. Règles de calcul
Morphismes. Sous-groupes

19
Dém: 1. En effet, f étant un morphisme de groupes on a

f peq “ f pe ˝ eq “ f peq ˚ f peq .

En composant les deux membres par l’élément symétrique f peq1 de
f peq et en utilisant l’associativité de ˚ on obtient bien f peq “ ẽ.
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Définition 1.14
Soit pG , ˝q un groupe. Un sous-ensemble H Ă G s’appelle
sous-groupe si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

(i) H ‰ H,

(ii)

pour tous les x, y P H on a x ˝ y 1 P H.

Nous avons une manière équivalente de définir cette notion :
Proposition 1.15
H Ă G est un sous-groupe si et seulement si les trois conditions
suivantes sont vérifiées :

1

e P H,

2

pour tous les x, y P H on a x ˝ y P H,

3

pour tout x P H on a x 1 P H.

Dém: Exercice.
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En utilisant la proposition précédente on obtient facilement :

Remarque 1.16
Soit H Ă G un sous-groupe et soit x P H. Alors pour tout k P Z
on a xk P H.

Si H est un sous-groupe, alors la restriction

˝ HˆH : H ˆ H Ñ H

de ˝ à H ˆ H définit une lci sur H et, muni de cette lci, H devient
lui-même un groupe (avec le même élément neutre e que celui de
pG , ˝q).
Pour x P H l’élément symétrique de x dans le groupe pH, ˝ HˆHq
coïncide avec son élément symétrique dans pG , ˝q.
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Exemples 1.1
1. Soit pG , ˚q un groupe. Alors teu, G sont sous-groupes de pG , ˚q.
teu s’appelle le sous-groupe trivial de pG , ˚q.

2. Soit n P N. Alors nZ Ă Z est sous-groupe de pZ, `q. On peut
montrer que tout sous-groupe de Z est de cette forme.
3. Les inclusion Z Ă Q Ă R Ă C sont des inclusions de
sous-groupes (par rapport à l’addition).
4. Les inclusion t˘1u Ă Q˚ Ă R˚ Ă C˚ sont des inclusions de
sous-groupes (par rapport à la multiplication).
5. Soient U :“ tz P C| |z | “ 1u, Un :“ tz P C| zn “ 1u. Les
inclusions Un Ă U Ă C˚ sont des inclusions de sous-groupes (par
rapport à la multiplication).
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Définition 1.17
Soit pG , ˝q un groupe. Un sous-groupe H Ă G est dit sous-groupe
normal (ou distingué) si pour tout x P G et tout h P H on a
x ˝ h ˝ x 1 P H.

La condition "pour tout x P G et tout h P H on a x ˝ h ˝ x 1 P H"
peut être reformulée : pour tout x P G on a

x ˝ H ˝ x 1 Ă H.

Ici on a utilisé la notation

x ˝ H ˝ y :“ tx ˝ h ˝ y | h P Hu .

Andrei Teleman Théorie des groupes



Définition. Règles de calcul. Morphismes. Sous-groupes
Sous-groupes et groupes cycliques

Le théorème de Lagrange. Groupe quotient
Le groupe symétrique Sn

Définition. Exemples. Règles de calcul
Morphismes. Sous-groupes

23

Définition 1.17
Soit pG , ˝q un groupe. Un sous-groupe H Ă G est dit sous-groupe
normal (ou distingué) si pour tout x P G et tout h P H on a
x ˝ h ˝ x 1 P H.

La condition "pour tout x P G et tout h P H on a x ˝ h ˝ x 1 P H"
peut être reformulée : pour tout x P G on a

x ˝ H ˝ x 1 Ă H.

Ici on a utilisé la notation

x ˝ H ˝ y :“ tx ˝ h ˝ y | h P Hu .

Andrei Teleman Théorie des groupes



Définition. Règles de calcul. Morphismes. Sous-groupes
Sous-groupes et groupes cycliques

Le théorème de Lagrange. Groupe quotient
Le groupe symétrique Sn

Définition. Exemples. Règles de calcul
Morphismes. Sous-groupes

24

Remarque 1.18
Si H Ă G est un sous-groupe normal (distingué), alors pour tout
x P G on a x ˝ H ˝ x 1 “ H.

Dém: Soit x P G . Puisque H est normal on a

x ˝ H ˝ x 1 Ă H,

donc il suffit de montrer l’inclusion inverse

H Ă x ˝ H ˝ x 1.

Mais cette inclusion est équivalente à px 1q ˝ H ˝ px 1q1 Ă H (qui est
vraie, parce que H est normal et x 1 P G).

Andrei Teleman Théorie des groupes



Définition. Règles de calcul. Morphismes. Sous-groupes
Sous-groupes et groupes cycliques

Le théorème de Lagrange. Groupe quotient
Le groupe symétrique Sn

Définition. Exemples. Règles de calcul
Morphismes. Sous-groupes

24

Remarque 1.18
Si H Ă G est un sous-groupe normal (distingué), alors pour tout
x P G on a x ˝ H ˝ x 1 “ H.

Dém: Soit x P G . Puisque H est normal on a

x ˝ H ˝ x 1 Ă H,

donc il suffit de montrer l’inclusion inverse

H Ă x ˝ H ˝ x 1.

Mais cette inclusion est équivalente à px 1q ˝ H ˝ px 1q1 Ă H (qui est
vraie, parce que H est normal et x 1 P G).

Andrei Teleman Théorie des groupes



Définition. Règles de calcul. Morphismes. Sous-groupes
Sous-groupes et groupes cycliques

Le théorème de Lagrange. Groupe quotient
Le groupe symétrique Sn

Définition. Exemples. Règles de calcul
Morphismes. Sous-groupes

24

Remarque 1.18
Si H Ă G est un sous-groupe normal (distingué), alors pour tout
x P G on a x ˝ H ˝ x 1 “ H.

Dém: Soit x P G . Puisque H est normal on a

x ˝ H ˝ x 1 Ă H,

donc il suffit de montrer l’inclusion inverse

H Ă x ˝ H ˝ x 1.

Mais cette inclusion est équivalente à px 1q ˝ H ˝ px 1q1 Ă H (qui est
vraie, parce que H est normal et x 1 P G).

Andrei Teleman Théorie des groupes



Définition. Règles de calcul. Morphismes. Sous-groupes
Sous-groupes et groupes cycliques

Le théorème de Lagrange. Groupe quotient
Le groupe symétrique Sn

Définition. Exemples. Règles de calcul
Morphismes. Sous-groupes

24

Remarque 1.18
Si H Ă G est un sous-groupe normal (distingué), alors pour tout
x P G on a x ˝ H ˝ x 1 “ H.

Dém: Soit x P G . Puisque H est normal on a

x ˝ H ˝ x 1 Ă H,

donc il suffit de montrer l’inclusion inverse

H Ă x ˝ H ˝ x 1.

Mais cette inclusion est équivalente à px 1q ˝ H ˝ px 1q1 Ă H (qui est
vraie, parce que H est normal et x 1 P G).

Andrei Teleman Théorie des groupes



Définition. Règles de calcul. Morphismes. Sous-groupes
Sous-groupes et groupes cycliques

Le théorème de Lagrange. Groupe quotient
Le groupe symétrique Sn

Définition. Exemples. Règles de calcul
Morphismes. Sous-groupes

25

Exemples 1.2
1. teu est G sont sous-groupes normaux de pG , ˚q.

2. Si pG , ˚q est un groupe abélien, alors tout sous-groupe de pG , ˚q
est normal (à justifier).
3. Le sous-ensemble

SLpn,Rq :“ tA P GLpn,Rq| detpAq “ 1u

est un sous-groupe normal de pGLpn,Rq, ¨q. En effet, pour un
couple pB, Aq P GLpn,Rq ˆ GLpn,Rq on a
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4. Soit pSn, ˝q le groupe symétrique de degré n et

An :“ tσ P Sn| εpσq “ 1u Ă Sn

le sous-ensemble des permutations paires (de signature +1).

An
est un sous-groupe normal de pSn, ˝q. En effet, pour un couple
pσ, ηq P Sn ˆ Sn on a εpσ ˝ η ˝ σ´1q “ εpηq, donc, en supposant
η P An, on obtient σ ˝ η ˝ σ´1 P An.

5. Le sous-ensemble H :“
"

id, τ “

ˆ

1 2 3
2 1 3

˙*

est un

sous-groupe de S3, mais ce sous-groupe n’est pas normal. En

effet, en posant σ :“
ˆ

1 2 3
1 3 2

˙

, on a σ ˝ τ ˝ σ´1 R H.
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6. Le centre d’un groupe pG , ˝q est défini par

Z pGq :“ tx P G | @y P G , x ˝ y “ y ˝ xu.

Z pGq est un sous-groupe normal et abélien de G .

Il coïncide avec
G si pG , ˝q est abélien. Quel est le centre de S3 ?

Définition 1.19
Soient pG , ˝q, pG̃ , ˚q deux groupes avec éléments neutres e P G,
ẽ P G̃, f : G Ñ G̃ un morphisme de groupes. On pose

kerpf q :“ tx P G | f pxq “ ẽu “ f ´1ptẽuq ,

impf q :“ ty P G̃ | Dx P G , y “ f pxqu “ tf pxq| x P Gu .
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Remarque 1.20
Soient pG , ˝q, pG̃ , ˚q deux groupes avec éléments neutres e P G,
ẽ P G̃ et f : G Ñ G̃ un homomorphisme de groupes.

1 impf q est un sous-groupe de G̃.

2

kerpf q est un sous-groupe normal de G.

3

Le sous-groupe impf q Ă G̃ est abélien si G est abélien.

4

f est un monomorphisme si et seulement si kerpf q “ teu.

5

f est un épimorphisme si et seulement si impf q “ G̃.

Dém: Exercice.
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Exercice 1.2
Soient f : G Ñ G 1, g : G 1 Ñ G2 homomorphismes de groupes.
Montrer que kerpf q Ă kerpg ˝ f q, impg ˝ f q Ă impgq.

Remarque 1.21
Soient pG , ˝q, pG̃ , ˚q deux groupes et soit f : G Ñ G̃ un
homomorphisme de groupes . Alors

1

Pour tout sous-groupe H Ă G l’image f pHq :“ tf pxq| x P Hu
est un sous-groupe de pG̃ , ˚q.

2

Pour tout sous-groupe H̃ Ă G̃ l’image réciproque
f ´1pH̃q :“ tx P G | f pxq P H̃u est un sous-groupe de pG , ˝q.
Ce sous-groupe est normal si H̃ est normal.
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En prenant H “ G (respectivement H̃ “ tẽu) on obtient comme
cas particuliers les sous-groupes impf q Ă G̃ (respectivement
kerpf q Ă G) définis ci-dessus.

Exercice 1.3
Soient f : G Ñ G̃ un morphisme et H Ă G un sous-groupe. Si H
est normal et f est surjective alors f pHq est normal .
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Soit pG , ˝q un groupe, e son élément neutre.

Définition 2.1
Soit x P G. On dit que x est un élément de torsion ou un élément
d’ordre fini s’il existe k P N˚ tel que xk “ e.

Si c’est le cas, alors
on définit l’ordre de x par

ordpxq :“ mintk P N˚| xk “ eu .

Si l’ensemble tk P N˚| xk “ eu est vide, on va dire que x est un
élément d’ordre infini.
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Exemples 2.1

1 L’ordre de i dans le groupe pC˚, ¨q est 4.

2

Le nombre complexe 2i est un élément d’ordre infini dans le
groupe pC˚, ¨q.

3

La permutation p1 2 3q “

ˆ

1 2 3
2 3 1

˙

P S3 est un 3-cycle,

donc un élément d’ordre 3 dans pS3, ˝q.

Définition 2.2
Soit x P G. Le sous-groupe cyclique (monogène) engendré par x
est défini par :

xxy :“ txk | k P Zu “ ty P G | Dk P Z, y “ xku.
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Remarque 2.3
Soit x P G. Alors

1 xxy est bien un sous-groupe de pG , ˝q. Ce sous-groupe est
abélien.

2

xxy est le plus petit sous-groupe (au sens de l’inclusion) qui
contient x. Plus précisément, pour tout sous-groupe H Ă G
tel que x P H, on a xxy Ă H.

Dém: Exercice.
Définition équivalente du sous-groupe xxy : L’application

Fx : Z Ñ G , Fx pkq :“ xk .

est un morphisme pZ, `q Ñ pG , ˝q. On a xxy “ impFx q.
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Proposition 2.4
Soit x P G un élément d’ordre fini n. Alors

1 kerpFx q “ nZ.

2

Fx est compatible avec la relation d’équivalence ”
n

sur Z.
En particulier Fx induit une application

fx : Zn Ñ G , fx prksnq “ Fx pkq “ xk .

3

fx est un monomorphisme pZn, `q Ñ pG , ˝q et son image est
xxy, donc fx induit un isomorphisme gx : Zn

»Ñ xxy.

4

Les éléments e, . . . , xn´1 sont distincts deux à deux,
xxy “ te, x , . . . , xn´1u et | xxy | “ n.
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La proposition nous précise explicitement le sous-ensemble
xxy Ă G et affirme que le groupe xxy est isomorphe à Zn.

Dém: (1) : Soit k P Z. En appliquant le TDE on obtient :

k “ qn ` r , avec q, r P Z, 0 ď r ď n ´ 1.

xk “ xnq`r “ xnq ˝ x r “ pxnqq ˝ x r “ eq ˝ x r “ e ˝ x r “ x r .

k P kerpFx q ô xk “ e ô x r “ e ô r “ 0.

À justifier l’implication x r “ e ñ r “ 0 :
Si r ą 0, r serait un élément de N˚ inférieur à n tel que x r “ e,
contredit la définition de n “ ordpxq.
Donc k P kerpFx q ô pr “ 0q ô k P nZ, donc kerpFx q “ nZ.
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(2) M. q. Fx est compatible avec ”

n
. Nous avons :

u ”
n

v ô n|pv ´ uq ô v ´ u P nZ “ kerpFx q

ô Fx pv ´ uq “ e ô Fx pvq ˝ Fx puq1 “ e ô Fx puq “ Fx pvq.

(3) Soit fx : ZnÑG l’application induite par Fx .
M. q. fx est injective. Soient rusn, rv sn P Zn.

fx prusnq “ fx prv snq ô Fx puq “ Fx pvq ô u ”
n

v ô rusn “ rv sn.

M. q. fx est morphisme de groupes :

fx prusn ` rv snq “ fx pru ` v snq “ Fx pu ` vq “ Fx puq ˝ Fx pvq

“ fx prusnq ˝ fx prv snq.
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Nous avons obtenu un monomorphisme fx : Zn Ñ G dont l’image
est xxy.

Par restriction au but (corestriction), on obtient un isomorphisme
gx : Zn Ñ xxy.
(4) Conséquence directe de (3).

Remarque 2.5
Soit x P G un élément d’ordre infini. Alors kerpFx q “ t0u, donc
Fx : Z Ñ G est un monomorphisme. Par restriction au but on
obtient un isomorphisme gx : Z »Ñ xxy.

Conclusion : Le sous-groupe cyclique xxy engendré par x est
isomorphe à Zn si x est d’ordre fini n et est isomorphe à Z si x est
d’ordre infini.
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Nous avons obtenu un monomorphisme fx : Zn Ñ G dont l’image
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Par restriction au but (corestriction), on obtient un isomorphisme
gx : Zn Ñ xxy.
(4) Conséquence directe de (3).
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Définition 2.6
Un groupe pG , ˝q est dit groupe cyclique (ou monogène) s’il existe
x P G tel que G “ xxy. Si c’est le cas, on dira que x est un
générateur de G ou que G est engendré par x.

Définition équivalente : pG , ˝q est un groupe cyclique de générateur
x si le morphisme Fx : Z Ñ G est un épimorphisme.

Exemple 2.1

Soit n P N˚. Le groupe pUn, ¨q est cyclique engendré par e 2πi
n .

Remarque 2.7
Tout groupe cyclique fini d’ordre n est isomorphe à Zn. Tout
groupe cyclique infini est isomorphe à Z.
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Pour un groupe muni d’une lci en notation additive les notations
utilisées ci-dessus changent :
Remarque 2.8
Soient pG , `q un groupe en notation additive et x P G. Alors :

1 Le morphisme Fx : Z Ñ G associée à x s’écrit Fx pkq “ kx.

2

x est d’ordre fini (de torsion) s’il existe k P N˚ t. q. kx “ e.

3

Si x est d’ordre fini, alors ordpxq :“ mintk P N˚| kx “ eu.

4

Le sous-groupe cyclique engendré par x est

xxy “ tkx | k P Zu “ ty P G | Dk P Z, y “ kxu.

5

Si ordpxq “ n, alors
xxy “ te, x , . . . , pn ´ 1qxu.
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Exemples 2.2
1 pZn, `q est un groupe cyclique d’ordre n engendré par r1sn.

2

pZ, `q est un groupe cyclique infini engendré par 1.

3

Soit n P N˚. pnZ, `q est un groupe cyclique infini engendré
par n.

4

En général le groupe produit pZn1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Znk , `q (où
n1, . . . , nk P N˚) n’est pas cyclique. Par exemple dans Z2 ˆ Z2
tout élément est d’ordre ď 2.
Si n1, . . . , nk sont premiers entre eux deux à deux, le théorème
des restes chinois fournit un isomorphisme f : Zn Ñ

Śk
i“1 Zni

où n “
śn

i“1 ni . Puisque pZn, `q est cyclique engendré par
r1sn, il en résulte que dans ce cas pZn1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Znk , `q est
cyclique engendré par f pr1snq “ pr1sn1 , . . . , r1snk q.
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Soient pG , ˝q un groupe, H Ă G un sous-groupe. On va utiliser la
notation simplifiée

xy :“ x ˝ y .

Définition 3.1
Nous associons à H deux relations RH , HR sur G :

1

x RH y si x 1y P H.

2

x HR y si xy 1 P H.

La proposition suivante montre que RH , HR sont des relations
d’équivalence et précise la classe d’équivalence d’un élément x P G
par rapport à chacune de ces relations.

Andrei Teleman Théorie des groupes



Définition. Règles de calcul. Morphismes. Sous-groupes
Sous-groupes et groupes cycliques

Le théorème de Lagrange. Groupe quotient
Le groupe symétrique Sn

Relations d’équivalence suivant un sous-groupe
Le théorème de Lagrange
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

41

Soient pG , ˝q un groupe, H Ă G un sous-groupe. On va utiliser la
notation simplifiée

xy :“ x ˝ y .

Définition 3.1
Nous associons à H deux relations RH , HR sur G :

1 x RH y si x 1y P H.

2

x HR y si xy 1 P H.

La proposition suivante montre que RH , HR sont des relations
d’équivalence et précise la classe d’équivalence d’un élément x P G
par rapport à chacune de ces relations.

Andrei Teleman Théorie des groupes



Définition. Règles de calcul. Morphismes. Sous-groupes
Sous-groupes et groupes cycliques

Le théorème de Lagrange. Groupe quotient
Le groupe symétrique Sn

Relations d’équivalence suivant un sous-groupe
Le théorème de Lagrange
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

41

Soient pG , ˝q un groupe, H Ă G un sous-groupe. On va utiliser la
notation simplifiée

xy :“ x ˝ y .

Définition 3.1
Nous associons à H deux relations RH , HR sur G :

1 x RH y si x 1y P H.
2 x HR y si xy 1 P H.

La proposition suivante montre que RH , HR sont des relations
d’équivalence et précise la classe d’équivalence d’un élément x P G
par rapport à chacune de ces relations.

Andrei Teleman Théorie des groupes



Définition. Règles de calcul. Morphismes. Sous-groupes
Sous-groupes et groupes cycliques

Le théorème de Lagrange. Groupe quotient
Le groupe symétrique Sn

Relations d’équivalence suivant un sous-groupe
Le théorème de Lagrange
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

41

Soient pG , ˝q un groupe, H Ă G un sous-groupe. On va utiliser la
notation simplifiée

xy :“ x ˝ y .

Définition 3.1
Nous associons à H deux relations RH , HR sur G :

1 x RH y si x 1y P H.
2 x HR y si xy 1 P H.

La proposition suivante montre que RH , HR sont des relations
d’équivalence et précise la classe d’équivalence d’un élément x P G
par rapport à chacune de ces relations.

Andrei Teleman Théorie des groupes



Définition. Règles de calcul. Morphismes. Sous-groupes
Sous-groupes et groupes cycliques

Le théorème de Lagrange. Groupe quotient
Le groupe symétrique Sn

Relations d’équivalence suivant un sous-groupe
Le théorème de Lagrange
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

42

Proposition 3.2
1 RH , HR sont des relations d’équivalence sur G.

2

La classe d’équivalence rx sH de x par rapport à RH est

rx sH “ xH :“ txh| h P Hu .

3

La classe d’équivalence Hrx s de x par rapport à HR est

Hrx s “ Hx :“ thx | h P Hu .

Dém: Exercice

Remarquer que la classe de l’élément neutre e (par rapport à RH

ou HR) est H.
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Soit u P G. Alors

1

x RH y si et seulement si puxq RH puyq. Donc RH est
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2

x HR y si et seulement si pxuq HR pyuq. Donc HR est
compatible à droite avec la lci de G.
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Rappel : Deux ensembles A, B ont le même cardinal s’il existe une
bijection f : A Ñ B.

Proposition 3.5
Soit x P G. Les applications lx : H Ñ xH, rx : H Ñ Hx définies par

lx phq “ xh, rx phq “ hx
sont bijectives. En particulier toutes les classes d’équivalence à
gauche (ou à droite) suivant H ont le même cardinal.

Dém: lx injective : lx ph1q “ lx ph2q ñ xh1 “ xh2 ñ h1 “ h2.
(On a multiplié les deux membres à gauche par x 1.)
lx surjective : Soit y P xH. Par la définition de xH, il existe h P H
tel que y “ xh “ lx phq.
La bijectivité de rx : exercice.
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Notations utilisées dans la littérature :

G{H :“ G{RH , HzG :“ G{ HR .

Remarque 3.6
Soit H Ă G un sous-groupe. Les ensembles quotient G{RH , G{ HR
ont le même cardinal.

Dém: L’application ι : G Ñ G donnée par x ÞÑ x´1 est une
bijection, qui induit une bijection ῑ : G{RH Ñ G{ HR donnée
explicitement par ῑpxHq “ Hx´1.
Démontrer que ῑ est bien définie et bijective.
La remarque ci-dessus est vraie en toute généralité, sans supposer
que G , H, |G{RH |, ou |G{ HR| soit fini.
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Définition 3.7
Soit H Ă G un sous-groupe. Supposons que le quotient G{RH (ou,
de manière équivalente, G{ HR) est fini. L’indice de H dans G est
défini par

|G : H| :“ |G{RH | “ |G{ HR|.

Théorème 3.8 (le théorème de Lagrange)
Soit pG , ˝q un groupe fini, et soit H Ă G un sous-groupe. Alors

|G | “ |H| ¨ |G : H|.
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On va utiliser un lemme élémentaire :
Lemme 3.9 (Le Lemme des bergers)
Soient k, l P N˚ et M un ensemble qui possède une partition en k
sous-ensembles, chacun de cardinal l . Alors |M| “ kl.

Dém: (du théorème de Lagrange) On applique le lemme des
bergers à la partition de G définie par les classes d’équivalence par
rapport à RH (ou à HR).
Nous savons que toutes ces classes ont le même cardinal qui
coïncide avec |H|.
Le nombre des classes d’équivalence par rapport à RH est |G{RH |.
Mais |G{RH | “ |G : H| par la définition de |G : H|.
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Remarque 3.10
Le théorème de Lagrange est vrai même en toute généralité, même
si G est infini. Pour cette généralisation on a besoin de la
généralisation du produit pour les nombres cardinaux infinis.

Corollaire 3.11
Soit pG , ˝q un groupe fini, H Ă G un sous-groupe. Alors |H| est un
diviseur de |G |.

Dans la littérature on appelle souvent ce corollaire " le théorème de
Lagrange".

Andrei Teleman Théorie des groupes



Définition. Règles de calcul. Morphismes. Sous-groupes
Sous-groupes et groupes cycliques

Le théorème de Lagrange. Groupe quotient
Le groupe symétrique Sn

Relations d’équivalence suivant un sous-groupe
Le théorème de Lagrange
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

48

Remarque 3.10
Le théorème de Lagrange est vrai même en toute généralité, même
si G est infini. Pour cette généralisation on a besoin de la
généralisation du produit pour les nombres cardinaux infinis.

Corollaire 3.11
Soit pG , ˝q un groupe fini, H Ă G un sous-groupe. Alors |H| est un
diviseur de |G |.

Dans la littérature on appelle souvent ce corollaire " le théorème de
Lagrange".

Andrei Teleman Théorie des groupes



Définition. Règles de calcul. Morphismes. Sous-groupes
Sous-groupes et groupes cycliques

Le théorème de Lagrange. Groupe quotient
Le groupe symétrique Sn

Relations d’équivalence suivant un sous-groupe
Le théorème de Lagrange
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

48

Remarque 3.10
Le théorème de Lagrange est vrai même en toute généralité, même
si G est infini. Pour cette généralisation on a besoin de la
généralisation du produit pour les nombres cardinaux infinis.

Corollaire 3.11
Soit pG , ˝q un groupe fini, H Ă G un sous-groupe. Alors |H| est un
diviseur de |G |.

Dans la littérature on appelle souvent ce corollaire " le théorème de
Lagrange".

Andrei Teleman Théorie des groupes



Définition. Règles de calcul. Morphismes. Sous-groupes
Sous-groupes et groupes cycliques

Le théorème de Lagrange. Groupe quotient
Le groupe symétrique Sn

Relations d’équivalence suivant un sous-groupe
Le théorème de Lagrange
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

49

Corollaire 3.12
Soient pG , ˝q un groupe fini et x P G. Alors

1 ordpxq est un diviseur de |G |.

2

Pour tout x P G on a x |G| “ e.

Dém: 1. On a ordpxq “ | xxy |, donc ordpxq est un diviseur de |G |
d’après le corollaire 3.11.
2. Soit k :“ ordpxq. Puisque k||G | il existe l P N tel que |G | “ kl .
Alors

x |G| “ xkl “ pxkql “ el “ e.

Andrei Teleman Théorie des groupes



Définition. Règles de calcul. Morphismes. Sous-groupes
Sous-groupes et groupes cycliques

Le théorème de Lagrange. Groupe quotient
Le groupe symétrique Sn

Relations d’équivalence suivant un sous-groupe
Le théorème de Lagrange
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

49

Corollaire 3.12
Soient pG , ˝q un groupe fini et x P G. Alors

1 ordpxq est un diviseur de |G |.
2 Pour tout x P G on a x |G| “ e.

Dém: 1. On a ordpxq “ | xxy |, donc ordpxq est un diviseur de |G |
d’après le corollaire 3.11.
2. Soit k :“ ordpxq. Puisque k||G | il existe l P N tel que |G | “ kl .
Alors

x |G| “ xkl “ pxkql “ el “ e.

Andrei Teleman Théorie des groupes



Définition. Règles de calcul. Morphismes. Sous-groupes
Sous-groupes et groupes cycliques

Le théorème de Lagrange. Groupe quotient
Le groupe symétrique Sn

Relations d’équivalence suivant un sous-groupe
Le théorème de Lagrange
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

49

Corollaire 3.12
Soient pG , ˝q un groupe fini et x P G. Alors

1 ordpxq est un diviseur de |G |.
2 Pour tout x P G on a x |G| “ e.

Dém: 1. On a ordpxq “ | xxy |, donc ordpxq est un diviseur de |G |
d’après le corollaire 3.11.

2. Soit k :“ ordpxq. Puisque k||G | il existe l P N tel que |G | “ kl .
Alors

x |G| “ xkl “ pxkql “ el “ e.

Andrei Teleman Théorie des groupes



Définition. Règles de calcul. Morphismes. Sous-groupes
Sous-groupes et groupes cycliques

Le théorème de Lagrange. Groupe quotient
Le groupe symétrique Sn

Relations d’équivalence suivant un sous-groupe
Le théorème de Lagrange
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

49

Corollaire 3.12
Soient pG , ˝q un groupe fini et x P G. Alors

1 ordpxq est un diviseur de |G |.
2 Pour tout x P G on a x |G| “ e.

Dém: 1. On a ordpxq “ | xxy |, donc ordpxq est un diviseur de |G |
d’après le corollaire 3.11.
2. Soit k :“ ordpxq. Puisque k||G | il existe l P N tel que |G | “ kl .
Alors

x |G| “ xkl “ pxkql “ el “ e.
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Corollaire 3.13
Soit pG , ˝q un groupe fini dont l’ordre |G | est un nombre premier
p. Alors G est un groupe cyclique d’ordre p, en particulier il est
isomorphe à pZp, `q.

Dém: Puisque p ě 2 il existe x P Gzteu. On a ordpxq ě 2.
D’après le corollaire 3.12 ordpxq|p. Puisque p est un nombre
premier, il en résulte ordpxq “ p, donc | xxy | “ p “ |G |.
Puisque xxy est un sous-groupe de G , il en résulte xxy “ G .
Donc G est un groupe cyclique d’ordre p.
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Corollaire 3.14 (Le petit théorème de Fermat)
Si p est un nombre premier et a P Z n’est pas divisible par p, alors

ap´1 ” 1 (mod) p .

Dém: Puisque a n’est pas divisible par p et p est premier, on
pgcdpa, pq “ 1, donc rasp P Zˆ

p .
Puisque p est un nombre premier, on a Zˆ

p “ Zpztr0spu, donc
l’ordre du groupe pZˆ

p , ¨q est p ´ 1.
On applique le corollaire 3.12 au groupe Zˆ

p et à l’élément rasp de
ce groupe.
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L’indicatrice d’Euler est l’application ϕ : N˚ Ñ N˚ définie par

ϕpnq :“ |Zˆ
n | “

ˇ

ˇ tk P t1, . . . , nu, pgcdpk, nq “ 1u
ˇ

ˇ .

Corollaire 3.15 (le théorème de Euler)
Soient n P N˚ et a P Z premier avec n. Alors

aϕpnq ”
n

1 .

Dém: Exercice. Utiliser la même méthode que pour la
démonstration du corollaire 3.14. Remarquer d’abord que
|Zˆ

n | “ ϕpnq.
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On va voir : Si H est distingué, alors RH “ HR et le quotient
G{RH “ G{ HR a une structure naturelle de groupe.

Proposition 3.16
Soient pG , ˝q un groupe, H Ă G un sous-groupe et RH , HR les
relations d’équivalence suivant H. Si H est distingué, alors

1

RH “ HR,

2

La formule rx sH ¨ ry sH :“ rx ˝ y sH définit une structure de
groupe sur le quotient G{H :“ G{RH “ G{ HR.

Dém: 1. : On a x RH y ñ x 1y P H ñ Dh P H tel que x 1y “ h.
Mais x 1y “ h ñ y “ xh ñ xy 1 “ xh1x 1 P H parce que h1 P H et H
est distingué. On a obtenu xy 1 P H, donc x HR y .
L’implication x HR y ñ x RH y est proposée comme exercice.
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2. À démontrer d’abord : la définition de ¨ est cohérente, i.e. rxy sH

dépend seulement des classes rx sH , ry sH .

Soient x̃ , ỹ P G tels que x̃ RH x et ỹ RH y . On a donc x̃ 1x P H,
ỹ 1y P H. Soient h, χ P H tels que x̃ 1x “ h, ỹ 1y “ χ. Alors

px̃ ỹq1pxyq “ ỹ 1x̃ 1xy “ pχy 1qphx 1qpxyq “ χpy 1hyq P H ,

parce que χ P H et (H étant distingué) y 1hy P H.
D’où px̃ ỹq RH pxyq, donc la classe rx ˝ y sRH dépend seulement des
classes rx sH , ry sH .
Facile : la lci ¨ sur G{RH vérifie les axiomes du groupe :
– L’associativité de ¨ résulte de l’associativité de ˝.
– La classe resH “ H est élément neutre pour la lci ¨ .
– La classe rx 1sH est un élém. symétrique de rx sH par rapp. à ¨

Andrei Teleman Théorie des groupes



Définition. Règles de calcul. Morphismes. Sous-groupes
Sous-groupes et groupes cycliques

Le théorème de Lagrange. Groupe quotient
Le groupe symétrique Sn

Relations d’équivalence suivant un sous-groupe
Le théorème de Lagrange
Groupe quotient suivant un sous-groupe normal

54
2. À démontrer d’abord : la définition de ¨ est cohérente, i.e. rxy sH

dépend seulement des classes rx sH , ry sH .
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Pour un sous-groupe distingué H la relation RH s’appelle la relation
d’équivalence (de congruence) suivant H. Aucune précision "à
gauche" ou "à droite" n’est nécessaire.

Si H est sous-entendu, on
va noter rx s :“ rx sH .

Définition 3.17
Soit pG , ˝q un groupe, H Ă G un sous-groupe distingué. Le
groupe quotient de G par H est le groupe pG{H, ¨q, où
G{H :“ G{RH et ¨ est la lci définie par

rx s ¨ ry s :“ rx ˝ y s .

L’épimorphisme canonique associé à H est l’épimorphisme
pH : G Ñ G{H défini par pHpxq :“ rx s.
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Remarque 3.18
L’application pH est un épimorphisme avec kerppHq “ H.

Dém: Exercice.

Exemple 3.1
Dans un groupe abélien tout sous-groupe est distingué. En
particulier nZ est un sous-groupe distingué de Z. Le groupe
Zn “ Z{nZ est précisément le quotient de Z par nZ au sens de la
théorie générale des groupes quotients.
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Théorème 3.19 (Propriété universelle du groupe quotient)
Soient H Ă G un sous-groupe distingué de G, pH : G Ñ G{H
l’épimorphisme canonique et f : G Ñ G̃ un morphisme. Alors

1

Il existe un morphisme f̄ : G{H Ñ G̃ tel que f̄ ˝ pH “ f si et
seulement si H Ă kerpf q.

G G̃

G{H

f

pH
f̄

(2)

2

Si cette condition est vérifiée, alors

1

f̄ est unique, kerpf̄ q “ kerpf q{H et impf̄ q “ impf q,

2

f̄ est un monomorphisme si et seulement si H “ kerpf q,

3

f̄ est un épimorphisme si et seulement si f est un
épimorphisme.
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Dém: 1. Supposons : D f̄ : G{H Ñ G̃ morphisme tel que
f̄ ˝ pH “ f .

Il en résulte H “ kerppHq Ă kerpf̄ ˝ pHq “ kerpf q.
Réciproquement, si H Ă kerpf q alors f est compatible avec RH ,
donc il existe une application f̄ : G{H Ñ G̃ avec la propriété
f̄ ˝ pH “ f . Cette application est un morphisme, parce que f est un
morphisme.
2.(a) La condition f̄ ˝ pH “ f est équivalente à

@x P G f̄ prx sq “ f pxq ,

donc pour f̄ nous avons une seule possibilité.
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Pour la 2me affirmation, soit ẽ l’élément neutre de G̃ . H est un
sous-groupe distingué de kerpf q, donc le groupe quotient kerpf q{H
est défini.

On a
kerpf̄ q “

#

rx s P G{H| f̄ prx sq “ ẽ
(

“ trx s P G{H| f pxq “ ẽu

“ trx s P G{H| x P kerpf qu “ kerpf q{H .

Pour la 3me affirmation : impf q “ impf̄ ˝ pHq “ impf̄ q. Pour la
2me égalité on a utilisé la surjectivité de pH .
2.(b) f̄ est un monomorphisme si et seulement si kerpf̄ q est trivial,
donc si et seulement si le quotient kerpf q{H est trivial, donc si et
seulement si kerpf q “ H.
2.(c) Utiliser la troisième affirmation de 2(a).
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Exemple 3.2
Soient m, n P N˚ et p : Z Ñ Zm, q : Z Ñ Zn les épimorphismes
canoniques. Dans la propriété universelle on va prendre G “ Z,
H “ mZ, G̃ “ Zn, f “ q. Supposons n|m.

Alors mZ “ kerppq Ă kerpqq “ nZ et d’après le théorème il existe
un unique morphisme q̄ : Zm Ñ Zn tel que q̄ ˝ p “ q, i.e. tel que

@x P Z, q̄prx smq “ rx sn .

Le même théorème nous donne
kerpq̄q “ ker q{ker p “ nZ{mZ ,

et q̄ est un épimorphisme, parce que q est un épimorphisme.
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Théorème 3.20 (Le premier théorème d’isomorphisme)
Soient pG , ¨q, pG̃ , ˚q groupes et f : G Ñ G̃ un homomorphisme.

Alors la formule ϕprx sq :“ f pxq définit un isomorphisme

ϕ : G{kerpf q »Ñ́ impf q .

Dém: Dans la propriété universelle choisissons H :“ kerpf q.
D’après la propriété universelle f définit un monomorphisme
f̄ : G{ kerpf q Ñ G̃ qui a la même image que f .
Par restriction "au but" on obtient un isomorphisme
ϕ : G{kerpf q »Ñ́ impf q avec la propriété requise.
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Exemple 3.3
Soit f : pR, `q Ñ pC˚, ¨q le morphisme défini par f ptq “ e2πit . On
a

kerpf q “ Z, impf q “ U :“ tz P C˚| |z | “ 1u,

donc, d’après le 1er théorème d’isomorphisme, f induit un
isomorphisme ϕ : R{Z »Ñ́ U.

Exemple 3.4
Soit f : pZ, `q Ñ pR˚, ¨q le morphisme défini par f pkq “ p´1qk .
On a

kerpf q “ 2Z, impf q “ t˘1u,

donc f induit un isomorphisme ϕ : Z{2Z »Ñ́ t˘1u.
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Rappel : Soit M un ensemble fini, n :“ |M| son cardinal.

Une permutation de M est une bijection M Ñ M.
Le groupe symétrique de M : pSpMq, ˝q, où

SpMq :“ tf : M Ñ M| f bijective u.

et ˝ désigne la composition des bijections. Pour M “ t1, . . . , nu on
obtient le groupe symétrique de degré n : pSn, ˝q.

Exercice 4.1
Soit b : t1, . . . , nu Ñ M bijection. L’application

φb : SpMq »Ñ́ Sn, φbpσq :“ b´1 ˝ σ ˝ b

est un isomorphisme, donc pSpMq, ˝q est isomorphe à pSn, ˝q.
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Il en résulte :
1 On a |SpMq| “ n!.

2

pSpMq, ˝q est non-abélien si n ě 3.
On va étudier le groupe pSpMq, ˝q.
Un arrangement de k éléments dans M est une famille
pm1, . . . , mkq d’éléments de M, distincts deux à deux.
AkpMq :“ l’ensemble des arrangements de k éléments dans M.
Son cardinal est :

Ak
n :“ |AkpMq| “

n!
pn ´ kq! .
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Définition 4.1
Soit σ P SpMq.

1 Un élément m P M s’appelle point fixe de σ si σpmq “ m.
L’ensemble des points fixes de σ sera noté Mσ.

2

Le support de σ est le sous-ensemble

supppσq :“ tm P M| σpmq ‰ mu Ă M .

Donc le support de σ est le complémentaire dans M du
sous-ensemble Mσ des points fixes de σ.

3

Un sous-ensemble N Ă M est dit sous-ensemble invariant
(partie invariante) par σ si σpNq “ N.
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Remarque 4.2
Soit M un ensemble fini et σ P SpMq.

1

Si N Ă M est une partie invariante par σ, alors la restriction
de σ à N définit une permutation de N.

2

Mσ et supppσq sont des parties invariantes par σ.

Remarque 4.3

Si α, β P SpMq sont deux permutations à supports disjoints, alors
α ˝ β “ β ˝ α. Donc deux permutations à supports disjoints
commutent.

Dém: Soit x P M. Discussion selon plusieurs cas. Par exemple si
x P supppαq, alors x R supppβq et pα ˝ βqpxq “ pβ ˝ αqpxq “ αpxq.
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Définition 4.4
Soit k P N˚, 2 ď k ď n. Une permutation α P SpMq s’appelle
cycle de longueur k, ou k-cycle, s’il existe un arrangement
pm1, m2 . . . , mk´1, mkq de k éléments dans M tel que

αpm1q “ m2, . . . , αpmk´1q “ mk , αpmkq “ m1, et

αpmq “ m pour m R tm1, . . . , mku .

Si c’est le cas, on va écrire α “ pm1m2 . . . mkq. Un 2-cycle s’appelle
transposition. Un n-cycle s’appelle permutation circulaire de M.
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Remarque 4.5
1 Soit α “ pm1m2 . . . mk´1mkq un k-cycle. Alors

α´1 “ pmkmk´1 . . . m2m1q.

2

Si α est un k-cycle alors ordpαq “ k.

3

La correspondance entre arrangements de k éléments et
k-cycles de M n’est pas bijective. On a évidemment

pm1m2 . . . mk´1mkq “ pm2m3 . . . mkm1q ¨ ¨ ¨ “ pmkm1 . . . mk´2mk´1q

donc à chaque k-cycle correspondent k arrangements.

4

Le nombre de k-cycles dans SpMq est 1
k Ak

n “ pk ´ 1q!Ck
n , en

particulier
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donc à chaque k-cycle correspondent k arrangements.

4

Le nombre de k-cycles dans SpMq est 1
k Ak

n “ pk ´ 1q!Ck
n , en

particulier
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dans SpMq il y a C2
n “ npn´1q

2 transpositions et pn ´ 1q!
permutations circulaires.

5

Un k-cycle (avec k ě 2) s’écrit comme produit de pk ´ 1q
transpositions. En effet on a

pm1m2 . . . mk´1mkq “ pm1mkqpm1mk´1q . . . pm1m3qpm1m2q .

6

Si n “ 3 alors SpMq contient : idM , trois 2-cycles et deux
3-cycles.
Si n “ 4 : SpMq contient : idM , six 2-cycles, huit 3-cycles et
six 4-cycles.
Mais |SpMq| “ 24, donc SpMqztidMu contient trois
permutations qui ne sont pas des cycles.
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Remarque 4.6
Le support d’un cycle α “ pm1m2 . . . mkq est tm1, m2, . . . , mku.

La restriction de α à ce sous-ensemble est une permutation
circulaire.
La donnée d’un k-cycle dans SpMq est équivalente à la donnée
d’un sous-ensemble N Ă M de cardinal k et d’une permutation
circulaire de N.

Définition 4.7
Soient α “ pm1m2 . . . mk´1mkq, β “ pp1p2 . . . pl´1plq P SpMq
deux cycles. On dit que α, β sont des cycles disjoints si leur
supports sont disjoints, donc si

tm1, m2, . . . , mk´1, mku X tp1, p2, . . . pl´1, plu “ H.
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Proposition 4.8
Soient α1, α2, . . ., αs P SpMq des cycles disjoints deux à deux et
soit σ “ α1α2 . . . αs leur produit.

Alors

1

On a
supppσq “

s
ď

j“1
supppαiq,

et les sous-ensembles supppαiq (1 ď i ď s) donnent une
partition de supppσq en parties invariantes par σ.

2

Soit ki la longueur de αi . Alors ordpσq “ ppcmpk1, . . . , ksq.

Dém: (1) : Exercice.
(2) : Soient Mi :“ supppαiq, ai la permutation circulaire définie
par αi sur Mi .
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Puisque les αi commutent, on a σl “ αl

1αl
2 . . . αl

s .

La permutation de Mi induite par σl est al
i .

Il en résulte : σl “ idM ô al
i “ idMi pour 1 ď i ď s.

Mais ordpaiq “ ki , donc

σl “ idM ô ki | l pour 1 ď i ď s ô ppcmpk1, . . . , ksq | l .

Théorème 4.9 (décomposition en produit de cycles disjoints)
Toute permutation σ P SpMqztidMu s’écrit comme produit de
cycles disjoints deux à deux. Cette décomposition est unique à
ordre près.

Dém: Récurrence par rapport à n “ |M|. Voir le poly du cours.
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Remarque 4.10
La démonstration du théorème nous donne un algorithme explicite
qui fournit une décomposition en cycles d’une permutation donnée.

Exemple 4.1
Trouver une décomposition en produit de cycles disjoints de la

permutation
ˆ

1 2 3 4 5 6
3 4 6 5 2 1

˙

P S6.

Corollaire 4.11
Toute permutation σ P SpMq s’écrit comme produit de
transpositions.
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La décomposition d’une permutation en produit de transpositions
n’est pas unique.

Par exemple : p1 2 3q “ p1 3qp1 2q “ p2 1qp2 3q “ p2 3qp1 3q.
Même le nombre des facteurs n’est pas unique.
Définition 4.12
Soit σ P Sn. Une inversion pour σ est un couple pi , jq P t1, . . . , nu2

tel que i ă j et σpiq ą σpjq.
Le nombre d’inversions pour σ est désigné par ιpσq. La signature
de σ est définie par εpσq :“ p´1qιpσq P t´1, 1u.

Exercice 4.2
Démontrer :

εpσq “
ź

1ďiăjďn

σj ´ σi
j ´ i .
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Même le nombre des facteurs n’est pas unique.

Définition 4.12
Soit σ P Sn. Une inversion pour σ est un couple pi , jq P t1, . . . , nu2

tel que i ă j et σpiq ą σpjq.
Le nombre d’inversions pour σ est désigné par ιpσq. La signature
de σ est définie par εpσq :“ p´1qιpσq P t´1, 1u.

Exercice 4.2
Démontrer :

εpσq “
ź

1ďiăjďn

σj ´ σi
j ´ i .
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Lemme 4.13
Soit τ une transposition. Alors εpτσq “ ´εpσq.

Dém: Exercice. Étudier le cas particulier τ “ p1 2q.

Proposition 4.14
Soit σ P Sn et σ “ τ1 . . . τp une décomposition de σ en produit de
transpositions. Alors εpσq “ p´1qp.

Donc la parité du nombre de facteurs dans une décomposition de σ
en produit de transpositions dépend seulement de σ.
Cette proposition suggère une définition équivalente de la
signature. Cette définition équivalente s’applique dans la cadre plus
général des permutations d’un ensemble fini M.
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Exemple 4.2
Soit α P Sn un k-cycle. Alors εpαq “ p´1qk´1.

Proposition 4.15
Munissons l’ensemble t´1, `1u de la structure de groupe définie
par la multiplication. L’application ε : Sn Ñ t´1, `1u donnée par
σ ÞÑ εpσq est un morphisme de groupes. Cet morphisme est un
épimorphisme pour n ě 2.

Dém: Exercice. Utiliser la proposition 4.14. Pour démontrer la
surjectivité de ε, il suffit de remarquer que εpτq “ ´1 pour toute
transposition τ P Sn.
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Pour n ě 2 le noyau kerpεq est un sous-groupe distingué de Sn,
qui s’appelle le groupe alterné de degré n et est noté An.

L’ordre de ce groupe est n!
2 . En effet, d’après le théorème de

Lagrange on a
n! “ |An|rSn : Ans .

Puisque An est un sous-groupe normal, l’indice rSn : Ans s’identifie
à l’ordre |Sn{An| du groupe quotient Sn{An.
Mais d’après le 1-er théorème d’isomorphisme on a un
isomorphisme Sn{An » εpSnq “ t´1, 1u. Donc rSn : Ans “ 2.
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