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1 Polyndémes et équations algébriques

1.1 L’anneau des polynémes
Soit K I'un corps R ou C. On commence par la

Définition 1.1 L’ensemble des polynomes a coefficients dans K est défini par
K[X] := {(ar)k=0| Vk €N, ar € K, INe N t.q. Vk > N, ar =0} .

Donc la donnée d’un polynome a coefficients dans K est équivalente a la donnée d’une suite (ag)rso de
K dont tous les termes sont nuls & partir d’un certain indice. Cet ensemble a une structure naturelle de
K-espace vectoriel, 'addition dans cet espace vectoriel étant donnée par

((ar)r=0) + ((Or)r=0) := (ar + br)k=0 ,



et la multiplication par les scalaires dans cet espace vectoriel étant donnée par la formule

a((ar)k=0) := (aar)k=0 -
Pour tout k € N notons par e, € K[X] la suite définie par
(ex)i = ik
donc
eo = (1,0,0...) e; =(0,1,0,0,...) , ex = (0,...,0,1,0,0...) avec 1 sur la kéme place .

C’est facile de vérifier que la famille (ex)ken est une base de K[X], donc K[X] est un K-espace vectoriel
de dimension infinie. Un polynoéme de la forme aey = (a,0,0...) sera appelé polyndme constant.

Définition 1.2 La multiplication dans K[X] est la loi de composition interne donnée par la formule

n n
((ar)k=0) (B)i20) = (Cn)nz0 0l cn = > axby = Y axbp_ = Y, an_iby .
k+l=n k=0 1=0
C’est facile de vérifier que cette loi de composition interne a les propriétés suivantes :
1. est associative,
2. admet un élément neutre, a savoir eg,
3. est commutative,
4. est distributive par rapport a ’addition dans K[X].

On va désigner I'élément ey € K[X] par 1 (en sous-entendant I’élément neutre de la multiplication définie
dans K[X]) et le polynome constant aeg = (a,0,0...) sera noté simplement par ag, donc chaque scalaire
a € K sera identifié avec le polynéme constant aeg = (a,0,0...) qui lui correspond.

En utilisant la définition de la multiplication c’est facile de vérifier que pour tout k € N* on a

(el)k = €L -

On va poser X := e;. Avec la convention X° := 1 on obtient 1’égalité suivante

(ak)r=0 = Z ap X",

k=0

(somme qui contient seulement un nombre fini de termes non-nuls). Cette égalité importante fait la liaison
entre la définition moderne de la notion de polyndome (voir la définition [I.1)), et la maniére élémentaire
d’introduire cette notion, & savoir comme une expression algébrique de la forme

ao+ar X+ +an XV .

La multiplication des polyndémes donnée par la définition [1.2 correspond a la multiplication des expressions
algébriques introduite au lycée.

On peut montrer facilement que K[X], muni de I’addition et de la multiplication des polynomes, est
un anneau commutatif avec unité.

Définition 1.3 Le degré d’un polynome P(X) = 3o ap X" est défini par

deg(P(X)) = { mexe Bl w200 S o

Donc le degré d’un polynome non-nul est (I'exposant de) la puissance maximale de X qui intervient
effectivement dans I'expression de P(X). Avec cette définition on obtient facilement la formule générale

deg(P(X)Q(X)) = deg(P(X)) + deg(Q(X)) (1)

En utilisant cette formule on obtient



Remarque 1.4 1. L’anneau K[X] est intégre, i.e. pour tous deux polynomes P(X), Q(X) € K[X]
nous avons l'implication

PX)Q(X)=0= (P(X) =0o0uQX)= O) .
2. Les seuls polynomes inversibles dans U'anneau K[X] sont les polynéomes constants non-nuls.

Dans cette remarque la condition "inversible" signifie "inversible par rapport & la multiplication des po-
lynomes", donc, par définition, un polynéme P(X) est inversible si et seulement si il existe Q(X) € K[X]
tel que P(X)Q(X) = 1. Si on multiplie un polynéme P(X) par un élément inversible (donc par un poly-
néme constant non-nul) on va obtenir un polynéme qui a les mémes propriétés de divisibilité (par exemple
les mémes diviseurs et les mémes multiples) que P(X). Cette remarque montre que, pour 1’étude des
problémes de divisibilité dans K[X] il suffit de se concentrer sur les polyndmes unitaires au sens de la
définition suivante :

Définition 1.5 Un polynome P(X) € K[X|\{0} est dit unitaire si son coefficient du terme de plus haut
degré (son coefficient dominant) est égal o 1.
Par définition, un polyndéme unitaire s’écrit donc sous la forme

d—1
X4 ) a; X' ot d = deg(P(X)) .
=0

Remarquons que tout polynome P(X) € K[X]\{0} s’écrit d’une maniére unique comme un produit

P(X) = aP(X)
ol P(X) est un polynome unitaire et a € K* est le coefficient du terme de plus haut degré de P(X).
Définition 1.6 Soient P(X), S(X) € K(X). On dit que P(X) divise S(X) (ou que S(X) est divisible par
P(X)) sl existe Q(X) € K(X) tel que S(X) = Q(X)P(X).
Définition 1.7 Un polynome P(X) avec deg(P(X)) > 0 est dit irréductible s’il n’admet aucune factori-
sation de la forme P(X) = Q1(X)Q2(X) avec deg(Q;(X)) > 0 pourie {1,2}.

Donc un polynoéme P(X) de degré strictement positif est irréductible si et seulement si 'un des deux
facteurs de toute factorisation de P(X) est un polynoéme constant (qui sera nécessairement non-nul, donc
inversible). En utilisant la définition et la formule on obtient facilement

Remarque 1.8 Tout polynome de degré 1 est irréductible.

Dans la section suivante on va donner la classification compléte de tous les polynoémes irréductibles
dans C[X] et dans R[X]. En particulier on va voir que, tandis que dans C[X] la réciproque de la remarque
est vraie (donc un polynéme P(X) € C[X] est irréductible si et seulement si deg(P(X)) = 1) dans
R[X] la réciproque de cette remarque est fausse. En effet, il suffit de remarquer que le polynéme X2 + 1
est irréductible dans R[XT.

Définition 1.9 Soit P(X) = >}, axX" € K(X). La fonction polynémiale associée o P(X) est la fonction
p: K — K définie par
p(x) = P(x) = Z apz® VreK .
k=0

L’équation algébrique associée a P(X) est I’équation
P(z)=0.
Une solution xg € K de cette équation s’appelle racine de P(X).

Notons que 'application
K[X] — F(K,K)

ui associe a tou ndém nction nomi un morphism nneaux, en particulier pour deux
associe & tout polyndéme sa fonction polynomiale est orphisme d’anneaux, en particulier pour de

polynémes P(X), Q(X) € K[X] on a les identités
(P +Q)(z) = Px) + Qz) , (PQ)(z) = P(x)Q(z) Vre K.



1.2 La division euclidienne dans ’anneau des polynémes

On va admettre sans démonstration le théoréme important suivant :

Théoréme 1.10 (le théoréme de division euclidienne pour les polynomes) Soit S(X), P(X) € K[X] avec
P(X) # 0. Alors il existe une unique paire (Q(X), R(X)) € K[X] x K[X] avec deg(R(X)) < deg(P(X))
telle que

S(X) = QX)P(X) + R(X)

Le polynome Q(X) s’appelle le quotient et le polynéme R(X) s’appelle le reste de la division euclidienne
de S(X) par P(X). Ce théoréme a quelques corollaires trés importants :

Corollaire 1.11 Soit a € K. Un polynome P(X) € K(X) est divisible par X — a si et seulement si
P(a) =0, i.e. si et seulement si a est une racine de P(X).

Démonstration: En effet si P(X) est divisible par X —a, alors on peut écrire P(X) = (X —a)Q(X) pour
un polynéome Q(X) € K[X]. En remplacant X par a on obtient P(a) = 0- Q(a) = 0. Réciproquement,
supposons que P(a) = 0. En appliquant le théoréme de division euclidienne aux polynomes P(X), X —a

on obtient
PX)=QX)(X—a)+R

ot deg(R) < 0, donc R est un polynoéme constant. En remplagant X par a on obtient R = 0, donc
P(X) =Q(X)(X — a), ce qui montre que P(X) est divisible par X — a. [ |

Définition 1.12 Soit P(X) € K(X) avec deg(P(X)) > 0 et a € K une racine de P(X). La multiplicité
(ou Dordre de multiplicité) de la racine a est définie par

multp(a) := max{k € N¥*| (X —a)*|P(X)} .
Donc multp(a) est 'exposant de la puissance maximale de X — a qui divise P(X).

Définition 1.13 Soient P1(X),..., P.(X) € K[X] non tous nuls.
1. Un polynome P(X) € K(X) est dit diviseur commun des polynomes P;(X) si P(X)|Pi/(X) pour
1<i<k.

2. Un polynome P(X) € K(X) s’appelle le plus grand commun diviseur (le pged) des polynomes P;(X)
st les conditions suivantes sont vérifiées :

(a) P(X) est un diviseur commun des polynémes P;(X),
(b) P(X) est un diviseur commun de degré mazimal de ces polynomes,
(¢) P(X) est un polynoéme unitaire.
La condition [2¢| dans cette définition est imposée par convention pour assurer I'unicité du plus grand

commun diviseur. Si on n’impose pas cette condition, le pgced sera seulement bien défini & multiplication
par une constante non-nulle prés.

Corollaire 1.14 Soient Py (X),..., Py(X) € K[X] non tous nuls. Alors
1. Il existe un unique pgcd des polynémes P;(X), polynome qui sera noté pged(Py(X),. .., Py(X)),
2. Il existe des polynomes Uy (X), ..., Up(X) € K[X] tels que

k
ngd(P1<X)’---7Pk(X))=ZUi(X)Pi<X) - (2)

Démonstration: On va utiliser le théoréme de division euclidienne. Commencons par le cas k = 2.

Pour k = 2 on obtient facilement une démonstration effective (qui donne un algorithme explicite de calcul
du pged) par récurrence par rapport & deg(P2(X)). Plus précisément on va démontrer par récurrence par
rapport a d que pour d € {—0} UN = {—00,0,1,2,...} Paffirmation suivante est vraie :



(P4) Toute paire de polynomes non tous nuls (Py(X), P2(X)) avec deg(P2(X)) = d admet un pged unique
qui est donné par une expression de la forme

ngd(Pl(X),PQ(X)> = Ul(X)Pl(X) + Ul(X)Pz(X) .

Pour d = —oo (initialisation) on a P2(X) = 0, donc (en tenant compte de I’hypothése), on a nécessai-
rement P;(X) # 0. Remarquons que, dans ce cas, I’ensemble des diviseurs communs de P;(X) et Py(X)
coincide avec I'ensemble des diviseurs de P;(X), donc dans ce cas on a pged(Py(X), Po(X)) = Pi(X), ou
Py(X) désigne le polynome unitaire associé a P;(X). Si on désigne par a le coefficient du terme de plus
haut degré de P;(X) on obtient dans ce cas un unique pged donné par pged(P;(X), P2(X)) = a 1P (X),
et notre affirmation pour d = —c0 est démontrée en choisissant Uy (X) = a1, Us(X) = 0.

Supposons maintenant que d > —oo et que la proposition Py est vraie pour tout d’ < d (’hypothése de
récurrence). Puisque d > —o0 on a P»(X) # 0, donc on peut appliquer le théoréme de division euclidienne
a la paire (P(X), P2(X)). On obtient

Pi(X) = QX)P(X) + R(X) , 3)

avec deg(R(X)) < deg(P2(X)). Par ’hypothése de récurrence on sait que la paire (P2(X), R(X)) admet
un unique pged donné par une expression de la forme

pged(P(X), R(X)) = Vi(X) P (X) + Va(X)R(X) . (4)

Mais en utilisant on constate que I'ensemble des diviseurs communs des polynomes P;(X), Pa2(X)
coincide avec ’ensemble des diviseurs communs des polynomes P2 (X ), R(X). Donc la paire (P (X), P(X))
admet aussi un unique pged et

pged(P1(X), Po(X)) = pged(Pa(X), R(X)) .
En utilisant (4) puis (3) on obtient
pged(P1(X), Po(X)) = Vi(X) Po(X) + Vo(X)R(X) = Vi(X) Po(X) + Va(X)(Pr(X) — Q(X) P2 (X))
= V2(X)P1(X) + (Vi(X) = Va(X)Q(X)) P2 (X)

et notre affirmation est démontrée pour d en choisissant Uy (X) = Va(X), U2(X) = V1 (X) — Va(X)Q(X).

Pour k > 2 le théoréme est démontré par récurrence par rapport a k en utilisant la formule récursive
(exercice)

pged(P(X), ..., Pe_1(X), Pu(X)) = pged(pged (P (X), ..., Pr—1(X)), Pe(X)) .
Par exemple, pour k = 3 on a (exercice)
pged(P1(X), P2 (X), P3(X)) = pged(pged(P1(X), P2 (X)), P3(X)) ,

donc il suffit d’appliquer deux fois la théoréme d’existence pour le pged de deux polynomes. [ ]

Remarque 1.15 La démonstration du corollaire fournit un algorithme explicite pour le calcul du

pged des deux polynémes, algorithme qui s’appelle lalgorithme d’Euclid :

(1) Est-ce que Py(X) = 02 Si Po(X) = 0 on pose pged(Py(X), Po(X)) = Pi(X) et on arréte lalgorithme.
Sinon on passe a l’étape suivante.

(2) Si Py(X) # 0 on fait la division euclidienne de Py(X) par Pa(X), on remplace la paire initiale
(P1(X), P2(X)) par la paire (Py(X),R(X)) ot R(X) est le reste de cette division euclidienne, et
on revient a la question , posée pour la nouvelle paire.



Donc le pged cherché coincide avec le polynéme unitaire associé au dernier reste non-nul obtenu dans
cette suite finie de divisions euclidiennes.
Pour le calcul du pged dans la cas général k = 2 on utilise la formule générale

pged(P1(X), ..., Peo1(X), Pu(X)) = pged(pged (P (X), . .., Pu1(X)), Pu(X))
qui permet de réduire le probléme au cas k = 2.

Définition 1.16 On dit que k polynomes P1(X),..., Py(X) € K[X], non tous nuls, sont dits premiers
entre eux si pged(P(X),..., Pe(X)) = 1, i.e. si ces polynomes nadmettent aucun diviseur commun de
degré strictement positif.

Corollaire 1.17 (Théoréme de Bézout) Soient Py (X),..., P.(X) € K[X] non tous nuls. Alors les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

1. P (X),...,Py(X) sont premiers entre euz,
2. il existe Uy (X), ..., Up(X) € K[X] tels que Y¥_, Ui(X)P;(X) = 1.
Le corollaire suivant sera énoncé sans démonstration. La démonstration est proposée comme exercice.

Pour comprendre I'idée de démonstration commencer par le cas particulier d’un polyndme de degré 2, puis
essayer de généraliser votre argument.

Corollaire 1.18 Tout polynéme P(X) € K(X) avec deg(P(X) > 0 admet une factorisation de la forme

k
P(X) = a(Qu(X))™ ... (Qr(X))™ = aH(Q@(X))”“ :

ot a est le coefficient du terme de plus haut degré de P(X), m; € N* et Q;(X) sont des polyndomes
irréductibles unitaires distincts deuz a deux. Cette factorisation est unique, a permutations des facteurs
pres.

Si tous les polynomes irréductibles unitaires @;(X) dans cette factorisation sont des polynomes du
premier degré, on va dire que P(X) est scindé dans K. Remarquer qu'un polynoéme unitaire du premier
degré s’écrit sous la forme X — a avec a € K. Notre définition devient :

Définition 1.19 Un polynome P(X) € K(X) avec deg(P(X) > 0 est dit scindé dans K s’il admet une
factorisation de la forme

k
P(X)=a(X —a)™ ... (X —ax)™ =a] [(X —a;)™
i=1

ot m; € N*, et a; € K sont distincts deux a deux.

Remarquer que si P(X) admet une telle factorisation, alors
1. a est le coefficient du terme de plus haut degré de P(X),
2. deg(P(X)) = X5, m,

3. lensemble des racines de P(X) est {a1,...,ar},

4. multp(a;) = m; pour 1 < i < k.

1.3 Le théoréme de Gauss-d’Alembert

Le théoréme de Gauss d’Alembert, ou le théoréme fondamental de I'algébre, a beaucoup de consé-
quences importantes dans plusieurs domaines des mathématiques modernes. Nous allons utiliser ce résultat
plus tard dans ’étude des endomorphismes d’un espace vectoriel de dimension finie. La démonstration de
ce théoréme dépasse le niveau et le but de ce cours, donc sera omise.

Théoréme 1.20 Tout polynéme P(X) € C[X] avec deg(P(X)) > 0 admet une racine compleze.



En utilisant la terminologie de ’algébre moderne, ce théoréme affirme que C est un corps algébri-
quement clos. En général, un corps K est dit algébriquement clos si tout polynéme P(X) € K[X] avec
deg(P(X)) > 0 admet une racine dans K. Remarquer que R n’est pas algébriquement clos parce que, par
exemple, le polynoéme X2 + 1 € R[X] d’admet aucune racine réelle.

D’aprés le corollaire lexistence d’une racine a € C d’un polyndéme P(X) € C[X] implique la
divisibilité de P(X) par X — a. Si le quotient de Q(X) de P(X) par X — a est encore un polyndme de
degré strictement positif (i.e. si deg(P(X)) = 2), on peut appliquer le théoréme a Q(X) et on déduit
que Q(X) est aussi divisible par une polynome de la forme X — b. Par récurrence on obtient donc

Corollaire 1.21 Tout polynome P(X) € C[X] avec deg(P(X)) > 0 est scindé dans C donc se factorise
sous la forme

k
P(X) = a(X _ a1)7n1 L (X _ ak)nzk _ GH(X o ai)mi (5)

ot a est le coefficient du terme de plus haut degré de P(X), m; € N* et a; € K sont distincts deuz & deux.

Comme nous avons vu dans la section précédente, dans la factorisation a est le coefficient du terme
de plus haut degré de P(X), on a deg(P(X)) = Zle m;, Pensemble des racines de P(X) est {aq,...,ax},
et multp(a;) = m; pour 1 <i < k.

Le dernier corollaire donne une classification compléte des polynomes irréductibles dans K[X] pour
Ke {C,R}:

Corollaire 1.22 1. L’ensemble des polynémes irréductibles unitaires de C[X] est
{X —al aeC}.
2. L’ensemble des polynomes irréductibles unitaires de R[X] est
(X —alaeR}U{X*+bX +c|a, beR, b* —4c < 0}.

La premiére partie du corollaire est une conséquence directe de la remarque [I.8| et du corollaire
[1:21] Pour la deuxiéme partie remarquons d’abord que tout polynéme du 2me degré a coefficients réels a
discriminant strictement négatif est irréductible dans R[X]. En effet, puisque un tel polynéme n’admet
pas de racines réelles, il n’admet aucune factorisation (dans R[X]!) en produit de polynémes du ler degré.
Pour démontrer que, réciproquement, tout polyndme irréductible dans R[X] est soit de la forme X — a,
soit de la forme X2 + bX + ¢ avec b?> — 4¢ < 0, on utilise la proposition suivante concernant ’ensemble des
racines compleres d'un polynéme & coefficients réels :

Proposition 1.23 Soit P(X) € R[X] avec deg(P(X)) > 0 est soit Rp < C l’ensemble des racines
complexes de P(X). Alors

1. Rp est stable par conjugaison, i.e on a l'implication z € Rp = Z € Rp.
2. SizeRp ona

multp(z) = multp(z) .

3. En posant
RP = {a'lv'-'7al?alad17"'7amad1’n}

avec a; € R et (o) > 0, et en désignant par a le coefficient du terme de plus haut degré de P(X)
on obtient la factorisation

m m

l l
P(X)=a] [(X —a)™ [[(X —a)" (X —aj)" =a] [(X —a)™ [ [(X* = 2R(a;) X + |ay[*)" .
i=1

j=1 i=1 j=1

Remarquer que (puisque $(a;) > 0) le discriminant du polynome X? — 2R(a;) X + |a;|* € R[X] est bien
strictement négatif. La proposition montre en particulier qu’un polynéme P(X) € R[X] de degré
d > 3 ne peut pas étre irréductible dans R[X], donc tout polynome irréductible dans R[X] est de degré
< 2. Le corollaire [I.22] est une conséquence directe de cette remarque.



2 Diagonalisation et trigonalisation

On commence par un récapitulatif sur les sommes directes.

2.1 Sous-espaces en sommes directe, décompositions en sommes directe

Soient K un corps, E un K-espace vectoriel de dimension finie, k € N* et Fy,..., Fy ¢ E des sous-
espaces vectoriels de F.

Définition 2.1 On dit que les sous-espaces Fy, ..., Fy sont en somme directe si une des conditions équi-
valentes suivantes est vérifiée :

1. Pour toute famille (x1,...,x) de vecteurs de E tels que x; € F; pour 1 < i < k, Uimplication

sutvante est vraie i
{inzoE}:{xl ==, =0g} .
i=1

2. Pour tout je{1,...,k} ona

an< > F,»>={OE}.

15#]

3. Tout vecteur x € Zle F; admet une unique décomposition de la forme

k
:c=2:ci ot x;€ F;Vie{l,... k} .
i=1

4. Si B; est une base de F; pour 1 <i < k alors la famille concaténée By ... By est libre dans E.
Définition 2.2 On dit que les sous-espaces Iy, ..., Fy, donnent une décomposition en somme directe de
E, et on écrit B = (—szl F;, si une des conditions équivalentes suivantes est vérifice :

1. Zle F; = E et les sous-espaces Fy, ..., Fy, sont en somme directe.

2. ZleFZ- = E et pour tout j € {1,...,k} on a

ij< > Fi>={0E}.

1<i<gk
1#]

3. Tout vecteur x € E admet une unique décomposition de la forme

k
x=2xi ovx; € FyVie{l,...,k} .

i=1
4. Si B; est une base de F; pour 1 < i <k alors la famille concaténée B ... By est une base de E.

Si les sous-espaces F1, ..., Fj donnent une décomposition en somme directe de E alors la projection
sur le jéme facteur de la somme directe E = @¥_; F; est 'application linéaire surjective p; : E — F; définie
par

pj() = x;
ol x = Zle x; est I'unique décomposition de = avec z; € F; pour 1 < i < k. La composition de p;
avec 'application évidente F; < F' est un endomorphisme de F qui sera noté par le méme symbole p;.
Rappelons 'identité importante pJQ» = pj.



2.2 Valeurs propres et espaces propres
Soit E' un K-espace vectoriel de dimension finie n.

Définition 2.3 Un endomorphisme de E est une application linéaire ¢ : E — E. On pose
End(FE) := {¢: E — E| ¢ est linéaire}
(Vespace des endomorphismes de E).

Rappelons que, si F est un K-espace vectoriel de dimension finie n, ¢ un endomorphisme de F, et
B = (f1,...,fn) une base de E, alors on désigne par Mp(¢) la matrice de ¢ dans la base B. Si on pose
Mp(¢) = (@ij)1<ij<n, alors les éléments a;; de cette matrice sont donnés par les formules

¢(f]) = Zazjfz Vj{laan}v (6)

donc la j-me colonne de Mp(¢) est formée des coordonnées du vecteur ¢(f;) dans la base B. En utilisant
les notations introduites dans le cours d’algébre linéaire on peut écrire A = Mp g(¢) = [¢]p, 5. Notons
que, dans le cas des endomorphismes (le cas ou 'espace de départ coincide avec espace d’arrivé) utiliser
deux bases différentes pour le calcul de la matrice associée serait une complication inutile. Les formules
@ s’écrivent d’une maniére compacte :

¢(B) = BMp(¢) .

Si on fait un changement de base B — B’ = (f],..., f) on peut utiliser la matrice de passage P
définie par les formules f; = > pijfi pour j < j < n. On peut écrire I'ensemble de ces formules sous la
forme compacte (f1,..., fl) = (f1,..., fn)P, soit

B = BP,

ou a droite on utilise formellement la régle de multiplication matricielle. La matrice Mg/ (¢) de ¢ dans la
"nouvelle" base B’ est définie par la formule ¢(B’) = B'Mp:(¢). En utilisant la linéarité de ¢ on obtient

¢(B') = B'Mp:/(¢) = ¢(BP) = BPMp/(¢) = ¢(B)P = BPMp(9) .
Mais, puisque ¢(B) = BMpg(¢) on a aussi ¢(B)P = BMp(¢)P. On obtient donc
BMp(@)P = BPMp/() .

En utilisant 'unicité de la décomposition par rapport a une base, on remarque que la derniére égalité
implique Mg (¢)P = Mp/(p)P, c’est a dire

Mp:(¢) = P~ Mp(¢)P (7)
Cette formule justifie la définition importante suivante :

Définition 2.4 Deux matrices carrées A, A’ € M, ,(K) sont dites semblables s’il existe une matrice
P e M, ,(K) inversible telle que A’ = P~*AP.

Notons que la relation de similitude est un relation d’équivalence (c’est a dire ¢’est une relation reflexive,
symétrique et transitive) sur l'espace M, ,(K). La formule montre que

Remarque 2.5 Les matrices Mp(¢p), Mp/(¢) associées a un endomorphisme ¢ € End(E) dans deux bases
B, B’ de E sont semblables.

Rappelons qu’une matrice carrée A € M, ,,(K) est dite diagonale si tous ses éléments non-diagonaux sont
nuls, c’est dire si a;; = 0 pour i # j.

Le probleme de diagonalisation pour les endomorphismes : Soit ¢ € End(FE). Est-ce qu’il existe une base
B de F telle que la matrice associée a ¢ dans cette base (c’est a dire la matrice Mp(¢)) soit diagonale ?
Si c’est le cas déterminer une telle base.



Terminologie : Si Mp(¢) est diagonale, on dit que ¢ est diagonal dans la base B, ou que la base B diago-
nalise 'endomorphisme ¢.

On peut commencer par écrire ¢ dans une base arbitraire (par exemple dans la base canonique si
E = K") et puis diagonaliser ¢ en effectuant un changement de base. En utilisant la formule on voit
que le probléme de diagonalisation est équivalent au :

Probléeme de diagonalisation pour les matrices : Soit A € M, ,,(K) une matrice carrée réelle. Est-ce qu’il
existe une matrice A’ semblable a A qui est diagonale ? Si c’est le cas, déterminer une telle matrice et la
matrice de passage P intervenant dans l’égalité A’ = P~1AP.

Définition 2.6 Soit ¢ € End(FE).
1. Un scalaire X € K s’appelle valeur propre de ¢ s’il existe v e E\{Og} tel que ¢(v) = Av.
2. Le spectre de ¢ est défini par

Spec(¢) := {A € K| \ est valeur propre de ¢} .

3. Si X\ € Spec(¢) on définit le sous-espace propre de ¢ associé a A par
E\(¢) :=={ve E| ¢(v) = \} =ker(¢ — Ndg) .
Les éléments non-nuls de Ex(¢) s’appellent vecteurs propres de valeur propre A.
Si ¢ est fixé on va utiliser la notation simplifié Ey au lieu de Ex(9).

Remarque 2.7 1. E\(¢) est un sous-espace vectoriel de E pour toute valeur propre A € Spec(¢).

2. Un scalaire \ € K est valeur propre de ¢ si et seulement si ker(¢p — Aidg) # {Og}, donc un espace
propre E\(¢) n'est jamais trivial.

Donc tout sous-espace propre est de dimension > 1. Notons que la matrice Mp(¢) est diagonale si et
seulement si les formules @ se réduisent a

o(f5) = az5f5

c’est a dire si et seulement si f; est un vecteur propre de valeur propre a;;. On obtient donc la remarque
suivante qui justifie 'importance des vecteurs propres pour le probléme de diagonalisation :

Remarque 2.8 Soit ¢ € End(FE). Une base B = (f1,..., fn) de E diagonalise ¢ si et seulement si elle est
formée de vecteurs propres de ¢. Si c’est le cas, le j-éme élément diagonal de Mp(¢) est la valeur propre
qui correspond & f;.

Le probléme de diagonalisation pour ¢ se réduit donc au probléme :

Est-ce qu’il existe une base de E formée de vecteurs propres de ¢ ¢ Si c’est la cas, déterminer une telle
base.

Définition 2.9 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, soit ¢ € End(FE) et soit A la matrice
de ¢ dans une base B de E. Le polynéme caractéristique de ¢ est défini par Py(X) := det(A — X1,,).

Le degré de ce polynéme est n = dim(E). On peut préciser facilement trois coefficients de ce polynéme :
Py(X) = ()" X" + (—=1)" ' Tr(A) X" + -+ det(A) .

Remarque 2.10 Le polynéme caractéristique de ¢ dépend seulement de ¢ (pas de la base choisie). En
particulier, on peut définir d’une maniére cohérente les applications

Tr: End(E) - K, det: End(F) - K

en posant Tr(¢) := Tr(A), det(¢) := det(A) ou A := Mg(d).
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Démonstration: Si on passe d’une base B a une nouvelle base B’, la matrice A’ associée a ¢ dans la
nouvelle base sera donnée par A’ = P~ AP, ol P est la matrice de passage de B a4 B’. On a

det(A’ — X1,,) = det(P~'AP — XI,,) = det(P~'AP — P~Y(X1I,)P) =

= det(P~Y(A—X1I,)P) = det(P~ ') det(A—X1,) det(P) = det(A—X1,,) det(P) "' det(P) = det(A—X1,) .
|

Le calcul du spectre et des sous-espaces propres d’'un endomorphisme s’appuie sur la proposition
suivante :

Proposition 2.11 Soit Soit E un K espace vectoriel de dimension finie n et ¢ € End(E).
1. Un scalaire A € K est valeur propre de ¢ si et seulement si il est une racine du polyndome caractéris-
tique Py(X).
2. Soit A la matrice associée & ¢ dans une base B de E et soit A € Spec(¢). L’espace propre Ex(¢)
s’identifie dans la base B a l’espace des solutions du systéme linéaire homogéne

(A= A,)xz=0.

Démonstration: 1. La matrice associée & ¢ — Aidg dans la base B est A— AI,,, donc le noyau ker(¢— Aidg)
est donné dans cette base par le systéme linéaire homogéne (A — A\I,,)z = 0. D’aprés la Remarque
A € Spec(¢) si et seulement si ce noyau est non-trivial, donc si et seulement si ce systéme admet une
solution non-triviale, donc si et seulement si les colonnes de cette matrices sont linéairement dépendantes,
i.e. le rang de la matrice A — A, est strictement inférieur & n. Mais

rang(A — A\,,) <n < det(A—A,,) =0< Py(\) =0.

2. Par définition l'espace propre E)(¢) associé a une valeur propre A coincide avec ker(¢ — Aidg), done
s’identifie dans la base B, a l’espace des solutions du systéme linéaire homogeéne (A — AI,,)x = 0. [ |

Définition 2.12 Soient E un K espace vectoriel de dimension finie n, ¢ € End(E) et X € Spec(¢).

1. la multiplicité algébrique mq(A) de A est la multiplicité de X en tant que racine du polynome Py(X) €
K[X], i.e. (exposant de) la puissance mazimale de (X — X) qui divise Py(X).

2. la multiplicité géométrique my(A\) est la dimension de Uespace propre Ej.
Proposition 2.13 On a l'inégalité 1 < mgy(A) < mq () pour tout A € Spec(¢).

Démonstration: La multiplicité algébrique m, () est ('exposant de) la puissance maximale de (X — X)
qui divise P4(X), donc pour démontrer I'inégalité m,(\) < m, (), il suffit de montrer que (X — \)™s(N)
divise Py(X). Pour ceci choisissons une base By de E et complétons By (qui est une famille libre de E)
en une base B = ByB; de E. En posant d := my(\) = dim(Ey) on a :

My B
n—dd C

My — X, B

Mp(¢) = (0 ) , Mp(¢)—X1I, = ( Onaag C-— an—d> , ot Be Myyn—q, C€ My_gdn—d -

En utilisant la régle de calcul du déterminant d’une matrice triangulaire par blocs on obtient :

Mg — Xy B _ _ _ o diy _ yd B
Py(X) = ‘ oo oo XIn_d‘ = Ay — XIg||C = XI_g| = (—1)H(X — N det(C — X1,i_q) ,
ce qui montre que (X — \)™s() est un diviseur de Py(X). [ |

Corollaire 2.14 Si m,(\) = 1 (donc si A est une racine simple de Py(X)), alors mg(A\) = me(X) = 1,
donc le sous-espace propre Ey est une droite vectorielle.
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Proposition 2.15 Soient \1,...,\p € Spec(¢) valeurs propres distinctes deux & deuz. Alors les sous-
espaces propres Ey,, ..., Ey, sont en somme directe.

Démonstration: On va démontrer cette affirmation par récurrence par rapport a k. Pour & = 1 laf-
firmation est évidente. Soit & > 1 et supposons que (I’hypothése de récurrence) toute famille de (k — 1)
sous-espaces propres de ¢ est en somme directe.

D’aprés la définition [2.1) pour montrer que Ey,, ..., E), sont en somme directe il suffit de montrer que,
pour tout j € {1,...,k}, on a
E,\j (@) ( Z E)\1> = {OE} .
1<i<k
i#]

Soit x € Ey;, n (Zlgigk E,\i>. On a donc z € E),; et une décomposition de la forme

1#]

1<i<k
1#]

En appliquant ¢ on obtient
)\j.’L’ = Z )\Z‘.’Ei . (9)
1<i<k
i#]
Si on multiplie (8)) par —\; et on ajoute @ on obtient
Z (/\z — /\j)xi = OE .

1<i<k
1#]

Puisque, par 'hypothése de récurrence, les sous-espaces (E\,)1<i<k sont en somme directe, cette relation

1#]
implique (voir la définition

donc (puisque A; # A;) on obtient
x; =0 Vie{l,...k}\{j} .

En revenant & on obtient x = Og. |

2.3 Critéres de diagonalisabilité
Le théoréme suivant nous donne quatre critéres de diagonalisabilité :

Théoréme 2.16 Soit E un K espace vectoriel de dimension finie n et ¢ € End(E). Alors les propriétés
suivantes sont équivalentes :

1. ¢ est diagonalisable,
2. E admet une base formée de vecteurs propres de ¢,
3. Les sous-espaces propres Ey donnent une décomposition en somme directe de E, i.e.
E= 6—) E) .
A€eSpec(¢)
4 Z)\ESpec(qﬁ) mg(A) =n,
5. Py(X) est scindé dans K et pout toute valeur propre A € Spec(¢) on a mg(A) = mg(N).
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Démonstration: L’équivalence (1)<>(2) est évidente. En effet, soit B = (f1,..., f,) une base de E et
A := Mp(¢) la matrice de ¢ dans la base B. On a donc

&(f5) = D aif; -
i=1
Donc Mp(¢) est diagonale si et seulement si ces formules se réduisent a
o(f) = ajifi
donc si et seulement si pour tout j € {1,...,n} f; est vecteur propre de valeur propre a;;.

2.=3. Soit B une base de E formée de vecteurs propres de ¢. En regroupant ces vecteurs propres si
nécessaire on peut supposer que B = By Bs ... B; ou B; est formée de (disons) p; vecteurs propres associés

a la valeur propre \; € Spec(¢) et (A1,...,A;) sont distinctes deux & deux. La matrice de ¢ dans la base B
s’écrit
ML, 0 ... 0
0 Mly ... 0
Mp(@) = | . A
0 0 ... NI,
donc
Py(X) = det(Mp(¢p) — X1,,) = TIL_ (A — X)Hi . (10)

D’autre part, puisque B; est une famille libre & p; éléments dans Ey, on obtient pour 1 <4 <[ les inégalités
1 < p; <mgy(A;), donc en tenant compte de la proposition on a :

1< joz < mg()\Z) < ma()\i) . (1].)

En comparant les degrés a gauche et a droite dans et en additionnant les inégalités ([L1)) on obtient
1 ! 1
deg(Py(X)) = Y mi < Y my(Mi) < Y, ma(A) < deg(Py(X)) - (12)
i=1 i=1 i=1

La derniére égalité dans est obtenue en tenant compte que (X — \;)™=(*) divise P,(X) pour 1 <i <1
(par la définition de m,();)) et que A1,...,\; étant distinctes deux a deux, on aura aussi

l

[ (X = x)me P01y (X) .

i=1

Remarquer que la derniére inégalité dans est une égalité si et seulement si Py(X) est scindé dans K
et Spec(¢p) = {A1,..., A}

Mais toutes les inégalités dans sont des égalités, ce qui implique que toues les inégalités sont
aussi des égalités. Nous avons donc démontré que Spec(¢) = {A1,...,\;} et que B; est une base de Ej,.
Nous savons que, en concanténant les bases B; de Ey, pour 1 < i <[, on obtient une base de E. D’aprés
la définition 2.2 ceci implique

l
E=@E.= @ E\.
=1

AeSpec(¢)

3.=4. Puisque la dimension est additive par rapport aux sommes directes, 3. implique

n=dim(E) = ) dim(E\)= ), my(}).

AeSpec(¢) AeSpec(¢)

4.=5. Puisque my(A) < mg(A) pour tout A € Spec(¢) et Ilyegpec(p) (X — APy (X) on a

domyN) < ) ma() <n

AeSpec(¢) AeSpec(¢)
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D’aprés 'hypothése (la propriété 4.) ces inégalités sont des égalités, ce qui implique mgy(X) = m4 () pour
tout A € Spec(¢) et deg (Iyespec(s) (X — )\)ma(k)) = deg(Py(X)), donc P,(X) est scindé dans K.

5.=2. Posons Spec(¢) = {\1,..., i} et soit B; une base de E},. L’hypothése (la propriété 5) implique

n = deg(Py(X)) = Y ma(h) = Y my(i) . (13)
=1 i=1

Puisque les sous-espaces E, sont en somme directe, la famille concaténée B := BBy ... B, sera libre.
Puisque le cardinal de cette famille est n = dim(FE), d’aprés on déduit que B est une base de E. Cette
base est formée de vecteurs propres évidemment. [ |

Question : Comment on diagonalise un endomorphisme ?

Réponse : 1l suffit de trouver une base By dans E) pour tout A € Spec(¢) = {\1,...,Ax}. Si 'endo-
morphisme ¢ est diagonalisable, alors la famille concaténée B = By, ... By, sera une base de E (formée
évidemment de vecteurs propres). Dans les exercices de diagonalisation on suppose d’habitude que F = K"
et ¢ est donné dans la base canonique par une matrice A. Dans cette situation, la matrice de passage P de
la base canonique de K™ & la base B qui diagonalise ¢ est formée des vecteurs de B en tant que colonnes.
On aura alors

Mg, 0 -+ 0
i p 0 Xlgy, -+ 0
0 0 Ay,

ou d; = mg(N;) = mg(A;).

2.4 'Trigonalisation

Définition 2.17 Une matrice carrée A € My, ,(K) est dite triangulaire supérieure (respectivement infé-
rieure) si a;; = 0 pour toute paire d’indices (4, ) telle que i > j (respectivement pour toute paire d’indices
(i,7) telle que i < j).

Remarque 2.18 Le déterminant d’une matrice triangulaire supérieure (ou inférieure) coincide avec le
produit des éléments diagonaux.

On peut démontrer facilement cette remarque soit par récurrence (en utilisant le développement du déter-
minant par rapport a la premiére ligne), soit en utilisant la définition du déterminant et en remarquant que
la seule permutation o € S,, ayant la propriété o; < i pour tout i € {1,...,n} est la permutation identique.

Définition 2.19 Un endomorphisme ¢ € End(FE) est dit trigonalisable s’il existe une base B de E telle
que la matrice A := Mp(¢) soit triangulaire supérieure.

Interprétation géométrique : Soient ¢ € End(FE) et B = (f1,..., fn) une base de E. Pour tout i €
{1,...,n} posons :
Ei = VeCt(f17 AR fz) )

donc F; est le sous-espace engendré par les premiers ¢ vecteurs de la base B. Alors

Remarque 2.20 La matrice Mp(¢) de ¢ dans la base B est triangulaire supérieure si et seulement si on
a ¢(E;) < ¢(E;) pour tout i € {1,...,n}, donc si et seulement si les sous-espaces E; sont ¢-invariants.

En utilisant cette remarque et le théoréme de la base incompléte, on peut montrer facilement que ¢
est trigonalisable si et seulement s’il existe une famille croissante E; ¢ Fy < --- ¢ E, = E de sous-espaces
vectoriels tels que pour 1 < i < n on a dim(E;) =i et ¢(E;) < F;.

Si, dans la définition [2.19 on remplace "triangulaire supérieure" par "triangulaire inférieure" on obtient
une définition équivalente. Pourquoi ?

Théoréme 2.21 Soient E un K espace vectoriel de dimension finie n et ¢ € End(FE). Les propriétés
suivantes sont équivalentes :
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1. ¢ est trigonalisable,
2. Py(X) est scindé dans K.

Démonstration: (1)=>(2) Supposons que ¢ est trigonalisable, et calculons sont polynéme caractéristique
en utilisant une base B dans laquelle sa matrice A := Mp(¢) est triangulaire supérieure . Alors

Py(X) = det(A — XT,,) = IT"_, (as; — X) ,
donc Py(X) est scindé dans K.

(2)=(1) : Récurrence par rapport a dim(E). Si dim(E) = 1 laffirmation est évidente. Supposons que
dim(E) > 2 et laffirmation est vraie pour tout espace vectoriel F' de dimension n — 1. Puisque Py(X) est
scindé dans K on a Spec(¢) # ¢, donc on peut choisir une valeur propre A € Spec(¢). Soit v1 € E\\{0g}
un vecteur propre pour cette valeur propre, et soit F' < R un supplémentaire de la droite vectorielle Kv;.
On peut obtenir pratiquement un tel supplémentaire en appliquant le théoréme de la base incompléte a la
famille libre (v1). Ce théoréme fournit une base B = (vy,v2,...,v,) de E et on pose F := Vect(va,...vp).
Désignons par p et p’ les projections de E sur les deux termes de la somme directe £ = Kv; @ F ainsi
obtenue. Puisque le premier terme est une droite vectorielle on peut écrire p’ = fvy, ou f : E — K est
une forme linéaire sur E. Le premier vecteur de B est un vecteur propre de ¢ de valeur propre A, donc la
matrice A de ¢ dans la base B aura la forme

A a2 - g
0 a2 -+ a2, A a ,

A= . . ) . =g a) aveca= (a12---a1p) e Myp1 , A e Mp_ 11 .
0 An2 e Ann

On a donc a;; = X et a;1 = 0 pour ¢ > 1.
Remarquer que la premiére ligne (A aja2---a1,) de A est formée des coefficients de la forme linéaire f
dans la base B et la matrice

Qg2 -+ Q2n
A = € Mnflfnfl(K)
ap2 Qpn
est la matrice de 'endomorphisme ¢’ := p’ o (b‘F € End(F) dans la base (vs,...,v,). On a donc

Py(X) = (A — X)det(A' — XT_1) = (A — X)Py(X) .

Puisque P4(X) est scindé dans K par Phypothése, on en déduit que Py (X) est aussi scindé sur K (parce
que tout diviseur irréductible de degré > 2 de P,(X) serait aussi un diviseur irréductible de Py (X)).
Dong, par ’hypotheése de récurrence, ¢’ est trigonalisable. Soit B’ une base de F' dans laquelle la matrice
de ¢’ est triangulaire supérieure. La matrice A de ¢ dans la base B:= (v1,B’) de E aura la forme

~ )\ a ~ ,
A= <O MB/(¢/)) avec a € Ml,n—l , MB'(¢ ) (S Mn—l,n—l,
donc est triangulaire supérieure, parce que Mp/(¢') est triangulaire supérieure. -

Rappelons que, d’aprés le théoréme de Gauss-d’Alembert, tout polynome a coefficients complexes est
scindé dans C. Pour K = C on a donc :

Corollaire 2.22 Si E est un espace vectoriel complexe de dimension finie n, alors tout endomorphisme
¢ € End(E) est trigonalisable.
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3 Polyndéme d’un endomorphisme. Idéal annulateur. Polynéme mi-
nimal. Le lemme des noyaux

3.1 Polyndme d’un endomorphisme. Idéal annulateur. Polynéme minimal

On va adopter la convention standard pour les cours de licence : un anneau est un anneau avec unité.
Rappel sur les anneaux : Soit (A, +,:) un anneau commutatif. On désigne par 0 et 1 les éléments
neutres pour les deux opérations.

Définition 3.1 Un idéal de A est un sous-groupe du groupe (A, +) tel que al < I pour tout a € A.

Pour tout a € A le sous-ensemble (a) := Aa := {za| x € A} est un idéal de A, qui s’appelle 'idéal principal
engendré par a. Un idéal I de cette forme s’appelle idéal principal, et un élément a € I pour lequel I = Aa
s’appelle générateur de I.

Définition 3.2 Un anneau commutatif avec unité (A, +,-) est dit anneau principal si tout idéal de A est
un idéal principal.

Exemple : (Z,+,-) est un anneau principal, parce que tout idéal I de Z s’écrit sous la forme I = nZ,
ou n € N. Pour obtenir un générateur positif d’un idéal non-nul I < Z il suffit de choisir un élément
strictement positif minimal de I.

Théoréme 3.3 Soit K un corps. L’anneau K[X] des polyndmes & coefficients dans K est principal.

Démonstration: Soit I ¢ K[X] un idéal. On peut supposer I # {0}. Soit P(X) € I\{0} tel que
deg(P(X)) = min{deg(S(X))| S(X) € I\{0}}.

Nous affirmons que (P(X)) = I, donc P(X) est un générateur de I. L’inclusion (P(X)) < I est évidente.
Pourquoi ?

Pour Pinclusion I < (P(X)) : soit S(X) € I. En appliquant le théoréme de division euclidienne a
(S(X), P(X)) on obtient

S(X) =Q(X)P(X) + R(X) avec deg(R(X)) < deg(P(X).

Nous allons démontrer que R(X) = 0, donc S(X) € (P(X)) et l'inclusion I < (P(X)) sera démontrée.
Nous avons R(X) = S(X) — Q(X)P(X) € I, donc si par ’absurde R(X) # 0, nous obtenons un élément
de I\{0} de degré strictement inférieur a deg(P (X)), ce qui contredit la définition de P(X). [ |

Remarque 3.4 1. Si (A, +,-) un anneau commutatif, alors anneau A[X] des polynémes a coefficients
dans A est principal si et seulement si A est un corps. Donc Z[X] n'est pas un anneau principal, mais
Uanneau K[ X] (qui intervient dans la théorie des endomorphismes) est bien principal.

2. En utilisant la méme méthode de démonstration on obtient un théoréme plus général : Tout anneau
euclidien est principal.

Une question naturelle se pose :

Question : Comment déterminer un générateur d’un idéal non-nul I < K[X]?

La réponse est trés simple :
Réponse : D’aprés notre démonstration, il suffit de choisir un élément non-nul Q(X) € I de degré minimal.

Remarque 3.5 Si Pi(X), P2(X) sont deux générateurs d’un idéal non-nul I < K[X], alors il existe une
constante a € K* tel que Po(X) = aP(X). Ceci montre que I posséde un unique générateur qui est un
polynome unitaire, c’est a dire un polynéome dont le coefficient du terme de plus haut degré est 1.
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Définition 3.6 Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n, ¢ € End(E) et

m
P(X)=ap+ a1 X+ +apX™ = Z a; X" e K[X].
i=0

Posons .
P(¢) = apidg + a1+ -+ + am¢™ = Z ¢' € End(E) ,
i=0
ot ¢° :=idg, ¢' = ¢ et ¢' ;= popo---0¢ pouri = 2.
o
7 1018

Rappelons que End(E), muni de ’addition usuelle et la composition des endomorphismes, est un anneau
qui est non-commutatif si n > 1.

Remarque 3.7 Soit ¢ € End(E). L’application T'y : K[X] — End(E) donnée par P(X) — P(¢) est un
morphisme d’anneauz. En particulier pour tous deux polynomes Py (X), Po(X) € K[X] on a lidentité

(P1P2)(¢) = Pi() o P2(9).

Puisque K[X] est commutatif il en résulté Pi(¢) o Pa(¢p) = Po(p) o Pi(¢), donc deur endomorphismes
obtenus comme polynémes du méme endomorphisme ¢ commutent.

La démonstration est proposée comme exercice. Rappelons que la composition des endomorphismes (comme
la multiplication matricielle) n’est pas commutative donc, en général, deux endomorphismes ne commutent
pas, ce qui montre I'importance de la deuxiéme partie de cette remarque.

Corollaire 3.8 Soit ¢ € End(FE) et Q(X) € K[X]. Alors les sous-espaces ker(Q(¢)) et im(Q(¢)) de E
sont grinvariants, i.e. on a d(ker(Q())) < ker(Q(8)), o(im(Q(9))) < m(Q(4)).

Démonstration: En effet, d’aprés la remarque pour tout v € F on a

QD) (9(v)) = (Q(e) 0 9)(v) = (¢ 0 Q(#))(v) = H(Q(D)(v)) ,

ce qui démontre les implications désirées : Premiérement, si v € ker(Q(¢)) alors le dernier terme dans
légalité s’annule, donc le premier terme s’annule, donc ¢(v) € ker(Q(¢)). D’autre part, si w € im(Q(¢))
alors w s’écrit sous la forme w = Q(¢)(v) et I'égalité ci-dessus montre que ¢(w) = Q(P)(H(v)) € iIm(Q(¢)).
|

Remarque 3.9 Si\ € Spec(¢) alors Q(A) € Spec(Q(e)). En particulier, si X € Spec(¢) et Q(¢) = Ogna(r),
alors \ est nécessairement une racine du polynome Q(X).

Démonstration: En effet, soit v € E\{0g} tel que ¢(v) = Av. Alors par récurrence on obtient facilement
¢*(v) = A pour tout i € N, ce qui implique Q(¢)(v) = Q(\)v. ]

Théoréme 3.10 (Théoréeme de Cayley-Hamilton) Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n,
¢ € End(E). Alors Py(¢) = Opna(r)-

Démonstration: Le cas réel se réduit au cas complexe. En effet, dans le cas réel on peut supposer que
E = R" et alors ¢ est donné par une matrice A € M, ,,(R). Mais, regardée comme matrice complexe,
A définit aussi un endormorphisme de C™ qui a le méme polyndme caractéristique que A (donc que ¢).
Si le théoréme est vrai dans le cas complexe alors on obtient Pg(A) = 0, 5, ce qui implique évidemment
Py(¢) = Opna(p)-

On va supposer done que K = C. Soit B = (f1,..., f») une base F qui trigonalise ¢ (voir le corollaire
, donc telle que la matrice A := Mp(¢) soit triangulaire supérieure. Posons \; = a;; et notons que
Py(X) = (—1)"I7_; (X — A;). Posons Q;(X) := (X — A;). Remarquer que Q;(¢) = ¢ — A\;idg et que
la matrice de cet endomorphisme dans la base B est encore triangulaire supérieure. A remarquer aussi
que le j-me élément diagonal de la matrice de Q;(¢) dans la base B est 0, donc Q;(¢)(f;) s’écrit comme
combinaison linéaire de (f1,..., fj—1) pour j = 2 et Q1(¢)(f1) = O . En utilisant ces remarques on peut
montrer facilement les propriétés suivantes (exercice) :
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1. Q;(o)(fi) € Vect(f1,..., f;) pour 1 <i<mn,1<j<n.
2. Q;(9)(f;) € Vect(f1,..., fj—1) pour 1 < j <n, ot pour j = 1, on pose Vect(fi,..., fj—1) := {O0g}.
3. Q;(¢)(fi) € Vect(fi1,..., fj—1) pour 1 <

Ces relations ont des interprétations géométriques : si on pose Ey := {0g}, E; := Vect(fi,..., f;),
alors les relations (1) sont équivalentes aux inclusions Q;(¢)(E;) < E; (i.e. chaque sous-espace E; est
Q,;(¢)-invariant) et les relations (3) sont équivalentes aux inclusions Q;(¢)(E;) < Ej_1. Mais alors

Q1(9)(E1) = {0p}, (Q1Q2)(9)(E2) = Q1(9)(Q2(0)(E2)) © Q1()(Er) = {05}

et par récurrence on obtient (ngl Qi)(¢)(E;) < {0g}, soit

<
<

1< j<n.

(HQi)(qb)‘E. =0 powr1<j<n (14)
Mais E,, = E et [[;_; Qi(X) = (—1)"P4(X), donc en choisissant j = n dans on obtient Py(¢) =0. W

Définition 3.11 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, ¢ € End(E). On polynoéme Q(X) €
K[X] est dit polynome annulateur de ¢ si Q(¢) = Opna(r). L’ensemble des polynomes annulateurs de ¢
est un idéal non-nul de K[X], qui s’appelle l’idéal annulateur de ¢ et sera noté par Ann(¢) (ou Z(p)).
L’unique générateur unitaire de Ann(g) est un polyndme nun-nul qui s’appelle le polynéme minimal de ¢
et sera désigné par mgy(X).

Le fait que Ann(¢) est un idéal de K[X] est une conséquence directe de la remarque En effet
cette remarque montre que Ann(¢) est le noyau d’'un morphisme d’anneaux, et c’est facile de voir que
le noyau de tout morphisme d’anneaux est un idéal. Le fait que cet idéal est non-nul résulte directement
du théoréme de Cayley-Hamilton. Retenir que, par définition, m(X) divise tout polyndéme annulateur de ¢.

Exemple : Si ¢ = 0 alors Ann(yp) est I'idéal (X) = {P(X)| P(0) = 0} engendré par X. Il s’agit donc de
I’idéal des polynémes de la forme ijl a; X" (des polynémes sans terme de degré 0).

La remarque montre que

Proposition 3.12 Soit Q(X) € Ann(¢). Alors pour toute A € Spec(¢) on a Q(A) =0

Donc toute valeur propre de ¢ est racine de tout polynome annulateur Q(X). Il en résulté que pour
toute A € Spec(¢) on a (X — X)|Q(X), donc si on pose Spec(¢) = {A1,...,A\x} (avec A\; # A\, pour i # j)
alors Hle(X —X)|Q(X). Cest important de remarquer que

Remarque 3.13 Si K = R, alors toute racine complexe de Py(X) € R[X] est aussi racine complexe de
tout polynome annulateur Q(X) e R(X) de ¢.

Cette remarque résulte facilement en supposant £ = R™ et en appliquant la proposition précédente a
I’endomorphisme de C™ définit par la matrice de ¢ dans la base canonique.

Exemple : Si E un R-espace vectoriel de dimension finie n, et ¢ € End(E) tel que (X2 + 1) divise Py(X)
alors nécessairement (X2 + 1) divise aussi tout polynéme annulateur Q(X) € R(X) (en particulier le po-
lynoéme minimal mg(X)). En effet, 'hypothése montre que i et —i sont racines complexes de Py(X), donc
elles seront aussi racines complexes de Q(X) d’aprés la remarque ci-dessus. Donc (X +i)(X —i) = X2+ 1

divise Q(X).

Pour le polynéme minimal nous avons une information plus précise :

Proposition 3.14 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n et ¢ € End(E). Alors les polynémes
Py(X) et my(X) ont les mémes racines complexes.
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Démonstration: Nous savons déja que, puisque mg(X) € Ann(¢), toute racine complexe de Py(X) est
aussi racine complexe de my(X). D’autre part, d’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton P, (X) € Ann(¢) =
(me(X)), donc my(X) divise Py(X). Ceci montre que, réciproquement, toute racine complexe de m(X)
est aussi racine complexe de Py(X). [ |

Corollaire 3.15 Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n, et ¢ € End(E). Alors Py est scindé
dans R si et seulement si my est scindé dans R.

Démonstration: En effet, un polynome a coefficients dans R est scindé dans R si et seulement si toutes
ses racines dans C sont réelles. 11 suffit d’appliquer la proposition [ ]

Corollaire 3.16 Supposons que Py(X) est scindé dans K, donc il s’écrit sous la forme
P¢(X) = (_l)nH)\GSpeC(¢) (X - /\)ma()\) .

Alors
m(b(X) = HAeSpec(¢>) (X - )‘)B(A) s

ot 1 < B(A) < mg(A) pour toute A € Spec(d).

3.2 Le lemme des noyaux. Sous-espaces caractéristiques
3.2.1 Le lemme des noyaux

Pour expliquer 'importance du lemme des noyaux qu’on va énoncer et démontrer dans ce chapitre, on
va commencer par un lemme trés simple :

Lemme 3.17 Soient K un corps, E un K-espace vectoriel de dimension finie, £ = @le F; une décom-
position en somme directe de sous-espaces, et ¢ un endomorphisme de E tel que chaque sous-espace F;
soit ¢-invariant (i.e. (F;) < F;). Désignons par ¢; € End(F;) Uendomorphisme de F; induit par ¢. Alors

1. En choisissant une base B; de F; pour 1 < ¢ < k, la matrice de ¢ dans la base concaténée B =

By...B; est
Mp, (¢1) 0 0
0 Mg, (¢2) - 0
Mg(¢) = : B: i - :
0 0 <+ Mp,(¢r)
2. Ona

k
Py(X) = HPMX)-

Démonstration: La premiére affirmation est évidente. Pour la deuxiéme affirmation posons d; := dim(F}).
En utilisant la régle de calcul pour le déterminant d’un matrice diagonale par blocs, on obtient

MBI(¢1)—XId1 0 0
0 M 2(¢)—X12 0 k
Py(X) = : e | = [11Me,(60) - X1 =
. . . . i=1
0 0 MBk(¢k> _dek

k
=[[Pe.().
i=1

Si les hypothéses du lemme sont vérifiées, on va écrire ¢ = (—szl(;ﬁi ou ¢ =1 @@ ¢. Par exemple
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Exemple : Si ¢ est diagonalisable, alors ¢ se décompose en somme directe d’homothéties linéaires, plus
précisément on a

6= @ Adg, ,

AeSpec(¢)
donc dans ce cas, le lemme [3.17] fournit :

1. une base B = Bj...DBy (ou B; est une base de F),) dans laquelle la matrice de ¢ s’écrit sous la
forme diagonale connue

Mg, 0 -+ 0
0 Al - 0
) ) . ou d; =mgy(N;) .
0 0 o Ml

2. Liégalite Py(X) =[}_ (\; — X)%.

Le lemme nous dit que, en général, pour comprendre la structure d’'un endomorphisme ¢ € End(E),
c’est trés utile d’avoir une décomposition de E en somme directe de sous-espaces ¢-invariants. Le lemme
des noyaux ci-dessous nous donne une méthode générale pour obtenir une telle décomposition :

Théoréme 3.18 (le lemme des noyauz). Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n et ¢ € End(FE).
Soient Q1(X),...,Qr(X) € K[X] tels que

H1. Les polynomes Q1(X), ..., Qr(X) sont premiers entre eux deux & deux, c’est & dire pged(Q;, Q;) =1
pour i # j.

H2. Hé?:le(X) € Ann(¢).

Alors

C1. Les sous-espaces ker(Q;(¢)) < E sont ¢-invariants.

C2. Les sous-espaces ker(Q;(¢)) donnent une décomposition de E en somme directe
E =ker(Q1(9)) ® - - @ ker(Qx(¢))- (15)

C3. Pour tout i € {1,...,k} la projection p; : E — ker(Q;(¢)) associée a cette décomposition en somme
directe, regardée comme endomorphisme de E, est un polynéome de ¢, donc s’écrit sous la forme
p; = P;(¢) pour un polynéome P;(X) € K[X].

Démonstration: Le fait que ker(Q;(¢)) sont ¢-invariants résulte directement de la remarque
Pour cette affirmation on n’a pas besoin des propriétés des polynomes @; données par I'’hypothése du
théoréme.

Pour démontrer la deuziéeme et la troisiéme partie de la conclusion, supposons d’abord k = 2.

Puisque Q1(X), @Q2(X) sont premiers entre eux, on a pged(Q1(X),Q2(X)) = 1, done, d’aprés le
corollaire (le théoreme de Bézout) il existe deux polynomes Uy (X), Ua(X) € K[X] tels que

1 = Ui(X)Q2(X) + Ua(X)Q1(X).

En appliquant ces polynomes & ¢ et en tenant compte de le remarque [3.7] on obtient

idg = Ui(¢) 0 Q2(e) + U2(9) 0 Q1(9) = Q2(¢) o U1 () + Q1(e) o U2(9), (16)

donc pour tout v € E on a les identités
v =U1()(Q2(0(v)) + U2(¢)(Q1(¢)(v)) , (17)
v = Q2(0)(U1(¢)(v)) + Q1()(U2(9)(v)) - (18)

Nous devons démontrer
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(i) ker(Qu(9)) N ker(Q2(¢)) = {0z},
(i) ker(Q1(9)) + ker(Q2(¢)) = E.
Pour (i) soit v € ker(Q1(¢)) nker(Q2()), c’est a dire Q2(¢) (v) = Q1(¢)(v) = Og. En utilisant I'identité
on obtient v = 0. Donc ker(Q(¢)) N ker(Q2(¢)) = {0g}.

Pour (ii) soit v € E. Nous devons démontrer l'existence de v € ker(Q1(¢)), et ve € ker(Q2(9)) tels que
vV = V1 + V2.
En utizlisant l'identité il suffit de poser vy = Q2(9)(U1(¢)(v)), v2 := Q1(4)(U2(¢)(v)) et de
remarquer que Q3(¢)(U1(9)(v)) € ker(Q1(¢)) et Q1(4)(U2(¢)(v)) € ker(Q2(¢)). En effet,
Q1(¢) (Q2(¢)(U1(¢)(v))) = (Q1(8) © Q2(8))(U1(4)(v)) = (Q1Q2)(¢)(U1(¢)(v)) = 0

parce que, par ’hypothése, Q1(X)Q2(X) € Ann(¢). Un calcul similaire montre que Q1(¢)(U2(¢)(v)) €
ker(Q2(¢)).

Pour démontrer la 3me partie de la conclusion (encore dans le cas k = 2) remarquer que, d’aprés
la démonstration de (ii) les projections sur ker(Q1(¢)), ker(Q2(¢)) sont données par

p1 = (Q2U1)(9), p2 = (Q1U2)(9,
donc il suffit de poser Pi(X) = Q2(X)Up(X), P2(X) = Q1(X)Ux(X).

Pour £ > 2 on peut faire soit une démonstration par récurrence, soit généraliser pour k arbitraire
la démonstration connue pour k = 2. On va suivre la 2-éme méthode et proposer la démonstration par
récurrence comime exercice.

Pour 1 < j < k posons

=JJeix
i#]
c’est a dire
Ri(X) = Q2(X) ... Qr(X) ,
Rj(X) = Q1(X)...Qj—1(X)Qj+1(X) ... Qx(X) pour 1 < j <k
Rie(X) = Q1(X) ... Qr-1(X) .

Remarquer que dans le cas k = 2 traité antérieurement on a Ry (X) = Q2(X) et Ra(X) = Q1(X).
(k arbitraire). La démonstration commence avec la remarque

R Puisque les polynomes Q1(X),...,Qr(X) sont premiers entre eur deuzr a deuz, les polyndomes asso-
ciés Ri(X),..., Rg(X) sont premiers entre euzx, c¢’est a dire pged(R1(X),..., Rp(X)) = 1.

Nous proposons la démonstration de cette remarque comme exercice. Avant de réfléchir a cette démons-
tration, énoncer et démontrer d’abord une implication similaire pour un systéme de k£ nombre naturels

q1,---,qr premier entre eux deux a deux. Commencer par k = 3.

Puisque R;(X),..., Ri(X) sont premiers entre eux, d’aprés le théoréme de Bézout (voir le corollaire
1.17)), il existe des polynémes U;(X) (1 < j < k) tels que

MIU(X)Ri(X) = 1.

Comme dans le cas k = 2 nous obtenons les identités

v =" Ui(¢)(Ri(¢)(v)) Yv € E, (19)
i=1
k
v=> Rj(®)(Uj(¢)(v)) Vv e E. (20)
j=1
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En tenant compte de la définition d’une décomposition en somme directe (voir la définition [2.2)), pour
démontrer (J2| dans le cas général nous devons montrer que

(i) Pour tout j € {1,...,k} nous avons

ker(@;(0) | X ker(@i(0)) | = (05)

i#]

k
2 ker(Q(e) = E .

Pour démontrer (i) on utilise l'identité de (19) en remarquant que, pour j fixé, tout élément de
ker(Q;(¢)) appartient a ker(R;(¢)) pour i # j et tout élément de >, , ; ker(Q;(¢)) appartient a ker(R;(¢)).
Pourquoi ?

Pour démontrer (ii) on utilise I'identité (20)) et on obtient pour tout v € E la décomposition

Rj(6)(U;(9)(v)).

1

k
j=

Mais R;(9)(U;(6)(v)) € ker(Q; (@) parce que
(Q5(8) (R; () (U3 (D)) = (@3 R;)(6)} (U;(6)(v)) = 0.

Pour la derniére égalité on a utilisé Iégalité Q;(X)R;(X) = Hle Q:(X) et 'hypothese Hle Qi(X) €
Ann(¢).

(k arbitraire) D’aprés la démonstration de (ii), la projection p; : E — ker(Q;(¢)) est donnée par

pj = (B;U;) (),

donc il suffit de poser P;j(X) = R;(X)U;(X). [ |

3.2.2 Espaces caractéristiques

Définition 3.19 Soit ¢ € End(E) et A € Spec(d). On définit le sous-espace caractéristique Ny de X par
Ny = ker((¢ — Midg)?™)
oti, comme d’habitude, B(N\) désigne la multiplicité de X en tant que racine du polynéme minimal my(X).

Donc le sous-espace caractéristique Ny de X est le noyau de 'endomorphisme (X — X)) (¢). Notons
que

Remarque 3.20 N, est ¢p-invariant et £\ < Ny.
Expliquer pourquoi ?

Corollaire 3.21 1. Soient ¢ € End(E) et \ € Spec(¢). Décomposons mg(X) = (X —\)PNQ(X), avec
Q(X) e K[X] et Q(N\) # 0. Alors on a une décomposition en somme directe

E = Ny @ker(Q(¢)).

2. (a) Ny =ker((¢ — Nidg)*) pour tout k = B(N), en particulier pour k = my ().
(b) ker((¢ — Ndg)¥) < Ny pour tout k < B(N).
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3. Supposons que Py(X) est scindé dans K donc (voir corollaire le ,
Py(X) = Maespee(s) (X = 2™V, m(X) = Maespec(s) (X — A7,

Alors E se décompose en somme directe de sous-espaces caractéristiques :

E= @ N.

AeSpec(¢)

Démonstration: Pour (1) on applique le lemme des noyaux aux polynoémes (X — \)?*N_ Q(X).

Pour (2)(a), soit k = B()). Nous avons évidemment Ny < ker((¢ — Aidg)*). On applique le lemme des
noyaux aux polynomes (X — Xidg)*, Q(X). Il en résulte que ker((¢ — Aidg)") est aussi un supplémentaire
de ker(Q(¢)) dans E, donc dim(ker(¢ — Aidg)*)) = dim(Ny) donc l'inclusion Ny < ker((¢ — Aidg)*) est
une égalité.

Pour (2)(b), soit & < B()\). Nous avons évidemment ker((¢ — A\idg)*) = Ny. Si on a égalité, alors
(¢ — Aidg)* s’annulera sur Ny. En utilisant la décomposition en somme directe E = Ny @ ker(Q(¢))
fournie par (1)), (¢ — Aidg)*Q(¢) s’annulera sur E, donc (X — A\)*Q(X) € Ann(¢). Mais

deg((X — N Q(X)) < deg((X — \)’MQ(X)) = deg(my (X)),

donc ceci contredit la définition de my(X).
Pour (3) on applique le méme lemme aux polynomes Q) := (X — \)?™) | X e Spec(¢). ]

Corollaire 3.22 Soit ¢ € End(FE) et A € Spec(¢). Alors dim(Ny) = m,()).

Démonstration: On va utiliser la décomposition en somme directe E = Ny @ ker(Q(¢)) donnée par le
corollaire Soit ¢ 'endomorphisme induit par ¢ sur Ny et soit ¢o 'endomorphisme induit par ¢
sur ker(Q(¢)). On a évidemment (X — \)?™) e Ann(¢;) (pourquoi?). D’aprés la remarque toute
racine complexe de Py, (X) doit étre racine complexe de (X — A\)?*) donc doit coincider avec A. Donc
Py, (X) s’écrit sous la forme Py, (X) = (—1)F(X — A\)* ot k = dim(NVy). Mais d’apreés le lemme on a
P4(X) = Py, (X) Py, (X) donc Py(X) = (—1)F(X — APy, (X).

D’autre part Q(X) € Ann(¢s) (pourquoi?), donc d’aprés la remarque toute racine complexe de
P,,(X) doit étre racine complexe de Q(X), donc doit étre différente de A, parce que Q(A) # 0. Ceci montre
que k = max{j € N*| (X — \)7|Py(X)} = m,(N). [

En utilisant la 2me décomposition du corollaire nous obtenons un nouveau critére de diagonali-
sabilité :
Corollaire 3.23 Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n et ¢ € End(E). Sont équivalentes
1. ¢ est diagonalisable.
2. Py(X) est scindé dans K et toutes les racines du polynome minimal mg(X) sont simples (i.e. B(X) =1

pour tout A € Spec(¢) et donc me(X) = [ [hegpec(a) (X — A))-

Démonstration: 1. = 2. Si ¢ est diagonalisable nous avons une décomposition en somme directe

E= @ E..

AeSpec(¢)

Mais la restriction de ¢ — Aidx a F) s’annule pour tout A € Spec(¢). En posant Spec(¢p) = {A1,..., Ax}
ceci montre que la composition

(¢ —Midx)o---0(¢— Nidx)

est nulle sur tout l'espace E, donc IT)_gpec(s) (X — A) est un polynéme annulateur de ¢. Il en résulte que
me(X) est un diviseur de ce produit, donc S(A) < 1 pour toute valeur propre A. Puisque §(X) = 1 (voir le

corollaire [3.16) on obtient S(A) = 1.

2. = 1. 8i B(\) = 1 alors Ny = E), donc si 2. est vraie, alors la 3me affirmation du corollaire m
nous donne la décomposition E = @ AeSpec(é) FE\, ce qui montre que ¢ est diagonalisable. |
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Soient ¢ € End(E) et A € Spec(¢).

Question importante : Comment calculer explicitement ’exposant B(X\) avec lequel (X — N) intervient
dans la factorisation de my(X) et comment calculer lespace caractéristique Ny ¢

La réponse est simple :
On va déterminer explicitement les noyaux successifs

K;()\) :=ker((¢ — Nidg)?).
On a évidement une chaine d’inclusions
E)\ = Kl()\) (e KQ()\) |G

Puisqu’il s’agit d’une chaine croissante de sous-espaces vectoriels d’'un espace de dimension finie, il existe
un indice minimal jo pour lequel K; (A) = Kj,+1(A). C'est facile de voir que, a partir de jo la chaine
d’inclusions se stabilise, donc pour tout j > jo on aura aussi K;(A\) = K;11()\). Expliquer pourquoi.

Puisque Kgn) = Kgy+1 = Na (voir le corollaire (2)(a)), la définition de jy (la minimalité)
nous donne j, < B(A). Mais la suite de noyaux se stabilise a partir de jy, donc ceci implique implique
Kjo = Kpn) = N

D’aprés le corollaire 3.21] (2)(b), 'inégalité jo < B(\) ne peut pas étre stricte . En conclusion jo = B(\).

En tenant compte aussi que dim(Ny) = m,(\) on obtient le résultat suivant, qui nous donne un
algorithme explicite pour le calcul de 'exposant S(\) et de 'espace caractéristique N :

Remarque 3.24 L’exposant B(\) coincide avec le premier indice jo pour lequel 'une des deux conditions
équivalentes suivantes est vérifiée :

1. dim(Kj,) = mq ().

2. Kjo ()‘) = Kjo-‘rl()‘)'
Pour ce nombre jo € N* on a Ny = K (A).

Remarque 3.25 Si Py(X) est scindé dans K alors mg(X) = [ [ espec(s) (X — NP done Valgorithme
précédent, appliqué & chaque valeur propre A € Spec(¢), va fournir le polynéme minimal my(X).

Théoréme 3.26 (réduction selon les espaces caractéristiques) Soient ¢ € End(E) avec Py(X) scindé dans
K et Spec(¢) = {A1,...,\r} son spectre. Pour 1 < i < k il existe un base B de Ny, telle que la matrice
de ¢ dans la base concaténée B = B' ... B* soit une matrice diagonale par blocs de la forme

T, 0 -~ 0
0 T, --- 0
Mp(¢) = C : :
0 0 .- T

ot chaque bloc Ty, est une matrice supérieure triangulaire supérieure ayant \; sur la diagonale.

Autrement dit, la matrice de ¢ dans la base B aura la forme

A1

A2

Ak
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Démonstration: D’aprés le corollaire et le lemme il suffit de trouver, pour 1 < i < k, une base
Bt de Ny, telle que la matrice de 'endomorphisme ¢; € End(N,,) induit par ¢ soit supérieure triangulaire
avec A; sur la diagonale.

Fixons 1 < ¢ < k. Nous avons une suite croissante de noyaux successifs

i

{0} = Ko(\i) € Ex, = K1(N) S - & K,y (Mi) = N,

En appliquant successivement le théoréme de la base incompléte on obtient une base B de Ny, telle que,
pour 1 < j < B(\;), la famille formée des premiers dim(K;();)) vecteurs de B soit une base de Kj;(\;).
Une telle base s’écrit explicitement B* = Bj . .. Bé(Ai), ou B;- est une base d’un supplémentaire de K;_1(\;)
dans K;(A;). Puisque (¢ — Xidg)K;(X;) © K;_1(\;), pour tout élément f, de B} on a

(¢ — Aildn, ) (fs) € Vect(B] ... Bj_,),

donc
¢i(fs) = Xifs + une combinaison linéaire de la famille (Bj ... B} ;).

Ceci montre que la séme colonne de la matrice de ¢; dans la base B’ ne contient aucun terme sous la
diagonale et son terme diagonal est \;. [ ]

4 Endomorphismes nilpotents. La réduction de Jordan des endo-
morphismes nilpotents

4.1 Endomorphismes nilpotents

Définition 4.1 Un endomorphisme u € End(E) est dit nilpotent s’il existe k € N* tel que u* = OBnd(E) -
L’indice de nilpotence d’un endomorphisme nilpotent u € End(FE) est défini par

t(u) := min{k € N*| u* = OEnd(E) }-

Comme dans le chapitre précédent, dans cette définition on a utilisé la notation u* := wo---ow .
E fois

Proposition 4.2 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, et uw € End(E) un endomorphisme
nilpotent. Alors

1. my(X) = X+,
t(u) < n,
Pu(X) = (-1 X",
Spec(u) = {0}.

L’espace propre Eqy coincide avec ker(u), en particulier ker(u) est un sous-espace non-nul de E.

S Svh Lo o

L’endomorphisme u est diagonalisable si et seulement si u = Oppq(p)-

Démonstration: 1. En effet, par la définition méme de +(u) on constate que X“(*) est un polynéme annu-
lateur de u, donc m,(X) est un diviseur unitaire de X4 dans K[X]. Donc m,(X) = X7 ou 1 < j < ¢(u).
Pour 1 < j < t(u) on a w/ # Ogyq(p)y par la définition de «(u). Donc j = t(u) et m,(X) = X,

2. Puisque P,(X) € Ann(u) = (my (X)), on a m,(X)|P,(X), donc n = deg(P, (X)) = deg(m,(X)) = ¢(u).
3., 4. D’aprés la proposition les racines complexes de P, (X) coincident avec les racines complexes de
my(X) = X, Mais X“*) a une seule racine complexe dans C, a savoir 0. La factorisation en facteurs
irréductibles (dans C[X]) de P,(X) sera donc P,(X) = (—1)"(X — 0)" = (—1)"X". Ceci montre aussi
Spec(u) = {0}.

5. Résulte de la définition d’un sous-espace propre.
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6. On a m,(0) = n et my(0) = dim(Ey) = dim(ker(u)), donc u est diagonalisable si et seulement si
dim(ker(u)) = n, ce qui est équivalent a ker(u) = E, soit u = Ognq(E)- [ ]

Remarque 4.3 Soient E un K-espace vectoriel de dimension n et u € End(E). Les conditions suivantes
sont équivalentes :

1. wu est nilpotent.

2. P,(X)=(-1)"X".

3. P,(X) est scindé dans K et Spec(u) = {0}.

4. Il existe une base B de E t.q. la matrice A = Mp(u) de u dans B soit strictement supérieure
triangulaire (i.e. a;; = 0 pour i > j).

Démonstration: Exercice. ]

Lemme 4.4 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, u € End(E) un endomorphisme nilpotent
et t:= t(u) son indice de nilpotence. Choisissons v € E tel que u*~'(v) # OEE|, Alors la famille

(v, u(v),... ,ub_l(v))
est libre.

Démonstration: Soit (xg,...,2,-1) € K* tel que
t—1 )
Z zu'(v) =0g .
i=0

En appliquant u*~! aux deux membres de cette égalité et en tenant compte que u?(v) = 0 pour j = «,
on obtient zqu‘~1(v) = 0, donc (puisque u*~!(v) # 0) on a 2o = 0. En appliquant u*~2 on obtient d’une
maniére similaire x1 = 0 et, par recurrence, z; = 0 pour tout i € {0,...,¢— 1}. ]

Proposition 4.5 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, v € End(F) un endomorphisme
nilpotent d’indice de nilpotence 1(u) = n. Soit v € E tel que u"~(v) # 0. Alors

1. La famille B := (u"~1(v),u""2(v),...,u(v),v) est une base de E,

2. La matrice de u dans cette base est

01 0 0 O

0 0 1 0 O
Mp(u) = .

0O 0 O 0 1

0 0 O 0O O

Remarquer que la famille B a été obtenue en renversant l’ordre des éléments de la famille qui intervient
dans le lemme 4]

Démonstration: 1. D’aprés ce lemme B est une famille libre de E. Mais le cardinal de cette fa-
mille coincide avec la dimension de ’espace, donc il s’agit d’une base.
2. Posons A := Mpg(u). Pour 1 <4 < n posons f; := u"*(v). Alors

u(f) = (v) = 0p , u(f;) = u(w” I (v)) = "0~V (v) = f;_1 pour 2 < j <.

En comparant ces formules avec les formules connues u(f;) = >/, a;; fi pour la matrice associée a u, on

voit que a; ; =0 pouri# j—1letaj_1; =1pour2<j<n.
|

1. Un tel vecteur existe, parce que par la définition de I’indice de nilpotence, on a u*~1 # OEnd(E)-
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Définition 4.6 La matrice carrée

01 0 0 0
0 1 0 0
€ M, »(K)
0 0 O 0 1
0 0 O 0 O

qui intervient dans l’énoncé de la proposition[{. s’appelle bloc de Jordan d’ordre n et valeur propre 0, et
cette matrice sera notée Ji.

Donc la proposition affirme que, dans une base convenable, la matrice d’'un endomorphisme de
nilpotence u € End(E) avec ¢(u) = dim(F) est un bloc de Jordan d’ordre dim(E) et valeur propre 0.

La proposition donne la forme canonique des endomorphismes nilpotents v € End(E) d’indice de
nilpotence maximal ¢(u) = dim(E). On va étudier maintenant la forme canonique des endomorphismes
nilpotents en général.

4.2 La réduction de Jordan des endomorphismes nilpotents

Remarque 4.7 Soit v € End(E) un endomorphisme nilpotent. posons ¢ := t(u). Nous avons la suite
linclusions strictes
{0} S ker(u) € -+ S ker(u' ™) € ker(u') = E ,

et ker(u/) = E pour tout j > 1.

Démonstration: Pour tout j € N on a évidemment ker(u’/) < ker(u/™!) et pour tout j > ¢ on a évidem-
ment ker(u’) = E (pourquoi ?). Il suffit donc de vérifier que les inclusions ker(u’) < ker(u/*!) sont strictes
pour 0 < j < ¢—1. En effet supposons par I’absurde qu’il existe j € {0, ...,.—1} tel que ker(u’) = ker(u/*1).
Si v € ker(u/*2) alors u(v) € ker(u/*1) = ker(u’), donc v’ (u(v)) = Og, i.e. v € ker(u?*1). Nous avons dé-
montré que l'inclusion suivante ker(u/*!) < ker(u’*2) est aussi une égalité. Par récurrence, on montre
facilement que ker(u/')  ker(u/*1) pour tout j/ > j, donc

ker(u’) = ker(u/™!) = ... = ker(u") = F .

Mais l'égalité ker(u’) = E est équivalente a u/ = Ognd(E), ce qui implique ¢ = t(¢) < j, ce qui est
évidemment une contradiction. [ ]

Proposition 4.8 (la décomposition en somme directe des noyaux successifs) Soit E un K-espace vectoriel
de dimension finie n et u € End(E) un endomorphisme nilpotent. Posons ¢ := 1(u) et soit

{0g}cKi=Ey¢c--- K, 1K, =F

la suite croissante des noyauz itérés successifs, donc K; := ker(u?) pour 1 < j < . Il existe des sous-
espaces vectoriels F; < K;, ou F, # {Og}, tels que les noyaux K; se décomposent en somme directe comme
suit

E = KL = KL—I @ FL
KL—l = KL—2 ® U(FL) ® FL—l
KL—2 = KL—3 ® UZ(FL) ® U(FL—I) @® FL—2
Ey = K = Ubil(FL) &) uLiQ(FL_l) &) ’U,Lig(FL_Q) e ... & U(FQ) ® F.
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Démonstration:
Nous devons construire des des sous-espaces vectoriels F; — K tels que pour tout j € {1,...,¢} on a
la décomposition en somme directe :

L
K= Ky 0| @ui(r)} (D)
i=j
ol, pour j = 1, on a utilisé la notation Ky = {Og}. Remarquons d’abord que u*(K,) € K,_spour0 < s < r
(pourquoi ?) donc dans le terme u' =7 (F;) dans le second membre de (D;) est bien un sous-espace de K.
Pour démontrer la proposition on va obtenir les sous-espaces F}, par récurrence descendante en com-
mengant par (. Pour k = ¢ il suffit de choisir un sous-espace supplémentaire F, de K, ; dans K, = E.
Fixons k € {2,...,t} et supposons que nous avons trouvé des sous-espaces F; < K, pour j € {k,..., ¢} tels
que la décomposition en some directe (D;) soit vérifiée pour j € {k,...,t}. On va montrer Iexistence d’un
sous-espace vectoriel Fi_1 < Kj_1 tel que (Dg_1) soit vraie. A cette fin on va utiliser la remarque simple
suivante :

R. Supposons k = 2 et soient F; < K; des sous-espaces vectoriels donnés pour k < j < ¢ tels que
(D) est vraie. Alors les sous-espaces

Ko, v M HE) E<i<u

de Kj_1 sont des sous-espaces en somme directe.

En effet, supposons que nous avons une relation du type
L
z+ > u T (f) = 0p (21)

avec € Ky_o et f; € F; pour k <14 < ¢. En appliquant ©*~2 aux deux membres et en tenant compte que
x € Kj_9 on obtient
Z u'” fz = OE )

soit
WFHO W) = 0s (22)
i=k
ce qui implique »; kul k() € ker(uF~1) = Ky_1 . Mais, puisque (Dy) est vraie par I’hypothése, les
sous-espaces Kj_1, u' %(F,_;) (k <i <) sont en somme directe, donc ([22) 1mphque u'=*(f;) = 0 pour

k < i < . Ceci implique u’ k+1(f;) = O pour k < i < ¢ et, en revenant a , on obtient x = Og. La
remarque R est donc démontrée.

D’aprés la remarque R les sous-espaces Kj_o, u'"**1(F}) (k < i < ¢) sont en somme directe dans
Kj—1. Il suffit de choisir un sous-espace supplémentaire Fj_; de la somme directe

Ky 2@ {é—) UikH(Fi)}

i=k
dans Kj_1.

Important : D’aprés la proposition le premier sous-espace supplémentaire F, est non-nul. En gé-
néral, on peut avoir F; = {Og} pour j < ¢.

Important : La démonstration de la proposition a un caracteére algorithmique (effectif), donc on peut
I'utiliser pour déterminer les sous-espaces Fj effectivement. A chaque étape de I’algorithme on construit un
sous-espace supplémentaire d’un sous-espace connu dans le noyau connu Kj. Dans les exercices concrets le
"sous-espace connu" est muni naturellement d’une base, donc un sous-espace supplémentaire est déterminé
en utilisant le théoréme de la base incompléte.
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Remarque 4.9 En utilisant les hypothéses et les notations de la proposition [[.8, la restriction

u® f} 21%‘4% us(f})

est un isomorphisme pour 0 < s < j — 1.

En effet, la surjectivité est évidente. En ce qui concerne l'injectivité il suffit de la démontrer pour
s=j—1.Eneffet si w/~!(f;) = Op alors f; € K;_1, mais K;_; et Fj sont en somme directe donc f; = Op.

Corollaire 4.10 En utilisant les hypothéses et les notations de la proposition [[.8 on a une décomposition

en somme directe
_ (ank
E= @ J'(F)).
1<j<u
0<i<j—1

Démonstration: En utilisant successivement les décompositions (D,), (D,—-1),...,(D1) on obtient

E ::}{; :=1{¢447C>13 ::(]<l42 C>1L(F1)CD-F171)<>-F1:: o

I
S

:@
=

Théoréme 4.11 (la réduction de Jordan des endomorphismes nilpotents) Soit E un K-espace vectoriel de
dimension finie n et uw € End(E) un endomorphisme nilpotent. Posons v := 1(u), soit

Op}cK1=Ey - SK_ 1K =FE

la suite croissante de noyauz des itérés successifs K; := ker(u?) et soit F; < K; des sous-espaces vectoriels
satisfaisant la conclusion de la proposition[{.8 Alors E admet une base B telle que

Jt0 ... 0

0o JP ... 0
Mpo)=| . . . .

0 0 ... Jr

ot
1. L’ordre maximal jmax := maxi<;<k ji des blocs de Jordan Jgi qui interviennent dans Mp(¢) est ¢.

2. Pour 1 < j <t on a précisément dim(F}) blocs de Jordan d’ordre j qui interviennent dans Mp(®).
En particulier, si F; = {Og}, on n’a a aucun bloc de Jordan d’ordre j dans cette matrice.

3. Le nombre total k des blocs de Jordan qui interviennent dans Mp(¢) est mgy(0).

Démonstration: Pour chaque sous-espace F; posons

Remarquons que ce sous-espace est u-invariants et, d’apres le corollaire nous avons une décomposition

en somme directe
L
E=DF .
j=1

Posons d; := dim(F}). Supposons que d; > 0 et soit B = (ff, ceey f;j) une base de F;. Alors la famille

W) 2D, D) T ) ) ul ) St T ) (e ),
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sera une base de Fj. En effet, cette famille a été obtenue an appliquant une permutation & la base concaténée
naturelle '

Bj U(B]> oo ujil(Bj)
de F; @ u(F})® - ®@ul~1(F)) = Fj. Les mémes arguments que ceux utilisés dans la démonstration de

deuxiéme affirmation de la proposition montre que la matrice de 'endomorphisme ¢; € End(ﬁ’j) induit
par ¢ est une matrice formée de d; blocs de Jordan d’ordre j. En utilisant la base concaténée formée des
familles B; (pour d; > 0) on obtient une base de E, et (d’aprés le lemme D la matrice de ¢ dans cette
base aura évidemment les propriétés 1., 2. ~

Pour démontrer 3. remarquer que chaque base B; a précisément d; vecteurs qui sont éléments de K7,

a savoir les vecteurs u/~1( ff) ol 1 < i < dj. Mais en utilisant la derniére décomposition donnée par la
proposition [4.8] on constate que la famille de vecteurs

(W) 1<i<
1<i<d;

est une base de ’espace propre K; = Ejy. Donc

mgy(0) = dim(Ep) = dim(K;) = Z d; = le nombre total des blocs de Jordan de la matrice Mp(¢) .
j=1

Important : La démonstration du théoréme fournit un algorithme explicite pour la réduction de
Jordan d’un endomorphisme nilpotent u, donc un algorithme qui donne une base B dans laquelle la ma-
trice de u a une forme réduite et 'ordre des blocs de Jordan qui interviennent dans cette matrice. Pour
appliquer cet algorithme dans des situations concrétes il faut commencer par trouver des bases B’ dans
les sous-espaces supplémentaires F}.

Nous achevons cette section par un résultat simple qui sera utilisé dans la démonstration du théoréme
de Jordan :

Proposition 4.12 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, ¢ € End(E) et A € Spec(¢). Soit
¢x € End(Ny) Uendomorphisme induit par ¢ sur le sous-espace ¢-invariant Ny. Alors Uendomorphisme
uy = @) — Adp, est nilpotent et t(uy) = B(N), ou B(N\) désigne la multiplicité de X en tant que racine du
polynome minimal mg(X).

Démonstration: Par définition Ny = ker(¢ — Aidg)?™), done, d’une maniére tautologique, la restriction
de (¢ — Xidg)?™ a Ny est nulle. Ceci implique ug()‘) = Ogna(n,), donc ¢(uy) < B(A). D’autre part, par
la remarque 7?7, pour 0 < j < B(\) le noyau de u& est un sous-espace propre de N, i.e. uf\ # OBnd(Ny)-
D’aprés la définition de ¢(uy) on a donc t(uy) = B(N). [ |

5 Le théoréme de Jordan et la décomposition de Dunford

5.1 Le théoréme de Jordan

Définition 5.1 La matrice carrée

A1 0 0 O
0 x 1 0 O
€ M, »(K)
0 0 O A1
0 0 O 0 A

n

s’appelle bloc de Jordan d’ordre n et valeur propre A et sera noté Jy.

30



Théoréme 5.2 (le théoreme de Jordan) Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, soit ¢ €
End(E) un endomorphisme avec Py(X) scindé dans K et soit {\1,..., \x} son spectre. Alors il existe une
base B de E telle que

j)\1 ~0 0

0 Jy, - 0
Mp(9)=| . :2 - I

0 0 - J,

ot chaque bloc JNM est une matrice d’ordre my(N;) formée de k; blocs de Jordan (positionnés sur la diago-
nale) de valeur propre \;, donc une matrice de la forme

JE0 0

. 0 J= . 0

J/\i = . A . .
0 0 Ty

En plus
1. L’ordre mazimal des blocs de Jordan de valeur propre A\; qui interviennent dans j>\ coincide avec la
multiplicité S(N\;) de \; en tant que racine du polynéme minimal mgy(X).
2. Le nombre k; de blocs de Jordan de valeur propre X\; qui interviennent dans in coincide avec la
multiplicité géométrique my(A;).

Démonstration:
D’aprés le corollaire nous avons une décomposition en somme directe

E=Ny ®N,,®---®N,,

de sous-espaces caractéristiques, qui sont ¢-invariants. Soit ¢ € End(N)) I'endomorphisme induit par ¢
sur ’espace ¢-invariant Ny, et soit

Uy = (;5)\ — )\idN/\ € End(N)\) .

D’aprés la proposition Iendomorphisme uy de N, est nilpotent. Pour chaque i € {1,...,k} soit B;
une base de Ny, qui réduit uy, au sens du théoréme donc telle que Mg, (uy,) soit une matrice formée
de blocs de Jordan (positionné sur la diagonale) de valeur propre 0 ayant le propriétés formulées dans ce
théoréme, a savoir :
1. le nombre k; de blocs de Jordan de cette matrice coincide avec la multiplicité géométrique ngui (0)
de 0 associée & I’endomorphisme uy,,
2. Tordre maximal des blocs de Jordan de cette matrice est I'indice de nilpotence ¢(uy,) de 'endomor-
phisme nilpotent uy, .

Puisque ¢y, = uy, + /\iidNAi il en résulte que la matrice de ¢y, dans la base B; est
MBi (¢)\l) = /\ilni + MBi (u/\q) )

ou n; := dim(Ny, ), donc Mp,(¢»,) est une matrice formée de blocs de Jordan (positionné sur la diagonale)
de valeur propre \;. Désignons par in cette matrice. Notons que dim(Ny,) = m,(A;) d’aprés le corollaire
donc Jy, est bien une matrice d’ordre m,()\;).

11 suffit de considerer la base concaténée

B =BBs...By,
d’appliquer le lemme et de remarquer que my™ (0) = my()\;) (exercice) et ¢(uy,) = B(\;) d’aprés la
proposition [£.12} [ |

Important : Les démonstrations des théorémes [5.2] et [£11] fournissent un algorithme explicite pour la
jordanisations des endomorphismes a polynome caractéristique scindé. Il suffit d’appliquer l’algorithme
pour la réduction des endomorphismes nilpotents (donné par la démonstration du théoréme a chaque
endomorphisme nilpotent uy € End(NVy) et de concaténer les bases obtenues.
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5.2 La décomposition de Dunford

Lemme 5.3 (sous-espaces invariants par un endomorphisme diagonalisable) Soit E un K espace vectoriel
de dimension finie n, ¢ € End(FE) un endomorphisme diagonalisable et F < E un sous-espace ¢-invariant.

Alors
1. L’endomorphisme ¢ € End(F) induit par ¢ est diagonalisable.
2. Le spectre Spec(¢p) de ¢ est donné par

Spec(¢r) = {A € Spec(¢)| F'n Ex # {0p}} ,

donc il est un sous-ensemble de Spec(¢).
3. Pour tout \ € Spec(¢pr) Uespace propre Fy de ¢r associé a A est

F)\ =Fn E)\ .
4. On a une décomposition en somme directe

F= @ (FnE).

AeSpec(¢)
FAEx#{0g}

Démonstration: 1. Soit mg(X) le polynome minimal de ¢. Puisque my(¢) = Ognq(p) on a évidemment
My(¢r) = Ogna(r) (Pourquoi?), donc mg(X) est aussi un polyndéme annulateur de ¢ . Il en résulte que
Mg, (X) est un diviseur de my(X) ( qui este scindé dans K et dont toutes les racines sont simples, d’aprés
le Corollaire , ce qui implique que Mgy, (X) est aussi un polynome scindé dans K sont toutes les racines
sont simples. Donc ¢ est diagonalisable d’apres le Corollaire [3.23]

2., 3. Remarquer que pour tout A € K on a ker(¢pp — AMidp) = F n ker(¢ — Midg). Expliquer cette égalité.
Cette égalité implique

Spec(¢pp) :={A e K| ker(¢pp — Nidp) # {Og}} = {A e K| F nker(¢ — A\idg) # {0g}}
= {\ e Spec(¢)| FF n E, # {0g}} .
4. En appliquant le théoréme [2.16| 3. & ’endomorphisme diagonalisable ¢ on obtient

F = @ F,\= <—D (F(\E)\).

AeSpec(¢pr) AeSpec(¢)
FnE\#{0g}

Lemme 5.4 (endomorphismes diagonalisables qui commutent) Soit E un K espace vectoriel de dimension
finie n et ¢, ¥ € End(E) qui commutent, i.e. tels que ¢ o = 1p o ¢. Alors
1. Tout espace propre E\ de ¢ est p-invariant.
2. Si ¢ et Y sont diagonalisables, alors ils sont simultanément diagonalisables, i.e. il existe une base B
de E telle que les deux matrices Mp(¢), Mp(¢) soient diagonales.

Démonstration: 1. Soit x € E). Alors

P((2)) = P(¢(x)) = P(Ar) = Ap(x) ,

donc 9 (x) € E) par la définition de ce sous-espace.

2. En appliquant le lemme [5.3[ & ’endomorphisme 1 et au sous-espace 1-invariant E il en résulte que
l’endomorphisme 1 € End(F)) induit par ¢ est diagonalisable. Soit By une base de E) qui diagonalise 1.
Les vecteurs de B, seront des vecteurs propres de ¢y, donc aussi de ¢. En posant Spec(¢p) = {A1,Aa..., \x}
on obtient une base concaténée

B=DB\By,...B,

qui est une base formée de vecteurs qui sont simultanément des vecteurs propres de ¢ et 1, donc cette
base diagonalise ¢ et 1 simultanément. [ |
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Lemme 5.5 (endomorphismes nilpotents qui commutent) Soient u, v € End(E) deuzx endomorphismes
nilpotents qui commutent et a, b € K. Alors l’endomorphisme au + bv est nilpotent.

Démonstration: Soient m, n € N tels que u™ = v" = Ogpq(k)
Puisque u et v commutent, au et bv commutent aussi donc on peut dévelpper (aw+ bv)™* ™ en utilisant
la formule du binéme de Newton, donc

m-+n
(au + bv)m+n _ 2 Crlfl+nakbn+mfkukvn+m7k )
k=0
Remarquons que pour tout k € {0,...,m+n} on a soit k = m soit n+m —k > n, donc dans chaque terme
de cette somme on a soit u* = 0, soit v"*™~* = 0. Ceci montre que (au + bv)™*" = 0, donc au + bv est
nilpotent.

Théoréme 5.6 (la décomposition de Dunford) Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n et
¢ € End(FE) avec Py(X) scindé dans K. Alors il existe un et un seul couple (6,u) d’endomorphismes de E
tels que :

1. ¢ =0+ u.
2. 0 et u commutent.
3. 0 est diagonalisable et u est nilpotent.

De plus, les endomorphismes et u satisfaisant les trois propriétés ci-dessus sont des polynomes de ¢.

Démonstration: A. L’existence : Soit

E= @ N

AeSpec(¢)

la décomposition de E en somme directe de sous-espaces caractéristiques de ¢ (voir le corollaire [3.21]) et
désignons par py € End(FE) la projection sur Ny par rapport a cette décomposition. Posons

6= Z )\pA .

AeSpec(¢)

Plus précisément, en décomposant chaque x € E comme z = Z)\especw) ) avec ) € Ny, on a

o(x) := Z ATy .

AeSpec(¢)

C’est facile de voir que 0 est diagonalisable. En effet I’espace caractéristique Ny de ¢ devient espace
propre de d, donc E se décompose en somme directe d’espaces propres de 9.

Pour compléter la démonstration de ’existence, il suffit de montrer que u := ¢ — J est nilpotent et que
0 et u commutent.

La restriction de w & N coincide avec la restriction de ¢ — Aid sur cet espace, et par la définition de
Ny, on a

(¢ — Aid)P ‘NA 0.

Donc u?) Ny 0 pour tout A € Spec(®). Il en résulte umax{BN)] AeSpec(¢)} — Ognd(e), donc u est bien
nilpotent.

Vérifions que ¢ et u commutent. Puisque N, est ¢ invariant (d’aprés le corollaire [3.21)) et évidemment
¢ invariant, il en résulte que NNy est aussi u-invariant. Pour z € Ny on a donc

u(d(z)) = u(Az) = Mu(z) = §(u(z)).

Donc u et § commutent sur Ny pour tout A € Spec(¢), ce qu’'implique qu’ils commutent sur la somme de
ces sous-espaces, donc sur F.
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D’aprés la 3me conclusion (3| du théoréme (du théoréme des noyaux), les projections py € End(FE)
sont des polynomes de ¢, donc § = Y AeSpec(d) Apy sera aussi un polynéme de ¢. Ceci implique que u = ¢p—4¢
sera aussi un polynome de ¢.

B. L’unicité :

Supposons que ¢ = ¢’ + u’ ou ¢ est diagonalisable, u’ est nilpotent et &' o u’ = u' o §’. Puisque §’
commute avec u’, il va commuter aussi avec ¢ = §’ + 1/, donc avec tout polynéme de ¢, en particulier avec
J =7, AeSpec() Apy. Puisque les endomorphismes § et ¢’ commutent et sont diagonalisables, il en résulte
d’aprés le lemme qu'ils sont simultanément diagonalisables. Mais alors § — &’ sera aussi diagonalisable
(plus précisément sera diagonalisé par toute base qui diagonalise simultanément ¢ et §’). Similairement u
et v’ commutent, donc d’aprés le lemme la différence v’ — u sera un endomorphisme nilpotent. Mais
légalité § + u = ¢’ + v’ implique

-6 =u —u.

Il en résulte que 'endomorphisme § — §’ est & fois diagonalisable et nilpotent, donc § — ¢’ = 0 (voir la
proposition [4.2)). ]

Remarque 5.7 Soit A e M, ,(K) une matrice supérieure triangulaire. Alors A s’écrit comme A = D+U,
ot D est la matrice formée des éléments diagonaux de A et U est la matrice formée des éléments qui se
trouwvent au-dessus de la diagonale. D est diagonalisable et U est nilpotente (voir la remarque mais en
en général D et U ne commutent pas, donc, en général, A = D+ U n’est pas la décomposition de Dunford
de (’endomorphisme associé a) A.

5.3 L’exponentielle d’un endomorphisme

Soient K € {R,C} et E un K-espace vectoriel de dimension finie n. Munissons cet espace d’une norme
|| : £ — Ry. On va munir End(E) de la norme d’opérateur associée & | - || : pour ¢ € End(E) on pose

La norme d’opérateur sur I’espace d’endomorphismes a deux propriétés importantes :

Proposition 5.8 1. Pour tout x € E et ¢ € End(E) on a ||¢p(z)]| < N(¢)|z].
2. Pour tous ¢, ¢ € End(E) on a N(p o ¢) < N(¢)N(¢).

Par récurrence on obtient les inégalités
V¢ € End(E) Yk e N*Vz e E, |¢*(z)| < N(¢)¥|z|. (23)
V¢ € End(E) Yk € N*, N(¢*) < N(¢)*. (24)
La deuxiéme inégalité montre que
Proposition 5.9 La série 3}, - 5" est absolument convergente dans Uespace normé (End(E), N).

La somme de cette série sera notée exp(¢) ou e®. Dans le cas particulier £ = K" on obtient ’expo-
nentielle exp(A4) d’une matrice carrée A € M, ,(K).

Remarque 5.10 Soient ¢, 1 € End(F) tels que ¢p o = 1p o ¢p. Alors

1. exp(¢) 0 = ¢ o exp(¢).
2. exp(¢ + 1) = exp(9) o exp(¢) = exp(¥) © exp(¢).

Démonstration: Exercice.

On peut montrer que l'application exp : End(E) — End(E) ainsi obtenue est de classe C*. Nous
aurons besoin seulement la différentiabilité de la composition de cette application avec I’application linéaire
R 5t +— t¢ € End(FE) associée & un endomorphisme fixé ¢.
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Proposition 5.11 Soit ¢ € End(FE). L’application t — exp(t®) est de classe C* et

dk
<7 ©xXD(t9) = ¢" exp(te) = exp(te)s".

Démonstration: Exercice. Montrer d’abord que la série ), %(tqﬁ)k ainsi que les séries obtenues en
dérivant terme & terme par rapport a t sont normalement, donc uniformément convergentes sur tout
intervalle compact. Utiliser le théoréme de dérivation de la somme d’une série convergente de fonctions. B

L’exponentielle d’'un endomorphisme intervient dans la théorie des équations différentielles ordinaires :
Proposition 5.12 Soient ¢ € End(FE) et 29 € R. La solution du probleme de Cauchy

d
2 2(t) = ¢(2(?)), 2(0) = o

s’écrit
x(t) = exp(to)xg.

Démonstration: Exercice. Utiliser la proposition [5.11
Question : Comment on calcule explicitement ’exponentielle d’une matrice carrée A € M, ,(K)?

Réponse : 1. Pour une matrice diagonalisable A on trouve une base B qui diagonalise ¢, donc telle

que
Mg - 0
A=P : : p!
0 o Mol
ou P est la matrice dont les colonnes sont les vecteurs de B. Alors
NI, - 0
A] =P . . P_l,
0 N 14,
pour tout j € N et donc
eM Idl 0
exp(A) =P pL
0 ek Idk
2. Pour une matrice nilpotente U on a
LG
exp(U) = Z 7U]a
=0’
donc la série qui donne exp(U) devient une somme finie.
3. Pour une matrice arbitraire A on utilise la décomposition de Dunford A = A + U, ou A est

diagonalisable, U est nilpotente et AU = UA. Puisque A et U commutent, on a
exp(A) = exp(A + U) = exp(A) exp(U) = exp(U) exp(A).

Exemple : Soit

Al
A1 (0)
Jy = r
(0) Al
A
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un bloc de Jordan de taille r et valeur propre A.

Nous avons
tJy =tAL +tJj.

Evidemment exp(tAl,) = et*I,. En utilisant le fait que JJ est nilpotente d’indice de nilpotence r, on
obtient (exercice) :

t2 trfl
1 t 7 PR m
0 1
exp(tJy) = 2 |,
2
t
0 1
donc 2
t> 1 t -1
1t 5 .. &y 1t 5 ...
0 1 : 0 1 :
exp(tJy) = e, 2 = e 2
2 2
t t
0 1 0 1

Pour t = 1 on obtient exp(J}).

Remarque 5.13 Supposons que l’endomorphisme ¢4 € End(K™) associé a A a été jordanisé, donc nous
connaissons P € GL(n,K) telle que

J 0 0
0 Jo 0
Pl1AP = . ,
0 0 Jk
ou J; sont des blocs de Jordan. Alors
exp(J1) 0 e 0 exp(tJy) 0 e 0
0 exp(J2) ... 0 0 exp(tJa) ... 0
exp(A) = P . ) . pL exp(tA) = P . . . pL
0 0 ... exp(Jy) 0 0 .. exp(tdy)

donc exp(A), exp(tA) s’écrivent facilement en utilisant les formules connues pour exp(J5), exp(tJ5).
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