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1 Applications bilinéaires et formes quadratiques

1.1 Applications bilinéaires. La matrice des coefficients, le noyau, le rang d’une
application bilinéaire
Soit K un corps commutatif et soient O, 1x les éléments neutres de I'addition, respectivement la multipli-

cation de K. Rappelons que la caractéristique de K est définie par

min {m eEN*| Ig+ -+ 1x = OK} si cet ensemble est non-vide
—_———

— m fois
car(K).— Osi{mEN*| 1K+"'+1K:OK}:®
—_——
m fois
La caractéristique des corps élémentaires Q, R et C est 0. Si car(K) > 0, alors car(K) est un nombre premier.

Par exemple on a car(F,) = p.
Pour un nombre naturel m € N posons :

mg :=1lg+---+1g € K.
—_———

m fois

Ne pas faire la confusion entre le nombre naturel m € N et 1’élément associé mg € K. Par exemple, si car(K) = p,
alors on aura my = O si m est un multiple de p. En particulier, si car(K) = 2, on aura 2x = 0 donc 2;(1 n’existe
pas dans K.

Soient E, F' des K-espaces vectoriels.

Définition 1.1 Une application ¢ : Ex F' — K est dite forme bilinéaire si elle est linéaire par rapport a chaque
argument, c’est & dire si pour tout x € E Uapplication (x,-) est une forme linéaire sur F, et pour tout y € F
Uapplication o(-,y) est une forme linéaire sur E.

L’espace des formes bilinéaires F x F' — K a une structure naturelle de K-espace vectoriel, espace qui est désigné
par L?(E, F;K), ou Bil(E, F).

Définition 1.2 Soit ¢ : E X F — K une forme bilinéaire, B = (v1,...,0m) une base de E, C = (wy,...,wy,)
une base de F. Les coefficients de ¢ par rapport auzx bases (B,C) sont définis par

wij = p(vi,w;)

La matrice de la forme bilinéaire ¢ par rapport aux bases (B, C') est la matrice formée avec ces coefficients, donc

la matrice ® = (¢ij)1<i<m,. Pour mettre en évidence les bases utilisées on va utiliser la notation Mpc/(p) pour
i<j<n
cette matrice.

Si on connait la matrice de la forme ¢ par rapport a une paire (B, C) de bases on peut reconstituer la forme.
En effet, soient z = Y7 | zv; € E, y = Z;;l yjw; € F. En utilisant la propriété de bilinéarité on obtient

p(zy) = o) wivi, > yjwy) =YY myievi,wy) = > @iy (1)
i=1 j=1

i=1 j=1 1<i<m
1<j<n

Donc les scalaires ¢;; € K apparaissent comme coefficients dans ’expression de ¢(x,y) obtenue en décomposant
x, y dans les bases choisies. En regardant la somme Y i1<i<m @;;®;¥y; comme une matrice avec une ligne et une

1<j<n
colonne, on peut I’écrire sous la forme
Y1
Z . T
PYigTilY; = (xl PN .Z‘m)q) : =X (I>Y,
1<i<m
1Z5%n Yn



ou X € K™, Y € K" sont les vecteurs formés avec les coordonnées de x et y respectivement. Réciproquement,

pour toute matrice ® = (pi;), _._ € My n(K), la formule (1) définit une forme bilinéaire sur £ x F.
1<j<n
Si on passe a une nouvelle paire de bases B = BP, C' = CQ ou P € GL(m, K), Q € GL(n,K) sont les deux

matrices de passage, alors les coefficients de ¢ par rapport a la paire (B’, C') seront

m n
wéj = w(vé,wg) = @(Zpsivs,zqwtjwt) = Z PsiPstqtj = Z Pg;%t%j
s=1 t=1

1<s<m 1<s<m
1<t<n 1<t<n

et donc la matrice ® associée a ¢ dans la nouvelle base sera ® = PT®Q. Donc

Remarque 1.3 Soient B, C bases de E, respectivement F . Alors Uapplication ¢ — Mpc(p) est un isomor-
phisme d’espace vectoriels Bil(E, F') — My, ,(K). Si on passe de (B,C) & une nouvelle paire de bases (B',C")
ot B'= BP, C' = CQ on aura Mp.c(p) = P Mpc(p)Q.
Une forme bilinéaire ¢ € Bil(E, F') définit une application linéaire L(p) : E — F* et une application linéaire
R(p) : F — E* définies par
L(p)(x) = p(x,-), R(p)(y) :=¢(y)-
Ici on a désigné par E*, F* les espaces duaux de E et F'. Donc, pour = € F fixé, L(p)(z) est la forme linéaire sur

F donnée par y — ¢(z,y). D’'une maniére similaire, pour y € F fixé, R(p)(y) est la forme linéaire sur E donnée

par = — ¢(z,y).
Soient B = (v1,...,0m), C = (wi,...,wy,) bases de E, respectivement F et soient B* = (vj,...,v)),
C* = (wi,...,w;,) les bases duales.

Remarque 1.4 Soient E, F' K-espaces vectoriels de dimensions finies m, n respectivement.
1. Ona
Mpo-(L(p)) = Mpc(#)", Mep-(R(¢)) = Mpo(p).
2. Les applications Bil(E, F) — L(E, F*), Bil(E, F) — L(F, E*) définies par ¢ — L(p), ¢ — R(p) sont des
isomorphismes de K -espaces vectoriels.

Définition 1.5 Soit ¢ € Bil(E, F). Le noyau & gauche de ¢ est le sous-espace vectoriel de E défini par
Ni(p) :=ker(L(p)) = {z € E| Vy € F, ¢(z,y) = 0},
et le noyau o droite de o est le sous-espace vectoriel de F défini par

Ny (p) :=ker(R(p)) = {y € F| Yz € E, ¢(x,y) =0},

Remarque 1.6 Soient B = (v1,...,0y), C = (w1,...,w,) bases de E, respectivement F, et soit Mpc(p) la
matrice de ¢ par rapport & la paire de bases (B, C).

1. Le noyau Ni(p) est le sous-espace de E défini dans la base B par le systéme linéaire homogéne

Z1
MBc(QD)T =0gn.

Tm
2. Le noyau N,.(p) est le sous-espace de F défini dans la base C par le systéme linéaire homogeéne

n
MBC(‘P) =0gn.
Yn

A partir de ce paragraphe on va supposer E = F'. Dans ce cas particulier important on va utiliser les notations
simplifiées L?(E, K) ou Bil(E) pour I'espace des formes bilinéaires £ x E — K.
Soit ¢ € Bil(F) et B = (v1,...,v,) une base de E. La matrice (des coeflicients) de ¢ dans la base B est
définie par
Mp(p) == Mps(p),

donc Mp(p) est la matrice carrée ® = (v;;)1<i,j<n € My (K).



Remarque 1.7 Si on passe a une nouvelle base B' = BP (ou P € GL(n, K) est la matrice de passage de B a
B’) on aura
Mp/(p) = P"Mp(p)P.

Définition 1.8 Deuz matrices A, A’ € M, (K) sont dites congruentes s’il existe P € GL(K) telle que A =
PTAP.
D’aprés la remarque 1.7 il résulte :

Remarque 1.9 Les matrices Mp(p), Mp/(p) d’une forme bilinéaire ¢ € Bil(E) dans deux bases de E sont
congruentes.

Réciproquement :

Exercice 1 Soient A, A’ € M,,(K) deux matrices congruentes et est soit B une base de F, alors il existe une
forme bilinéaire ¢ € Bil(F) et une base B’ de F telle que A = Mp(p), A" = Mp/(p).

Définition 1.10 Soient E un K -espace vectoriel de dimension finie n, ¢ € Bil(E), et B une base de E.
1. Le rang de @ est défini par

Rang(p) = Rang(L(¢)) = Rang(R(p)) = Rang(Mp(p)).

2. @ est dite non-dégénérée si l'une des conditions équivalentes suivantes est vérifiée :
(a) Ni(p) ={0g},
(c) L(p) est un isomorphisme,

(d) R(p) est un isomorphisme,
(e) Rang(p) = n.

Exercice 2 Justifier 'égalité Rang(L(y)) = Rang(R(p)) = Rang(Mp(p)) utilisée implicitement dans la défini-
tion 1.10 1. Démontrer les équivalences (a) < (b) & (¢) & (d) & (e) dans la définition 1.10 2.

Définition 1.11 Une application bilinéaire ¢ € Bil(E) est dite
1. symétrique, si pour tous x1, xo € E on a p(x2,21) = @(x1,x2),
2. anti-symétrique, si pour tous x1, T2 € E on a ¢(x9,x1) = —p(21,22).

L’espace des formes bilinéaires symétriques (respectivement anti-symétriques) sur E sera noté Bils(F) (res-
pectivement Bil, (E)).

Remarque 1.12 Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n, ¢ € Bil(E), et B une base de E. Alors
1. ¢ est symétrique si et seulement si Mp(p) est symétrique, si et seulement si L(p) = R(yp).
2. ¢ est anti-symétrique si et seulement si Mp(p) est anti-symétrique, si et seulement si L(yp) = —R(yp).

3. Si @ est symétrique ou anti-symétrique, alors Ni(p) = N.(¢).

En tenant compte de la remarque 1.12 3 on peut définir

Définition 1.13 Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique ou anti-symétrique. Le noyau de ¢ est le sous-espace
vectoriel de E défini par :

N(p) = Ni(p) = No(¢) ={z € E|Vy € E, p(2,y) =0} ={y € E| Vx € E, ¢(x,y) = 0}.

Exercice 3 Démontrer la remarque 1.12. Exprimer les dimensions des espaces Bil(E), Bily(E), Bil,(F) en fonc-
tion de n := dim(FE). Faites attention au cas car(K) = 2.

Exercice 4 Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie. En appliquant le théoréme du rang a I’application
linéaire L(¢) démontrer I'identité
dim(FE) = rang(¢) + dim(N(p)).



Exemple 1 Dans les exemples concrets on a d’habitude V= K™ et une forme bilinéaire ¢ sur K™ x K" est
donnée par une formule du type

n
p(x,y) = D iy
=1

qui est le développement (1) de ¢ dans la base canonique Bean = (e1,...,€,) de K™

1. Le produit scalaire canonique ¢ : R” X R" — R sur R™ est donné par ¢(x,y) = Z?Zl x;yi, donc les coefficients
de cette forme bilinéaire sont ¢;; = d;; (1 < ¢, < n), donc la matrice de ¢ dans la base canonique coincide avec
la matrice unité I,,.

2. Considérons la forme bilinéaire ¢ : R? x R?* — R définie par
p(z,y) = 2x1y1 + 5x1Yy2 — 621Yy3 + 4x0y1 + droys — Tx2ys — 3x3y1 + 3x3y2 — T3Y3 -

La matrice des coefficients de cette forme dans la base canonique (eg, s, e3) est

2 5 —6
d = 4 5 -7
-3 3 -1

Pour calculer la matrice ¥ de ¢ dans la base B = (f1, fo, f3) := (e1 + e2,€e1 — €2, e3) on peut procéder de deux
maniéres :

(i) soit on utilise la définition de la matrice des coefficients, par exemple

Y11 = @(f1, 1) = pler +ez,e1 +e2) = pler, e1) + (€1, €2) +p(ea, €1) + plez, e2) = Y11 + P12 + P21 + 22 = 16,
(ii) soit on détermine la matrice de passage P de la base canonique 4 la base B et on utilise la formule ¥ = PT®P.

Notons que Bils(E), Bil,(E) sont des sous-espaces vectoriels de l'espace vectoriel Bil(E).

Proposition 1.14 Supposons car(K) # 2. Les sous-espaces Bils(E), Bil,(E) donnent une décomposition en
somme directe de Bil(E).

Démonstration: (i) On montre que Bil;(E), Bil,(E) sont en somme directe : En effet, si ¢ € Bil(E) est a la
fois symétrique et anti-symétrique, alors on a pour tous vecteurs u, v € V

p(u,v) = p(v,u) = —p(u,v) ,
donc 2x¢(u,v) = 0. Puisque on a supposé car(K) # 2, ceci implique ¢(u,v) = 0.

(ii) On montre que Bil;(F) + Bil,(E) = Bil(E) : En effet, soit ¢ € Bil(E). Nous définissons ¢, : E x E — K,
Yo X E — K par

ps(u,v) 1= 25 (9 (u,v) + @(v,1)) , @alu,v) = 25 (9(u,0) = (v, u)) -

C’est facile de voir que s € Bilg(E) et ¢, € Bil,(F). D’autre part on a évidemment ¢ = ¢, + ¢,. Donc tout
élément ¢ € Bil(F) s’écrit comme la somme d’un élément de Bil;(E) et d’un élément de Bil,(E). Ceci montre
que Bil;(E) + Bil,(F) = Bil(E). [

Soit ¢ : £ x F — K une forme bilinéaire symétrique.
Définition 1.15 Deux vecteurs x, y € E sont dits o-orthogonauz (orthogonauz par rapport & @), et on écrit x L,y
si o(z,y) = 0. Une famille (v1,...,vx) de E est dite -orthogonale si v; L,v; pour i # j, donc st ¢(v;,v;) =0
pouri# j, 1 <4,j <k.

Remarquons qu’une base B = (vy,...,v,) de E est p-orthogonale si et seulement si la matrice Mp(p) est
diagonale. Pourquoi ?

Le sous-espace p-orthogonal d’un vecteur = € E est défini par

ate = {y € E| p(z,y) =0} .



Notons que z++ est soit un hyperplan vectoriel de E (si 2 ¢ N(i)), soit coincide avec E (si # € N(p)). Plus

généralement, pour un sous-ensemble A C E on pose

Ate ={ye E|Va € A pla,y) =0} = ) a*e.
acA

A+ est un sous-espace vectoriel de E (méme si A n’est pas un sous-espace vectoriel). Dans le cas particulier
d’un sous-espace vectoriel F' C E on a
FLKP _ GLV,

pour tout sous-ensemble générateur G C F. En particulier, si F' = Vec(wy,...,wg), donc si (wy,...,wy) est un
systéme de générateurs de F', on obtient :

k
Fe ={z e B|Vie {1,....k} p(w;,z) =0} = (| w; .
=1

Fixons une base B = (v1,...,v,) de E, et soit

1
X=1:]€K"

xn

le vecteur formé avec les coordonnées de  par rapport a B. Le sous-espace z1+ s’identifie & I’espace des solutions
de I’équation linéaire
xToy =0, (2)

et le sous-espace orthogonal F1¢ s’identifie & I’espace des solutions du systéme linéaire homogéne
WZ»T(PY:Opourlgigk.
Notons finalement que
N(p) = E+*. (3)

donc le noyau de ¢ coincide avec le sous-espace p-orthogonal a tout I’espace vectoriel E.

Exercice 5 (la dimension de l'orthogonal, biorthogonal) Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique sur un K-espace
vectoriel E de dimension finie, et soit N(¢) son noyau. Démontrer que pour tout sous-espace vectoriel F' C E on
a les égalités :

1. dim(E) — dim(F+#) = dim(F) — dim(F N N(p)).
2. (Fte)tr = F + N(p).

Dans le cas particulier important X = R on peut mettre en évidence quelques classes de formes bilinéaires
symétriques.

Définition 1.16 Une forme bilinéaire symétrique p : E x E — R s’appelle
1. positive si pour tout v € E on a p(x,z) > 0,
. négative si pour tout x € E on a p(xz,x) <0,

2

3. définie si pour tout x € E la relation ¢(x,z) = 0 implique © = 0.

4. positive définie si elle est positive et définie, c’est & dire si pour tout x € E\ {Og} on a p(z,z) > 0,
5

. négative définie si elle est négative et définie, c’est a dire si pour tout x € E\ {0} on a ¢(x,x) < 0.

La notion de forme bilinéaire symétrique définie positive est trés importante : on va voir qu'une telle forme
s’appelle produit scalaire sur E. Pour décider si une forme bilinéaire symétrique est définie positive, nous avons
un critére trés simple.

Proposition 1.17 Soit ¢ € Bils(E) une forme bilinéaire symétrique sur E, B = (vy,...,v,) une base de E et
O := Mp(p) la matrice de ¢ dans cette base. Alors ¢ est définie positive si et seulement si les n déterminants
Ay = dét((wij)1<ij<k) sont tous strictement positifs.



Démonstration: Voir TD. ]

Les déterminants Ay = dét((vi;)1<sj<k) Sappellent les mineurs principauz dominants de la matrice ®. Donc
une forme ¢ € Bils(FE) est définie positive si et seulement si les n mineurs principaux dominants de la matrice
de ¢ sont strictement positifs. On va démontrer plus tard ce résultat, en utilisant le théoréme sur la réduction
des formes quadratiques.

Exemple 2 La matrice de la forme bilinéaire symétrique ¢ : R3 x R3 — R définie par

o(x,y) = 2z1y1 + T1Y2 + Toy1 — 3x1Y3 + DLaye — Txays — 3x3y1 — TT3Y2 — T3Ys3 -

dans la base canonique (e, ez, e3) est

2 1 -3
o = 1 5 =7 ,

-3 -7 -1
et les déterminants Ag qui nous intéressent sont :

2 1 -3 0 -9 11
Ar=2[=2>0, 8 =|7 =950, 8,=|1 5 —7|=1 5 -—7|=-|" Ll_-_110<0,

1 5 8 =22
-3 -7 -1 0 8 -—22

donc ¢ n’est pas définie positive, parce que As < 0.

1.2 Formes quadratiques

Définition 1.18 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Une forme quadratique sur V est une appli-
cation q : E — K telle qu’il existe ¢ € Bil(E) telle que pour tout x € V on a

q(x) = p(, ).

Dans ce cas on va dire que q : E — K est la forme quadratique associée & la forme bilinéaire ¢, et on va la
désigner par q,.

Remarquer donc qu’'une forme quadratique est une application d’une seule variable vectorielle, tandis qu’une
forme bilinéaire este une fonction de deux variables vectorielles. Le sous-espace {(z,z)| x € E} C E x E s’appelle
la diagonale du produit cartésien E¥' X F. On peut donc dire qu’'une forme quadratique est donnée par la restriction
G la diagonale d’une forme bilinéaire.

En coordonnées : si dans une base B = (v1,...,v,) de E la forme bilinéaire ¢ este donnée par
n n n
SD(Z xivivzyj”j) = Z PijTilY;
i=1 j=1 i,j=1

alors la forme quadratique ¢, associée sera donnée par
n n
sa(z xivi) = Z PijTily = Z‘Puﬂﬁ + Z (pzj + 9031 Tilyj (4)
=1 1,7=1 1<i<j<n

donc par un polynéme homogene du 2me degré en (z1,...,x,). Réciproquement, en présence d’une base B =
(v1,...,v,) de E, toute application ¢ : E — K qui est donnée par une fonction polynomiale homogéne du
2¢me degré des coordonnées (x1,...,x,) associées a cette base, est une forme quadratique. La forme générale en
coordonnées d’une forme quadratique est donc

q(Z Tiv;) = Z iUty = Z air? + Z @i T;T.
i<j i<j
Exemple 3 Considérons de nouveau la forme bilinéaire symétrique ¢ : R? x R? — R donnée par
o(x,y) = 22191 + 5x1Y2 — 621Yy3 + 4w2y1 + Sx2y2 — Tways — 3w3y1 + 3w3Yy2 — T3Y3
La forme quadratique associée sera
4y (z) = 2:5% + 52129 — 61123 +42021 +5:17§ —Txox3—3x3201+ 31322 fmg = 21‘% + 92122 — 92123 +5m§ —4xox3 fxg .

Remarquer que g, est bien donné par un polynéme homogéne du 2me degré de (z1,...zy,).



Soit Q(FE) lespace des formes quadratiques sur £, muni de sa structure naturelle de K-espace vectoriel. Nous
avons implicitement défini une application linéaire surjective (donc un épimorphisme)

Qp : Bil(E) —» Q(E)
donnée par Qp(y) := q,. Cette application n’est pas injective.
Exercice 6 En utilisant la formule (4) montrer que ker(Qg) = Bil,(F) .
Par contre, en supposant car(K) # 2, la restriction

QF Bl (B) Bil;(£) — Q(E)
est a la fois injective et surjective, donc est un isomorphisme d’espaces vectoriels. Plus précisément :
Proposition 1.19 Supposons car(K) # 2. La restriction

QE|BiL(B) : Bily(E) — Q(E)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels. En particulier pour toute forme quadratique q : E — K sur V il
existe une unique forme bilinéaire symétrique ¢ € Bily(E) dont la forme quadratique associée est q (i.e. telle que
q = qp). Cette forme bilinéaire est donnée par la formule

1
plz,y) = Slalz +y) —a(@) —aly)) ,
s’appelle la forme polaire de q et sera désignée par .

Démonstration: Exercice. |

L’isomorphisme réciproque Pg : Q(E) — Bils(E) de I'isomorphisme Qp|g;, (g) : Bils(£) — Q(F) est donné
donc par la formule g — ¢, qui associe & une forme quadratique g € Q(V') sa forme polaire ¢, € Bil;(E).

Pour le calcul de la polaire d’une forme quadratique nous avons deux méthodes :

1. En appliquant la formule donnée par la proposition 1.19 :

plus0) = Slalu+v) — alu) ~ a(v))

2. Par la méthode du dédoublement : Si ¢ : E — K est donnée dans une base B = (vy,...,v,) par
n
q(z xivi) = Z Qi T;T5 = Z aiix? + Z Qi T;T5
i<j i=1 i<j

alors, on remplace formellement chaque carré x? par x;y; et chaque produit z;x; (i # j) par %(xiyj + ;).
L’expression obtenue sera celle de ¢, (z,y) = @q(>_ x;vi, Y y;v;). On obtient donc

n
1
pq(2,y) = Zaiifﬁz‘yi + 5 Zaij(xiyj + 2y -
=1 1<
Exemple : Considérons la forme quadratique g : R® — R donnée par
q(z) = 222 + 9x129 — 971203 + 5235 — dwow3 — 25 .

En appliquant la premiére méthode on obtient :

pul,) = 50l + ) — a(e) — o)) = 5 |21 +91)? + 91 +2) (2 +92) — 9 + ) s + i) + 5Lz + 32)?

—A(za+y2) (w3+ys) — (z3+ys)” — (227 + 9312 —9z1 234575 —dwo w3 —x3) — (207 +9y1 Y2 —Iy1y3+5Y3 —4y2ys—y3)

En réduisant cette expression et en remarquant que tous les carées se détruisent on obtient
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©q(z,y) = 22191 + 5(5511/2 + x2y1) — 5(%93 + x3y1) + 522y2 — 2(T2y3 + T3Y2) — T3Y3 -

qui coincide avec I’expression obtenue plus rapidement par la méthode du dédoublement.



Définition 1.20 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et q : E — K une forme quadratique sur E.
On pose

N(q) := N(pq), rang(q) := rang(p,).
Définition 1.21 Le cone isotrope d’une forme quadratique q : E — K est défini par
C(q) :={x € E| q(x) =0} .

Attention, ne pas faire confusion entre le cone isotrope de ¢ et le noyau N(q) := N(p,). Le noyau de ¢ (ou
de @,4) est un sous-espace vectoriel de E, tandis que C(g) est un "cone". La terminologie "cone" utilisée ici ne
correspond pas A la notion élémentaire de cone. On va voir que C(g) peut se réduire au sous-ensemble {0y }
formé par l'origine de V' !, & une réunion de deux droites, & une réunion de deux plans, etc. On utilise la notion
de "cone" pour mettre en évidence la propriété générale suivante de C(q) : si v # Oy est un point de C(q) (c’est
a dire v € C(q) \ {Ov}) alors la droite vectorielle Kv est contenue en C(q) (c’est a dire on a Kv C C(q)). Donc
soit C'(q) se réduit a {0y}, soit est une réunion de droites vectorielles.

Remarque 1.22 Soit p € Bil;(E). Alors sont équivalentes
1. x € C(qy),
2. vl x,

3. xeqxte.

Exemple 4 1. (le cas n = 2) Soit ¢ : R? = R, ¢(z) = ax? +bx1z2 +cx3 une forme quadratique sur R?. Supposons

c#0.
Puisque ¢ # 0 on constate que le seul point € C(q) avec z1 = 0 est l'origine Ogz. On va déterminer donc les
points x = (z1,22) € C(q) avec x1 # 0. En divisant I'equation q(x) = 0 par 22 # 0 on obtient

2

x x

a—i—bQ—t—c(Q) =0.
I T

En posant p := % (la pente de la droite vectorielle Rz) on obtient a + bp + cp? = 0, qui est une équation du 2me

degré pour p, donc le discriminant A est A = b — 4ac.

a) A < 0. Dans ce cas I'équation a + bp + cp? = 0 obtenue pour la pente p = % n’admet pas de solutions réelles,
donc C(q) = {Ogz}.

b) A = 0. Dans ce cas notre équation a une seule solution, disons py, et le cone isotrope C(q) se réduit a la droite
vectorielle d’équation xo = poxy (soit, en utilisant la notation traditionnelle pour les coordonnées dans le plan,

Y = po).

¢) A > 0. Dans ce cas notre équation a deux solutions distinctes p;, pa et le cone isotrope C(q) se réduit a la
réunion des deux droites vectorielles

C(q) = dl Udg s

ott d; C R? est la droite vectorielle d’équation xo = p;x1, i = 1, 2.

2. (le cas n = 3) Soit ¢ : R® — R la forme quadratique sur R? définie par

q(w) = o] + 23 — a3 .

Pour décrire le cone isotrope C'(q) de cette forme quadratique, on étudie 'intersection de ce cone avec :
1. le plan "du tableau", a savoir le plan d’équation zq = 0 (donc le plan de coordonnées z50x3).

2. les plans horizontaux, donc les plans d’équation x3 = ¢, ot ¢ est un paramétre (Ualtitude du plan par
rapport au plan de coordonnées x10x5).

Dans notre cas, 'intersection C(q) N (220z3) est donnée par 1'équation 23 — 2% = 0, soit (2 +z3)(x2 —23) = 0,

donc cette intersection coincide avec la réunion d; U do des deux droites

dlll‘g:xz,dglmgz—mg.

1. On appelle singleton est un ensemble qui a un seul élément. Il na faut pas faire la confusion entre un singleton {a} et son
unique élément a. Donc {Oy } est un singleton, pas un point.



v

FIGURE 1 — Cone isotrope de ¢(z) = 22 + 23 — 23

L’intersection de C(q) avec le plan x3 = ¢ (le plan horizontal d’altitude x5 = ¢) est la courbe d’équation
22 + 22 — 3 située dans de plan. La projection de cette courbe sur le plan x10z5 est le cercle d’équation
22 + 22 = 2, donc le cercle de centre Og2 et de rayon |c| (attention, ¢ peut étre négatif!). On obtient donc un
vrai cone avec deux nappes, dont le sommet est l'origine Ogs, dont ’axe de symétrie est la droite Oz, et dont la
base est un cercle.

Remarquer que le cone isotrope de la forme quadratique q(z) = 2% + 22 + 22, ¢ : R® — R se réduit au
singleton {Ogs}, le cone isotrope de la forme quadratique g(z) = 2% + 22, ¢ : R® — R se réduit a la droite
vectorielle Oxs = Res, et le cone cone isotrope de la forme quadratique q(x) = 22, ¢ : R® — R se réduit au plan
d’équation x; = 0.

Remarque 1.23 Soit K un corps avec car(K) # 2, E un K-espace vectoriel, et ¢ € Bilg(E). Les conditions
suivantes sont équivalentes

1. ¢ =0,
2. q, =0,
3. N(p) =E,
4. Clgp) = E.

Démonstration: Exercice. |

Théoréme 1.24 (existence des bases orthogonales) Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur un
corps commutatif K avec car(K) # 2. Alors E admet une base @-orthogonale.

Démonstration: Récurrence par rapport & n = dim(E).
Initialisation : L’affirmation est vraie pour dim(E) < 1.

Heérédité : Soit n > 1. O peut supposer que ¢ # 0, parce que, si ¢ = 0, alors toute base de E sera p-orthogonale.
En utilisant la remarque 1.23 il en résulte C(q,) # E, donc il existe un vecteur v € E'\ C(gq). D’aprés la remarque

10



1.22 on a v € v'® donc F := vt¢ est un hyperplan vectoriel de E qui ne contient pas le vecteur v. On obtient
une décomposition en somme directe

E=vt" @ Kv
Puisque dim(F') = n — 1 on peut appliquer '’hypothése de récurrence a la restriction ¢ := @ |pyp : F X F' — K,
donc F' admet une base i-orthogonale. Soit (v1,...,v,_1) une base ¥-orthogonale de F. Alors (v1,...,vn—1,v)
sera une base orthogonale de E. Pourquoi? [ ]
Remarque 1.25 Soit B = (vy,...,v,) une base p-orthogonale. Alors, en posant «; := (v, v;).

a7 0

n n n
P> mivi, Yy yvy) = Y auiys, Mp(p) =
=1 =1

i=1 0 ... ap

n n
qw(z i0;) = Z il
i=1 i=1

Donc une base y-orthogonale réduit ¢ et la forme quadratique associée g, & une forme diagonale. Une forme
quadratique de la forme g, (31, z;v;) = > i, a;x? s’appelle forme quadratique réduite (& une somme de carrés
multipliés avec des coefficients).

Dans le cas K = R on peut amener ¢ et g, 4 une forme encore plus simple. Aprés une permutation convenable
de la base B = (vy,...,v,) fournie par le théoréme 1.24, on peut supposer que les premiers s coefficients «; sont
strictement positifs, les suivants ¢ coeflicients sont strictement négatifs, et les derniers coefficients sont tous nuls.
On aura donc a; >0 pour 1 <i<s,a; <Opours+1<i<s+teta =0pouri>s-+t. Dans ce cason aura
nécessairement rang(p) = s+t (pourquoi ?). En plus, en posant

L v; pour 1<1<s+t
w; = ‘all
v pour j>s+t

on obtient une base (wy,...,w,) de E (qui sera aussi p-orthogonale), dans laquelle ¢ et g, ont une forme encore
plus simple :
n n S s+t
SD(Z LiWi, Zijj) = Zﬂﬁzyz - Z Lilis
i=1 i=1 i=1 i=s+1
n s s+t
2 2
a@(Q_zw) =) ai= ) af
i=1 i=1 j=s+1

On obtient donc le corollaire important suivant concernant la classification des formes quadratiques sur R.

Corollaire 1.26 (la loi d’inertie de Sylvester, cas réel) Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie n et
q: E — R une forme quadratique sur E. Alors

1. 1l existe une base B = (v1,...,vy,) de E par rapport a laquelle q s’écrit sous la forme :
n s s+t
Q(Z xT0;) = Zajf - Z x5, ol s+t = rang(q). (5)
i=1 i=1 j=s+1

2. Une telle base n’est pas unique, mais la paire (s,t) d’entiers positifs dépend seulement de q, donc est
indépendante de la base B.

Donc le théoréme de Sylvester affirme qu’il existe une base B de E dans laquelle ¢ est réduite & une somme
(et différence) de carrés, les nombres des termes positifs et les nombres des termes négatifs étant des invariants
de q.

Définition 1.27 La paire (s,t) € NxN s’appelle la signature de g (ou de pq). Le nombre t de termes & coefficient
négatif s’appelle l'indice de q.
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La proposition suivante donne une interprétation géométrique importante de la signature de ¢q. La démons-
tration de l'invariance de la signature (corollaire 5 2.) s’appuie sur cette proposition

Proposition 1.28 (interprétation géométrique de la signature d’une forme quadratique) Soient E un R-espace
vectoriel de dimension finie, ¢ : E — R une forme quadratique réelle et (s,t) € N x N sa signature. Alors :

1.
s = max{dim(F)| F' sous-espace vectoriel de E, @q|pyp est définie positive},

t = max{dim(G)| G sous-espace vectoriel de E, @q|axq est définie négative},

2. Pour toute paire (F,G) de sous-espaces vectoriels de E tels que @q|pyp est définie positive, oq|gxq est
définie négative, dim(F) = s, dim(G) =t on a une décomposition en somme directe

E=F&Ga&N(pq).

Réduire une forme quadratique réelle ¢ : E — R signifie trouver sa forme réduite (5), en particulier spécifier
sa signature et son rang. On demande parfois aussi de spécifier une base B dans laquelle ¢ s’écrit sous forme
réduite. Pour réduire une forme quadratique réelle il suffit de la diagonaliser, c’est & dire I’écrire (dans une base

B convenable) sous la forme
q(z ;) = Zaix? , a; #0. (6)
i=1

Aprés cette étape on pose

. . 1 . ;<
Vil st 1 <r . —=—U; sl 1<7T
= { Jovi] i .. ce qui correspond au changement de base : w; := Vlaiil o
; s1 1>71 Vi s1 1>71,
et on arrive facilement a une expression de la forme (5) dans une nouvelle base (w1, ..., w,). Ecrire une forme

quadratique ¢ sous la forme (6) s’appelle réduction de Gauss (ou diagonalisation) de ¢. En utilisant une telle
réduction, la signature de ¢ s’obtient facilement en comptant le nombre des coefficients «; positifs et le nombre
des coefficients a; négatifs.

L’algorithme de Gauss fournit une méthode pour réduire une forme quadratique ¢ a la forme diagonale (6).
Nous expliquons cette méthode en détail :

Supposons que ¢ est donnée dans une base initiale (fi, ..., f,) par
Q(Z xifz Zazzx + Z Qi TiTj .
1<i<j<n

L’algorithme de réduction de Gauss consiste en I’application successive des deux opérations fondamentales :

I. (s’applique dés que dans lexpression de q il existe ¢ tel que a;; # 0, donc dés qu’il existe un carré a coef-
ficient non-nul.) Supposons pour simplicité que a1 # 0. Dans 'expression de ¢ nous écrivons d’abord la somme
de tous les termes contenant la variable x1, et on factorise cette somme par le facteur commun a;. En utilisant
identité 22 + 22y = (z + y)? — y* on obtient :

q(Y_wifi) = an (I%

>+Za]jx + Z AjLTiTl =

— 2<j<k<n
%,_/
L(zz,...,zn)
2
=aj <£C1+L({E2,...,£L'n)) + |:—011L(IL'2,... +ZCLM-T + Z a]kx]xk:| ,
2<j<k<n
Q(za,...,xyn)
ou [ est une forme linéaire et () est une forme quadratique des n — 1 variables xo, ..., z,. Les formules
Y1 Logdd e o 2an) [
Y2 0 1 0 e 0 i)
Yy = 1 +L(x27':'7$7l) soit y3 | — |0 0 1 0 xs3
yj = w3 , 2<j<n, : . ) .
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définissent un nouveau systéme de coordonnées dans V', qui correspond & une nouvelle base (g1,...,¢g,) de V.
Pour trouver explicitement cette base on utilise la formule de passage

(917..~,gn) = (flw“vfn)Pa

ou
1 ai2 a13 Qin -1
2a11 2a11 e 2a11
0 0 0
p_lo o 1 0
0 0 0 1

Dans cette base ¢ aura la forme

9> vigi) = anyi + Qa, -, yn) » Qs+ yn) = meyg + D by s

2<j<k<n

et le probléme se réduit & la diagonalisation de la forme quadratique de n—1 variables définie par ). On continue,
an appliquant & cette forme I'une des opérations I, II.

II. (s’applique seulement si dans lexpression de ¢ tous les coefficients a;; sont nuls, donc seulement s’il n’existe
aucun carré a coefficient non-nul.) Dans ce cas, si ¢ # 0, il existe dans Pexpression de ¢ un terme de la forme
ai;jrizy o i < j et a;; # 0. Supposons pour simplicité que 2 = 1, 7 = 2. Dans I'expression de ¢ on regroupe tous
les termes contenant x1 et xo et on utilise les identités :

1
z122 + Ax1 + Bra = (21 + B) (22 + A) — AB , UV = Z((U+V)2 —(U-V)?

On obtient :
E zifi) = a122102 + 11 E 41Tk + T2 E a2k + E akxk + E ARITKT] =
k>3 k>3 3<k<i<n
a12 11172 + E 7% +x9 E 7Ik + E akxk + E Akl TET] =
>3 @ >3 @ 3<k<lI<n
—— ——
L1(13,...,In) Lg(m;;,...,a:n)
0,12(1'1+L2($3,...7£Cn))(1'2+L1((E3,...7ZCn))+|:—CL12L1($3,...7$n)L2(.’E37...7 )+ E akxk—l— E aklxkxl] ,

3<k<i<n

2 2
a
% {(1’1 +xo + Ly(x3,...,25) +L2(x3,...,wn)) — (ml — 29— Li(z3,...,2,) +L2($3,...,xn)) }—f—

+ {a12L1(I3,---Jn)LQ(I:s,--w ZakaJr Z aklzkﬂ?l] )

3<k<I<n
Q(m& S 7mn)

ou L1, Ly sont des formes linéaires et ) une forme quadratique de z3,...,x,. En utilisant 'identité AB =
i(A+B)*>— (A~ B)?).

Les formules

" 1 tllzj:lr2a23 au;lr;lm . alna41r2112n 71
a23—013 a24—014 Q2n—QA1n

y = Il—|—:E2+L1(1‘3,...,In)—FLQ(Ig,...,{En) Y2 0 1 a2 aiz a2 x2

Y2 = xl*1'27L1(:L'3a"'axn)+L2(x3a"'7xn) soit Y3 =[0 0 1 0 0 T3

v = Zi,  3sjsm, : SR : : :
définissent un nouveau systéme de coordonnées dans V', qui correspond & une nouvelle base (g1,...,g,) de V.

Pour trouver explicitement cette base on utilise la formule de passage

(glv"'agn) = (fh"-vfn)Pa

13
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1 0 aiztass ajatazse  Aintaoy

0 1 a23f1l2(113 a2fl2al4 a2nal2aln
a2 aiz e ai2

p=10 0 1 0
0 0 0 0 1
Dans cette base q aura la forme
a2 ai2
Q(Z Yigi) = TQ% - T?J% + Qs+ Yn) s Qs+ -1 Yn) = Zbkkng‘ + Z briyryt »
k=3 3<k<i<n

et le probléme se réduit a la diagonalisation de la forme quadratique de n— 2 variables définie par (). On continue,
an appliquant & cette forme I'une des opérations I, II.

Attention : L’opération II doit étre appliquée seulement si dans ’expression de la forme quadratique consi-
dérée il n’existe aucun carré a coefficient non-nul. Autrement dit : L’opération I est prioritaire, donc on est obligé
de 'appliquer si c’est possible de ’appliquer.

Exemple 5 Réduire la forme quadratique ¢ : R? — R la forme quadratique q(x) = 22179 — 27923 — 27123, et
spécifier sa signature et son rang.

Notons que la forumule donnée exprime ¢ dans la base canonique (e1, €2, e3) de R3, qui est notre base de départ.
Puisque 'expression de ¢ ne contient aucun carré a coefficient non-nul, on est obligé d’appliquer l'opération 1I :

3
1
q(z) = q( E xie;) = 2(xy — x3)(x2 — T3) — ng) =3 [(a:l — T3+ Xy — 3103)2 — (21 — w3 — T + 23)%| — 2x§ =
i=1

1
=3 {(zl + g — 223)% — (2 — 1:2)2} — 222 .

Nous introduisons un nouveau systéme de coordonnées dans R?

Y1 = x1 +wr2 23
Y2 = X1 —X2
Yys = s ,

qui correspond & une nouvelle base (f1, f2, f3) de R3. (Ezercice : Déterminer cette base.) On obtient

Lo 1, 2
ad _uifi) = SY1 ~ Y2~ 23 -
Donc rang(q) = 3 et sign(g) = (1, 2). Notre forme quadratique n’est ni positive, ni négative.

Exemple 6 Soit ¢ : R* — R donnée par
q(z,y, 2,t) = 2% 4+ 3y* + 522 + 5t% — 2wy — 4oz + dat
On applique successivement 'opération I :
q(z,y,2,t) = 2% + 2x(—y + 22 + 2t) + 3% + 522 + 512 = (x — y + 22 + 4t)% — (—y + 22 + 2t)? + 3y* + 522 + 5t2
=(x—y+224+4t) + 22 + 22+ 2 Fdyz+ 4yt — 8zt = (x —y + 22+ 41)? + 2(y% + 2yz + 2y) + 22 + 12 — 8zt =
(z—y+2z+4t)° +2((y+2+1)> =22 =17 —22t) + 22 +1° =82t = (x—y+22+4t)° +2(y+ 2 +1)* — 2> —t* — 122t =
(x—y+22+4t)° +2(y+z2+1)> — (2°+122t) —t* = (x —y+ 22+ 4)°> +2(y + 2+ t)* — ((z +6t)> — 36t*) —t* =
(x—y+22+4t)*+2(y+2+1t)* — (2 +6t)% + 35¢°.
On pose

u=rz—y+2z+4t,v=y+2+t, w=2+6t,s=1.

Dans la base (f1, f2, f3, f4) qui correspond a ce nouveau systéme de coordonnées on a
qufy +vfs +wfs + sfs) = u® 4+ 20 — w? + 3552,
donc rang(q) = 4 et sign(q) = (3,1).
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Définition 1.29 Soit ¢ € Bil;(E) une forme bilinéaire symétrique. Une base B = (v1,...,v,) de E est dite
@-orthonormale (orthonormée) si ¢(vi,v;) = 8;; pour 1 <i,j <n, i.e. si Mp(p) = I.

Le théoréme d’inertie de Sylvester montre que :

Corollaire 1.30 Soit E un R-espace vectoriel de dimension n, et ¢ € Bils(E). E admet une base p-orthonormée
si et seulement si la signature de ¢ est (n,0).

Remarquons que la signature de ¢ est (n,0) si est seulement si ¢ est définie positive. Pourquoi ?

Le version complexe de la loi d’inertie de Sylvester est trés simple. Attention, il est important & cet égard
qu’il n’y ait pas de confusion entre ce théoréme de classification pour les formes quadratiques complexes, et le
théoréme d’inertie de Sylvester pour les formes hermitiennes.

Théoréme 1.31 (la classification des formes bilinéaires quadratiques complexes) Soit E un espace vectoriel
complexe de dimension finie n, et q : E — C une forme quadratique sur E. Alors Il existe une base B =
(v1,...,v,) de E par rapport & laquelle q s’écrit sous la forme :

9O zvi) =Y 2 (7)
=1 =1

ot r = rang(q).

Pour trouver une base dans laquelle ¢ est donnée par la formule Q(Z?ﬂ Ziv;) = 2;1 22, on peut utiliser
la méme méthode que dans le cas réel : dans une premiére étape on utilise le théoréme 1.24 (ou la méthode de
Gauss) pour arriver a une base dans laquelle ¢ s’écrit sous la forme diagonale (6) avec a; € C*, puis on choisit
une racine carrée 3; € C* de a; pour i < i < r, et on pose :

ivi si 1 <r

izi si 1 <r .
G = { Pizi . ce qui correspond au changement de base : w; := {

z; sl i>r v, Sio1>r.

T
Exercice 7 (Exercice récapitulatif) Soit ¢ : R® — R la forme quadratique ¢ T2 = 22129 — 2x923 — 221 73.
T3
1. Déterminer la forme polaire f, de ¢, et la matrice A de f; dans la base canonique.
2. Déterminer le noyau et le rang de fj.

1
3. Soit v = | 1| € R3. Déterminer le sous-espace orthogonal m = v*+7 := {x € R3| f,(v,z) = 0} de v par
1
rapport & la forme bilinéaire symétrique f,.

4. Déterminer le polynome caractéristique de A.
5. Déterminer les valeurs propres de A, leur multiplicités algébriques.

6. Déterminer les espaces propres de A (associés a chaque valeur propre) et les multiplicités géométriques des
valeurs propres. Préciser une base pour chaque espace propre.

7. En appliquant I’algorithme de Gram-Schmidt orthonormaliser par rapport au produit scalaire standard les
deux bases obtenues & la question précédente.

8. En déduire une base (f1, f2, f3) de R3 formée de vecteurs propres de A, qui sont orthogonaux deux & deux
par rapport au produit scalaire standard de R3.

9. Déterminer la matrice de f;, I'expression de f,; et 'expression de ¢ dans la base (f1, f2, f3) trouvée a la
question précédente ; remarquer que cette base diagonalise a la fois le produit scalaire standard et la forme
bilinéaire symétrique f,

10. Déterminer la signature de g. Est-ce que f; est un produit scalaire ?
11. Préciser la matrice du produit scalaire standard (-,-) de R? dans la base (f1, fa, f3)-
12. Déterminer le cone isotrope de ¢ dans la base (f1, f2, f3),

13. Déterminer une forme diagonale (standard) de ¢ en utilisant ’algorithme de Gauss. Utiliser cette forme
pour déterminer la signature de ¢ et comparer le résultat obtenu avec celui trouvé a la question 10.
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Solution :

1. Avec la méthode du dédoublement on obtient :

folz,y) = z1y2 + a1 — T2Ys — T3Y2 — T1Y3 — T3Y1 ,

et la matrice de cette forme bilinéaire symétrique dans la base canonique est la matrice des coefficients par
rapport dans cette base, donc
0 1 -1
A=|1 0o -1
-1 -1 0

2. Le noyau de f, est le sous-espace des solutions du systéme linéaire homogéne associé & la matrice A, donc
du systéme

To —Tr3 = 0 I —r3 = 0 I —r3 = 0
X1 —Tr3 = 0 ﬂ) T2 —T3 = 0 M) xT9 —Tr3 = 0
—I1 —X9 = 0 —X1 —XT2 = 0 —X9 —Tr3 = 0
T —X3 = 0
L3—L3+Lo To 3 - 0
—21‘3 = 0

qui une seule solution x = 0. Donc

N(fy) ={Ors} , rang(f,) =rang(A) =3.
3. Par la définition de orthogonal et en utilisant la formule connue (2) on obtient

0 1 -1 T

r=ve ={z R} f,(v,2) =0} = xR (L,L,1)[ 1 0 —1||a|=0p=
-1 -1 0 xr3
T
=z R (0,0,-2) |22 | =03 = {z € R? 23 =0} = Vec(er, e2) .
T3
4. On a
LisLi+X Lo )
XL S, VI XT X 1-X2 —1-X X2-1 X+1
xaX)=1 -Xx -1 = L =X LolT Tl x - x| T T x4 x4
-1 -1 -X 0 -1-X —-1-X

(X)X +1)?P - (X +1)?] =—(X+1)*(X —2).

5. Les racines du polyndme caractéristique sont -1 et 2, donc Spec(A4) = {—1,2}. On a évidemment m,(—1) = 2,
me(2) = 1.

6. Pour les espaces propres :

I “+2x9 —r3 = 0
E_1 =ker(A — (—1)I3) qui est l'espace des solutions du systéme 1 Hxy —z3 = 0
—x1 —x9 4+x3 = 0

Les trois équations sont équivalentes, donc on peut garder seulement la premiére et, en choisissant zo = «,
r3 = 8 comme inconnues secondaires, on obtient

1 —a+ -1 1
T2 = « =« 1 +B 0 )
T3 B 0 1
-1 1
donc E_; = Vec 11,10 et mg(—1) =2 = my(—1).
0 1
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—2.%1 +x9 —X3 = 0 I I
Es = Ker(A — 2I3) qui est I'espace des solutions de T, —2ry —x3 = 0 22
—T1 —T2 —2$3 = 0
1 —2x9 —I3 = 0 If%lwaZI{A r1 —2 —I3 = 0 r1 —2x9 —x3 = 0
—2x1 a9 —x3 = 0 34—“) —3ry —3x3 = 0 — Zo +r3 = 0
—T1 —T2 —21‘3 = 0 —3ZE2 —3173 = 0 0 = 0
On prend z3 = a comme inconnue secondaire, et on obtient
T -« —1
rzo |l =|—-a]l=al-1],
T3 « 1
-1
donc By = Vec | —1 | et my(2) =1 =m(2).
1
7.
Posons
-1 1
g1 = 1 , g2 = 0
0 1
En appliquant I'algorithme de Gram-Schmidt on pose f; = g1, fo = g2 + af1 et la condition f; L fo donne
1 -1 L
, 1 1
_lg f;>:,,f2: ol+=[1]= %
T AW 2
En normalisant les vecteurs fi, fo on obtient la base orthonormée cherchée (hq, hs) de E, :
-1 1 1
1 1 1 1 2 2 (3
hy i =—=fi=-1 s hoi=—=fi=— |35 =1/5135]|>
A =17 A\ Ve
-1
Une base orthonormée de la droite vectorielle Ey est (h), ou h := ﬁ gsoug= | —1] estle générateur de
1
cette droite. Donc
1 -1
h=—1|-1

V31

8. Les deux espaces propres E_; et Es sont orthogonaux par rapport au produit scalaire standard (& vérifier!)
et donne une décomposition en somme directe (orthogonale) de R3. Nous avons déterminé une base orthonormée
de chacun des deux sous-epaces ; la base concaténée B := (hq, ha, h) des deux bases ainsi obtenues sera donc une
base orthonormée de R? par rapport au produit scalaire standard.

9. Notons h3 := h, donc la base trouvée a la question précédente s’écrit B = (hi, ho, hg). La matrice de f,
dans la base B (voir la question 8) est ® = (¢;;)1<i,j<3, OU @i := fq(hs, h;). Notons par \; la valeur propre qui
correspond & h;, donc Ay = Ao = —1, A3 =2. On a

/\,‘ si i:j
Fo(his hy) = hi (Ahj) = (hi, Ahg) = (hiy Ajhy) = Xjlha, hy) = X5 = { 0 si itj
donc
-1 0 0
=0 -1 0
0 0 2

10. On a sign(g) = (1,2), donc f; n’est pas un produit scalaire.
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11. La base B est orthonormée par rapport au produit scalaire standard, donc la matrice du produit scalaire
standard dans cette base est I5.

12. On a

q(> wihi) = £, wiha, Y i) = falhihi)yiys = > pijuivy = —yi — v3 + 243 .

Le cone isotrope de ¢ dans cette base peut étre décrit avec les mémes méthodes que pour la forme quadratique
donnée par la formule 23 + x3 — 23 (voir la figure 1), et le résultat sera similaire. La seule différence est que
I'intersection de C(q) avec le plan y3 = c est un cercle de rayon v2¢2 = v/2|c|, tandis que pour la forme étudiée

avant on a obtenu un cane de rayon |c|.

13.

3

1
q(z) = q(z zie;) = 2(v1 — x3) (w2 — T3) — 205 = 5 [(ml — 23+ a9 — x3)% — (1 — 3 — 2 + 13)% | — 223 =
i=1

1
=3 {(zl + 9 — 213)2 — (z1 — 1:2)2} - 293:2,, .

Nous introduisons un nouveau systéme de coordonnées dans R?

21 = X1 X9 —2x3
22 = IT1 —I2
zZ3 = zs ,

qui correspond & une nouvelle base (k1, ko, k3) de R3. (Ezercice : Déterminer cette base.) On obtient

1 1
(](Z zik;) = izf - §z§ —222 .

Donc rang(q) = 3 et sign(g) = (1,2) (le méme résultat que celui obtenu a la question 10).

2 Espaces euclidiens

2.1 Définition et exemples. Bases orthonormées. Supplémentaire orthogonal et pro-
jection orthogonale. La formule de la projection

Définition 2.1 Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie. Un produit scalaire sur E est une forme
bilinéaire, définie positive ¢ : E x E — R (voir la définition 1.16). Un espace euclidien de dimension n est
un espace vectoriel réel de dimension n muni d’un produit scalaire, donc une paire (E,p), ou E est un espace
vectoriel réel de dimension n et ¢ est un produit scalaire sur E.

On va utiliser la notation
(u,v) = p(u, ).

Remarque 2.2 Soit ¢ : E X E — R une forme bilinéaire symétrique sur un espace vectoriel réel E de dimension
n. Alors les condition suivantes sont équivalentes :

1. ¢ est définie positive,

2. la forme quadratique associée q, : E — R satisfait
Vv e E\ {0} on aqu,(v) >0,

3. sign(q,) = (n,0), donc si le rang de q, est n = dim(E) et tous les coefficients dans une forme réduite de
q, sont strictement positifs.

Exercice : Démontrer cette remarque.

Nous avons donc deux méthodes pour vérifier si une forme bilinéaire symétrique est un produit scalaire : soit
en utilisant le critére donné par la Proposition 1.17, soit en réduisant la forme quadratique g, et vérifier si sa
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signature est (dim(E), 0).

Exemples : 1. Nous avons déja introduit le produit scalaire standard sur R”™ :
n
<xay>st = szyz ) <'7 '>st : Rn X Rn — R .
i=1
2. La forme bilinéaire symétrique ¢ : R? x R? — R définie par

1 1
o(z,y) == r1y1 + 55613/2 + 5352111 + z2y2

est un produit scalaire, parce que la, forme quadratique associée est donnée par

qo(z) = x% 4+ 129 + z% = (z1 + §x2)2 + ng ,

et sa signature est bien (2,0).

Soit ¢ un produit scalaire sur E. Considérons I'application || - || : E — Ry définie par :

[vll == Ve(v,v) = 1/gs(v)
et la distance associée a @ est définie par
dy(u,v) = |lv—ulf, .
Nous rappelons les deux inégalités fondamentales suivantes

Proposition 2.3 Soit E un espace vectoriel réel et ¢ : E x E— R un produit scalaire sur E. Alors
1. (Vinégalité de Cauchy-Schwartz) :

V(z,y) € EX B, [(z,y)o] < llzllollylle-
2. (linégalité de Minkowski) :

V(z,y) € EXE, ||z +yllo] < llzllo + lylle-

L’inégalité de Minkowski montre que || - ||, : E — R satisfait 'inégalité triangulaire. En utilisant cette
remarque
Exercice 8 Montrer que | - ||, : E — R est une norme sur E.

Soit ¢ un produit scalaire sur E et z, y € E'\ {Og}. L’angle non-orienté Z(x,y) est défini par

<x,y>¢

Z(x,y) := arccos ———+—.
lzllellylle

Exercice 9 En utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwartz montrer que ﬁ € [-1,1], donc l'expression qui
@ @
définit Z(x,y) est bien définie.

Une famille de vecteurs (f1,..., fi) est dite g-orthogonale si ¢(f;, f;) =0 (soit f; L, f;) pour i # j. Notons que

Exercice 10 Toute famille p-orthogonale de vecteurs non-nuls est libre.

Une famille (f1,..., fx) est dite ¢-orthonormale (ou y-orthonormée) si elle est p-orthogonale et pour tout
ie{l,...,k} ona|fi|l, =1. Autrement dit, (f1,..., fx) est dite p-orthonormale si

(fi, [i) =045 Vi, g€ {1,... k}
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Une base est dite p-orthogonale (yp-orthonormale) si elle est p-orthogonale (respectivement @-orthonormale) en
tant que famille. S’il s’agit d’un espace euclidien (E, @) fixé, on dit simplement "orthogonale" et "orthonormale"
au lieu de "g-orthogonale" et "¢-orthonormale".

Soit (E, ) un espace euclidien et F' C F un sous-espace vectoriel. Le sous-espace orthogonal

Fre :={ve, Ywe Fonavl,w}

est un supplémentaire de F', donc on a une décompositon en somme directe (plus précisément somme directe
orthogonale)
E=FoFte.

Puisqu’il s’agit d’une décomposition en somme directe, pour tout v € E il existe une unique paire (w,w’) €
F x Fte telle que v = w + w’. L’application pry : E — F qui associe a tout v € E le premier terme w € F de
cette somme est linéaire et s’appelle la projection orthogonale sur F'. Nous avons évidemment

ker(prp) = Fe | im(pry) = F , projp = id.

Proposition 2.4 (la formule de la projection) Soit (E, ) un espace euclidien, F' un sous-espace vectoriel de E
et (f1,..., fx) une base orthonormée de F. Alors

k
pri(v) =Y (fi,v)fi -

i=1

Proposition 2.5 [Les coordonnées d’un vecteur par rapport a une base orthonormée] Soient (E, @) un espace
euclidien de dimension n, (h1,...,hy,) une base orthonormée de E.

(1) Pour toutv € E on a
n
v = Z<hi,1}>¢hi,
i=1

donc les coordonnées de v par rapport a (hi, ..., hy) coincident avec les produits scalaires (hi,v)y.
(2) Soient (f1,...,fn) une base arbitraire de V, et P la matrice de passage de (hi, ..., hyn) a (f1,..., fn). Alors

Pij = (hi, [j)o pour 1 <i,j <n. (8)

Démonstration: (1) Soit v = Y7 | vshs la décomposition de v par rapport a la base (h1, ..., h,). En appliquant
(hi, ), & cette égalité on obtient

n n
<hiav><p = Z’U5<hi, hs)z,a = széis = V4,
i=1 i=1
donc v =" vih; = Y i (hi, v)ohy.
2. D’aprés la définition de la matrice de passage on a :

n
fi= Zpijhi pour 1 < j <mn.

=1

D’autre part, en appliquant (1) a f; il en résulte f; = >0, (hi, f;)ohi. En comparant les deux décompositions,
on obtient p;; = (hi, fj)e- [

2.2 L’algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

L’algorithme de Gram-Schmidt donne une méthode de construire une base orthonormée (hq, ..., h,) a partir
d’une base arbitraire (f1,..., f,). Dans une premiére étape on construit une base orthogonale (gi,...,¢,) en
utilisant la démonstration du théoréme 2.6 ci-dessous, puis on obtient une base orthonormée (hy,...,h,) en

normalisant les vecteurs g;.
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Théoréme 2.6 Soient (E,p) un espace euclidien et (fi,..., fn) une base arbitraire de E. Alors il existe une

unique famille de nombres réels (a;;)1<i<k<n tel que la base (g1,...,gn) donnée par les relations
g = fi
g2 = fatan
: : B 9
g = fr+ Zf:ll ik i )
gn = fn + Z?;ll Aingi -

soit orthogonale.

L’algorithme de Gram-Schmidt consiste en déterminer par récurrence (par rapport a ¢ > 2) la famille
(@13, a2, ...,a;,-1,) des coefficients qui interviennent dans la décomposition de g;. Cet algorithme donne im-
plicitement une démonstration du théoréme 2.6. Posons g; := fi. La condition g; L,g> devient

0= (91, fo+ a1291)p = (91, f2)p + a12(91, G1)p & a12 = — (91 f2)e = - <91,f22>¢
(91,91)¢ lg11l3

donc on obtient une unique solution, et gs est déterminé. Supposons maintenant g; et go connus. Les conditions
911,93, g2-L,93 deviennent

0= <91, f3+aizg1 + a2392>¢ = <glaf3>ap + a13<91791>¢ < a3 = — <g17f3><p = - <gl7fﬁ;>¢
(%2}

<glagl>tp ||91

0 = (92, f3 + a1391 + a2392)p = (92, [3)p + a23(92,92)p & a23 = — <g2’f3§¢ _ 92 fle

(92.92)0  llg2ll2

Par récurrence on obtient

Qi = —Li’fkgw yiedl,. . k—1}.
llg:ll2

Remarque 2.7 Pour obtenir une base orthonormée il suffit d’orthonormaliser la base orthogonale fournit par le

théoreme 2.6, donc de poser h; := mgl

Cette base sera sera appelée la base orthonormée obtenue en appliquant ’algorithme de Gram-Schmidt ¢ la
base (f1,...y fr)

Interprétation géométrique : Nous avons une version alternative équivalente de 'algorithme de orthonorma-
lisation de Gram-Schimidt, méthode qui utilise la formule de la projection (la proposition 2.4) : Considérons les
sous-espaces vectoriels W; C E donnés par

Wi = Vect(fl, ey fz) .
W; est donc le sous-espace engendré par les premiers i vecteurs de la base donnée. Nous avons évidemment
Wi =Rf, Wi C Wiy, W, =E.

Nous construisons, par récurrence, une base orthogonale (g1,...,¢;) et une base orthonormée (hy,...,h;) de W;
(1 <4 < n) de la maniére suivante :
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i le calcul de g; le calcul de h;

1 g1:= fi hy = mgl

2 g2 ‘= f2—p1“W1(f2):f2—<h17f2><ph1 ha := m”

k| gni=fu—Drw, ,(fi) = fx — Ximy (has Frdohi | b= -t

llgell,

n| gn = fn - ern,l(fn) = fn - Z?;11<hzafn>aphz hy, = mgn

Donc, a la kéme étape de I'algorithme, on soustrait de f sa projection sur Wi_1, et on normalise le résultat.

Proposition 2.8 Soit (E, ) un espace euclidien, et soit (f1,..., fn) une base de E.

1. La base orthonormée (hy, ..., hy,) obtenue en appliquant l’algorithme de Gram-Schmidt a la base (f1,..., fn)
satisfait les conditions

(a) Yk € {1,...,n}, Vect(f1,..., fx) = Vect(hq,...,hy),
(b) Yk e {1,...,n}, (hi, fr)e > 0.
2. La base orthonormée (hy, ..., hy) obtenue en appliquant l’algorithme de Gram-Schmidt o la base (f1, ..., fn)

est l'unique base orthonormée de E satisfaisant les propriétés (a), (b) ci-dessus.

Démonstration: 1 (a) En utilisant les formules (9), ou des formules (10) on obtient par récurrence
h; € Wy := Vect(f1, ..., fr) pour tout 7 < k.

Mais alors (h1, ..., h) est une famille libre du sous-espace Wy. Puisque dim(W}) = k, la famille (hq, ..., hg) sera
une base de ce sous-espace, en particulier on a Vect(hy, ..., hg) = Vect(f1,..., fr).

1 (b) On a

1

1
R, = (g, -
(hies fr)e (gr, fr)eo el

||91~c||</7
1
gkl

qui est strictement positif, parce que PryyL (fr) # 0. En effet, si (par I'absurde) Pryv: (fx) = 0, on obtiendrait
fx € Wi—1 = Vect(f1,..., fr—1), ce qui contredit le fait que (fi,..., fn) est une famille libre.

1
(fe = prw,_, (Fr), fe)e = m<er¢_l(fk)afk>w =
©

1
<erk{1(fk)7erk{1(fk)>tp = ||gk|| ”erk{l(fk)”i ,
»

2. En utilisant la récurrence par rapport a k, supposons que 'unicité a été établie pour les vecteurs (hy, ..., hg).
Le vecteur hyy; doit étre un générateur unitaire de la droite orthogonale & Wy dans Wy ;. Il y a précisément
deux vecteurs avec ces propriétés. C’est facile de voir qu'un seul de ces deux vecteurs satisfait la condition
(Pt fr) > 0.

Corollaire 2.9 Soient (E, p) un espace euclidien, et (f1,. .., fn) une base de E. La base orthonormée (hq, ..., hy)
fournie par le théoréme 2.6 est l'unique base orthonormée de E telle que la matrice de passage R de (hq,..., hy)
a la base (f1,..., fn) soit supérieure triangulaire & éléments diagonauz strictement positifs.
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Démonstration:

Il suffit de remarquer que la condition (1a) de la proposition 2.8 est équivalente & la condition "la matrice
de passage de la base (hy,...,h,) ala base (f1,..., fn) est supérieure triangulaire". Vérifier cette équivalence.
D’autre part, d’aprés la proposition 2.5, le kéme élément diagonal de cette matrice de passage est (hg, fx),, donc
la condition (1b) de la proposition 2.8 est équivalente la positivité stricte des éléments diagonaux de la matrice

de passage. [ ]
Remarquons que la relation entre les deux bases (hi,...,hy), (f1,..., fn) intervenant dans le corollaire 2.9

s’écrit
(fi, -y fn) = (h1,...,hn)R, (11)

ou & droite on utilise formellement la régle de multiplication matricielle.

Corollaire 2.10 (La décomposition QR d’une matrice inversible) Soit A € M, ,(R) un matrice inver-
sible. Alors A admet une unique décomposition de la forme

A=QR

ot @ est une matrice orthogonale, et R est une matrice supérieure triangulaire dont tous les éléments diagonaux
sont strictement positifs.

Démonstration: Il suffit d’utiliser le corollaire 2.9 et la formule (11) au cas particulier ot (E, ¢) = (R, (-, -)st)
et (f1,..., fn) est la base formée avec les colonnes de la matrice A. ]

2.3 Isomorphismes et automorphismes orthogonaux

Soit (E, @), (E',¢") deux espaces euclidiens. Rappelons d’abord la définition importante suivante :

Définition 2.11 Soit f : E — E’ une application linéaire. L’adjointe de [ est l'unique application f*: E' — FE
telle que
V(z,y) € Ex E', (f(2),y)e = (z, [ (y))e-

C’est facile de montrer que I’adjointe f* de toute application linéaire f : E — E’ existe et est unique. Pour le
calcul effectif de I’application adjointe on peut utiliser la remarque suivante :

Remarque 2.12 Si B, B’ sont des bases orthonormées dans E et E' respectivement, alors

Mpp(f*) = (MBB’f)T

Donc, si on exprime les applications linéaires dans des bases orthonormées de E et E’, application f — f*
correspond & l'application de transposition A — AT

Définition 2.13 Soient (E,p), (E',¢’) deux espaces euclidiens. Un isomorphisme linéaire f : E — E’ est
dit isomorphisme orthogonal (ou isomorphisme d’espaces euclidiens) s’il est compatible avec les deux produits
scalaires, c’est a dire si

V({Ly) €EEXE, <f(x)7f(y)><ﬁ' = <{L‘7y>@ .

En particulier, un automorphisme f € GL(E) est dit automorphisme orthogonal de (E, @) s’il laisse invariant le
produit scalaire .

Proposition 2.14 Soient (E, @), (E',¢') deux espaces euclidiens avec dim(E) = dim(E’) = n. Soit (v1,...,vy,)
une base de E, et soit f : E — E’ une application linéaire. Alors f est un isomorphisme orthogonal si et seulement
St

(i, 5) € {1, ,n}2, (F(v3), f(0))er = (i, 0) -

En particulier, si (vi,...,v,) est une base orthonormée de E, f est un isomorphisme orthogonal si et seulement
si (f(v1),..., f(vy)) est une base orthonormée de E’.
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Démonstration: L’implication
f est un isomorphisme orthogonal = {V(i,5) € {1,...,n}%, (f(v;), f(v;))pr = (v3,0j)}

est évidente. Pour la réciproque, soient z, y € E, et solent x = > | ;v;, y = >, y;v; les décompositions de
z, y par rapport a la base (v1,...,v,). Alors f(z) = Y1z f(vi), fy) = >y y; f(v)) et

<xay>g9 = Z <Ui7vj>tpxiyj’ <f(m)7f(y)>tp = Z <f(vi)7f(vj)>tpxiyja

1<i,j<n 1<i,j<n
et 'implication désirée devient évidente. [ ]
Soit (E, ) un espace euclidien, et soit (vy,...,vx) une famille dans E. La matrice de Gram de (vy,...,vx)
est la matrice symétrique
Go(vt,- -y vk) = ((vi, vj)p)1<i i<k
La proposition 2.14 affirme que, si on fixe une base (vq,...,v,) de E, et f: E — E’ est linéaire, alors f est
un isomorphisme orthogonal si et seulement si G, (v1,...,v,) = G (f(v1),. .., f(vn)), donc si et seulement si la

matrice de Gram de la base fixée coincide avec la matrice de Gram de 'image par f de cette base.

Le sous-ensemble O(E) C GL(FE) des automorphismes orthogonaux est un sous-groupe de GL(E) qui s’appelle
le groupe orthogonal de ’espace euclidien (F, ¢).

Proposition 2.15 Soit (E,p) un espace euclidien, B une base orthonormale de (E, ) et f € GL(E). Les
conditions suivantes sont équivalentes :

1. f est orthogonal,
2. f est inversible et f~' = f*.
3. f préserve la norme || - ||, :
Ve B, [[f()ly = vl -

4. f est une isométrie de Uespace métrique (E,dy), c’est a dire f préserve la distance d, :
V(v,w) € Ex E, dy(f(v), f(w)) = dy(v,w).

5. La matrice Mp(f) est une matrice orthogonale, c’est a dire Mp(f)Mp(f)T = I,,.

Démonstration: Exercice. [ |
Nous rappelons que

Définition 2.16 Une matrice A € M, (R) est dite orthogonale si l’'une des propriétés équivalentes suivantes est
vérifiée :
1. ATA=1,,
A est inversible et A1 = AT,
AAT =1,
les colonnes de A forment une base orthonormale,

les lignes de A forment une base orthonormale,

S G o

L’endomorphisme fa : R™ — R"™ conserve le produit scalaire standard, c’est a dire
(Az, Ay)g = (z,y)st VI, y € R? .
7. L’endomorphisme fa conserve la norme euclidienne standard, c’est & dire
|Az||st = ||z|lst Yz € R™ .
8. L’endomorphisme fa conserve la distance euclidienne standard, c’est a dire

dgt(Az, Ay) = dgy(z,y) Vo Yy € R™ .
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L’ensemble des matrices orthogonales d’ordre n est désigné par O(n). On a donc par définition
O(n) ={A € M, »(R)| ATA=1,}.
Notons que O(n) est un sous-groupe de GL(n).

Remarque 2.17 Le groupe O(E) coincide avec le groupe des isométries linéaires de (E,d,). Le groupe O(n)
coincide avec le groupe des isométries linéaires de (R™, dyt).

Justifier cette remarque.

Exercice 11 Démontrer que O(n) est un sous-ensemble compact de M,, ,,(R) ~ (R™)™ (par rapport a la métrique
associée a un norme quelconque sur cet espace vectoriel réel).

En utilisant la proposition 2.14 on obtient :

Proposition 2.18 Soit (E,¢) un espace euclidien et B = (f1,..., fn) une base orthonormaée de (E,p). Alors
1. L’application fp:R™ — E donnée par fg(z) := 2?21 x; fi est un isomorphisme orthogonal.
2. L’application f — Mp(f) définit un isomorphisme de groupes O(E) — O(n).

Done, dans la présence d’une base orthonormée, notre espace euclidien (F, ) s’identifie & 'espace euclidien
standard (R"™, (,-,-)st), et le groupe orthogonal O(F) de E s’identifie au groupe O(n).

En utilisant le corollaire 1.30 ou le théoréme de Gram-Schmidt on obtient :

Théoréme 2.19 (la classification des espaces euclidiens)
1. Tout espace euclidien admet une base orthonormale,

2. Tout espace euclidien de dimension n est isomorphe (en tant qu’espace euclidien) a 'espace euclidien stan-
dard (R™, (-, )st). Plus précisément, pour toute base orthonormale B = (f1,..., fn) de (E,p), Uapplication
fB :R™ = E donnée par fp(z) =Y i, x;f; est un isomorphisme d’espaces euclidiens.

Rappelons les définitions des groupes spéciaux orthogonaux
SO(E) :={f € O(F)| dét(f) =1}, SO(n) :={M € O(n)| dét(f) =1}

et notons qu'une base orthonormée de E définit un isomorphisme SO(E) — SO(n). SO(E), SO(n) sont des
sous-groupes d’indice 2 de O(E), O(n) respectivement.

2.4 Théorémes de décomposition pour les isométries linéaires (automorphismes
orthogonaux)

Rappelons la théoréme important suivant concernant la forme canonique d’un automorphisme orthogonal
d’un espace euclidien :

Théoréme 2.20 Soit (E,p) un espace euclidien de dimension n et f € O(F) un automorphisme orthogonal.
Alors il existe une base orthonormale B de E, des nombres naturels p, q, k tels que p+q+2k =n et (01,...,6;) €
10, [ tels que

I, 0 0 .. 0
0 —I, 0 ... 0 —
o o Ry ... 0| ,p . (cos(6) —sin
Mp(f) = S o . ot Ry : <Sin(9) cos(9)> '
0 0 0 ... Ry

En plus on a f € SO(E) si et seulement si g € 2N.
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Rappelons que :

1. La matrice (0) in(0)
Ry = (sin(@) 008(9))

a une interprétation géométrique importante : I’endomorphisme ry de R? défini par cette matrice est la rotation

d’angle 6 dans le plan.
-1 0
= (3 %)=u

correspond & la rotation d’angle 7 dans le plan, rotation qui coincide avec la symétrie centrale de centre Og.

2= ()

(dont le déterminant est —1) correspond a la symétrie (reflexion) axiale par rapport a laxe 0xs.

2. En particulier, la matrice

3. La matrice

Nous obtenons des interprétations géométriques similaires dans un espace euclidien arbitraire. Soit (F, ¢) un

espace euclidien de dimension n, B = (v1,...,v,) une base orhonormée fixée de E. La matrice
I, 0 0
0 Ry 0
0 0 I,y

aura une interprétation géométrique évidente : I’endomorphisme défini par cette matrice dans la base B est la
rotation d’angle § autour du sous-espace (n — 2)-dimensional Vect(v41,v;12)". La matrice

I, 0 0
0 -1 0
0 0 In—l—l

définit la symétrie (reflexion) par rapport a ’hyperplan ”ll+1- En général on va appeler symétrie hyperplane toute
symétrie par rapport & un hyperplan de F.

En utilisant ces remarques on voit que la matrice

I, 0 0 .. 0
0 —I, 0 0
0 0 Ry 0
0 0 0 Ry,

qui apparait dans le théoréme 2.20 a l'interprétation géométrique suivante :

— Si g est pair (donc si f € SO(F)), alors cette matrice correspond & la composition de k& + £ rotations
autour de sous-espaces de dimension n — 2 qui sont orthogonaux deux a deux.

— Si g est impair (donc si f € O(E)\SO(E)), alors cette matrice correspond a la composition d’une symétrie
hyperplane avec k + q%l rotations autour de sous-espaces de dimension n — 2 qui sont orthogonaux deux
a deux.

En utilisant ces remarques et le théoréme 2.20 on obtient

Théoréme 2.21 Soit (E,p) un espace euclidien de dimension n et f € O(E).
1. 8idét(f) =1 (donc si f € SO(E)) alors f s’écrit comme la composition de au plus |
de sous-espaces de dimension n — 2 qui sont orthogonaur deuxr d deuz.
2. Sidet(f) = —1 (donc si f € O(E) \ SO(E)) alors f s’écrit comme la composition d’une symétrie par
rapport a un hyperplan avec de au plus | "5=| rotations autour de sous-espaces de dimension n —2 qui sont
orthogonaux deux o deux.

%] rotations autour
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Dans le cas 3-dimensionnel la premiére affirmation donne :

Corollaire 2.22 Supposons que dim(E) = 3. Toute isométrie linéaire f € SO(E) est une rotation par rapport &
une droite vectorielle de E.

Remarquer qu’une rotation autour d’un sous-espace F' C E de dimension n — 2 s’écrit comme la composition
de deux symétries hyperplanes. Plus précisément, une telle rotation s’écrit comme la composition des symétries
par rapport a deux hyperplans qui contiennent F'. (Exercice : démontrer cette affirmation en étudiant d’abord la
cas d’une rotation dans le plan R?). En utilisant cette remarque on obtient :

Corollaire 2.23 (le théoréeme de Cartan) Toute isométrie linéaire f € O(E) d’un espace euclidien de dimension
n s’écrit comme la composition d’au plus n symétries hyperplanes de E.

Exercice 12 Donner une démonstration différente de ce théoréme qui utilise la récurrence par rapport a la
codimension du lieu Fix(f) des points fixes (lieu qui coincide avec le noyau = ker(f — idg)).

Proposition 2.24 Soit f € O(F) et Fix(f) = ker(f—idg) son lieu des points fixes. Alors on a une décomposition
en somme directe orthogonale
E =ker(f —idg) ® im(f —idg).

Soit € ker(f —idg), et soit y = f(§) — & € im(f — idg). Alors
(@, y)p = (2, F(§) =€)y = (&, F(E))p—(2,€)p = (f*(2), &) o (2, ) = (f T (1), E)p— (2, E)p = (2, )p— (2, &)y = 0.

Dans la 4éme égalité on a utilisé la formule f* = f~! (équivalente & f € O(FE) d’aprés la Proposition 2.15) et
dans la 5éme égalité on a utilisé la formule f~!(x) = z qui résulte de f(x) = z (équivalente & = € ker(f —idg)).

On a démontré que les sous-espaces ker(f — idg), im(f — idg) sont @p-orthogonaux, en particulier ils sont en
somme directe. Il suffit de remarquer que, d’aprés le théoréme du rang, on a

dim(ker(f —idg)) + dim(im(f — idg)) = dim(E).

2.5 Le groupe des isométries de ’espace métrique (£, d,) associé & un espace eu-
clidien

Le théoréme suivant affirme que toute isométrie de l'espace métrique (E,d,) qui admet l'origine O comme
point fixe est linéaire. Plus précisémént :

Théoréme 2.25 Soit (E, ) un espace euclidien et f : E — E une isométrie de l’espace métrique (E,d,) telle
que f(0g) =0g. Alors f € O(E).

Démonstration: Soit B = (fi,..., fn) une base orthonormée de E. Pour 1 < i < n posons g; := f;.

1ére étape : En utilisant les relations

dy(Op, fi) = dp(0E, 9i), do(fis fj) = dp(9i,95)

on démontre que C := (g1, ..., gn) est une famille orthonormée, donc une base orthonormée de E.

2¢me étape : Soit x € E. Posons y := f(x). Soient (z1,...,z,) les coordonnées de x par rapport a la base
B et (yi,...,yn) les coordonnées de y par rapport a la base C. On a donc x = Y, fi, y = Y, yig;- En utilisant
les relations

dtp(OE7x) = dtp<OE’y)7 dcp(fi@) = d@(givy)

on démontre que y; = x; pour 1 <7 < n.

3éme étape : Soit P la matrice de passage de la base B a la base C, c’est a dire P est définie par la relation

n
C = BP, soit g; = Zpsifs pour 1<i<n.

s=1

27



En utilisant le fait que B et C sont des bases orthonormées on démontre que P € O(n). En tenant compte de la

2éme étape on a
n
F@)=y=> vigi=> wigi=»_z Yy psifs =Y O pirti)fis
i i i s=1 k

i
ce que démontre que f est linéaire que Mp(f) = P. En tenant compte de la Proposition 2.18 on obtient f € O(E).
|

Exercice 13 Compléter la démonstration du théoréme 2.25.

On obtient le résultat important suivant concernant la classification des isométries de 'espace métrique
(B, dy).

Corollaire 2.26 Soit (E, ) un espace euclidien. Toute isométrie de 'espace métrique (E,d,) s’écrit sous la
forme
f(z) = fo(z)+ vy ou fo € O(FE), vo € E.

Démonstration: Soit vy := f(0g), et soit fo : E — E définie par fo(x) = f(x) — vo. On a donc fo = 7_4, © f,
ol T_,, désigne la translation de vecteur —vy. Il résulte que fj est une isométrie de 'espace métrique (E,d,,) (en
tant que composition d’isométries). En plus on a évidemment fy(0g) = Og. D’apreés le théoréme 2.25 on obtient
fo € O(E). 1l suffit de remarquer que f(x) = fo(x) + vo pour tout = € E. [ |

Rappelons les définitions importantes suivantes :

Définition 2.27 Soit V un K-espace vectoriel. Un sous-espace affine de V' est un sous-ensemble W C 'V de la
forme W = a+ Wy, ot a € V et Wy C V est un sous-espace vectoriel de V' qui s’appelle la direction (ou le
sous-espace directeur) de W.

Remarque 2.28 Deux sous-espaces affines W = a + Wy, W/ = o/ + W} coincident si et seulement si Wy = W
eta —aeW.

Exercice 14 Démontrer cette remarque.

Définition 2.29 Soient V, W des espaces vectoriels sur K. Une application affine f : V. — W est une application
donnée par une formule de la forme

f(x) = folz) +w (12)

ot fo: V. — W est une application linéaire (qui s’appelle la partie linéaire de f), et w € W.

Remarque 2.30 Soit V un K-espace vectoriel, f: V — V' une application affine, et fo sa partie linéaire. Alors
1. f est inversible si et seulement si sa partie linéaire fo est inversible.

2. Supposons V. = V'. Alors le lieu Fix(f) := {x € V| f(z) = z} des points fizes de f est soit 0, soit un
sous-espace affine de direction Fix(fy) = ker(fo — id).

Exercice 15 Démontrer cette remarque. Préciser Fix(7,) pour la translation 7, : V. — V de vecteur v € V.

Notons que, si 1 est une valeur propre de fo, alors ker(fy — id) coincide avec 'espace propre V;'° associé a
cette valeur propre. On ne peut pas utiliser la notation Vlfo si 1 n’est pas valeur propre de fy.

Définition 2.31 Soit V un K-espace vectoriel. Une transformation affine de V' est une application affine inver-
sible f: V = V.

Le corollaire 2.26 affirme que

Toute isométrie de lespace métrique (E,dy) associé a un espace euclidien (E,p) est une transformation af-
fine de E, dont la partie linéaire est orthogonale.

En utilisant le corollaire 2.26 on peut démontrer facilement le théoréme suivant de classification des isométries
de 'espace métrique (E,d,).
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Théoréme 2.32 (Théoréme de classification des isométries d’un espace euclidien) Soit (E, ) un es-
pace euclidien, et soit Isom(E,d,) le groupe des isométries de l’espace métrique (E,d,). Soient f € Isom(E,d,),
fo € O(E) la partie linéaire de f, et Fy C E le lieu des points fixes de fo (qui coincide avec ker(fo — idg)).

(1) 1l existe un unique sous-espace affine F C E de direction Fy qui est stable par f (i.e. tel que f(F)=TF).

(2) 1l existe une unique paire (g,v) € Isom(E,d,) x E telle que Fix(g) # 0 et f = 1,09 = goT,. Cette paire a
les propriétés suivantes :

(a) Fix(g) = F, en particulier Fix(g) est un sous-espace affine de direction Fy,
(b) v € Fy.

Donc toute isométrie f de (E,d,) se décompose d’une maniére unique comme la composition d’une isométrie
avec un point fixe et une translation, qui commutent. Le lieu des points fizes de la premiére isométrie est un
sous-espace affine de direction ker(fo —idg), et v appartient & cette direction.

Démonstration: (1) Ecrivons f sous la forme f(x) = fo(x) + w, ot fo € O(E) et w € E.

Ezistence : Soit F' = Fy + a un sous-espace affine de direction Fy. On a
fFE) ={folz) + w| z € Fo +a} = {fo(§ +a) + w| § € Fo} = {+ fo(a) +w| £ € Fo} = Fo + f(a) +w.

Rappelons que deux sous-espaces affines Fy + a, Fy + b (de méme direction Fp) coincident si et seulement si
b — a € Fy. Justifier cette remarque. Dans notre cas il en résulte que f(F) = F' si et seulement si

fola) —a+w € Fy. (13)
Mais d’aprés la Proposition 2.24 on a une décomposition en somme directe
E = Fy ®im(fy — idp),
en particulier w se décompose d’une maniére unique sous la forme
w=x+y,

oux € Fy et y € im(fy —idg). En écrivant y = fo(b) — b avec b € E on obtient b — fo(b) + w = = € Fy, donc la
condition (13) sera satisfaite pour a = —b.

Unicité : Si F = a+ Fy, F' = a’ + F sont stables par f alors on obtient

(fo—idp)(a) = (fo —idr)(a’) = ¥y = —DPlim(fo—idp) W
donc o’ — a € ker(fy — idg) = Fp, ce qui implique F = F”.
(2) Existence : Soit xy € F, oit F est le sous-espace affine dont l'existence et 1'unicité sont affirmées par 1.

Posons v := f(xg) — zo. Puisque zg € F et f(xg) € F il en résulte v € Fy. Justifier cette affirmation. Soit
g:=7, 10 f. Remarquons que f = 7,04 et

g9(xo) = 7, (f(w0)) = 7o (f(20)) = f(20) + x0 — f(20) = o,
donc zq € Fix(g). Nous avons démontré f = 7, o g et Fix(g) # (). Il nous reste & démontrer f = go7,. On a

-1

(gom)(x) = (7, o fom)(x) = flz+v)—v=folz+v)+w—v=folz)+ (folv) —v) +w.

Mais fo(v) —v = 0, parce que v € Fy = ker(fo — idg). Donc (g o 7,)(z) = fo(z) + w = f(x).

Unicité : Soit (¢',v") € Isom(E,d,) x E, telle que Fix(¢') # 0 et f = 7,, 0 g’ = ¢’ o 7,». Remarquons que
g’ et f ont la méme partie linéaire fy (pourquoi), donc ¢’ s’écrit sous la forme

g'(x) = fo(z) +r".

L’égalité 7,, o ¢ = ¢’ o 7y donne fo(x + v') + 1" = fo(x) + ' + v pour tout x € E. On obtient donc
fo(@") = o', donc v € Fy. Nous allons montrer que Fix(¢’) = F. D’aprés la remarque 2.30, il en résulte
que Fix(¢') est un sous-espace affine de direction (d’espace directeur) Fy. Pour tout 2 € Fix(¢') on obtient
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f(x) =71 (¢ (x)) = 7 (z) = 2+ 0" € Fix(¢'), ot pour la derniére égalité on a utilisé le fait que v appartient a
la direction de Fix(¢'). Donc Fix(g’) est un sous-espace affine de direction Fj qui est stable par f, donc, d’aprés
(1) il en résulte Fix(¢') = F. Soit xy € F = Fix(¢’). On a f(xg) = 7o 0 ¢'(x0) = xo + v/, donc v' = f(xg) — o
pour tout xg € F. Ceci montre que v = v (le vecteur trouvé dans la démonstration de l'existence). Mais alors
on a 7, = T, donc g’:fOTU_,1 =forl=g

Notons finalement que les propriétés (a), (b) de la paire (g,v) on été déja démontrées. ]

Définition 2.33 Soit (E, @) un plan euclidien, soit d C E une droite affine de direction dy, et soit v € dg\ {0}.
La symétrie glissée d’aze d et vecteur de glissement v est la composition f = 1,004 = 040 T,, 06 04 désigne la
symétrie d’aze d.

Théoréme 2.34 (Théoréme de classification des isométries d’un plan euclidien) Soit (E, @) un plan eu-
clidien, et soit f : E — E une isométrie de 'espace métrique (E,d,).

1. Si f est une isométrie directe, alors son lieu des points fizes Fix(f) est soit E, soit un singleton, soit ).
Dans le premier cas f = idg, dans le deuziéme cas [ est une rotation (qui ne coincide pas avec idg), et
dans le troisiéme cas f est une translation de vecteur v # 0.

2. Si f est une isométrie indirecte, alors Fix(f) est soit un droite affine d C F, soit ). Dans le premier cas f
est une symétrie axiale, et dans le deuxiéme cas f est une symétrie glissée de vecteur de glissement non-nul.

Démonstration: Exercice. |

Définition 2.35 Soit E un espace euclidien de dimension 3, soit d C E une droite affine de direction dy dans
E, et soitv € dy\{0}. On appelle vissage (déplacement hélicoidal) de vecteur v autour de d une isométrie de la
forme f =71,0 R= RoT,, o R est une rotation autour de d.

Soit m C E un plan affine de direction g, et soit v € o \ {0}. La reflexion glissée de vecteur v par rapport
a 7 est la composition f =T, 00, = 0x 0Ty, 00 0, désigne la Téflexion par rapport & m.

Théoréme 2.36 (Théoréme de classification des isométries d’un espace euclidien tridimensionnel)
Soient (E, @) un espace euclidien de dimension 3, et soit f : E — E une isométrie de l'espace métrique (E,d,).

1. Si f est une isométrie directe, alors son lieu des points fizes Fix(f) est soit F, soit une droite, soit §. Dans
le premier cas f = idg. Dans le deuziéme cas f est une rotation (qui ne coincide pas avec idg) autour
d’une droite. Dans le troisiéme cas f est soit une translation de vecteur v # 0, soit un vissage (déplacement
hélicoidal) de vecteur v # 0.

2. Si f est une isométrie indirecte, alors Fix(f) est soit un plan, soit un singleton, soit ). Dans le premier cas
f est une réflexion par rapport & un plan. Dans le deuzieme cas f est une anti-rotation, i.e. la composition
d’une rotation R # idg autour d’une droite d avec une réflexion par rapport & un plan wld. Dans le
troisieme cas f est une réflexion plane glissée de vecteur de glissement non-nul.

Démonstration: Exercice. |

2.6 Diagonalisation simultanée. Application & un probléme d’extrema liés
2.6.1 Diagonalisation simultanée

Soit (FE, ) un espace vectoriel réel de dimension n. Nous allons démontrer

Théoréme 2.37 Soit ¢ : E x E — R une forme bilinéaire symétrique. Alors il existe une base (f1,..., fn) de E
qui est a la fois p-orthonormée et 1-orthogonale.

La démonstration fournit un algorithme simple qui permet de trouver une telle base.

Démonstration: Puisque ¢ est non-dégénérée il existe un unique endomorphisme | € End(F) tel que

o(x,l(y)) = Y(x,y) V(z,y) € EX E. (14)
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En effet, en utilisant les notations introduites dans la section 1.1, I’égalité ci-dessus est équivalente a 'égalité
R(p) ol = R(3) dans 'espace L(E,E*). Donc nous avons une solution unique | = R(p)~! o R(3). Soient
(f1,--., fn) une base de E, qui sera appelée la base initiale. Soient ® = (¢;;), ¥ = (¢;;) les matrices des deux
formes dans cette base. En appliquant (14) aux paires (f;, f;) on obtient pour la matrice L = (I;;) de [ les formules

n
> iklky =i, 1<i<n, 1<j<n
k=1

Donc ®L = ¥, soit
L=o"'v (15)

Si la base initiale est ¢-orthonormée, on aura L = W.

Puisque v est symétrique, cet endomorphisme est p-symétrique (auto-adjoint), i.e. I* = f. D’apreés le théoréme
sur la forme réduite des endomorphismes symétriques dans un espace euclidien, [ est diagonalisable dans une
base p-orthonormée. Plus précisément les espaces propres F) de [ donnent une décomposition en somme directe
w-orthogonale

k
E-@r.
i=1
ou Spec(l) = {A1,..., i}, et E;:=E),. Pour z € E;, y € E; on a
b(a,y) = p(a,1(y)) = Ajp(e,y). (16)

En utilisant 'algorithme de Gram-Schmidt on trouve une base ¢-orthonormée B; dans F; pour 1 < i < k.
Soit B = Bj ... By, la famille concaténée, qui est une base p-orthonormée de E. En utilisant (16) on constate que
B est aussi 1-orthogonale. Plus précisément la matrice de ¢ dans cette base est

>\1]d1 0 0
0 Moly, - 0
Mp(y) = : : . : , ou d; :=dim(E;) pour 1 <i<k.
0 0 s Al

Dans les applications les formes ¢, 1) sont données dans une base qui n’est pas orthonormée. Par exemple
on peut avoir £ = R™ (muni d’un produit scalaire ¢ qui ne coincide pas nécessairement avec le produit scalaire
canonique) et les deux formes sont données dans la base canonique. La matrice de I’endomorphisme [ est L =
&1V, donc le calcul effectif de cette matrice nécessite I'inversion de ® . Dans les applications concrétes cette
opération d’inversion peut étre trés compliquée. Heureusement les valeurs propres et les espaces propres de [
peuvent étre déterminés facilement en utilisant la remarque :

Remarque 2.38 En utilisant les notations introduites dans la démonstration du théoreme 2.37 on a

1. Le polynome caractéristique P, de l’endomorphisme | est
Pi(X) = dét(®) " 'det(V — X ),

done Spec(l) coincide avec 'ensemble des racines du polynome dét(¥V — X ®).

2. Pour chaque racine A du polynéome dét(¥ — X @), ’espace propre associé Ey de | s’identifie (dans la base
ingtiale (f1,..., fn)), avec Uespace des solutions du systéeme linéaire homogene (¥ — A®)x = 0.

Démonstration: Pour la premiére affirmation il suffit de remarque que
dét(L — X1,,) = dét(®'W — X1I,,) = dét(@H (T — X D) = dét(P) 'det (VT — X ).

Pour la deuxiéme affirmation on utilise 1'égalité L — \I,, = ®~1(¥ — A\®), qui montre que les matrices L — \I,,
U — A® ont le méme noyau. [ ]

Cette remarque nous donne un algorithme qui fournit concrétement une base qui diagonalise simultanément
les deux formes :

Algorithme de diagonalisation simultanée :
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1. On trouve l'ensemble {\1,...,Ax} des racines du polynoéme dét(¥ — X ®).

2. Pour chaque racine \; de ce polynéme on résout le systéme linéaire homogene (¥ — \;®)x = 0 et on écrit
le sous-espace E; C E qui correspond (dans la base (f1,..., fn)) & ensemble des solutions de ce systéme.

3. En utilisant l’algorithme de Gram-Schmidt on trouve une base p-orthonormée B; dans E; pour (1 <i < k)
et on pose B = B ... By.

2.6.2 Diagonalisation simultanée

Soient ¢, ¥ deux formes bilinéaires symétriques sur R", ¢ étant définie positive. Soient g, r les formes
quadratiques associées a ¢, 1) respectivement. Posons

S, = {r € | q(x) = 1,

et remarquons que S, coincide avec la sphére unité par rapport a la norme || - ||,. En utilisant la méthode des
multiplicateurs de Lagrange on peut résoudre le probléme d’extrema lié associé & 'application r et la contrainte
(liaison) g(z) = 1. Plus précisément on va étudier le probléme

Probléme : Spécifier les valeurs critiques et les points critiques de la restriction Tls,-
On va appliquer le théoréme de Lagrange :

Théoréme 2.39 (Le théoréme des multiplicateurs de Lagrange pour les extrema liés) Soit Q C R™ un sous-
ensemble ouvert de R™, et soient ¢ : Q@ — R, f : Q@ — R des applications différentiables sur . Supposons
que dyc # 0 pour tout point x € H := ¢~ 1(0). Alors pour un point x € § les deux conditions suivantes sont
équivalentes :

1. x est un point critique de la restriction f|g,

2. Il existe up € R (qui s’appelle le multiplicateur de Lagrange correspondant & ce point critique) tel que (z, )
soit une solution du systéme

clx) = 0

Vaof = pVge.
Le sous-ensemble H C Q) est défini par I’équation (la liaison) ¢(z) = 0, et ’hypothése du théoréme garantit que
H est une hypersurface lisse.

Dans notre cas particulier nous avons = R", ¢(x) = ¢g(z) — 1, f(x) = r(z). En utilisant la symétrie des
matrices @, ¥ des deux formes on obtient pour les gradients de ¢ et r dans un point = € R™ les formules

Veq =20z, Vor =2z

Puisque @ est inversible, la premiére formule montre en particulier que le gradient de ¢ est non-nul en tout point
x € Sy, donc S; est une hypersurface lisse, et la méthode des multiplicateurs de Lagrange est applicable. Le

systéme de Lagrange s’écrit
qz) = 1

qui est un systéme pour (z, u) € R™ x R. La deuxiéme équation devient

(¥ — u®)(z) =0,

et la premiére équation montre que nous cherchons des solutions (z, u) avec x # 0. Mais, pour u fixé, le systéme
linéaire homogene (¥ — p®)(x) = 0 admet des solutions non-triviales si et seulement si dét(¥ — pu®) = 0. On
arrive donc a l’algorithme suivant qui résout le systéme de Lagrange (17) :

1. On trouve l'ensemble {)\i,...,A\;x} ds racines du polynome dét(¥ — X ®). C’est ensemble des valeurs
possibles du multiplicateur de Lagrange pu.

2. Pour chaque racine \; de ce polynéme on résout le systéme linéaire homogéne (¥ — X\;®)x = 0 et on écrit
le sous-espace E; C R™ des solutions de ce systéme.
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3. On écrit 'ensemble Crit (r‘ S(q)) des points critiques de la restriction T|s,s qui coincide avec la réunion
disjointe Ule Sq(E;), ou
Sq(E;) :==E;NS(q) =A{x € E;| q(z) =1}.

La valeur critique qui correspond & un point critique = € S,(E;) est

Nous avons utilisé ici la formule I(x) = A\;z, qui résulte en remarquant que le sous-espace F; coincide avec
I’espace propre de [ associé a la valeur propre A;.

L’ensemble S, (E;) est la sphére unité par rapport a la norme || - ||, dans I’espace E;, donc c’est une spheére de
dimension dim(FE;) — 1. Si on connait une base p-orthonormée B; = (hgl)7 R h%)) du sous-espace FE;, on peut

donner une formule plus simple de cette spheére :

mg

Sq(E;) = {Zujh§i)| Zu? = 1} )
j=1 j=1

Remarquer que, si pour un indice i € {1,...,k} on a dim(F;) = 1 (c’est & dire si la multiplicitée m; de la
racine A; est 1), alors S;(E;) se réduit & un ensemble & deux éléments, & savoir S,(E;) = {:I:hgz)}, ol h?) €E
est un vecteur normé par rapport a la norme || - ||,. Donc, si toutes les racines A; sont simples, alors 'ensemble

Crit (r‘s(q)) sera fini, et aura 2n éléments.

Exemple 7 Soient ¢, 1 les formes bilinéaires symétriques sur R? définies par
o(x,y) = 3r1y1 + 3T2Y2 + 3T3Y3 — T1Y2 — TaY1 — T1Y3 — T3Y1 — T2y3 — T3y, Y(z,y) = 4(T1y3 + T3y1) -
Les formes quadratiques associées sont
q(z) = 322 + 323 + 325 — 221209 — 22013 — 221203, 7(2) = 8173

Les matrices de ¢ et ¢ dans la base canonique sont et sa matrice est :

3 -1 -1 0 0 4
d=|(-1 3 —-1],¥=10 0 O
-1 -1 3 4 0 0
On obtient donc :
—3X X 44X -3X X 4+ X
dét( — X)) =| X —-3X X |=X] 1 -3 1 =
4+X X —3X 4+X X =3X
—3X —8X 444X _sx 1
=X| 1 0 0 :—X(4+4X)’12+4X _1’ = —X(444X)(—1244X) = 16 X (X +1)(X-3)

1+X 1244X —-4-4X

Les racines de ce polynéme sont
A1 =0, Ao =—1, A3 =3.

Les sous-espaces E; := ker(¥ — \;®) sont :

0 0 4 0 3 -1 3 -1
Ei=ker(¥)=ker |0 0 0| =R|1], Ea=ker(W+¥)=|-1 3 —-1|=R| O
4 0 0 0 3 -1 3 1

-9 3 7 3

Es=ker(yp —3®)=ker | 3 -9 3 | =R|[2

7 3 -9 3
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Remarquons que dim(E;) = 1. Pour obtenir une base qui est & la fois fj-orthonormée et f,-orthogonale il
suffit de normaliser les générateurs

0 -1 3
gp=11]),92:=| 0], g3:=|2
0 1 3

des trois noyaux F; par rapport au produit scalaire ¢. On a
lg1llZ = 3, llg2ll? =8, llgallZ = 3(9 + 4 +9) — 2(9 + 6 + 6) = 24.
On obtient donc la base formée avec les vecteurs

0 -1 3
1 1 1
1 2

hy = ,ho=——=1 0|, hs=—=

Pour résoudre le probléme d’extrema liés associé a I'application r : R® — R et a la liaison g(z) = 1 on va utiliser
la méthode expliquée ci-dessus. L’ensemble des valeurs possibles du multiplicateur de Lagrange p est

L={M, 2, A3} ={0,-1,3}.

Pour chaque A € £ l'ensemble des points critiques associé a ce multiplicateur est S,(E;) = E; NS(¢g). Dans notre
cas on obtient
CI‘it(’/“S(q)) = {:l:hl, :|:h2, ﬁ:h3},

donc nous avons 6 points critiques. Les valeurs extrémales correspondantes sont A1, Az, A3. Il en résulte que £ho
sont des points de minimum, et +hz sont des points de maximum de la restriction r|g,. Les points critiques
+g¢1 correspondent a la valeur critique 0, et ils ne sont donc pas de points extrémaux.

3 Espaces Affines

3.1 Espaces Affines. Vectorialisation. Translations
Soit E un K-espace vectoriel.

Définition 3.1 Un espace affine dirigé par E (d’espace directeur E) est un ensemble non-vide & muni d’une
application € x & — E notée (x,y) — ﬁ/ satisfaisant les conditions :

1. Pour tout q € € Uapplication
V,:E—>EVy(x)=qteE

est une bijection,

2. pour tous (a,b,c) €EXEXE on a

at = ab + be
(la relation de Chasles).

Si £ est un espace affine dirigé par E, et E est un K-espace vectoriel de dimension finie n, on va dire que &
est un K-espace affine de dimension n. Les éléments d’un espace affine £ s’appellent points de €.

Remarque 3.2 Dans un espace affine on a les identités
_>
a6 = 0, ba = —@.

Remarque 3.3 L’espace vectoriel E admet une structure canonique d’espace affine dirigé par E. Cette structure
est définie par Wl := v — u pour toute paire (u,v) € E x E. Pour un point q € £ fizé, la bijection V, : € - E
identifie la structure d’espace affine de € avec la structure canonique d’espace affine de ’espace vectoriel E.

Cette remarque montre que, en choisissant un point ¢ € £ (qui joue le role d’une origine) on “vectorialise"
I’espace affine £, i.e. on l'identifie avec son espace vectoriel directeur.
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Définition 3.4 Soit £ un espace affine dirigé par E, et soit v € E. La translation de vecteur v est l’application
bijective 7, : € = £ donnée par 7,(p) := V,; ' (v). Par définition on a donc :

pTv<p;:UV<’U,p)€EX5. (18)
L’application E > v — 7, a les propriétés fondamentales suivantes

Ty, = id
0p = T¢ (19)
V(v,w) € E X E, Tyjw = Ty © Tup.

En utilisant ces propriétés on démontre facilement que, pour tout v € E, 7, est une bijection, et 7,71 = 7_,,.
Les mémes propriétés montrent que lapplication E x & — & donnée par a(v,z) = 7,(x) est une action du
groupe abélien (E,+) sur £. En tenant compte que, pour tout ¢ € £ 'application v — 7,(g) est une bijection
(pourquoi ?), on conclut que cette action est libre et transitive.

Remarque 3.5 Soit £ un espace affine dirigé par E. L’application o : E x € — & définie par a(v,x) = 7,(x)
est une action libre et transitive du groupe abélien (E,+) sur E.

Réciproquement

Remarque 3.6 Soit o : E x & — & une action libre et transitive du groupe abélien (E,+) sur un ensemble
non-vide €. Pour tout p € € soit a : E — & la bijection v — a(v,p). Alors la formule

pi =0, ' (q),
définit une structure d’espace affine sur £ .

Pour une paire (p,v) € £ x E on va utiliser la notation

p+v:=T,(p).

Cette notation est justifiée par 'identité (18).

3.2 Repére affine. Coordonnées affines. Barycentres et coordonnées barycentriques
Soit E un K-espace de dimension n, et soit £ un espace affine dirigé par E.

Définition 3.7 Un repére affine de £ est une famille (po,p1,-..,pn) telle que (popi, - .., Pobn) est une base de

E. Le point py s’appelle l’origine du systéme.

Soit Bg I’ensemble des bases de E. Un repére affine (pg, p1, . . . , pn) définit une paire (po, (f1,-.., fn)) € EXBE.
Réciproquement toute paire (po, (fi,...,fn)) € € x B définit un repére affine (po,p1,...,pn) o0t p; = 7¢,(po)
pour 1 < i < n. L’ensemble des repéres affines de £ s’identifie donc au produit cartésien £ x Bg.

Soit (po,p1,---,pn) un repére affine de &, et soit p € £. En décomposant le vecteur ]ﬁ dans la base
(popi, - - -, Popn) on obtient
n
Pob =Y _ xipop;, (20)
i=1
donc
n
P =po+pob = po + Z%Popi-
i=1
Les scalaires z; € K s’appellent les coordonnées de p par rapport au repére affine (pg, p1,...,pn). La donnée
d'un repeére affine (po,p1,...,pn) dans £ définit donc une bijection W, . . pny: K™ — & donné par
X1 n
Clpopropn) | 0 | = p0+ D wi0D}, (21)
T i=1
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et, via cette bijection, la structure d’espace affine de & correspond & la structure canonique d’espace affine
sur 'espace vectoriel K™. Autrement dit ¥ ) est un isomorphisme d’espaces affines. L’isomorphisme

réciproque \I/(_pt’p1 ..... o

PosP15--s Pn
) & — K™ associe a tout point p € £ ’élément

T
e K"

Ty,
définit par la décomposition (20). Via cette bijection le point py correspond & Oxn.

Définition 3.8 Une droite (affine) dans £ est un sous-ensemble de la forme
D=a+ D,

ot a €& et D C E est une droite vectorielle de E, qui s’appelle la direction de D. Deux droites affines D = a+ D,
D' =a + D' sont dites paralléles si D = D' (donc si elles ont la méme direction).

En choisissant un générateur v € E'\ {0} de D on obtient
D=a+d=a+Kv={a+ M| € K},
donc D est définie par ’équation paramétrique
p(A) =a+ I, A€ K.

On va dire aussi que D est la droite affine passant par a et dirigée par D (ou dirigée par v). Pour deux points
différents a, b € £ il existe un seule droite affine qui les contient. Il s’agit de la droite affine passant par a et

dirigée par Vect(c%) — Kab. Cette droite est notée (ab). On a donc
(ab) := a + Kab = {a+ Aab| A € K},

dont ’équation paramétrique sera p(A\) = a + A%. Choisissons un point g € £, qui va jouer le role d’origine de
Pespace, et soit (a,b) € £ x £. Alors on a I'équivalence

p=atraboap=rabo P -q=Ngb—G) = @h=(1—- NG+ A\b. (22)

Définition 3.9 Soit (a,b) € £ x € et soit (u,\) € K x K avec p+ XA = 1. Le barycentre des points a, b affectés
des poids u, A est l'unique point p € £ qui satisfait l'une des propriétés équivalentes suivantes :

1.t + Apb = 0,
2. Pour tout q € £ onaq?zucﬁ—i—)\%.
3. 1l existe g € £ tel que@:,uq?—&—)\q?.

Sia #£b, on va dire que pu, A sont les coordonnées barycentriques du point p € (ab) par rapport & la paire (a,b).

La formule (22) montre que, si a # b, alors

(ab) = {pe €| NEK, Gh=(1-Ngi+Agh} = {p€ €| I, \) € K x K, p+XA=1, G = pgé + Agb},

donc

Remarque 3.10 La droite affine (ab) est l’ensemble des tous les barycentres des points a, b (affectés des poids
W, A tels que p+A=1).

On peut généraliser la notion de barycentre pour une famille a k points :

Proposition 3.11 Soit (ay,...,a;) € E*, et soit (\1,..., ;) € K* telle que Ele A # 0. Alors il existe un
unique point b € £ tel que l'une des propriétés équivalentes suivantes est vérifiée :

(1) Sy Mbai =0,
(2) Pour tout ¢ € € on a (Zle )\Z)q? = Zf:l \iqa,

36



(8) Il existe q € £ tel que ( ? ZZ 1 \iqa,.

Démonstration: Pour montrer 'equivalence des trois conditions (exercice) démontrer les implications (1) =
(2) = (3) = (1). Pour montrer I’existence et l'unicité de b on utilise la condition (3), et on obtient une solution
unique

b= Z \iqas,. (23)

21111
|

Le point b donné par la proposition 3.11 s’appelle le barycentre des points aq,...,a; affectés des poids
ALy .-, Ak, et sera désigné par Bar((Aq,..., k), (a1,...,ax)). Ce point est donné par la formule explicite (23),
dont le membre droit est (d’aprés la proposition 3.11) indépendant du choix de l'origine q.

Si & = F (muni de sa structure canonique d’espace affine) on peut prendre ¢ = Og, et on obtient

Bar((A1, ..., ), (a1,...,ax)) = Z“%

z 1 Z i=1
Notons que le barycentre Bar((A1, ..., Ag, (a1,...,ax)) est défini seulement si Zle A; # 0. Dans le cas particulier
E?Zl A; =1 on va noter
k
Z)‘lat = Ba‘r((Alv ceey Ak)? (ala SRS U:k)),
i=1

et la "somme" )" | \ja; ainsi définie sera appelée combinaison affine des points a; avec les coefficients A;.
o k o . —k
Important : Pour (ai,...,a;) € E¥ la combinaison affine Y iiq Aia; est définie seulement siy ;A = 1.

Proposition 3.12 (L’associativité du barycentre) Soient I un ensemble fini, et I = U?lej une partition
de I en réunion de sous-ensembles non-vides. Soit (\;)icr € KT une famille de scalaires indexée par I, telle que

DXNA0, Vel kb YN #0.

iel il
Alors pour toute famille (a;)icr € ET on a

Bar((\)ier, (ai)ier) = Bar <Z)\>

i€l 1<j<k

, <Bar((>\z‘)z‘el,-7 (ai)ielj)>

1<j<k
Démonstration: Exercice. Utiliser la définition du barycentre. [ |

Par exemple, en supposant \; + Ao # 0, A3+ Ag # 0, A1 + Ao+ A3+ A4 #0,0n a:

Bar(()\l, /\27 )\3, )\4), (al, az,as, a4)) = Bar((/\l =+ )\2, A3 + )\4), (Bar(()\l, /\2)7 (al, az)), Bar(()\g, )\4)7 (ag, a4))))

Soit (po,.-.,pn) un repére affine de &, soit p € &£ et soient x1,...,x, les coordonnées de p par rapport a ce
repére. Par définition, on a donc

n
Pob =) wipop;-
i=1

En posant 2o :=1— .7, 2; on constate que Y jx; = 1 et pob = Yoo xipop;, donc (en prenant ¢ = py dans
la proposition 3.11), on constate que

p = Bar((zo,...,zn), (D0, -,Dn))-

Les scalaires zg, ..., z, s’appellent les coordonnées barycentriques de p par rapport au repére affine (po, ..., pn)-
Les coordonnées barycentriques d’un point satisfont toujours I'identité Z?:o x; = 1. On peut donc écrire p comme
combinaison affine des points pg,...,pn :
n
b= Z TiPi-
i=0
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Remarque 3.13 Une famille (po,...,pn) € E™ est un repére affine si et seulement si tout point p € £ s’écrit
d’une maniére unique comme combinaison affine des points pg, ..., Pn-

Démonstration: Exercice. ]

En utilisant cette remarque on peut montrer facilement que la condition "étre un repére affine" est invariante
par permutation, ce qui n’était pas du tout évident dans la définition 3.7.

3.3 Sous-espaces affines

Soit E un K-espace de dimension n, et soit £ un espace affine dirigé par E.

Définition 3.14 Un sous-ensemble F C £ est dit sous-espace affine de £ si l'une des conditions équivalentes
suivantes est vérifiée :

(1) F # 0, et tout barycentre de points pris dans F appartient a F, i.e.
Yk € N* V(A1,..., M) € K* Y(p1,...,px) € F¥, Bar((A1,..., M), (p1s-- ., px)) € F.

(2) F #0, et toute combinaison affine de points pris dans F appartient ¢ F.

(8) F #0, et pour tout point g € F le sous-ensemble F := {cﬂ\ p € F} C E est un sous-espace vectoriel de E.
(4) Il existe un point ¢ € F tel que le sous-ensemble F = {q?\ p € F} C E est un sous-espace vectoriel de E.
(5) 1l existe un point ¢ € F et un sous-espace vectoriel F C E tel que

F=q+F:={q+v|veF}

L’équivalence de ces conditions est proposée comme exercice. Si K est un corps de caractéristique différente
de 2, alors les sous-espaces affines sont caractérisés par par une propriété trés simple :

Proposition 3.15 Supposons que car(K) # 2, soit E un K-espace de dimension n, soit £ un espace affine dirigé
par E, et soit F C € un sous-ensemble non-vide. Alors F est un sous-espace affine si et seulement si pour toute
paire (a,b) € F x F avec a #b on a (ab) C F.

Démonstration: Exercice. Utiliser le lemme 3.16 démontré ci-dessous, qui donne une caractérisation simple des
sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel sur un corps de caractéristique différente de 2. [ |

Lemme 3.16 Soit K un corps avec car(K) # 2, soit E un K-espace vectoriel, et soit F C E. Alors F' est un
sous-espace vectoriel de E si et seulement si

(Z) Og € F, et
(i) Y(u,v) € FX F, u+ K(v—u) C F.
Démonstration: En effet, ces deux conditions sont évidemment nécessaires. Montrons qu’elles sont aussi suffi-

santes, donc vérifions que, si ces deux conditions sont satisfaites, alors alors F' est un sous-espace vectoriel de F.
En utilisant (i) et (ii) pour w = O, on obtient facilement

Ve € F, Kz C F. (24)
Soient (z,y) € F? et (o, 3) € K2. En utilisant (24) on obtient u := ax € F, et v := By € F. Puisque car(K) # 2

on peut écrire :

1 1
ar+ By =u+v=2g—(u+v) =2k(ut+ —(v—u)),
2[( 2K

qui appartient a F' d’aprés (ii) et (24). [ |

Remarque 3.17 Supposons K =TFy. Alors
1. toute droite affine de € a exactement deux points,

2. tout sous-ensemble F C & satisfait la condition : pour toute paire (a,b) € F X F avec a # b on a (ab) C F.
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3. Si dim(&) > 2 il existe de sous-ensembles non-vides satisfaisant cette condition qui ne sont pas des sous-
espaces affines de .

Remarque 3.18 Soit F C £ un sous-espace affine. Le sous-espace vectoriel F C E intervenant dans les condi-
tions (3), (4), (5) dépend seulement de F (est indépendant de q). Ce sous-espace vectoriel s’appelle la direction
(le sous-espace vectoriel directeur) de F. La structure d’espace affine € x € — E (dirigée par E) dont on a muni
&, induit une structure d’espace d’espace affine F x F — F (dirigée par F) sur F.

La dimension d’un sous-espace affine F C & est, par définition, la dimension de son sous-espace directeur. Une
droite affine est un sous-espace affine de dimension 1, et cette notion coincide avec celle donnée par la définition
3.8. Si £ est de dimension finie, alors un hyperplan de £ est, par définition, un sous-espace affine de dimension
dim(€) — 1 (de codimension 1).

Remarque 3.19 Soit (F;);c; une famille de sous-espaces affines de &, et soit F; C E la direction de F;. Si
NicrF; # 0, alors N;erF; est un sous-espace affine de £, de direction N;cr F;.

Démonstration: Exercice. [ |
Donc tout intersection non-vide de sous-espaces affines de £ est un sous-espace affine de £.

Définition 3.20 Soient F', F"' deux sous-espaces affines de £ de directions F', F" respectivement. On dit que
F', F" sont paralléles (et on écrit F' || F") si F' C F" ou F" C F'.

Remarque 3.21 Si F' || F" alors soit F' C F", soit F' C F', soit F' N F" = 1.

Exercice 16 Donner un exemple d’une paire de sous-espaces affines F’', F” tels que F' N F” = () mais qui ne
sont pas paralléles.

3.3.1 Paramétrisations d’un sous-espace affine

i C 1 ’ iO . S 1 (U17~~.,'Uk) une base de .Z . Al() S
I licati
fq,(vl,..‘,vk) : Kk — ]_'

définie par fq (v, 00 (1,5 tk) == g+ Z?:l t;v; est une bijection (pourquoi?), donc tout point p € F s’écrit

d’une maniére unique sous la forme
k

p=q-+ thvj avec t; € K. (25)

i=1

L’application fg v,,....0p) : K* — F est donc une paramétrisation bijective de F.

Soit (po, - - -, pn) un repére affine de &, et soit (&1,...,&,) € K™ la famille des coordonnées de g dans ce repére.
On a donc .
q=po+ Y &bopi- (26)
i=1
En décomposant v; par rapport & la base (popi, . ..,Popn) on obtient des formules de la forme
n
v =Y ai;popi- (27)
i=1

En combinant (25), (26), (27), on obtient pour les coordonnées x; de p € F par rapport au repére affine
(p07 s 5pn) :

k
x; =&+ Z gt . (28)
j=1
En posant A := (aj;)1<i<n € M, 1 (K), on obtient la formule
155<k

Ty &1 i1
= AL, (29)

Tn n tk
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qui donne le systéme des coordonnées affines d’un point variable p € F en fonction du systéme de paramétres
(t,...,tx) € K*.
3.3.2 Sous-espace affine engendré par un sous-ensemble non-vide

Soit S C £ un sous-ensemble non-vide.

Définition 3.22 Le sous-espace affine engendré par S est le sous-espace affine

AfE(S) := N F.
F sous-espace affine de €
ScF
Donc Aff(S) est Uintersection de tous les sous-espaces affines qui contiennent S.

Proposition 3.23 Soit ) # S C £. Alors

1. Aff(S) coincide avec l’ensemble des combinaisons affines de points pris dans S, i.e. on a légalité

k k
Aff(S) = {Z%PH keN*, (21,...,21) € K¥, sz =1, (p1,.--,pk) € Sk}‘
i=1

i=1

2. Soit g € S. Alors Aff(S) = ¢+ Vect{q?| p € S}, en particulier la direction de Aff(S) est le sous-espace
vectoriel engendré par le sous-ensemble {ﬁ| p €S}

Démonstration: Exercice. |

Définition 3.24 Soit m € N. Une famille (po,...,pm) € E™FL est dite affinement indépendante si l'une des
conditions équivalentes suivantes est vérifiée

1. pour touti € {0,...,m} on a
pi & AE((p))jeqo,...mi\(i})>
i.e. aucun des points p; n’est combinaison affine des autres points de la famille.
2. La famille (pops, - - ., popm) € E™ est libre.
3. dim(Aff(po, ...,pm)) = m.

Corollaire 3.25 Soit m € N et (pg,...,pm) € E™TL. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. (po,-..,pm) est un repére affine,
2. m =dim(€) et Aff(pg,...,pm) =¢,
3. m =dim(E) et la famille (po, ..., pm) est affinement indépendante.

Démonstration: Exercice. |

3.4 Applications affines

Soient F, E' des K-espaces vectoriels, et soient £, £ des espaces affines dirigés par F, E’ respectivement.

Définition 3.26 Une application f : € — &' est dite application affine si l'une des conditions équivalentes
suivantes est vérifiée :

1. f préserve les barycentres, i.e.
Vi e N* V(\1, ..., ) € KE Y(py,... . px) € EF,
F(Bar((hy - M), (1, -, 1)) = Bar(Ase o A, (F(p), - ().
2. Il existe une application linéaire fo: E — E' telle que

(p.q) € € X E, fo(l) = FD)F(d).
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3. Il existe une application linéaire fo : E — E' telle que
Vge &EVv e E, flg+v):= f(q) + fo(v).
4. Il existe une application linéaire fo : E — E’ et un point q € £ tels que
Y e B, flqg+v):=flq)+ fo(v).
L’équivalence des ces conditions est proposée comme exercice.

Proposition 3.27 Supposons car(K) # 2. Alors f : € — F est affine si et seulement si pour toute paire
(u, A) € K2 telle que p+ X =1, et pour toute paire (a,b) € E? on a

Flpa+Xb) = uf(a) + A (D). (30)

Démonstration: On peut supposer & = F muni de sa structure canonique d’espace affine, et f(0g) = Op.
Il suffit de montrer que toute application f : E — E satisfaisant (30) telle que f(0g) = Og est linéaire. En
choisissant a = 0g, b = v, p = 1 — X dans (30) on obtient f(Av) = Av. En choisissant a = v, b = w, A = p = i
dans (30) on obtient
1 1 1
Fgeto+ ) = g fw) + 5.

K

Mais f(i(v +w)) = if(v +w) (d’aprés la premiére partie de la démonstration), donc f(v+w) = f(v) + f(w).

Remarque 3.28 Soit f : £ — &' une application affine, et soient q € £, ¢ € £'. En identifiant £ , £ avec les
espaces vectoriels E, E' via les bijections de vectorialisation V,, Vi, on obtient une application affine E — E' au
sens de la définition 2.29. Réciproquement, toute application affine E — E’ au sens de la définition 2.29 définit
une application affine & — E'.

Soit f : £ — &’ un application affine. L’application linéaire fy : F — E’ donnée par la définition 3.26 s’appelle
la partie linéaire de f.

Soient (po,...,pn) un repére affine de &, (pg,...,p,, ) un repére affine de &', et f : £ — &£’ une application
affine. Soit (&1,...,&,) le systéme des coordonnées de f(pg) par rapport au repére (pg, ..., p, ), et soit

A= (aji)lgjgn/ € Mn’,n<K)

1<i<n
; s —
la matrice de fy par rapport aux bases (popi,...,PoPn); (PoPL,---,PoP,/ ). Pour un point p € £ désignons par
(x1,...,2,) le systéme des coordonnées de p dans le repére (pg,...,pn), et par (y1,...,yn ) le systéme des
coordonnées de f(p) dans le repére (py, ..., p,/). On va exprimer (y1,...,yn ) en fonction de (x1,...,z,). On a

n

F0) = Fpo+ 3 wioph) = Fpo) + fo(> wibobl) =+ S &b + 3 i fo(FoBh) =
=1

i=1 j=1 i=1
n’ n n' n’ n
Po+ D &pons + Y @iy agippp; = o+ ) (& + D ajiwi)pop;,
Jj=1 i=1 j=1 j=1 i=1
donc
n
Yj :§j+2aﬂxi Vie{l,...,n'}. (31)
i=1

Proposition 3.29 Soit f : £ — &' une application affine. Alors
1. Pour tout sous-espace affine F de € l’image directe f(F) est un sous-espace affine de E’.
2. 815 C & est un ensemble non-vide, alors f(Aff(S)) = AfE(f(9)).

3. Soit F' un sous-espace affine de £'. Alors 'image inverse et soit (), soit un sous-espace affine de £.

Démonstration: Exercice. |
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Proposition 3.30 Soient E, F' des espaces vectoriels de dimension finie sur K, £, F espaces affines de directions
E et F respectivement, (po,...pn) € E"T un repere affine de &, et (qo, - - qn) € F*TL. Alors il existe une unique
application affine f : & — F telle que f(p;) = q; pour 0 <i < n.

Démonstration: Existence. Soit fy : £ — F l'unique application linéaire satisfaisant

fo(@) = gog, pourl < i< n.

Une telle application linéaire existe et est unique, parce que (popi, - . -, popr) est une base de E. Il suffit de poser

f(p) = g0 + fo(Pob),

et de remarque cette application est affine, et vérifie bien les relations f(p;) = ¢; pour 0 < ¢ < n. L’unicité est
proposée comme exercice.

Définition 3.31 Un espace affine euclidien est un espace affine dirigé par un espace vectoriel réel de dimension
finie muni d’une structure d’espace euclidien.

Remarque 3.32 Soit (E, ) un espace euclidien, et soit £ un espace affine dirigé par E. Alors
1. La formule
d(p,q) := P4,
définit une distance d : € x € — Ry sur €.
2. Pour tout g € € Uapplication de vectorialisation Vy : £ — E définit une isométrie (£,d) = (E,dy).

3. d est invariante par translations.

La distance d définie dans la remarque 3.32 s’appelle la distance canonique sur ’espace affine euclidien &.

Définition 3.33 Soit £ un espace affine n-dimensionnel de direction (E, ). Un repére affine orthonormé dans
E est un repere affine (po, . ..,pn) dans & tel que (Popi, ..., PoPrn) Soit une base orthonormée de (E, ).

Notons que

Remarque 3.34 L’isomorphisme affine R™ — & associé a un repére affine orthonormé est un isomorphisme
affine qui est isométrique par rapport auz distances (dean,d).

Sin > 2 la condition "(pg,...,pn) est un repére affine orthonormé dans " n’est pas invariante par permu-
tations.

Démontrer ces affirmations.

Remarque 3.35 Soit (E,p) un espace euclidien, soit £ un espace affine dirigé par E, et soit ¢ € £. On peut
utiliser Uisométrie Vi : € — E pour identifier le groupe des isométries de (£,d) avec le groupe des isométries
Isom(E,d,) étudié dans la section 2.5. En particulier le théoréme 2.32 donne une classification des isométries
d’un espace affine euclidien.

Proposition 3.36 Soient (E, ), (F,v) deuzx espaces euclidiens de la méme dimension n, et soient £, F des
espaces affines de directions E, F respectivement. Soit (po, ..., pn) un repére affine de &, soit (qo, ..., qn,) € F*,
soit f : & — F lunique application affine telle que f(p;) = q; pour 0 < i < n (voir la proposition 3.30), et soit
fo la partie linéaire de f. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) [ est une isométrie par rapport au distances canoniques définies sur & et F,

(2) fo: E — F est un isomorphisme orthogonal d’espaces euclidiens (voir la définition 2.13),

(3) On a {f(po)f(pi), f(po)(ps)),, = (PoPi Pob}),, pour toute paire (i,j) avec 1 <i<n, 1<j<n.

Démonstration: L’équivalence (1) < (2) résulte en utilisant ’équivalence des conditions énoncées dans
deéfinition 3.26. Pour I’équivalence (2) < (3) on utilise la proposition 2.14.
|

42



4 Quadriques

4.1 Définitions et propriétés générales. Centre d’'une quadrique

Soit K un corps commutatif de caractéristique car(K) # 2, E un espace vectoriel de dimension finie n sur K,
et £ un espace affine de direction F.

Définition 4.1 Soient py € £, ag € K, | une forme linéaire sur E, et q une forme quadratique non-nulle sur F.
Le polynome du second degré sur £ associé au systéme (po, ao,l,q) est Uapplication § : £ — K définie par

f(p) = a(PoB) + 2L(PoB) + a.

Une quadrique dans & est une classe de proportionnalité de polynémes du second degré sur &, deuxr polynomes f1,
fo 1 & = K étant considérés proportionnels s’il existe « € K* tel que fa = af;. L’ensemble des quadriques dans
E sera désigné par Q(E).

L’image d’une quadrique [f] € Q(E) est le sous-ensemble §~1(0) C &, donc le sous-ensemble défini par I’équa-
tion f(p) = 0. On va désigner cet ensemble par Q) ou Q.

Une quadrique dans un plan euclidien s’appelle conique.

En choisissant un repére affine (po,p1,...,pn) de £, on peut identifier £ avec K™ en utilisant I’isomorphisme
U (po.prepn) - K™ — € associée a ce repére (voir la section 3.2). C’est donc naturel de définir :

Définition 4.2 Soient ag € K, a € K", et A € M, »,(K) une matrice symétrique non-nulle. Le polynome du
second degré sur K™ associé au triplet (ag,a, A) est Uapplication f: K™ — K définie par

n
f(l‘) = Z Qi T;T5 + 2 Z a;xr; + ag = 2T Az + 207z + aop.
1<i,j<n i=1

Une quadrique dans K™ est une classe de proportionnalité de polyndomes du second degré sur £, deux polynomes
f1, fo : € = K étant proportionnels s’il existe « € K* tel que fo = af1. L’ensemble des quadriques dans K"
sera désigné par Q(n).

L’image d’une quadrique [f] € Q(n) est le sous-ensemble f~1(0) C K", donc le sous-ensemble défini par
léquation f(x) = 0. On va désigner cet ensemble par Qs ou Qy.

En fixant un repére affine (po, p1,...,pn) de € on réduit I’étude des quadriques dans I’space affine £ a I’étude
des quadriques dans K. En effet, il suffit de remarquer que, dans la présence d’un systéme (po, ag,l,q) comme
dans la définition 4.1, la composition foW, . . y coincide avec le polynome du deuxiéme degré sur K™ associé
au triplet (ag,a, A), ot a € K™ est le vecteur formé avec les coefficients de [ dans la base B = (m, . ,M),
et A est la matrice de la polaire f; de ¢ dans la méme base.

Remarque 4.3 Si deuz polyndmes du second degré fi, fo sont proportionnels (i.e. ils définissent la méme qua-
drique) alors f{(0) = f52(0), mais la réciproque n'est pas vraie. Par exzemple, si K = R, alors les équations
2?2+ 23 =0 et 202 + 323 = 0 définissent le méme sous-ensemble de R?, a savoir le singleton {Og2}, mais les deuz
polyndémes ne sont pas proportionnels.

Définition 4.4 Soit ¢ € K™, et A € K*. L’homothétie de centre c¢ et rapport \ est la transformation affine
R} : K™ — K" caractérisée par lidentité h)(z) —c = Az —¢). On a donc

ha(x) = Az 4 (1 — Ne.
L’homothétie de centre c et rapport -1 sera appelée la symétrie par rapport a c et sera désignée par o.. On a donc
oc(x) = 2¢c— .

Remarquer que toute homothétie est bijective, et (b))~ = hg\fl. Rappelons que la translation 7. : K™ — K" de
vecteur ¢ est définie par 7.(z) =z + c.

Définition 4.5 Soit [f] € Q(n). Un point ¢ € K™ s’appelle centre de la quadrique [f] si [f] est invariante

par rapport & la symétrie o. de centre q, c’est a dire si [f o o.] = [f]. On va désigner par C[f] Uensemble
(éventuellement vide) des centres de [f].
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Proposition 4.6 Soit f : K™ — K le polyndme du second degré associé au triplet (ag,a, A), et soit c € K™.
A. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) c est un centre de la quadrique [f].
(2) c est une solution du systéme linéaire Ac +a = 0.
(8) Les termes de degré 1 dans la composition f o 1. s’annulent.

B. Si ¢ est un centre de [f] alors on a foo.= f.

Démonstration: A. (1)<(2). On a
(fooe)(x) = flo.(z)) = f(2c — x) = 2c — 2)TA(2¢ — ) + 24T (2¢ — ) + ag =

=4c¢T Ac+ 2T Az — 227 Ac — 2¢T Ax — 20Tz + 4aT ¢ + ap.

T

Notons que a’c = cTa, —2a’x = 2a”x — 42T a, et (puisque A est symétrique) ¢’ Az = 2T Ac. On obtient

fooe(z)= f(x)—4(x — )" (Ac + a). (32)

Puisque 4(z — ¢)T(Ac + a) est un polynéme du (au plus) premier degré, on en déduit que les polynomes du
second degré f, f oo, définissent la méme quadrique (i. e. sont proportionnels) si et seulement si le polynéme
4(x — c)T(Ac+ a) est nul, donc si et seulement si Ac +a = 0. Si c’est le cas, alors on aura f oo, = f.

(2)<(3) Un calcul similaire montre que
(for)(x) =2T Az +2(Ac+a)Tz + (Ac+ a)Tc+ (a' ¢ + ap), (33)

donc les termes de degré 1 de la composition f o 7. s’annulent si et seulement si (Ac + a) = 0.

B. Cette affirmation résulte de (32) en tenant compte de A. ]

Remarque 4.7 Soit [f] € Q(n). Alors
(1) L’ensemble C[f] des centres de [f] est non-vide si et seulement si rang(A a) = rang(A).
(2) Si C[f] est non-vide, alors il est un sous-espace affine de direction ker(A).

(3) [f] admet un centre unique (i.e. C[f] est un singleton) si et seulement si dét(A) # 0, donc si et seulement si
la partie homogéne du 2éme degré de f est une forme quadratique non-dégénérée.

Démonstration: 1. Le systéme linéaire Ac = —a (pour inconnue ¢) admet des solutions si et seulement
si a appartient au sous-espace vectoriel engendré par les colonnes Aq,...,A, de A, donc si et seulement si
Vect(Ay, ..., Ap,a) = Vect(A4y,...,A,). Cette condition est équivalente a la condition rang(A a) = rang(A). Ici
on aurait pu utiliser directement un théoréme important général de la théorie des systémes linéaires : un systéme
linéaire de la forme Ax = b est compatible si et seulement si rang(A b) = rang(A). La démonstration de ce
théoréme s’appuie sur 'argument expliqué ci-dessus.

2. Il s’agit d’une propriété bien-connue de la théorie des systéme linéaires.

3. Résulte de (1) et (2). Notons que, si dét(A) # 0, alors le systéme linéaire Ac = —a est un systéme de
Cramer. -

Donc [f] admet un centre unique si et seulement si , dét(A) # 0, et dans ce cas on dit [f] est une quadrique a
centre unique. Parfois on utilise la terminologie "quadrique & centre" pour cette classe de quadriques, mais cette
terminologie peut étre source de confusion, parce que l’expression "quadrique & centre" suggére I'existence, pas
l'unicité, d’un centre. Pour éviter toute confusion possible on va écrire "[f] est une quadrique ayant au moins
un centre" pour exprimer la condition "C[f] # 0", et "[f] est une quadrique & centre unique" pour exprimer la
condition "C[f] est un singleton" (qui est équivalente & la condition dét(A) # 0).

Remarque 4.8 Si c € C[f], alors l'image Q¢ de [f] est invariante par o..
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Démonstration: Si ¢ € C[f], alors f oo, = f, donc
refH0)e flz)=0< (foo.)(z) =0& flo.(z) =0 < o.(z) € f1(0),
ce qui démontre que I'image Q¢ := f~!(0) est invariante par o.. [ |

A noter que la réciproque de la remarque 4.8 n’est pas vraie en général. Par exemple, soit f : R? — R définie
par f(z) = 2%+ 2x; + 1+ 22. L’image de la quadrique [f] est vide, donc invariante par rapport & toute symétrie,
en particulier par rapport a la symétrie de centre Og2. Mais Or2 n’est pas un centre de cette quadrique. Pourquoi ?

Dans le cas K = R on peut utiliser les notions introduites en analyse. Dans ce on obtient pour le gradient
V.f en un un point c € R™ :
V.f =2(Ac+ a).

Cette formule montre que

Remarque 4.9 Supposons K = R, et soit f : R — R un polynome du 2¢me degré. Un point ¢ € R™ est un
centre de [f] si et seulement si ¢ est un point critique de f.

4.2 Cones et cylindres. Quadriques propres
4.2.1 Cones
Définition 4.10 On dit que la quadrique [f] est un cone de sommet c si [f o h)] = [f] pour tout A € K*.

Cette définition est justifiée par la remarque suivante :

Remarque 4.11 Si [f] est un cone de sommet c, alors son image Q sera invariante par toute homothétie de
centre c.

Démonstration: L’affirmation résulte directement de la définition. En effet, on a évidemment
A
hc (Qf) = Qfohéﬁl 5
donc, si on suppose que f et fo h(’}fl sont proportionnels, on obtient h()‘,‘(Qf) =Qy. [ ]

A noter que la réciproque de cette remarque n’est pas vraie en général. Par exemple, pour f(z) = 23 + 23 +1,
f : R? = R limage Qy est vide, donc elle est invariante par toute transformation de R%. Mais, en utilisant la
proposition 4.12 ci-dessous, on constate que [f] n’est pas un coéne dans le sens de la définition 4.10.

Proposition 4.12 Supposons K # Fs. Soit [ le polynome du second degré associé au triplet (ag,a, A). Les
conditions suivantes sont équivalentes :

(1) La quadrique [f] est un cone de sommet c,

(2) c est une solution du systéme linéaire & (n+ 1) équations et n inconnues :

Ac+a = 0
{ ale+ag = 0 (34)
(3) c€ Qs NC[f].
(4) La composition f o 1. est homogéne du 2éme degré.
Démonstration: Un calcul direct (comme dans la démonstration de la proposition 4.6) donne
(f o h)(@) = X2F(@) + { (A1 = Nz + (1= 1)20) " (Ae +a)} + (1 = M) (a” e+ o). (35)

(1)=(2) : Puisque f o h) et f sont des polynémes du second degré et les autres termes sont de degré inférieur, il
en résulte que, si ces deux polyndémes sont proportionnels, alors le facteur de proportionnalité est nécessairement
A2 et le polynome du ler degré

{221 =Nz + (1= N%) (Ac+a)} + (1 — A?)(aTc + ag)
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est nul. En choisissant A = —1 on obtient Ac + a = 0. Puisqu’on a supposé K # Fg, il existe dans K un élément
Ao € {0,1,—1}. Pour cet élément on obtient (1—\3) # 0, donc a’ ¢+ ag = 0. En conclusion, c satisfait le systéme
(34).

(2)<(3) résulte facilement de (35). On a
fle)=cTAc+2aTc+ ag = T (Ac+ a) + (aTc + ap)

donc le systéme (34) est équivalent au systéme

|
o

{ Ac+a

o - 0 (30)

qui définit évidemment l'intersection @y N C[f].

(2)<(4) En utilisant la formule (33) on constate que f o 7, est homogéne du 2¢éme degré si et seulement si
Ac+a=0¢ctalc+ay=0. [ |

Remarque 4.13 En tenant compte de la 3¢me condition de la proposition 4.12, on déduit que [f] est un cone
de sommet ¢ si et seulement si ¢ est & la fois un centre de [f] et un point de Uimage Qy de [f].

Remarque 4.14 Supposons K # Fs, et soit [f] une quadrique qui est un cone de sommet c. Alors on a

U (c2) cQy,
TEQyf
TH#c

donc
— soit {c} € Qy, Vinclusion ci-dessus est une égalité, et l'image Q; de [f] est une réunion non-vide de
droites qui passent par c,
— soit {c} = Qy, donc Qy se réduit au singleton {c}.

Démonstration: D’aprés la Proposition 4.12, on a ¢ € Q. Si K™ 3> & # ¢, alors la droite affine (cx) C K"
s’écrit comme réunion :
A
(cx) ={c} |J m(a).
AEK™

11 suffit d’appliquer la remarque 4.11. [ ]

Définition 4.15 Les solutions du systéeme (34), ou du systéeme équivalent (36), s’appellent points doubles, ou
points singuliers de la quadrique [f]. L’ensemble des points singuliers de [f] sera noté Sing]f].

D’aprés la proposition 4.12 on a

Sing[f] = Q; N 1] (37)

et, pour tout point ¢ € Sing[f], la quadrique [f] est un cone de sommet c.

Définition 4.16 Une quadrique [f] € Q(n) est dite quadrique lisse si Sing[f] = 0. Dans le cas contraire on dit
que [f] est une quadrique singuliére.

D’aprés la proposition 4.12; il en résulte que (en supposant K # Fs) une quadrique [f] est singuliére si et
seulement si elle est un cone.

En utilisant la remarque 4.9 on obtient la remarque suivante, qui justifie la terminologie "point singulier",
"quadrique lisse" utilisée ci-dessus.

Remarque 4.17 Supposons K = R, et soit f : R™ — R un polynéme du second degré. L’application f : R™ — R

est une submersion en tout point v € Qy \ Sing[f]. En particulier x € Qy \ Sing[f] est une hypersurface lisse de
R™.
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Remarque 4.18 L’ensemble Sing[f] = Qf N C[f] des points doubles de [f] est non-vide si et seulement si

A a A
rang( o ay ) :rang< o7 )
s ) A a
Si Sing[f] # 0, alors dét ( of ) =0.

4.2.2 Cylindres

Définition 4.19 Soit v € K™\ {0}. Une quadrique [f] € Q(n) est dit cylindre de direction cylindrique v si pour
tout A € K* on a [f oa] = [f], donc si [f] est invariante par rapport auz translations de vecteur colinéaire avec
v.

Si [f] est cylindre de direction cylindrique v, alors son image Qy est soit vide, soit une réunion de droites
affines de direction constante Kv.
En utilisant la formule (33) on obtient

(f o o) (@) = fz) + 2M(Av) Tz + N2 (Av)Tv + 2XaTw. (38)

Cette formule montre que les partie homogénes du 2éme degré de f et f o7y, (qui sont non-nulles) coincident,
donc [f o Tay] = [f] si et seulement si f o 7y, = f. La formule (38) montre que

Remarque 4.20 Soient [f] € Q(n) et v € K™\ {0}. La quadrique [f] est un cylindre de direction cylindrique v
si et seulement si v est une solution du systéme

Av = 0
{ atv = 0. (39)
. . . A . . A .
Done [f] est un cylindre si et seulement si ker o7 # {0}, donc si et seulement si Rang g )< Si
c’est le cas, alors l’ensemble des directions cylindriques de [f] coincide avec ker < ;; ) \ {0}.
. . A . .
Soit [f] une quadrique. Posons I'[f] := ker o) Cet espace est non-nul si et seulement si [f] est un

cylindre, et si c’est le cas s’appelle 'espace des directions cylindriques de [f]. Soit F' C K™ un supplémentaire
de I'[f]. On obtient une décomposition en somme directe K™ = T'[f] @ F. Désignons par pris, pr les deux
projections, et posons f := f|p.

Remarque 4.21 Avec les notations ci-dessus on a f = f o pg, en particulier Qf = p}le, donc limage de [f]
est la pre-image par la projection pr de l’image d’une quadrique dans Uespace F. Si [f] est un cylindre, alors
I'[f] # {0}, donc dim(F') < n. L’étude des cylindres dans K™ se réduit o l’étude des quadriques dans un espace
de dimension inférieure a n.

Par exemple, si n = 3, I'étude des cylindres dans K3 se réduit a I’étude des quadriques dans K2 (des coniques).

4.2.3 Quadriques propres

a

Définition 4.22 Une quadrique [f] € Q(n) est dite propre si dét ( :71” ) # 0. Dans le cas contraire on dit

ao
que [f] est une quadrique impropre.

Proposition 4.23 Soit [f] € Q(n). Sont équivalentes :
(1) [f] une quadrigue impropre.

(2) [f] est un cone ou un cylindre.
Démonstration: (1)=-(2) : Supposons que [f] est une quadrique impropre. On va démontrer que si [f] n’est

. . . . , A
pas un cylindre, alors [f] sera un cone. Puisque [f] une quadrique impropre, on a dét < of ; > = 0, donc
0
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A . . . . A
rang ( o CZ) ) < n. Si [f] n’est pas un cylindre, alors, en utilisant la Remarque 4.20 on obtient ker ( o ) =

. . A .
{0}, ce qui (d’apres le théoréme du rang) est équivalent a rang ( o7 ) = n. Mais alors

rang(ﬁ):anang(cﬁp 50>zrang<£p).

Donc rang ( ;r}p > = rang ( ;r}p 5 > = n, ce qui, d’aprés la remarque 4.18, montre que Sing[f] # 0, donc [f]
0

admet des points doubles. D’aprés la proposition 4.12 il en résulte que [f] est un cone.

(2)=(1) : Si [f] est un cone, alors Sing[f] # 0, donc d’aprés la remarque 4.18, on a dét( ;; ; > # 0,
0

donc [f] est bien impropre. Si [f] est un cylindre, alors ker ( ;;1 > # {0}, donc rang < ;; ) < n. En rajoutant

a . . A a
< ¢ =
a ) < n, ce qui implique dét ( o ag ) 0,

i.e. [f] est impropre. ]

A
une colonne, le rang augmente de au plus 1, donc rang < ol

Exemple 8 Il existe des quadriques qui sont, & la fois, cones et cylindres. En effet, soient o, § : K" — K
deux formes linéaires non-nulles sur K", soit (s,t) € K?, et soit f le polynome du 2éme degré donné par
f(z) == (a(z) + s)(B(x) + t). L’image Qs de [f] est la réunion H, U Hg des hyperplans affines définis par
les équations a(z) + s = 0, S(z) + ¢t = 0 respectivement. Si ker(a) # ker(8) (i.e. si , § sont linéairement
indépendantes) alors l'intersection F' := H, N Hg sera un sous-espace affine de codimension 2 et de direction
ker(a) N ker(B). Dans ce cas [f] est un cone de sommet ¢ pour tout ¢ € F, mais au méme temps [f] est un
cylindre dont ’espace des directions cylindriques est ker(a) Nker(8). Si Hy, || Hg et H, # Hg, alors la quadrique
[f] ne sera pas un cone, mais elle sera un cylindre dont I’espace des directions cylindriques est ker(a) = ker(5).
Si Hy, = Hg, alors [f] sera un cone de sommet ¢ pour tout ¢ € Qy = Hy = Hpg, et au méme temps elle seta un
cylindre dont 'espace des directions cylindriques est ker(«) = ker(p).

Exemple 9 Soit [f] € Q(3) une quadrique dans K3 qui est un cone avec un sommet unique Ogs. Par exemple
on peut prendre f(z) = 22 + 23 — 23. Soit F = K™ — K?® un epimorphisme linéaire. Alors [f o F|] sera un cone
de sommet x pour tout x € ker(F). Si n > 3, alors [f o F| sera aussi un cylindre, et son espace des directions
cylindriques sera ker(F').

4.3 La classification affine des quadriques

La classification affine pour les quadriques dans un espace affine £ concerne la classification des éléments de
Q(€) a transformations affines prés. Comme d’habitude on va identifier £ avec K™ a l'aide d’un repére affine,
donc on va supposer, comme dans la section précédente, £ = K™.

Définition 4.24 Deuz quadriques [f], [f'] € Q(n) sont dites affinement équivalentes s’il existe une transforma-
tion affine g : K™ — K™ telle que

f'="Ffog (40)
Plus précisément on cherche un sous-ensemble R (n) de polynémes du second degré sur R™, si simple que possible

(Pensemble des formes réduites des quadriques dans K"™), tel que tout quadrique [f] € Q(n) soit équivalente, au
sens de la définition 4.24, & une quadrique définie par un élément de R(n).

C’est important de noter que la condition (40) a deux interprétations géométriques :

(Intl) ¢(Qs) = Qy, donc 'image par g de @ coincide avec @,
(Int2) Il existe un repére affine (po,...,p,) de K" tel que I'équation de Qf dans ce repére soit f'(z) = 0.

Pour passer de la lére a la 2éme interprétation, écrivons g sous la forme g(x) = Bx + b, ou B € GL(n, K) et
b € K™, et considérons le repére affine (pog,...,pn) = (b,0+ B1,...,b+ B,,), ou B; désigne la iéme colonne de B.
Alors M = B, et

f(po +Zyim) = f(b'i'zyiBi) = f(b+ By) = (f o 9)(y),

=1
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donc la composition fog peut étre interprétée comme l’expression de la méme application polynomiale f : K™ —
K dans le repére affine (b,b+ By,...,b+ B,,).

Dans les applications on utilise d’habitude la 2éme interprétation : on se donne une quadrique [f] € Q(n), et
on cherche un repére affine dans lequel 'image @7 est donné par une équation réduite (si simple que possible).

Soit f : K™ — K le polynéme du second degré associé au triplet (ag,a,A), et soit g : K™ — K" la
transformation affine donnée par g(x) = Bx +b. On a

(fog)(z)=2"(B"AB)z +2(B" (Ab+ a))Tx + 07 Ab + 2a™b + a, (41)

donc le polynéme du second degré [’ := f o g est associé au triplet

A= BTAB, o’ = BT Ab+ BT a, ay = b7 Ab+ 2a"b + ao.

Ces formules montrent que :

A d\ _ (BT o A a
at afy )\ b7 1 al ag

En tenant compte que

oW
—_ o

>, (A’a’)BT(Aa)<€ i’)

on obtient :

Remarque 4.25 Soit [ le polynéme du second degré associé au triplet (ag,a, A), soit g : K™ — K™ une trans-
formation affine donnée par g(x) = Bx+b, et soit (aj,a’, A") le triplet qui correspond & la composition f' := fog.
Alors

! !
rang(A’) = rang(A), rang (A’ a’) =rang (A a), rang < f,lT ¢ ) = rang ( ép “ > )
al  af a’ ag

li li
dét(A') = dét(B)?dét(A), dét( 4 )zdét(B)Qdét< 4 )
at  aj at ag

Cette remarque montre que les rangs r(f), p(f), R(f) définis par
A
r(f) :=rang(A) € {1,...,n}, p(f) :=rang (A a) = rang ( of ) e{1,...,n},

a
ao

A
R(f)::rang(aT )6{1,...,71—}—1}
(ou f est le polynome du second degré associé au triple (ag, a, A)) sont des invariants par rapport a la composition
avec les transformations affines, i.e deux quadriques affinement équivalentes ont les mémes invariants. Nous
deéfinissons les sous-ensembles suivants de Q(n) :

CL(n)p :={[f] € Q)| r(f) = p(f) =p, R(f) =p+1}, pour 1 <p<mn,
CS(n)p :={[f] € Q)| r(f) = p(f) = R(f) =p}, pour 1 <p<mn, (42)
P(n)p :=A{lfl€ Q) r(f) =p, p(f) =p+1}, powrl<p<n-—1

Les notations ont été choisies pour suggérer respectivement : "avec (ayant au moins un) centre et lisse", "avec
(ayant au moins un) centre et singuliére”, "sans centre (paraboloides)" (voir le théoréme 4.27 ci-dessous). Dans
chaque cas l'indice p indique le rang de la forme quadratique définie par la partie homogéne d’un polynéme qui

définit la quadrique. Remarquons que

Remarque 4.26 Sir(f) =p et p(f) =p+1 alors R(f) =p+ 2.

Démonstration: Exercice. La condition p(f) = r(f)+1 est équivalente a la condition a & Vect(A41,...,A4,), ou
A; désigne la iéme colonne de A. Puisque A est symétrique, cette condition est équivalente & a” ¢ Vect(A!,..., A"),
ot A* désigne la iéme ligne de A. Ceci implique (a” ag) ¢ Vect((Al, ay), ..., (A", an)) donc, en rajoutant la ligne
(aT ap) a la matrice (A a) € My, ,+1(K), la dimension du sous-espace engendré par la lignes va augmenter de 1.
Ceci montre que

rang( ;; 6?0 ) =rang(Aa)+1.
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En utilisant cette remarque il en résulte

Pn)p ={lfl€ Q)| r(f) =p, p(f)=p+1, R(f) =p+2}.

En conclusion, les trois invariants d’une quadrique prise dans I'un des trois ensembles CL(n),, CS(n),, P(n),
sont déterminés par p. Les résultats sont résumés dans le tableau ci-dessous

f1€e | r(f) | p(f) | R(f)
CL(mn)p | p p |p+l
CS(n)y | p P p |
P(n), p |p+1l|ip+2

Le théoréme suivant spécifie, pour une quadrique prise dans I'un des sous-ensembles (42) une forme réduite :

Théoréme 4.27 (la classification affine des quadriques dans K™) Avec les notations (42) on a :

(1) L’ensemble Q(n) se décompose en réunion disjointe de sous-ensembles

o) = [T cct) | TI{ IT ¢S | TI II P ).

1<p<n 1<p<n 1<p<n-—1

chaque sous-ensemble étant invariant par rapport & la composition avec les transformations affines.

(2) On a les égalités suivantes

CL(n)p ={[fl € Q(n)| r(f) =p, [f] a au moins un centre et est lisse},
CS(n), =A{[f] € Q)| r(f) =p, [f] @ au moins un centre et est singuliére},
P(n)p ={[fl € Qn)| r(f) =p, [f] n'a pas de centre}.

3) (a) Si[f] € CL(n), alors il existe une transformation affine g : K™ — K™ telle que
(3) (a) P g q
P
(fog)(y) = Zaiyf + ag ot a; € K* pour 0 <i < p.
i=1
b) Si[f] € CS(n), alors il existe une transformation affine g : K™ — K™ telle que
(b) P g q
P
(fog)y) = Zaiyf ot a; € K* pour 1 <i < p.
i=1
c) Si[f] € P(n), alors |f] est lisse et il existe une transformation affine g : K™ — K" telle que
P )
P
(fog)(y) =D i +2ypr1 ot a; € K* pour 1 <i <p.
i=1

Démonstration: (1) Les sous-ensembles CL(n),, CS(n),, P(n), sont évidemment disjoints deux & deux. Pour
montrer que leur réunion coincide avec Q(n), soit [f] € Q(n) et soit p := r(p). Pour p(p) nous avons deux
possibilités, a savoir p ou p + 1.

Supposons que nous sommes dans le cas p(p) = p. Pour R(f) nous avons de nouveau deux possibilités, a
savoir p o p + 1. Dans le premier sous-cas on a [f] € CS(n),, et dans le deuxiéme sous-cas on a [f] € CL(n),.
Supposons que nous sommes dans le cas p(p) =p+ 1. Alorsonap <n—1et [f] € P(n),.

(2) Les trois égalités résultent des remarques 4.7 (1), 4.18 en tenant compte que les sauts p(f) —r(f), R(f) —p(f)
sont inférieurs ou égaux a 1.

(3) Soit [f] € Qn, out f est le polynome associé au triplet (ag,a, A). D’apreés le théoréme d’existence des bases
orthogonales il existe une base (f1, ..., fn) de K™ dans laquelle la forme quadratique ¢(z) = Zlgi,jgn AT =
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2T Az ait une forme diagonale (voir le théoréme 1.24 et la remarque 1.25). En désignant par B la matrice formée
avec les vecteurs de cette base (en tant que colonnes), on obtient une formule du type

P n
f(Bu) = Z oul + 2 Z au; + ag,
i=1 i=1

ol ; € K* pour 1 <17 < p. En posant

on obtient une formule du type

/4 n
F(B(v+wp)) = Zaivf +2 Z ajjvj + ag.
i=1

Jj=p+1

Dans le cas particulier p = n le 2éme terme est inexistant.

Supposons [f] € CL(n),. Puisque p(f) = p, la composition v — f(B(v + wp)) aura le méme invariant, donc
aj =0 pour p+1 < j <n. Puisque R(f) =p+ 1, on obtient ap # 0, et la premiére affirmation est démontrée.

Supposons [f] € CS(n),. De la méme maniére on obtient a7 = 0 pour p+1 < j < n et ag = 0, donc la
deuxiéme affirmation est démontrée.

Supposons [f] € P(n), o 1 < p < n — 1. Dans ce cas, il existe un indice s > p + 1 tel que o # 0.
Quitte & faire une permutation des variables on peut supposer s = p + 1. L’idée est de faire la substitution
2ypt1 = 2 Z?:p 41 @5vj + ag, donc de remplacer formellement I’expression 2 Z;-L:p 41 @5vj + ag par 2y,,1. Pour
préciser cette idée remarquons que cette "substitution" correspond & la transformation affine

n
Yp
h, 1 n " o
Y= al (yp+1 - Zj:p+2 a;yj — 70)
Yp+4-2
Yn

On a
P
f(B(h(y) +wo)) = Zaiyiz + 2ypt1-

=1

11 suffit de définir g comme la composition y — B(h(y) + wg).

Remarque 4.28 Les classes remarquables des quadriques introduites dans les sections précédentes se décom-
posent en réunion disjointe conformément au tableau ci-dessous :

o1



Classe remarquable de quadriques dans K™ décomposition en réunion disjointe

quadriques lisses a centre unique CLM)y

quadriques o centre unique CL(n), [ICS(n)n

quadriques lisses H CL(n), H H P(n)p

1<p<n 1<p<n—1

quadriques propres CLM)n [TP(n)n-1

cylindres H CL(n), H H CS(n), H H P(n),

1<p<n-—1 1<p<n—1 1<p<n-—-2

quadriques singuliéres (cones) H CS(n),
1<p<n

Dans le cas particulier K = R on obtient un théoréme de classification plus précis. La démonstration s’appuie
sur le théoréme de Sylvester dans le cas réel (voir le corollaire 1.26).

Corollaire 4.29 Supposons K = R.
1. Si[f] € CL(n), alors il existe une transformation affine g : R™ — R™, 7 € R* et k € {0,...,p} tels que

k P
T(fog)(y) = sz - > v+l

j=k+1

2. Si[f] € CS(n), alors il existe une transformation affine g : R™ — R", et k € {0,...,p} tels que tels que

k 4
(fog)w)=> vwi— > v
=1

Jj=k+1
3. Si [f] € P(n), alors il existe une transformation affine g : R — R", 7 € R* et k € {0,...,p} tels que

k

P
T(fog)y) =) vi— Y ui+2yp1

i=1 j=k+1
En particulier on obtient la classification affine des quadriques réelles propres en dimensions 2 et 3.

Corollaire 4.30 Supposons K = R.
(1) Toute conique propre de R? est affinement équivalente a la conique définie par I'un des polynomes :
(a) yi +y3 +1,
(b) yi —y3 +1,
(c) =i —y3+1,
(d) 2 + 2ys.
(2) Toute quadrique propre de R? est affinement équivalente a la quadrique définie par l'un des polynomes :
(a) yi+y* +y3+1,
(b) i +y3 —y3+1,
(c) yi —y3 —y3 +1,
(d) —yi —y3 —y3 +1,
(¢) yi +y3 +2ys,
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(f) ¥i —y3 + 2ys.

La liste des coniques propres dans R? :

forme réduite | a centre / sans centre image
yr+ys + 1 a centre unique [}

yi —ys + 1 a centre unique hyperbole

—F —ys+1 a centre unique ellipse
Y7 + 2y sans centre parabole

La liste des quadriques propres dans R3 :

forme réduite a centre / sans centre image

y% + y% + yg’ +1 & centre unique ]

yi+ys—ys+1

& centre unique

hyperboloide & deux nappes

yi—y3—y3+1

& centre unique

hyperboloide & une nappe

—Yi—ys —y3+1

& centre unique

ellipsoide

yi +us +2u3

sans centre

paraboloide elliptique

yi — 5 +2y3

sans centre

paraboloide hyperbolique

4.4 La classification euclidienne des quadriques dans un espace euclidien

Soit (E, ¢) un espace euclidien, et £ un espace affine de direction £. Dans ce contexte c’est naturel de classifier
les quadriques de £ a isométries prés. Il s’agit d’une classification plus fine, donc plus difficile, que la classification
affine. En utilisant Iidentification R™ =+ £ donnée par un repére affine orthonormé dans £ (voir la définition
3.33), on va identifier £ avec 'espace euclidien standard R™, et on va identifier 'ensemble des quadriques Q(€)
dans £ avec ’ensemble Q(n) des quadriques dans R™. Notre relation d’équivalence devient

Définition 4.31 Deuz quadrigues [f], [f'] € Q(n) sont dites équivalentes au sens euclidien s’il existe une iso-
métrie g de l’espace euclidien standard R™, et 7 € R* tels que que

['=r1fog (43)

D’apreés le théoréme de classification des isométries d’un espace eucliden (voir le corollaire 2.26) toute isométrie
g : R™ — R" est une transformation affine de la forme g(z) = Bz + b avec B € O(n). Comme dans le cas affine
voir la section 4.3), la formule (43) a deux interprétations géométriques :

@y, donc I'image par g de )y coincide avec @y,

(
(Int1) g(Qs) =
(

Int2) Il existe un repére affine orthonormé (po,...,p,) de R™ tel que I’équation de Qs dans ce repére soit f’.

La version euclidienne du Corollaire 4.29 est

Théoréme 4.32 Avec les notations (42) on a :

1. Si [f] € CL(n), alors il existe une isométrie g : R — R, 7 € R*, k € {0,...,p} et (p1,...,pp) € (RL)P
tels que
vy ER", T szyz > i+
j=k+1
2. Si [f] € CS(n), alors il existe une isométrie g : R™ — R™, k € {0,...,p} et (p1,...,pp) € (RL)P tels que
Yy € R", (fog)( Zmyz Z P3y;.
j=k+1
3. Si [f] € P(n), alors il existe une isométrie g : R* — R™, 7 € R*, k € {0,...,p} et (p1,...,pp) € (RL)?

tels que

p
> 0y A+ 2up
j=k+1

Yy e R", 7

Z piy; —
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La démonstration de ce théoréme suit les mémes étapes que la démonstration du théoréme 4.27 (3), mais remplace
la transformations affine construite dans chaque étape de cette démonstration par une isométrie.

Démonstration: Soit [f] € Q,,, ou f est le polynéme associé¢ au triplet (ag,a,A). La matrice A = (a;;) est
symétrique, donc elle est diagonalisable dans une base orthonormeée (b1, ...,b,) de (R™, (-, )s).

En désignant par B la matrice formée avec les vecteurs de cette base (en tant que colonnes) et par \; la valeur
propre associée au vecteur propre g;, on obtient (b;)”7 Ab; = (Ab;,b;)st = ;A\, donc la composition u — f(Bu)
est donnée par une formule du type

f(Bu) = Z \iu? + 2 Z aiu; + ag.
i—1 i=1

Le nombre de valeur propres non-nulles est p := rang(A). Quitte a faire une permutation des vecteurs (by, ..., b,),
on peut supposer que les premiéres [ valeurs propres sont strictement positives, et les suivantes p — [ sont
strictement négatives. En posant u; := /|\;| pour 1 < i < p on obtient :

! P n
f(Bu) = Z,ufuf — Z pius + QZa’iui + ap.
i=1

j=l+1 i=1

Soit

a
wo = Ap
0

On obtient une formule du type

l P n
FB(u+wo)) = pivi = > pivi+2 ) afjv; +ao.
=1

j=i+1 j=p+1

Dans le cas particulier p = n le terme 2 Z_?:p 1 a;’ v; est inexistant.

Supposons [f] € CL(n),. Puisque p(f) = p, la composition v — f(B(v + wp)) aura le méme invariant, donc

aj =0 pour p+1 < j < n. Puisque R(f) = p+ 1, on obtient ag # 0. Posons 7 := C%, pi = —~—p1;. On obtient
0 v/ levol

l 2,2 P 2 2 .
Zi:l PiV; = 2= PGV T 1 si ag>0

l 2,,2 2 2 .
- Zi:l piv; + Eleﬂ PV + 1 si ap<0

Tf(B(v+wo)) = {

Dans le premier cas on pose k = [ et I'affirmation est démontrée. Dans le 2éme cas on fait une permutation de
coordonnées et on pose k =p — .

Supposons [f] € CS(n),. De la méme maniére on obtient a; = 0 pour p+1 < j < n et ag = 0, donc la
deuxiéme affirmation est démontrée.

Supposons [f] € P(n), ou 1 < p <n — 1. Dans ce cas le vecteur

1
Qi1
o = : cR" P
1
an
est non-nul, donc il existe une base orthonormée (ci,...,cn—p) de R 7P telle que ¢; = %O&H, ol




Soit C' € O(n — p) la matrice orthogonale formée avec ces vecteurs (en tant que colonnes). On obtient

(i1 myop)C = (1,0...,0),

donc
n n—p o
V(Ypt1s---syn) ERPTP 2 Z a;'(z Cj sYpts — #a;’) +af = 2vypq1. (44)
Jj=p+1 s=1
La transformation affine
1
Yp

1"
n _ %,
Y = Zs:pﬂ C1,sYp+s 2,2 Qpi1

St Coslips — 50
s=p+1 2,sYp+s 202 “p+2

"
n ] "
_ 2
ZS:p+1 Cn—p,sYp+s — 3,20,

est une isométrie. En utilisant la formule (44) on obtient

l P
J(B(h(y) + wo)) = Z,ufvf - Z M?U? + 2vypia.
i=1 j=l+1

11 suffit de définir g comme la composition y — B(h(y) + wo), et poser T:= 1, p; := \/L;ui.

4.5 Appendix. Les quadriques propres

FI1GURE 2 — Ellipsoide
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FIGURE 3 — Hyperboloide & une nappe

FIGURE 4 — Hyperboloide & deux nappes
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FIGURE 5 — Paraboloide elliptique

FIGURE 6 — Paraboloide hyperbolique
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