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Résumé

Ce cours et une introduction dans la théorie des courbes et des surfaces, donc des premiéres notions

de géométrie différentielle. La géométrie différentielle étudie certains objets géométriques (courbes, surfaces,
variétés différentiables) avec les outils du calcul différentiel. La géométrie différentielle est un domaine trés
important, qui a beaucoup d’applications en physique théorique (notamment dans la théorie de la relativité)
et beaucoup d’interférences avec d’autres disciplines mathématiques modernes (par exemple la topologie,
Panalyse, la géométrie algébrique et complexe).

Pour suivre ce cours avec succés, les étudiants doivent réviser les notions d’algébre linéaire et multilinéaire,

et les notions d’analyse (différentiabilité, intégration) étudiées dans les cours de licence.
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1 L’espace euclidien R"

1.1 La structure d’espace vectoriel sur R". Sous-espaces vectoriels et affines

Nous rappelons la définition de [’espace vectoriel réel n-dimensionnel standard R™ :

Z1
Rn:: xTr = E x17...7l‘n€R
Tn
Les éléments x € R™ s’appellent vecteurs de R™, et les scalaires x1,...,xz, s’appellent les composantes du vecteur

z. Le vecteur nul Og» de cet espace est le vecteur dont toutes les composantes sont nulles. L’espace R™ est muni
de deux opérations naturelles :

1. Paddition des vecteurs :
T Y1 1+

2 2 N N B

2. la multiplication des vecteurs par les scalaires A € R :

I )\1’1

Ces opérations satisfont les propriétés fondamentales suivantes :

G1. lassociativité de l’addition des vecteurs : pour tout x, y, z on a

r+y+z)=@+y +z,
G2. pour tout x € R" on a
O]Rn —|—x:x—|—0Rn:x

(c’est & dire Ogn est élément neutre pour l'addition des vecteurs.
G3. pour tout z € R™ on a

z+ (—z) = (—z) + 2 =0pn ,
—1
ol —x = (c’est a dire —z est [’élément symétrique de = par rapport a addition des vecteurs).

—Tn
C. pour tout z, y € R™ on a
rt+y=y+cx.

(c’est a dire addition des vecteurs est commutative).

Les propriétés G1, G2, G3 montrent que (R™,+) est un groupe, tandis que les propriétés G1, G3, G3, C
montrent que (R",+) est un groupe commutatif (ou abélien).

M1. Pour tous scalaires A\, i € R et vecteur z € R" on a

Apz) = (Ap)z .

(Passociativité de la multiplication pas les scalaires).
M2. pour tout z € R on a
lr=2a,

c’est & dire le scalaire 1 € R est élément neutre pour la multiplication par les scalaires.



D. Pour tout A\, y € Retz,y € R" on a
Me+y)=dx+Ay, A+p)z=\+px.
(deux propriétés de distributivité de la multiplication par les scalaires par rapport a Paddition des scalaires

et des vecteurs).

Définition 1.1.1 Une combinaison linéaire de la famille (x1,...,xx) de vecteurs de R™ est une somme de la
forme \ix1 + -+ Mpzp = Zle Ak, ot A; sont des scalaires (c’est a dire \; € R).

Définition 1.1.2 Un sous-espace vectoriel de R™ est un sous-ensemble W C R™ tel que
1. Ogn € W,
2. pour tout A1, Ao € R et wy, wy € W on a Aqwy + Aawg € W.

Par récurrence on démontre facilement que toute combinaison linéaire d’une famille de vecteurs d’un sous-
espace vectoriel W est encore un élément de W.

Exemples :
1. {Ogrn} le sous-espace trivial. Il contient un seul vecteur : le vecteur nul.

2. Pour un vecteur non-nul v € R™ \ {Ogn~} la droite vectorielle engendrée par v est définie par

Rv := {tv| t € R}

La droite Rv est donc la trajectoire d’'un mouvement uniforme qui passe par l'origine, de vecteur vitesse
constant v.

3. Soient v, w deux vecteurs non-nuls et non-colinéaires (c’est a dire w ¢ Rv). Le plan vectoriel engendré par

FIGURE 1 — Plan engendré par deux vecteurs.

les vecteurs v et w est le sous-ensemble
Vect(v,w) = { v+ pw| A\, p € R},

donc ’ensemble des combinaisons linéaires de v et w.



4. Soit (vy,...,v;) une famille de k-vecteurs de R™. Le sous-espace vectoriel engendré par (vq,...,vg) est
défini par

k

Vect(vy, ..., v5) = {ZA,@A Ni €RVie {1,...,k}} ,
i=1

donc Vect(vy, ..., v;) est ensemble des combinaisons linéaires de la famille (vy, ..., vg).

Exercice : Montrer que Vect(vy,...,v;) est bien un sous-espace vectoriel de R™.

Définition 1.1.3 Une famille (vy,...,vx) de vecteurs de R™ est dite libre si limplication

k
<Z)‘ivi_0R"> :>()\1::)\k:0)
=1

est vraie, donc si la seule combinaison linéaire nulle de cette famille est celle avec tous les coefficients nuls. Dans
cette situation on dit aussi que les vecteurs vy,...,v sont linéairement indépendants. Une famille (vy,...,vE)
qui n’est pas libre est dite liée, et alors les vecteurs vy, ...,vi sont dits linéairement dépendants.

Une famille (v) formée par un seul vecteur est libre si et seulement si v # 0.

Une paire (v, w) est libre si et seulement §’ils ne sont pas colinéaires (ou, d’une maniére équivalente, si et
seulement si v # 0 et w & Ro.

Un triplet (u,v,w) est libre si et seulement si les trois vecteurs ne sont pas coplanaires (ou, d’une maniére
équivalente, si et seulement si (u, v) est libre et w ¢ Vect(u, v)).

Notons qu’une famille libre ne peut pas contenir le vecteur nul. Nous admettons sans démonstration le résultat
important suivant :

Proposition 1.1.4 Tout sous-espace vectoriel W de R™ s’écrit sous la forme W = Vect(ws,...,wq), ot la
famille (w1, ..., wq) est libre. Le cardinal d d’une telle famille libre qui engendre W dépend seulement de W (pas
de la famille libre génératrice choisie).

Ceci nous permet de définir

Définition 1.1.5 Le cardinal d d’une telle famille libre qui engendre un sous-espace W C R™ s’appelle la dimen-
sion de W. La différence n — d s’appelle la codimension de W.

Donc la dimension de {Og~ } est 0, la dimension d’une droite Rv = Vect(v) (engendrée par un vecteur v # 0)
est 1, et la dimension d’un plan vectoriel Vect(v,w) (engendré par deux vecteurs non-colinéaires v, w) est 2.

Définition 1.1.6 Si (wq,...,wy) est une famille libre qui engendre le sous-espace vectoriel W on dit que la
famille (w1, ..., wq) est une base de W.

Donc la dimension d’'un sous-espace vectoriel est le cardinal d’une base de cet espace.

Définition 1.1.7 Un sous-espace affine de R™ est un sous-ensemble de la forme
A=a+ W ={a+w|weW} CR",

ot W est un sous-espace vectoriel de R™, appelé le sous-espace directeur de A. La dimension de A est, par
définition, la dimension du sous-espace vectoriel W.

Définition 1.1.8 Un hyperplan vectoriel (respectivement affine) de R™ est sous-espace vectoriel (respectivement
un sous-espace affine) de dimension n — 1 (c’est a dire de codimension 1).
1.2 L’espace euclidien R" et les isométries de R". Produit vectoriel généralisé

On va désigner par (es,...,e,) la base canonique de ’espace vectoriel réel R™. Rappelons que tout vecteur
z € R™ se décompose comme z = Y . x;¢;, donc les coordonnées d'un vecteur de R™ par rapport a la base
canonique coincident avec ses composantes.

Définition 1.2.1 L’espace euclidien n-dimensionnel standard est, par définition, I’espace vectoriel réel n-dimen-
stonnel standard R™ muni du produit scalaire standard :

n
(,y) = Zﬂ?zyz ="y
i=1



Dans ces formules, nous avons considéré = et y comme des matrices de type (n,1) et leur transposées comme
des matrices de type (1,n). Le produit d’une matrice de type (1,n) par une matrice de type (n,1) sera une matrice
de type (1,1), qu’on peut identifier évidemment avec un scalaire.

Le produit scalaire définit donc une application (-,-) : R® x R® — R, qui est bilinéaire, c’est a dire linéaire
par rapport & chaque argument. Elle est aussi symétrique, c’est-a-dire elle vérifie la condition

(z,y) = (y,z) Vo, y e R" .

Deux vecteurs z, y € R™ sont dits orthogonauz (et on écrit x_Ly) si (x,y) = 0. Remarquons que pour tout x € R™
le produit scalaire

Proposition 1.2.2 Le norme euclidienne satisfait les inégalités :
1. |z +yll < |lz|| + |yl pour tous z, y € R™ (Iinégalité triangulaire),
2. [z, y)| < llz||llyll pour tous z, y € R™ (Iinégalité de Cauchy-Schwarz).

La distance euclidienne standard entre deux points x, y € R" est définie par

S (i — )

=1

d(z,y) = |z —yll =

La distance euclidienne standard de R™ est bien une distance au sens de la théorie des espaces métriques, en
particulier elle satisfait une version de I'inégalité triangulaire, a savoir :

V(z,y,2z) € R" x R" x R" d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2), (1)

qui est une conséquence simple de I'inégalité triangulaire pour la norme euclidienne. Une application f : R™ — R”
sera appelée isométrie de l'espace euclidien R™ (ou transformation isométrique de l’espace euclidien R™) si elle
conserve la distance euclidienne, c¢’est-a dire-si

V(z,y) €R" xR" on a d(f(l‘), f(y)) - d(l’,y) .

Une telle application est évidemment injective. Pourquoi? On va voir que toute isométrie de l’espace euclidien
R™ est toujours bijective et affine.

Remarquer que la norme euclidienne d’un vecteur x € R™ coincide avec la distance de x & 'origine Ogn.
L’angle non-orienté /(v,w) formé par deux vecteurs non-nuls v, w € R™ \ {Og2} est 'unique angle appartenant
a 'intervalle [0, 7] défini par la formule
(v, w)
cos(L(v,w)) = ———— .
[ollfjw]

Donc Z(v,w) = arccos ( |). Remarquons que ’expression & droite est bien définie parce que

()
Ty €51

d’aprés 'inégalité de Cauchy-Schwartz. Deux vecteurs v, w € R™ sont orthogonaux si et seulement si Z(v, w) = 3.
Rappelons que

Définition 1.2.3 Une base (vi,...,v,) de R™ est dite orthogonale si v; Lv; pour toute paire (i,j) avec i # j.
Elle s’appelle orthonormale si, en plus, on a ||v;|| = 1 pour tout i € {1,...,n}, donc si on a (v;,vj) = 0;; pour
toute paire (i,7).



Remarque 1.2.4 Si (vy,...,v,) est une base orthonormale, alors por tout x € R™ on a

n

T = Z<Ui’ x)v; ,

i=1
c’est a dire les coordonnées de x par rapport a la base (vy,...,v,) coincident avec les produits scalaires (v;,x).

En effet, on peut décomposer z comme z = Y ., &v;. On applique & gauche et a droite Popération (-,v;). En
utilisant les conditions d’orthonormalité on obtient &; = (z, v;). ]

Rappelons qu'une base B = (v1,...,v,) de R™ est dite directe (ou compatible avec l'orientation canonique)
si le déterminant de la matrice carrée (vy,...,v,) formée avec ces vecteurs (donc le déterminant de la matrice
de passage de la base canonique & B) est positif. Dans le cas contraire on va dire que (v1,...,v,) est une base
indirecte.

Définition 1.2.5 Le produit vectoriel sur R3 est défini par la formule :

1 Y1 e
TANYy=| 22 Y2 ez |=
T3 Ys €3

T2 Y2
r3 Y3

1 Y1
r3 Y3

1 W1
T2 Y2

€9 + €3 (2)

Dans cette formule on a utilisé un déterminant formel, d savoir un déterminant dont la derniére colonne est
formé par des vecteurs.
Le produit vectoriel a les propriétés importantes suivantes :

1. Le produit vectoriel A : R x R3 — R3 est une application bilinéaire, anti-symétrique .

2. Pour tout vecteur v € R? on a (z A y,v) = det(z,y,v), ou (r,y,v) désigne la matrice carrée de taille 3
formée par le vecteurs colonne z, y, v.

3. Pour tous z, y € R? on a det(z,y,x Ay) = ||z Ayl

4. x Ny = 0 si et seulement si x, y sont linéairement dépendants.

5. x ANyLlx et  Ayly, donc le produit vectoriel = A y est orthogonal aux deux vecteurs z, y.

6. Si z, y sont linéairement indépendants, alors ||z A y|| = ||z|/|ly]|| sin £Z(v,w)| (qui coincide avec aire du

parallélogramme engendré par les vecteurs z, y ayant Ogs comme sommet).

7. Si x, y sont linéairement indépendants, alors (x,y,x A y) est une base directe de R3. Cette base est ortho-
gonale si x Ly et est orthonormale si en plus ||z|| = ||y|| = 1.

8. La formule de définition (2) reste vraie si on utilise les coordonnées de x, y par rapport & une base ortho-
normale directe (f1, fo, f3). Plus précisémeént, pour une telle base on a 'identité

3 3 & mo N
G AS i)=& m 1 ‘2 ol P G VAR D P
i=1 j=1 & n3 f3

On peut généraliser la notion de produit vectoriel en dimension n de la maniére suivante : Pour n — 1 vecteurs
(v1,v2,...,v,—1) de R™ on pose

v11 V12 ... UVUin-1 €1
V21 V22 ... UVU2p-1 €2

VIAVIA-  AvUp_qi=| Y31 V32 ... U3n-1 €2 | § (_1)W+ijej , (3)
Un,1 Un,2 T Un,n—1 €En

ot Vj et le déterminant de la matrice carrée de taille n — 1 obtenue en éliminant la j-éme ligne de la matrice

1,1 V12 ... Vin-1
V21 V22 ... U2p-1
V3,1 V32 ... U3np—1
Un,1 Ung2 - Un,n—1



Proposition 1.2.6 L’application (R™)"~1 — R"™ définie par (v1,va,...,Vp_1) = v1 AV A -+ Av,_1 a les
propriétés suivantes :

1.
2.

10.

C’est une application (n — 1)-linéaire, alternée! .

Pour tout vecteur v € R™ on a
(v Avg A=+ A, v) = det(vy,va, ..o, Up—1,0) .
Pour tous vy,...,v,-1 € R" on a
det(vy,va,..., 0n_ 1,01 AV A Avp_1) = [ Avg A+~ Avp_1 | .
vy Avg A+ Avp—1 = 0 si et seulement si (v1,vs,...,0,—1) est une famille linéairement dépendante.

v Avg A+ Avp_1 Lo pour touti € {1,...,n — 1}.

Si la famille (v1,va,...,vp—1) est linéairement indépendante, alors la norme ||[ug Ava A+ Avp_1|| coincide
avec le volume du parallélépipéde (n — 1)-dimensionnel engendré par la famille (v, vs,...,vn—1) (et ayant
Ogn comme sommet).
Si (v1,v9,...,0h_1) est une famille linéairement indépendante, alors la famille
(v1,V2, .., Vp—1,01 AV A== AUp_1)

est une base directe de R™. Cette base est orthogonale si (vi,va,...,v,-1) est une famille orthogonale et est
orthonormale si en plus ||v;|| = 1 pour tout i € {1,2,...,n—1}.
La formule de définition (3) reste vraie si on utilise les coordonnées de vy, ...,v,—1 par rapport & une base
orthonormale directe (f1,..., fn)-
Pour une matrice B € M,,_1 ,_1(R) et v1,...,vp_1 € R™ posons w; = Z;.:ll bjv;. On peut donc écrire
(wi,...,wp—1) = (V1,...,0n-1)B. Alors

wy Awg A+ ANwp—1 :det(B)v1 ANV N ANUp_q .
Pour une matrice A € My, ,(R) etvi,...,v,—1 ER" on a

Avy NAvg A+« N Avy—y = co(A)(vy Avg A= Avp_1)

ot co(A) est la matrice des cofacteurs de A, donc co(A)T = det(A)A~1.

La démonstration de ces propriétés est proposée comme exercice. Par exemple, pour démontrer la propriété
(10) on peut supposer v; = ¢; pour 1 <i < n—1 (pourquoi?) et dans ce cas on constate que la iéme composante
de Aeg AAeaA---AAe,_1 est précisément co(A);, qui coincide évidemment avec la iéme composante de co(A)(ey,).
Mais e, = e1 Aea A...ep_1.

Définition 1.2.7 Une matrice carrée A de taille n est dite orthogonale si l'une des conditions équivalentes
suivantes est vérifiée :

1.

S S o

ATA=1,,

A est inversible et A=1 = AT,

AAT =1,

les colonnes de A forment une base orthonormale,
les lignes de A forment une base orthonormale,

L’application linéaire fa associée ¢ A dans la base canonique conserve le produit scalaire, c¢’est & dire
n
(Az, Ay) = (z,y) Vz, y €R" .
L’application linéaire fa associée a A dans la base canonique conserve la norme euclidienne, c’est & dire

| Aa]| = [l2]] Vo € R™ .

1. une application définie sur un produit cartésien itéré est dite alternée si elle change de signe suite a une permutation de deux
arguments.



8. L’application linéaire fa associée a A dans la base canonique conserve la distance euclidienne (est isomé-
trique), c’est & dire
d(Az, Ay) = d(x,y) Vx Yy € R™ .

L’équivalence de ces propriétés est un proposition qu’on peut démontrer facilement :

1. = 2. On sait que ATA = I,, ('hypothése) et A~'A = I, par la définition de I'application inverse. L’égalité
ATA = A7'A = I, implique (AT — A=1)A = 0,,,,, ot en général 0,, ,, désigne la matrice nulle & m lignes et n
colonnes. En multipliant & droite par A~! on obtient AT = A1,

2. = 3. Evident.

3. = 2. De la méme maniére que 1. = 2. Donner tous les détails.

Donc on a les équivalences 1. < 2.< 3. D’autre part, puisque les lignes de A7 coincident avec les colonnes
de A, en utilisant la régle de multiplication "ligne par colonne" on constate facilement que 1. < 4. De la méme
maniére on démontre que 2. < 5.

Nous avons = = Z?zl Tiei, Y = Z?:l vies, (z,y) = Z?:l iy et

(Az, Ay) = Z x;y;(Ae;, Aej) .

1<ij<n

Donc, en identifiant les coefficients des deux formes bilinéaires, on constante que la propriété 6. est équivalente
au systéme d’identités :

<A6i,A6j> = 57;]‘ s 1 S i,j S n.
Expliquer en détail cette équivalence! Mais Ae; coincide avec la i-éme colonne de A. Ce calcul montre donc que
1. & 6. En prenant y = x on obtient tout de suite 6. = 7.
7. = 8. En supposant que 7. est vrai, on a

d(Az, Ay) = |[Ay — Az|| = [|A(y — 2)|| = lly — =l = d(z,y) -

8. = 7. Il suffit de choisir y = 0 et de remarquer que d(Az,0) = || Az||, d(z,0) = ||z]|.
Pour avoir ’équivalence de toutes ces propriétés il suffit de démontrer par exemple 7. = 6. Mais, si 7. est
vraie, alors pour tous x, y € R"™ on a

(A(z +y), Az +y) = [A@ + ) = ]z +y]

Mais (A(z + y), Az + )} = || Az| + | Ay]1> + 2(Az, Ay), et (z+ 1,2 +) = |22 + |y]> + 2(z,y). Puisque
|Az||? = ||z]|?, | Ay||®> = ||ly||*> (par la propriété 7. qui est notre hypothése), on obtient finalement (Ax, Ay) =
(z,y). L

On va désigner par O(n) I’ensemble des matrices orthogonales de taille n. Rappelons qu’on désigne par Gl(n, R)
lensemble des matrices carrées inversibles (c’est a dire & déterminant non-nul) de taille n, et que cet ensemble,
muni de la multiplication matricielle, est un groupe. Ce groupe s’identifie au groupe des automorphismes linéaires
f:R* — R"™.

Corollaire 1.2.8 1. Si A € O(n) alors det(A) € {1},
2. Si AeO(n) et vy,...,v,_1 € R™ alors

Avy A N Avpog = det(A)A(vg A~ Avp—q) € {£A(V1 A+ Avp_1)} .

3. On a O(n) C Gl(n,R),

4. O(n) est un sous-groupe de Gl(n,R), plus précisément O(n) s’identifie au groupe des automorphismes
linéaires f : R™ — R™ qui sont isométriques.

5. L’application det : O(n) — {£1} est un épimorphisme de groupes?.

6. Regardé comme sous-ensemble de M, ,(R) ~ ]R"z, O(n) est compact.

Rappelons qu’on dit qu’un automorphisme linéaire f : R™ — R™ préserve (respectivement change) orientation
de D'espace si det(A) > 0 (respectivement det(A) < 0), o A est la matrice de f dans une base quelconque (par
exemple dans la base canonique). Un automorphisme linéaire f : R" — R"™ préserve (respectivement change)
Porientation de 'espace si et seulement si 'image par f d’une base arbitraire directe est directe (respectivement
indirecte).

2. Rappelons qu’un épimorphisme de groupes est un homomorphisme de groupes qui est surjectif.



Définition 1.2.9 Le sous-ensemble
SO(n) :={A € O(n)| det(A4) =1}

de O(n) coincide avec le noyau de I’épimorphisme det : O(n) — {£1}, donc il est un sous-groupe de O(n). Ce
sous-groupe s’identifie au sous-groupe des isométries linéaires de R™ qui préservent l’orientation et s’appelle le
groupe spécial orthogonal d’ordre n.

Exemple : On peut classifier facilement les matrices orthogonales de taille 2. En effet, notons par a, as les
deux colonnes d’une matrice orthogonale A. Le premier vecteur peut étre regardé comme un point du cercle
trigonomeétrique C(Orz,1) (i.e. du cercle de rayon 1 et centre Ogz). Donc, d’aprés les exercices de TD, on sait
qu’il existe § € R (unique modulo 27 !) tel que
_( cosd
“= ( sin 0 ) '

Quelles sont les possibilités pour la deuxiéme colonne as 7 Cette deuxiéme colonne doit étre vecteur de norme

1 qui est orthogonal & a;. Donc pour az, nous avons deux possibilités, & savoir les vecteurs Rz (a1), R_x(ay)

obtenus en appliquant & a; une rotation d’angle § ou —3. Ici on a noté Ry la rotation d’angle ¢ autour de

2
Porigine.
Mais, en utilisant I'interprétation complexe des rotations, on obtient facilement

—sinf sin 6
g (m) = ( cos 6 > » Bogla) = < —cosf > '
On obtient donc

Proposition 1.2.10 Toute matrice orthogonale A de taille 2 est de 'une des deux formes

1. Type I (matrices orthogonales & déterminant 1, qui définissent des isométries linéaires qui préservent l’orien-
tation de R?) :
A— ( c9s0 —sinf ) 7
sin ¢ cos 6
2. Type II (matrices orthogonales & déterminant -1, qui définissent des isométries linéaires qui changent
Uorientation de R?) :
cosf sin 0
A= < sinf —cos#@ )

8. La formule A — a1 définit une bijection entre
(a) L’ensemble des matrices orthogonales de type I et le cercle C(Ogz,1),
(b) L’ensemble des matrices orthogonales de type II et le cercle C'(Ogz,1).
Donc le groupe O(2) a deux composantes connexes, et chacune des deux s’identifie au cercle C'(Ogz, 1). La premiére
composante connexe coincide avec SO(2) et un sous-groupe de O(2), tandis que la deuxiéme n’est pas un sous-

groupe de O(2). Pourquoi? On peut démontrer que, pour tout n > 2 le sous-groupe SO(n) est connexe, donc
O(n) a deux composantes connexes, a savoir les deux classes de congruence modulo SO(n).

Exercice 1.2.1 Soit A € O(2).

1. Si A= 0989 —sing , alors I'isométrie linéaire associée f est la rotation Ry d’angle 6 et de centre
sin 0 cosf
Ope.
. cos sin 0 . . o R . .
2. 51 A= Ginf  —cosd alors f4 est la symétrie axiale (réflexion) par rapport a la droite vectorielle

engendrée par le vecteur vy = ( (;?;Eg; )
2

Théoréme 1.2.11 (Classification des isométries de R™) Toute isométrie de l’espace euclidien R™ est une trans-
formation affine de la forme
f(z) =Azx +zo ,

ot A est une matrice orthogonale.



Démonstration:

Etape 1. Soit ¢ une isométrie de R™ telle que ¢(0Ogn) = Ogn. Alors pour tout z € R™ on a

o)l = d(e(x),0) = d(e(z), ¢(0)) = d(x,0) = [[=] ,
c’est a dire ¢ préserve la norme des vecteurs. D’autre part, pour deux vecteurs z, y € R" on a
d(p(2), p(1)* = {p(y) — p(@), p(y) — ¢(x)) = (@)1 + leW)]1 = 2(p(x), p(y))
d(z,y)* = (y — =,y — ) = [lz]* + ||y - 2(z,y) ,

Donc, puisque ¢ est une isométrie (et puisque ¢ préserve la norme des vecteurs) on déduit

(), p(y)) = (z,9) ,

qui montre que ¢ préserve aussi le produit scalaire euclidien. En particulier, la famille (vq, v, ..., v,) donnée par
v; = p(e;) est une base orthonormale (pourquoi?). En utilisant la Remarque 1.2.4 on obtient :

p(r) =Y (i, p(@))vi =Y (p(e:), p(z))v; =
i=1 i=1
= Z(ei,x)vi = Z Tiv; .

Ceci montre que ¢ coincide avec 'application linéaire f4 associée a la matrice A dont les colonnes sont v;. Puisque
la base (v1,vs,...,v,) est orthonormale, on conclut que cette matrice est orthogonale.

FEtape 2. Soit f une isométrie arbitraire, et posons z := f(0). Alors Papplication ¢ : R” — R™ donnée par
o(x) == f(x) — x est encore une isométrie (pourquoi?). Puisque ¢(0) = 0, on déduit d’aprés la premiére étape
de la démonstration, que ¢ = f4, out A est la matrice orthogonale dont les colonnes sont les vecteurs v; == p(e;).
Donc

f(@) = f(x) = £(0) + £(0) = ¢(x) + f(0) = Az + o .

Définition 1.2.12 Une isométrie f : R™ — R" de la forme f(x) = Az + zo sera dite directe (ou isométrie qui
préserve lorientation de ’espace) si sa partie linéaire a cette propriété, donc si A € SO(n). Dans le cas contraire
on va dire que f est indirecte (ou qu’elle change ’orientation).

1.3 L’algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

Soit £ C R™ un sous-espace de dimension k. Le produit scalaire standard sur R™ induit un produit scalaire
(wy : Ex E — R sur E, donc on peut parler d’orthogonalité, famille orthogonale, base orthogonale, base
orthonormale dans E. Remarquons qu’on ne peut pas parler de la base canonique ou de 'orientation canonique
(standard) d’un tel sous-espace. On va dire que deux bases (v1,...,v), (w1,...,wk) de E (ou plus généralement
d’un espace vectoriel réel k-dimensionnel) définissent la méme orientation si le déterminant de la matrice de
passage est positif.

Théoréme 1.3.1 (Gram-Schmidt) Soit E C R™ un sous-espace vectoriel de R™ et (g1, ..., gi) une base arbitraire
de E. Alors il existe une unique famille (b;j)1<i<j<i de nombres réels telle que la base (f1,..., fr) donnée par
les relations

fi=a

fa=g2+biaf1

J3 = g3+ bazfo + b1z fi (4)

fr=gr+ 0 bnfi s

soit une base orthogonale.
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L’algorithme de Gram-Schmidt consiste & déterminer (par récurrence par rapport a ¢ > 2) la famille
(b1iybais .- biz14)

des coeflicients qui interviennent dans la décomposition de f;, donc implicitement donne une démonstration du
théoréme 1.3.1. Posons f; :== ¢;. La condition f; 1 fo devient

0={(f1,92 + bi2f1) = (f1,92) + br2(f1, f1) & b12 = — ({}1,’9;1);0 = —<J|c}’1ﬁ§> ;

donc on obtient une unique solution, et fo est déterminé. Supposons maintenant fi et fo connus. En tenant
compte que f1lfs, les conditions f31 f1, f3L fo deviennent

0= (f1,93 +biaf1 + basf2) = (f1,93) + brs(f1, f1) & b1z = _Afngs) —<f17g?2’> :
(fi, fr) £
f ) 9: f ) 9:
0= (f2,93 + biafi + basf2) = (f2,93) + b2s(f2, f2) © bas = ) A ;> ;
(f2, f2) Il 2l
Par récurrence on obtient o)
sy 9i .
byi = — ,se€{l,...;i—1}.
” [1f511>
En utilisant le théoréme 1.3.1 on obtient facilement :
Théoréme 1.3.2 Soit E C R™ un sous-espace vectoriel de R™ et (g1, ..., gr) une base arbitraire de E. Alors il
eriste une unique matrice de la forme
1 a12 Q13 e a1k
0 1 ass PN agk
p= 0 0 1 ... ask
0 0 0 1
(donc une matrice triangulaire avec 1 sur la diagonale) telle que la base (f1, ..., fx) = (91,-..,9k) P, c’est & dire
la base donnée par les relations
h=a

f2 = g2+ a1201
f3 = g3 + azzgs + a1301

.. -
S =gk + 3221 aingi
soit orthogonale par rapport au produit scalaire induit sur E.

La matrice P sera obtenue & partir de la famille famille (b;;)1<i<j<k par récurrence, en exprimant chaque

vecteur f; intervenant a droite dans (4) en fonction des vecteurs g;, gi—1, ..., g1 (en utilisant les formules
précédentes).

Remarque 1.3.3 1. Pour obtenir une base orthonormée il suffit d’orthonormaliser la base orthogonale fournie
par le théoréme 1.3.1, donc de poser h; == Wf’
ille

2. Pour chaque j < k les premiers j vecteurs de la base orthogonalisée (f1,...,fr) (ou de la base ortho-
normalisée (hy, ..., h)) engendrent le méme sous-espace que les premiers j vecteurs de la la base initiale
(91,-..,95), c’est a dire :

Vie{l,...,k} on a Vect(hq,...,h;) = Vect(f1,..., f;) = Vect(g1,...,9;) C E .

En plus, les bases (hi,...,h;), (f1,--.,fj), (g1,--.,9;) définissent la méme orientation de ce sous-espace.
Démontrer cette affirmation.

On peut donc reformuler le théoréme 1.3.2 de la maniére suivante :
Corollaire 1.3.4 Soit E C R™ un sous-espace vectoriel de R™ et (g1,...,gx) une base arbitraire de E. Alors il

existe une unique base orthonormale (hy,...,hy) de E telle que 'une des deux propriétés équivalentes suivantes
soit vérifiée :
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1. La matrice de passage de (g1,...,9x) & (hi,...,hg) est supérieure triangulaire & éléments diagonaux stric-
tement positifs.

2. Pour tout j € {1,...,k} on a Vect(hy,...,h;) = Vect(g1,...,g;) et les deuz bases (h1,...,hj), (g1,--.,9;)
définissent la méme orientation de ce sous-espace.

Une conséquence importante du théoréme 1.3.1 (ou du Corollaire 1.3.4) est

Corollaire 1.3.5 Tout sous-espace vectoriel E C R™ admet une base orthonormale.

Ce théoréme d’existence nous permet de démontrer :

Corollaire 1.3.6 (la matrice de Gram d’un systéme de k-vecteurs de R™) Soit (g1,...,9k) une famille de k-
vecteurs de R™. Considérons la matrice des produits scalaires G(g1,. .., gx) = ((9i, 9j))1<i,j<k- Alors on a toujours

det(G(g1,.--,9%)) >0

avec égalité si et seulement si (g1,...,9k) est une famille lie (c’est & dire si el seulement si g1,...,gx sont
linéairement dépendants).

Démonstration: Puisque dim(Vect(g1, ..., gx)) < k, on peut trouver un sous-espace vectoriel E C R™ de dimension
k tel que Vect(g1,...,9x) C E. Soit (hy,...,h;) une base orthonormale de E, par exemple la base fournie par
Ialgorithme de Gram-Schmidt appliqué & une base arbitraire. En décomposant les vecteurs g; par rapport a cette
base on obtient des formules du type
k
gi = Z asihs
s=1

et les coefficients ay; forment une matrice carrée A € My, ,(R). Donc

k

k k k k k
(9i:95) = <Z asihszzatjht> = Z asiaj(hs, he) = Z Asit0st = Zasiasj = Z(aT)isasj ;
s=1 s=1 s=1

= s,t=1 s,t=1 s=1

ot (aT);s désigne I'élément (i, s) de la matrice transposée AT. Ce calcul montre que G(g,...,gx) = AT A, donc
det(G(g1,---,gx)) = det(AT) det(A) = det(A)? > 0 avec égalité si et seulement si det(A) = 0, c’est & dire si et
seulement si rang(A) < k. Mais le rang A coincide avec dim(Vect(gy,-..,gr)) (pourquoi?) donc rang(A) < k si
et seulement si dim(Vect(gy,...,gx)) < k, soit si et seulement si la famille (g1, ..., gx) est liée. [ ]

La matrice G(g1,...,9x) (respectivement son déterminant) s’appelle la matrice de Gram (respectivement le
déterminant de Gram) de la famille de vecteurs (gi1,...,gx). Pour & = 2 on peut démontrer facilement une
interprétation géométrique intéressante du déterminant de Gram d’une paire de vecteurs.

Remarque 1.3.7 Soit g1, g € R™. Alors det(G(g1,g2)) = (aire(IL(g1, g2)))?, ot (g1, g2) désigne le parallélo-
gramme engendré par les deux vecteurs gi,gs et qui a Ogn comme sommet. Cette affirmation se généralise pour
un systéme de k vecteurs en utilisant la notion de parallélépipéde k-dimensionnel et volume k-dimensionnel.

2 Courbes paramétrées dans ’espace euclidien

2.1 Courbes paramétrées. Points multiples. Points réguliers. Droite tangente. Abs-
cisse curviligne et paramétrage normal. Longueur d’une courbe paramétrée.

Définition 2.1.1 Une courbe paramétrée dans [’espace euclidien R™ est une application continue v : I — R™,
ot I est un intervalle de R. Une telle courbe est dite de classe C* si v est de classe C*, donc si les dérivées
79 T - R™ (1 < j < k) existent et sont continues sur I. L’ensemble T' := im(y) == {y(t)| t € I} s’appelle
limage ou le support de la courbe paramétrée v. Sin = 2 on dit qu’il s’agit d’une courbe plane paramétrée.

Dans la suite on va sous-entendre que toutes les courbes paramétrées considérées sont différentiables de classe
C.

Dans les cas n = 2, n = 3 on peut interpréter une courbe paramétrée v : I — R™ comme [’équation horaire
d’un mouvement d’un mobile punctiforme dans le plan ou dans lespace. Dans ce cas 'image I' := im(7y) est
la trajectoire du mobile, la dérivée +/(¢) est le vecteur vitesse au moment ¢, et le vecteur 7"/ (t) est le vecteur
accélération au moment ¢t du mobile.
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Une classe importante de courbes planes paramétrées est celle des courbes paramétrées en cordonnées polaires.
Z1

. ) € R? sont définies par les relations
2

Rappelons que les coordonnées polaires (p,0) € RT x R d’un point z = (

x1 = pcos(f) , o = psin(9) . (5)

On a donc p = ||z|| et, si x # Ogz, la deuxiéme coordonnée polaire 6 sera définie modulo 2Z par (5). Par exemple,

les coordonnées polaires du point (1,1) € R? sont : p = /2, 0 = % (modulo 2Zr). Considérons maintenant une

application différentiable r : I — R, 6 — r(6). Une telle application définit une courbe plane paramétrée, a savoir
la, courbe paramétrée v : I — R? donnée par

Par convention, pour 'étude des courbes planes paramétrées, on accepte que la fonction 6 — r(0) prenne aussi
des valeurs négatives. Cette courbe paramétrée s’appelle la courbe paramétrée définie en coordonnées polaires par
léquation r = r(6) (ou la courbe d’équation polaire r = r(6)) . Les coordonnées polaires d’un point v(6) € im(y)
sont (r(0),0) si r(0) >0 et (—r(0),0 + ) si r(d) <O0.

Exemples :

1. La droite paramétrée passant par a € R™ de vecteur directeur v € R™\ {0} est la courbe paramétrée v : R — R
donnée par :
V() =a+tv,

£El(t)
soit, en possant, y(t) =

2a(®))
Il(t) =a; +tv; Vi € {1,...,7),} .

Remarquer que pour v = 0 la méme formule définit une application constante, donc une courbe paramétrée dont
I'image se réduit & un point. D’aprés notre définition il s’agit bien d’une courbe paramétrée, bien que I'image soit
un objet géométrique de dimension 0.

2. Le cercle paramétré de rayon R > 0 et de centre a € R? dans le plan est la courbe paramétrée plane
~: R — R? donnée par :
(a1 + Rcos(t)) _ cos(t)
() = <a2 +Rsin()) =T i)
Remarquer que I'image de cette courbe paramétrée est bien le cercle

C(a,R) = {z € R? d(z,a) = R}

et que chaque point € C(a, R) admet une infinité dénombrable d’images inverses dans R. Pourquoi ? Remarquer
que, pour a = 0 on obtient un cercle de centre 'origine Og2. Dans ce cas la courbe paramétrée v coincide avec la
courbe donnée en coordonnées polaires 7(f) = R. Donc un cercle de centre Ogz est donné en coordonnées polaires
par 1’équation simple r(6) = constant.

3. L’ellipse paramétrée de centre a € R? et de demi-axes oy, oy € R est la courbe paramétrée plane v : R — R?
donnée par :
_ (a1 +aicos(t)) aq cos(t)
() = (az + agsin(t) ) at agsin(t) )
Remarquer que I'image de cette courbe paramétrée est bien lellipse

. 2 . 2
E(a, a1, a) = {%Rﬂ =)y o) :1}'

p) 2
aj a3

D’une maniére analogue on peut définir une courbe paramétrée plane dont I'image est 'hyperbole E(a, a1, as)
de centre a et demi-axes oy, ag € R7.

4. La cycloide d’amplitude R correspond au mouvement d’un point situé sur un cercle de rayon R, fabriqué
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d’un matériel rigide, qui roule sans glisser le long d’une droite. En supposant que le cercle roule sur I'axe Ox, que
la position initiale du centre est v(0) = (0, R) et que la vitesse de rotation du cercle et 1 rad/s, on obtient la

courbe paramétrée :
R(t — sin(t))
() = (R(l - (Szos(t))>

(voir la figure & coté). Une animation (visible si vous ouvrez le document pdf avec Acrobat Reader), qui montre

comment on l'obtient comme trajectoire du mouvement décrit antérieurement :

(=]

(voir aussi le lien http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/6/69/Cycloid_f.gif).

5. La spirale d’Archiméde : 11 s’agit du mouvement d’un mobile dans le plan, qui subit un mouvement de
rotation autour d’un point @ € R?, mais en méme temps il s’approche uniformément de ce point. Une telle courbe

paramétrée sera 7 : [0, co[— R? ot
_ [atcos(t)
(1) = (atsin(t)) '

Cette courbe est donnée en coordonnées polaires par 1'équation r(6) = af.

6. La spirale logarithmique. L’équation polaire de la spirale logarithmique de paramétres (a,b) €]0, 00[x]0, oco[

est
r=ae .
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Il s’agit donc de la courbe paramétrée

Voici un exemple :

7. Les graphes de fonctions. Soit f : I — R une fonction différentiable de classe C*°. Rappelons que, par définition,
le graphe de f est la courbe plane {(z, f(x))| € I}. Cette courbe admet un paramétrage naturel, parce que

elle s’écrit naturellement comme I'image de la courbe paramétrée v : I — R? donnée par (t) = f;t)) Cette

courbe paramétrée sera appelée le paramétrage naturel du graphe de f.

8. L’hélice circulaire : décrit le mouvement (dans I’espace tridimensionnel) d’un mobile qui reste sur la sur-
face d'un cylindre circulaire droit en subissant au méme temps un mouvement circulaire & vitesse angulaire
constante autour de ’axe du cylindre et une translation & vitesse constante dans la direction de cette axe. Un
exemple de telle courbe paramétrée est

Rcos(t)

~(t) = | Rsin(¢)

at

Définition 2.1.2 Soit v : I — R™ une courbe paramétrée. Un point x € im(vy) s’appelle point simple (respective-

ment multiple), si l’image inverse
v Ma)={tel () =a}C I

a un seul élément (respectivement plus d’un élément). Si le cardinal de cet ensemble est 2 (respectivement 3) on
va dire que © est un point double (respectivement triple). Si tous les points de im(vy) sont simples, on dit que =y
est un courbe paramétrée simple.

Exemple :

0= (o v 1)

Le point Ogz est un point double de I'image im(7).
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Définition 2.1.3 Soit v : I — R™ une courbe paramétrée. On dit que v est une immersion (ou est réguliére) au
point tg € I si+'(tg) # 0. Si c’est le cas, on définit la droite tangente a v au point to par :

Tio () = 7(to) + R (to) -

Donc la droite tangente a7y en to est la droite affine qui passe par y(to) d’espace directeur Ry’ (tg) = Vect(y'(to)).
Une courbe paramétrée v : I — R™ est dite immersion (ou réguliére) si elle est immersion (réguliére) en tout
point t € I.

Exemple : Remarquer que le paramétrage naturel du graphe d’une fonction différentiable (voir 'exemple 7) est
toujours simple et réguliére. Pourquoi ?

Définition 2.1.4 Soit v : I — R™ une courbe paramétrée, avec n > 2. On dit que vy est bi-réguliére au point
to € I si les vecteurs v'(tg), v/ (to) sont linéairement indépendants. Si c’est le cas, on définit le plan osculateur
de v au point to par :

7, (7) = 7 (to) + Vect(y'(t0), 7" (to)) -

Donc le plan osculateur de v au point to est le plan affine qui passe par y(to) d’espace directeur Vect(y' (to), " (to))-

La tangente 73, (7y) et le plan osculateur 7, (7) ont des interprétations géométriques simples : la tangente 73, (7)
est la limite de la droite affine v(¢o)v(¢) (pour t # to suffisamment proche de ty) quand ¢t — to. La condition de
régularité v/ (to) # Orn assure que y(to) # y(t) si t est suffisamment proche, mais différent de ¢y. D’une maniére
similaire, le plan osculateur 7, () est limite du plan affine y(to)y(¢1)v(t2) (pour t; # to suffisamment proches de
to) quand (t1,t2) — (to,to). La condition "(v'(to),7" (to)) sont linéairement indépendants" assure que les trois
points Y(to), 7(t1), v(t2) ne sont pas alignés si les ¢; sont suffisamment proches de tg tels que t1 # to # to # t1.

Définition 2.1.5 Soient I, J C R deux intervalles. Un changement de paramétre de J a I est une application
différentiable bijective o : J — I de classe C* telle que ¢’ ne s’annule pas sur J. Cette condition implique que
est strictement monotonne et que lapplication réciproque ¢~ : I — J est aussi différentiable de classe C*. On
dit qu’un changement de paramétre ¢ : J — I préserve lorientation si @' (t) > 0 sur J (donc si ¢ est strictement
croissante).

Deux courbes paramétrées v : I — R™, X : J — R™ sont dites équivalentes s’il existe un changement de
parameétre ¢ @ J — I tel que A = yo . Si, en plus, ¢ préserve lorientation, les deux courbes paramétrées sont
dites équivalentes de méme orientation.

Exercice : Montrer qu’il s’agit bien d’une relation d’equivalence sur I’ensemble des courbes paramétrées dans R".

Le théoréme suivant donne une interprétation géométrique simple de la relation d’équivalence dans le cas des
courbes paramétrées simples réguliéres. On va omettre la démonstration, qui est proposée comme exercice pour
les étudiants interéssés par la géométrie.

Théoréme 2.1.6 Soit I, J deux intervalles compacts (donc deux intervalles de la forme [a,b], ot a < b € R).
Alors deux courbes paramétrées simples régulieres v : I — R™, X : J — R™ sont équivalentes si et seulement si
elles ont la méme image.

Définition 2.1.7 Une courbe paramétrée v : I — R™ est dite normale (ou que 7y est un paramétrage normal de
im(y)) si
W@l =1vter.

Dans ce cas on dit aussi que v est paramétréé par la longueur de l'arc (ou par abscisse curviligne).
Définition 2.1.8 Soit v : I — R™ une courbe paramétrée et soit to € I. L’abscisse curviligne de centre to est
définie par

o(t) = [ /).

L’ensemble des valeurs J := {o(t)| t € I} est un intervalle de R et 'application o : I — J est différentiable,
surjective et monotone croissante. Plus précisément on a

o) = IV (@) =0V el
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Donc, si 7 est réguliére, on aura ||7/(¢)|| > 0 pour tout ¢ € I, et donc o sera un changement de parameétre de I
a J qui préserve I'orientation. L’application inverse 0 ~! : J — I sera un un changement de paramétre de J & I qui
préserve l'orientation, donc on obtient une courbe paramétrée équivalente de méme orientation yoo~! : J — R”.
La dérivée de cette courbe paramétrée est :
(oo ™Y (5) = (7Y (17 (674(5)) =~y (074(s))
(=1(s))

g

donc
1 1

Iy o™ () = =175 W' (@ DIl = g I (M) =1,
o'(0=1(s)) 17 (e ()l
donc vy o o~ ! est une courbe paramétrée normale. Nous avons démontré

Proposition 2.1.9 Toute courbe paramétrée réguliere v est equivalente a une courbe paramétrée normale de
méme orientation que . Plus précisément, pour toute courbe paramétrée réguliere v : I — R, la courbe v oo !
(ouw o : I — J désigne l'abscisse curviligne de centre tg € I) est une courbe normale qui est équivalente & vy et de
méme orientation.

Définition 2.1.10 Soit I = [a,b] (avec a < b) un intervalle compact et v : I — R™ une courbe paramétrée. La
longueur I() € RY est définie par

b
1) = [ @yl

Remarque 2.1.11 1. Deux courbes équivalentes ont la méme longueur.
2. Si~ est normale, alorsl(y) =b— a.

3. L’abscisse curviligne o : I — J de centre tg € I associée & une courbe paramétrée vy : I — R™ a Uinterpré-
tation géométrique suivante :
(Vi) s t<to
o(t) = ito] . g
(t) { l(’y‘[to’t]) si t>tg

Ici on a désigné par Ytto]s Yitost] les restrictions de v aux sous-intervalles [t, o], [to,t] respectivement.

2.2 La courbure et le repére mobile de Frenet d’une courbe plane

Rappelons qu’on peut identifier le plan R? avec C, et via cette identification, la multiplication avec i définit
un automorphisme linéaire de R?, & savoir I'automorphisme Rz : R> — R? qui correspond géométriquement a
la rotation d’angle 7 et qui est donné dans la base canonique (et dans toute base orthonormale directe) par la
matrice (désignée par le méme symbole)

Rz = ((1) _01) €50(2) .

Cet automorphisme a une propriété évidente trés importante : pour tout vecteur v € R?\ {0} la paire (v, Rzv)
est une base orthogonale directe de R?, qui sera orthogormée si ||v|| = 1. Remarquer aussi l'identité importante

<Rgu,v> = det(u,v) , (6)

ou (u,v) désigne la matrice formée par les vecteurs colonne u et v.
Soit 7 : I — R? une courbe plane paramétrée réguliére (donc ' (t) # Ogz pour tout t € I). A tout point t € J
on peut associer une base orthonormale directe (f;(t), f2(t)) de R? en posant

1 1

A@) =@, () = Rs fi(t) = 7~

I (@)l ? I @)l

Donc fi(t) est le vecteur tangent unitaire obtenu en normalisant le vecteur vitesse 7'(¢) (donc qui a le méme sens
que ce vecteur) et fa(t) et le vecteur normal unitaire obtenu en appliquant la rotation Rz & fi(t).

Rz ¥ (t) .

Définition 2.2.1 La droite affine vi(7y) == ~v(t) + Rf2(t) (donc la droite affine qui passe par y(t) et a Rfa(t)
comme sous-espace directeur) s’appelle la droite normale & v au point t.
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Cette droite est la perpendiculaire a la tangente 7¢(y) au point v(¢). Nous avons obtenu donc une famille & un
paramétre (f1(t), f2(t))ter de bases orthonormales directes, soit, en utilisant la terminologie classique utilisée
en mécanique, un repére mobile. A tout moment t € I le premier vecteur de ce repére mobile est tangent a
la courbe et le deuxiéme vecteur est normal & la courbe. Puisque les vecteurs d’une base orthonormale directe
de R? (considérés comme colonnes d’une matrice) forment une matrice de SO(2), on obtient une application
(f1, f2) : I — SO(2) qui est différentiable, au sens que les deux composantes f; : I — R? sont différentiables (ce
que revient a dire que la composition (f1, f2) : I — SO(2) < (R?)? ~ R* est différentiable).

Définition 2.2.2 Soit v : I — R? une courbe plane paramétrée réguliére. L’application (fy, f2) : I — SO(2)

donnée par
1

@l

thmwz( N

s’appelle le repére mobile de Frenet associé a vy

1 !
T Rg”(”)

Définition 2.2.3 La courbure d’une courbe plane paramétrée régulicre v : I — R? au point t € I est le nombre
réel défini par
1 1

by (1) 1= 7 (2 (1), f1(8) = 7 det(fu(8), f1(1)) -
! I @ ’ I @)

Si 7 est injective, on utilise souvent la terminologie "la courbure de v au point y(¢)" au lieu de "la courbure
de v au point ¢". Dans le cas général, un point z € im(vy) peut avoir plusieurs pré-images ¢ € I, et pour deux
pré-images différentes on obtient en général des courbures différentes.

Proposition 2.2.4 (les formules de Frenet pour une courbe paramétrée plane). Soit v : I — R? une courbe
paramétrée plane réguliere, f = (f1, f2) : I — SO(2) son repére mobile de Frenet et k- : I — R sa courbure. Alors
pour toutt € I on a

fi@) = Y (Ollry(0) f2(2) 7)
fot) = =V (Ollsy (@) f2(2)
soit,
L 0 —k(t)
ro=ono (5, 59 ®
Dans cette formule on peut omettre le paramétre ¢ et on obtient une égalité de fonctions différentiables a

valeurs dans M o(R) :
T 0 —kry
r=wir(,) ) 0

Démonstration: En décomposant f{(t), f4(t) par rapport & la base orthonormale (f;(¢), f2(t)) on obtient (voir la
remarque 1.2.4 )

fit) = (f1(0), [1(0)) fr(t) + (f2(6), [1(1)) fa(t) , f3(t) = (f1(), f5(2)) fu(t) + (f2(t), f5(1)) fa(t) .

Par définition, on sait que (fa(t), f1(t)) = ||/ (t)||k,(t). D’autre part, en dérivant les identités (f;(t), f;(t))
on obtient

(fi(®), £; ) + (fi(D), £5(1)) = 0, soit (f;(2), £ (1)) + (fi(t), f5(1)) = 0.

donc la matrice carrée ((f;(t), f/(t)))1<ij<2 € Ma2(R) est anti-symétrique. Ceci montre que les éléments diago-
naux de cette matrice sont 0, et (f1(t), f5(t)) = —(fa(t), f1(t)) = — ||/ (t) ||k~ (L). [ |

Nous avons encore deux formules importantes pour le calcul de la courbure :

Proposition 2.2.5 Soit v : I — R? une courbe plane paramétrée réqulicre. Alors
1.

iy (t) = (57 (0.9(0) !  det( (1) 5(0)

~ ) ~ @)

2. St~y est normale (c’est a dire si ||/ (t)|| = 1), alors on a |k, (t)] = ||v" ()| et

o (1) = V'O st (7 (t),y"(t)) forme une base directe
Y = I ON st (Y (8),47(t)) forme une base indirecte
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Démonstration: Nous avons f1(t) = 1 ”7 "(t) = \/77@7 '(t) = (v (£), 7 (£)) 2+ (t), donc

' @®),7"®) 1

or Y Ot yer®:

1 M
D W =

donc

dett3(0) (0 = et (0, ~ ) 4 )

! t (t) +
ol T er Y T v en’

Rappelons que le déterminant est une application multilinéaire et alternée. On obtient donc

det(f1(t), fi(t)) = E det(v'(2), (v"(1)) -

[E40IH ’( )
En utilisant la formule (6) on obtient la démonstration de la premiére affirmation. Pour démontrer la deuxiéme
notons que pour une courbe paramétrée normale, on a évidemment f1(¢) = +/(¢). Pourquoi ? D’autre part on a
IV ()12 = (v'(t),~'(t)) = 1; en dérivant cette formule on obtient 2(y”(t),7/(t)) = 0, donc l'accélération v (¢) est
toujours orthogonale & la vitesse 7/(t). En décomposant 7" (¢) par rapport & la base orthonormale (fi(t), f2(t))
(voir la remarque 1.2.4 ) on obtient :

fit) =7"(t) = (" @), AWV () + (1), f2(0)) f2(8) = (V' (1), fa () f2(t) = (fL(8), f2(0)) f2(t) = i () fa(t) -

En comparant les normes, on obtient || (¢)|| = |r(t)]- [ |
En utilisant la proposition ci-dessus on peut montrer facilement :

Corollaire 2.2.6 Soit v : I — R? une courbe plane paramétrée réguliére.

1. La courbure r(t) est non-nulle si et seulement si les vecteurs ' (t), v"(t) sont linéairement indépendants.
Si c’est le cas, alors le signe de la courbure est positif si la base (V' (t),7"(t)) est directe, et négatif si cette
base est indirecte. Dans le premier cas on va dire que 7y tourne & gauche en t, et dans le deuriéme cas que
v tourne a droite en t.

2. Pour une courbe normale, la valeur absolue de la courbure est simplement la norme du vecteur accélération.

Pourquoi la notion de courbure est importante ? La courbure d’une courbe paramétrée plane est un invariant
géométrique de la courbe considéree au sens qu’elle est invariante par rapport aux deux classes d’opérations qui
intuitivement, ne changent pas la forme géométrique de la courbe : composition avec les isométries directes &
gauche et composition avec les changements de paramétres qui préservent 1’orientation & droite. Plus précisément :

Proposition 2.2.7 Soit g : R? — R? une isométrie directe et ¢ : J — I un changement de paramétre qui
préserve l'orientation. Alors, pour tout u € J on a

“govowm) = “7(@(”)) .

2.3 L’interprétation géométrique de la courbure. Cercle osculateur

Soit ® une courbe plane donnée par [’équation implicite F(x1,22) = 0, ot F : U — R est une fonction
différentiable de classe C* définie sur un ouvert U C R2. Donc

w={(5)®

On utilise la terminologie "équation implicite", parce que les points de ® ne sont pas donnés par une formule
explicite (comme c’est le cas pour les points de I'image d’une courbe paramétrée), mais une relation entre les
coordonnées. Par exemple le cercle C(a, R) est défini par 'équation implicite (z; — a1)? + (22 — ag)? — R2 = 0.
Soit v : I — U C R? une courbe plane paramétrée. On dit que ® a un contact d’ordre (au moins) n avec v au
point to € I si ty est une racine d’ordre (au moins) n de F o+, c’est a dire si (F o) (ty) = 0 pour 0 <i <n—1).

F(z1,22) = o} Cc U C R?

Proposition 2.3.1 Soit v : I — R? une courbe plane réguliere et soit to € I.
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1. Siky(to) # 0 il existe un cercle unique C,(ty) qui a un contact d’ordre (au moins) 3 avec y en ty. Le rayon

de ce cercle est L

R, (to) = m )

et le centre de ce cercle se trouve sur la droite normale vy, (y) v au point to. Plus précisément le centre
gy(to) est donné par la formule

¢y (to) = 7(to) + M;to)h(to) |

2. 5t k4 (to) = 0 la droite tangente T4, () & v au point ty a un contact d’ordre (au moins) 3 avec v en to.

Démonstration: 1. On va déterminer le centre ¢ et le rayon R d’un cercle qui a un contact d’ordre (au moins) 3
avec 7 en to. L’équation du cercle C(q, R) de centre ¢ € R? et rayon R € R’ est F(z) =0, o

F(z)=(x—q,xz—q)— R?>. (10)
Les premiéres deux dérivées de la composition F' o~ sont
(F o) (t)=2(/(t),7(t) —q) , (Fon)"(t) =2{(y"(t),7(t) —a) + (Y1), (1))} -

Ecrivons ¢ sous la forme
q=(to) +aifi(to) + azfa(t) ,

ol ajp, ay sont les coordonnées de ¢ — y(¢p) par rapport la base orthonormée (f1(to), f2(to)).
La condition que C(g, R) ait un contact d’ordre (au moins) 1 avec 7 en ty s’écrit
(Fov)(to) =0« (v(to) — ¢,79(to) —9)* — R* =0 & af + a3 = R .
La condition que C(g, R) ait un contact d’ordre (au moins) 2 avec 7 en tq s’écrit : a? + a3 = R? et

(Fov)(to) =04 2(y(to),y(to) — @) = 0 —([I7 (o)l f1(t0), a1 f1(t0) + azfa(to)) =0 = a1 =0 .

La condition que C(q, R) ait un contact d’ordre (au moins) 3 avec 7 en tq s’écrit a3 + a3 = R?, a; =0, et
(Fo)"(to) = 0 (4" (o), 7(to) — @) + (7'(to), 7' (t0)) = 0 & —(7"(t0), az fa(to)) + ||/ (t0) |* = 0 .
Mais pour t € I on a

00 £200) = (' 0.1 ) = (F U OIAO). 20 ) = { (FIFON) O+ IV OO £20)) =
= (W @A) 20) = 17 @125, 1)

Conclusion : C(g, R) a un contact d’ordre (au moins) 3 avec v en ¢y si et seulement si a; = 0, |az| = R, et

17/ (to) 1*( = agkq(to) +1) = 0 & ag = :
Ky (to)

ce qui achéve la démonstration de 1.

2. Exercice. |

Dans le cas k(to) # 0 le cercle C (ty) s’appelle le cercle osculateur de 7y en ty et son rayon s’appelle le rayon
de courbure de v au point ty. Intuitivement C.,(to) est le cercle qui "épouse cette courbe le mieux possible", donc
mieux qu'un cercle tangent quelconque. Autrement dit, parmi tous les cercles qui passent par ~y(t), le cercle
osculateur C,(to) donne la plus fine approximation de la courbe 7 au voisinage de v(¢y). Ce cercle osculateur
peut étre défini d’'une maniére équivalente géométriquement, en utilisant le fait (élémentaire) que trois points
non alignés dans le plan déterminent un cercle. On peut montrer que, si k+(tg) # 0, alors il existe € > 0 tel que
pour toute paire (t1,t2) € I x I telle que t1, ta €]tg — €,t9 — €] et t1 # ta # to # t1, les trois points v(¢1), v(to),
~(t2) sont non-alignés. Ces points vont donc déterminer un cercle, qu’on va noter C(tg, t1,t2).

Remarquons maintenant qu’on peut identifier I’ensemble C des cercles dans le plan avec le produit cartésien
R%x]0, 0o en utilisant la bijection C — R?x]0, co[ qui associe & tout cercle C' € C la paire (¢(C), R(C)) formée
par son centre et son rayon. En utilisant cette identification on peut donner un sens mathématique précis a la
notion de limite pour les applications définies sur un sous-ensemble de R™ (ou plus généralement sur un sous-
ensemble d’un espace métrique) a valeurs dans I’ensemble C des cercles dans le plan. Plus précisément, si A C R",
ag € A est un point adhérent, et C(-) : A — C est une application, alors on va dire que lim, 4, C(a) = Cp si

limg_yq, c¢(C(a)) = ¢(Co) et limy_,q, R(C(a)) = R(Cy).
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Proposition 2.3.2 Le cercle osculateur C.(ty) est la limite de C(to,t1,t2) quand (t1,t2) — (to,to), donc la
limite du cercle déterminé par v(to) et deux points y(t1), v(t2), ot t1, ta sont suffisamment proches de to (mais
distincts et différents de to), quand la paire (t1,t2) tend vers (to,to).

2.4 Le repére de Frenet et les courbures d’une courbe (n — 1)-réguliére dans R"

Nous commengons par la

Définition 2.4.1 Soit v : I — R"™ une courbe paramétrée. Un champ vectoriel le long de v est une application
différentiable v : I — R™. Un repére mobile direct le long de v est un systéme (f1,..., fn) de champs vectoriels
le long de =, tel que pour t € I la famille (f1(t), ..., fo(t)) soit une base orthonormale directe de R™.

Nous convenons de dessiner un champs vectoriel v le long de v en appliquant pour chaque ¢ une translation
de vecteur (), donc v(t) est dessiné comme un vecteur d’origine ~(t) et extrémité v(¢t) + v(¢t). D’une maniére
similaire, on va dessiner un repére mobile le long de 4 comme un systéme orthonormal de n-vecteurs d’origine
V(t).

Notons que, d’aprés les définition 1.2.7 4., 1.2.9, la donnée d’un repére mobile direct le long de 7 revient a la
donnée d’une application différentiable f : I — SO(n). La proposition suivante nous donne I'existence et 'unicité
d’un repére mobile direct associée d’une maniére naturelle & courbe paramétrée dans R™ qui est (n — 1)-réguliére,
notion qu’on va expliquer ci-dessous. Ce repére mobile direct naturellement associé & une courbe paramétrée
(n —1)-réguliére est obtenu en imposant une condition de compatibilité entre les sous-espaces orientés définis par
les premiers k vecteurs du repére mobile et les sous-espaces k-osculateurs orientés associés a v pour k < (n—1).

Remarquons d’abord que les notions de courbe réguliére, biréguliére, plan osculateur introduites antérieure-
ment, se généralisent naturellement pour les courbes paramétrées dans R™ de la maniére suivante :

Définition 2.4.2 Soit k € {1,...,n}. Une courbe paramétrée v : I — R™ est dite k-réguliere au point to € I si
les premieres k dérivées v (to), ..., v(k)(to) de v au point tg sont linéairement indépendantes. Si c’est la cas, on
définit le sous-espace affine k-osculateur a v au point ty par

T8 () = ~(to) + Vect(v' (to), - - - ,7*) (20)) -

Donc le sous-espace affine k-osculateur a v au point ty est le sous-espace k-dimensionnel affine qui passe par
v(to) d’espace directeur Vect(v'(to), ..., (to)). Une courbe paramétrée  : I — R™ est dite k-réguli¢re si elle
k-réguliére en to pour tout ty € I.

Remarquons que le sous-espace 1-osculateur (respectivement le sous-espace 2-osculateur) a - au point ¢y est
juste la tangente 74, () (respectivement le plan osculateur 7, (7)) au sens des définitions 2.1.3 et 2.1.4. Notons
aussi qu’une courbe k-réguliére en t; est [-réguliére en tg pour tout 1 <[ < k. En plus, si 7y est k-réguliére en ¢y,
alors pour 1 <[ < k le sous-espace affine 7T£0 (7) est muni d’une orientation naturelle, & savoir celle donnée par la
base (v'(to),...,7(tg)) de son espace directeur.

Proposition 2.4.3 Soit v : I — R™ une courbe paramétrée (n — 1)-réguliére. Alors v admet un unique repére
mobile direct f = (f1,..., fn) : I = SO(n) satisfaisant pour tour tout t € I et pour tout k € {1,...,n — 1} la
condition (Cy) suivante :

Vect(f1(t), ..., fx(t)) = Vect(y'(t),...,v¥) (1)) et les bases (f1(t),..., fr(1)), (¥'(
définissent la méme orientation du sous-espace Vect(fi(t),..., fr(t)) = Vect(y'(¢t

t)» (1))
)7 t)) ) (Ck)

Rappelons (voir la section 1.2) que, par définition, deux bases d’un espace vectoriel réel de dimension finie
définissent la méme orientation si le déterminant de la matrice de passage est positif. Donc la condition (Cj)
requiert que le déterminant de la matrice de passage de la base (Y/(t),...,7*)(t) a la base (fi(t),..., fu(t)) est
positif pour 1 < k < (n — 1). C’est trés important de retenir : la condition (Cy) est requise seulement pour
1 <k < (n—1). Pour K = n on ne peut méme pas formuler cette condition, parce qu’'on a supposé que 7y est
seulement (n — 1)-réguliére, donc les n vecteurs 7/(t), ..., (¢) ne sont pas nécessairement libres.

Démonstration: La démonstration de l'existence d’un repére mobile direct satisfaisant les conditions (C}) pour
1 <k < (n—1) constitue a la fois une méthode pour le déterminer explicitement. Cette méthode a deux étapes :

1. On orthonormalise la base (y'(t),...,y" 1 (t)) en appliquant I'orthonormalisation Gram-Schmidt (voir
le chapitre 1.3), et on obtient ainsi une base orthonormale (fi(¢),..., fn—1(t)) de 'hyperplan vectoriel

Vect(Y/(t),...,v" D (t)).
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2. On pose fr(t) = fi(t) Ao A foa(t).
En utilisant le corollaire 1.3.4 et les propriétés du produit vectoriel généralisé (voir la section 1.2) c’est facile
de voir que (fi,..., fn) est bien un repére mobile direct le long de v satisfaisant la condition (C}%) pour tout
ke{l,...,n—1}.

L’unicité est obtenue en deux étapes. Soit (f1,..., fn) un repére mobile direct le long de  satisfaisant (Cy)
pour tout k € {1,...,n — 1}. Premiérement, en utilisant le corollaire 1.3.4 on déduit que pour tout t € T le
systeme (f1(t),..., fn_1(t)) coincide avec la base obtenue en appliquant I’algorithme de Gram-Schmidt & la base

(Y (t),...,7" 1 (t)). Dans une deuxiéme étape on utilise le fait que f,(t) doit étre orthogonal a ’hyperplan
Vect(f1(t), ..., fn—1(t)), ce que implique f,(t) = £f1(t) A... A fn_1(t). Mais, puisqu'il s’agit d’un repére mobile
direct, la seule solution possible est f,,(t) = fi(t) A... A fn_1(f). [ |

Définition 2.4.4 Le repére mobile direct satisfaisant les conditions (Cy) (1 < k <n—1) de la proposition 2.4.3
s’appelle le repére mobile de Frenet de la courbe (n — 1)-réguliére .

Remarque 2.4.5 Dans la littérature on trouve une notion plus générale (moins restrictive) de repére mobile de
Frenet, notion qui s’applique aux courbes paramétrées qui ne sont pas nécessairement (n — 1)-réguliéres. Cette
notion générale ne requiert aucune condition de compatibilité d’orientation. Un repére mobile direct (f1,..., fn)
le long de ~y s’appelle repére mobile de Frenet de vy (au sense large) si pour tout k € {1,...,n} on a v (t) €
Vect(f1(t), ..., fx(t)). Il existe des courbes paramétrées différentiables (de classe C*) qui n’admettent aucun repére
mobile de Frenet, méme au ce sense large.

Dans la suite nous allons utiliser la notion de repére mobile de Frenet seulement pour les courbes (n — 1)-
réguliéres et seulement au sens de la définition 2.4.4, donc nous allons toujours requérir les conditions (Cj)
(1 <k <n-—1)y compris les compatibilités d’orientation.

Proposition 2.4.6 Soit~y: I — R™ une courbe paramétrée (n— 1)-réguliere et f = (f1,..., fn) : I = SO(n) son
repére mobile de Frenet. Alors en posant

wi(t) = (fea1(t), fr.(t)) pour tout k € {1,...,n—1}

on a pour toutt € I :

1.
fit) = wi (t) f2(t)
f,’C(t) = —wk,lit.).fkfl(t) + wk(t).f:k;lrl(t) pour2<k<n-—1 (11)
n(t) o _wn_lét.).fn_l(t) . ..

2. wj(t) >0 pour tout j € {1,...,n—2}.
Avant de commencer la démonstration de la proposition 2.4.6 notons que

Remarque 2.4.7 Le systéme (11) formé par (n — 1) formules scalaires est équivalent & la formule matricielle

(F1@®),- - fa(8) = (f1(®), - fu()QUE) (12)
ot QUt) est la matrice carrée anti-symétrique d’ordre n

0 —w1(t) 0 .. 0 0 0

w1 (t) 0 —W (t) N 0 0 0
0 wa(t) 0 0 0 0

Q) =

0 0 0 0 —wp—2a(t) 0
0 0 0 e wn_Q(t) 0 7w7l_1(t)
0 0 0 . 0 wn—1(t) 0
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En omettant la variable t on obtient donc une égalité de fonctions I — (R™)"
f=ra,
ot & droite Q désigne Uapplication Q : I — M, ,(R) donnée par t — §(t).

Démonstration: (de la proposition 2.4.6). En décomposant le vecteur f]’ (t) par rapport a la base orthonormale
(fi(t)..., fn(t)) on obtient d’aprés la remarque 1.2.4

fi) = Zaij(t)fi(t) pour 1 <j <n—1, ot ay(t) = (fi(t), f;(¢)). (13)

En dérivant U'identité (f;(t), f;(t))) = d;; on obtient

(fi@), £;0) + (fi(®), £5(0)

donc la matrice (a;j(t))1<i j<n est anti-symétrique. D’autre part on sait que la famille (fi(¢),..., fa—1(t)) a
été obtenue en appliquant I'algorithme de Gram-Schmidt a (7/(t),...7™ 1 (t)), donc la matrice de passage
correspondante est une matrice supérieure triangulaire a éléments diagonaux strictement positifs (voir le corollaire
1.3.4), c’est a dire

0,

J
fi(t) = Zﬁsj(t)v(s)(t) avec (;;(t) >0 pour 1 <j<n-—1.
s=1

En dérivant cette égalité d’apres la régle de Leibniz et en regroupant les termes on obtient :

J

Fi() = Bi 7T (#) + > (B4 () + Bamrj ()7 () pour 1 <j<n—1. (14)
s=1
Dans ces formules on a utilisé la convention [y ;(t) = 0. Nous savons que (fi,..., f,) est un repére mobile de

Frenet, donc v(*)(t) € Vect(fi(t)..., fs(t)) pour tout t € I et 1 < s < n. On a donc des décompositions
Y1) = Na(t) fi(t) pour 1 < s <m. (15)
1=1

La sous-matrice (As)1<;,s<(n—1) de la matrice des coefficients (Ais)1<1,s<n est précisément la matrice de passage
de (fi(t),..., fac1(t)) & (Y'(t),...7"~D(t)), donc elle coincide avec I'inverse de la matrice (Bs;)1<s j<mn-1) (la
matrice de passage en sens inverse). Ceci montre que

Mes(t) = Bss() ™2 >0 pour 1 <s<n—1. (16)
En combinant (14) et (15) on obtient

F10) = Big (DN 1501 (D) f4a(8) + D psj () fs(t) pour 1 <j<n—1. (17)
s=1

Mais la décomposition d’un vecteur par rapport & une base est unique ; en identifiant les coefficients intervenant
dans les membres droits de (13) et (17) nous obtenons des informations supplémentaires sur la matrice anti-
symétrique (@j)1<i j<n, & Savoir

a;; =0 pour tout ¢ > j+2, (18)

i1, () = Bii(ONj1141(8) = X (&) " Nj41,541(8) pour 1 < j <n—2. (19)

Puisque (a;j(¢))1<i,j<n est anti-symétrique, (18) implique a;; = 0 pour toute paire (i, j) telle que [j —i| > 2.
En remarquant que w;(t) = (fj+1(t), f;(t)) = a;+1,;, on conclut que la matrice des coefficients (a;;(t))1<i j<n
coincide bien avec la matrice €(t), donc les formules (11) sont conséquences directes de (13). Finalement les
formules (19) et (16) montrent que w;(t) = B;,;(t)Bj+1,j41(t) "1 > 0 pour j <n — 2. [ |

Définition 2.4.8 Les courbures de Frenet d’une courbe paramétrée (n— 1)-réguliére v : I — R™ sont définies par

1
= o

K1)

1 ’
= m<fj+1(t)a fg(t» :
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Notons que les premiéres n — 2 courbures 7 (t) (1 < j < n — 2) sont toujours strictement positives.

Proposition 2.4.9 (interprétation géométrique de la courbure /ny”l) Soit v : I — R™ une courbe paramétrée
(n — 1)-réguliere. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. Il existe un hyperplan affine H tel que y(t) € H pour tout t € I,
2. L’hyperplan osculateur wi"~*(v) est constant par rapport a t (ne dépend pas det € 1),
3. KZ7H(t) = 0 pour tout t € I.

Démonstration: 1.=2. Ecrivons H sous la forme H = 2o + F, ot F est un hyperplan vectoriel de R™ (I’espace
directeur de H). Puisque y(t) € H pour tout ¢ € I, on obtient pas dérivation successive v(¥)(t) € F pout t € I et
1 <4 < n— 1. Mais ces vecteurs sont linéairement indépendants (porquoi ?), donc Vect(v'(t),...,y" "1 (t)) = F,
et

7N y) = () + Veet (Y (t), ...,y V() =y(t) + F = H,

ou pour la derniére égalité on a utilisé y(¢) € H.

2.=3. Supposons que 71';7'71(’7) est constant par rapport a t. En particulier son espace directeur

F = Vect(y'(t),...,v™ V(1))

est constant par rapport a ¢. Puisque f,(t) est orthogonal & ce hyperplan et est un vecteur unitaire, il en résulte
que fn(t) est constant par rapport a ¢ (pourquoi ?). On obtient

K :71 Wn—1 :*71
v () =1 = =

@l

3.=1.Si K:_l(t) = 0 pour tout ¢ € I, alors w,_1(t) = 0 pour tout ¢ € I, donc, en utilisant la derniére équation
de Frenet, on obtient

(fa-1(8), fr(1)) = 0.

fu() = —wn1(t) foa(t) =0,

ce qui montre que f,(t) est un vecteur constant. Soit vy ce vecteur. Fixons ¢ty € I et considérons 'application
@ : I = R donnée par

@(t) = (vo, y(t) —v(to)) -

Remarquons que ¢(tg) = 0, et pour tout t € I on a ¢'(t) = (vo,7' (1)) = [V @)|[{fn(t), f1(t)) = 0. Donc ¢
est identiquement nulle. Mais alors pour pour tout ¢ € I le point «(¢) appartient & 'hyperplan d’équation
(vg,x —y(to)) = 0. ]

Remarque 2.4.10 Pour une courbe (n — 1)-réguliére normale v : I — R™ on a
1 KL(t) = wj(t) = (fi11(t), fj(t)) pour tout t € T et 1 <j<mn—1.
2. kL (t) = |l f{(t)]| pour toutt € I.
3 kDTN = £ ()] pour tout t € I.

Justifier les affirmations de cette remarque.
En utilisant les courbures de Frenet mi au lieu des coeflicients w; les formules (11) deviennent

Corollaire 2.4.11 (les formules de Frenet pour une courbe paramétrée (n — 1)-réguliere) Soit v : I — R™ une

courbe paramétrée (n — 1)-réguliére et (f1,..., fn) : I = SO(n) son repére mobile de Frenet. Alors on a pour tout
tel

i) = Ol ry(t) fa(t)

i@ = Il (— RYTM O fea(t) m’é(t)fkﬂ(t)) pour2 <k <n-—1 (20)

W) = )l (—nz*(t)fnl(t)).
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Bien siir, pour une courbe normale on peut omettre le facteur ||7/(t))|| dans ces formules.

Les courbures de Frenet sont des invariants géométriques de la courbe (n — 1)-réguliére considérée, au sens
qu’elles sont invariantes par rapport aux deux classes d’opérations qui intuitivement, ne changent pas la forme
géométrique de la courbe : composition avec les isométries directes a gauche et composition avec les changements
de paramétres qui préservent l'orientation & droite. Plus précisément :

Proposition 2.4.12 Soit g : R® — R"™ une isométrie directe et ¢ : J — I un changement de paramétre qui
préserve lorientation. Alors, pour tout u € J et j € {1,...,n—1} on a

Kforop () = 1, (p(u)) -

Important : les courbures sont des invariants qui nous permettent de classifier les courbes paramétrées (n—1)-
réguliéres normales & compositions par les isométries directes prés. Plus précisément :

Théoréme 2.4.13 (le théoreme fondamental de la théorie des courbes paramétrées dans 'espace euclidien) Soit
(Ki)i<i<n—1, ki : I = R, un systéme des (n — 1) fonctions différentiables réelles sur un intervalle I C R telles
que k;(s) >0 pour sl etl <i<mn-—2. Alors

1. (ezistence d’une courbe normale de courbures prescrites) il existe une courbe paramétrée (n — 1)-réguliére
normale v : I — R™ telle que

ko (8) = Ki(s) pour tout se T et 1 <i<mn—1. (21)

2. (unicité & isométries directes prés) Siy: I — R™ et 7 : I — R™ sont deux courbes normales paramétrées
(n — 1)-réquli¢res satisfaisant (21), alors il existe une isométrie directe f: R™ — R™ telle que ¥ = f o~.

Démonstration: La démonstration s’appuie sur la théorie des systémes différentiels linéaires du premier ordre.
L’idée de la démonstration de 1. (de 'existence) est de trouver d’abord le repére mobile de Frenet f = (f1,..., fa) :
I — SO(n) de la courbe paramétrée cherchée, et puis la courbe méme, en intégrant la fonction f; : I — R™. Pour
déterminer le repére mobile de Frenet f : I — SO(n) on remarque que celui ci doit étre une solution du systéme
différentiel linéaire du premier ordre

(f1(s),- s fu(8)) = (fi(5), - fu()Qs)

ot dans l'expression de €2(s) on a pris w;(s) = k;(s) (parce qu'on cherche une courbe normale de courbures ;).
Pour s’assurer qu’on obtient bien une fonction a valeurs dans SO(n) on va prendre comme condition initiale (par
exemple) f(sg) = I,. Pour démontrer I'unicité (& isométrie directe prés) on utilise le théoréme d’unicité pour
le probléme de Cauchy associé & un systéme différentiel linéaire du premier ordre. Les étudiants intéressés sont
invités & donner une démonstration détaillée. ]

Dans le cas important n = 3 (donc le cas des courbes gauches?®) on peut associer & toute courbe paramétrée
biréguliére v : I — R3 deux courbures

. 1 1

Kyt I = Ry Ko (t) = m(fz(t),f{(t» s ky L= R R(E) = @ (f3(t), f5(8))

qui s’appellent la courbure, respectivement la torsion de . On va utiliser les notations ., respectivement 7., pour

la, courbure, respectivement la torsion d’une courbe paramétrée biréguliére + : I — R3. Donc, pour les courbes
9 )

paramétrées biréguliéres dans R? les formules de Frenet deviennent :

fi®) = @l iy () f2(2)

A0 = o)l (—wwﬁ(t) n n(t)fsu)) (22)

f5(&) = V@) (=) f(1).

Pour le calcul de la courbure et la torsion on a les formules explicites

3. Une courbe gauche est une courbe paramétrée dans l’espace 3-dimensionnel. Certains auteurs appellent courbe gauche une
courbe de l'espace 3-dimensionnel qui n’est pas contenue dans un plan.
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Proposition 2.4.14 La courbure, respectivement la torsion d’une courbe paramétrée biréguliére v : I — R? sont
données par les formules
) = 7' @) A" @)l ,
Iy @)
_ det(/(H).7" (5.7 (1)
17 (@) A" (1)]]?

Démonstration: Les formules (15) utilisées dans la démonstration de la proposition 2.4.6 deviennent pour n =3

Ty (t)

Y'(t) = Au)fi(t)
Yt = A(t)fi(t) + Asa(t)fa(t)
Yt = As®)fit) + Aws®)fa(t) + Ass(t)f3(t)

Rappelons que \;; = [31_11 > 0et g2 = 52_21 > 0. En utilisant les propriétés du produit vectoriel (voir le chapitre
1.2), les identités (f;(¢), f;(t)) = 0;; et I'égalité f5(t) := fi(t) A f2(t) on obtient

A () = 1V OI Aa(©)A2(t) = [V OO Ma(B)Ae2(t)Ass = (¥ (A" (1), 7™ (1)) = det (' (£), 7" (£),7™ (1)) -

Donc
V(@) A" @)l det(v'(2), 7" (¢),7" (1))
Ai(t) = [V (@Ol Aea(t) = = » Asz = : (23)
v @l v (&) A" (@)l
Mais la démonstration de la proposition 2.4.6 montre que
wj(t) = B (OAj1,541(8) = A5 (1) " i1 (1) -
1l suffit de remplacer dans ces formules les expressions (23) trouvées pour Aj;(t) et d’écrire £ (t) = I’v’%t)\le(t)'

|
En utilisant la proposition 2.4.9 et la remarque 2.4.10 on obtient :

Proposition 2.4.15 Soit v : I — R?® paramétrée birégulicre. Alors
1. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(a) Il existe un plan affine H tel que v(t) € H pour tout t € I,
(b) Le plan osculateur w2(v) est constant par rapport a t (ne dépend pas det € 1),
(c) () =0 pour tout t € I.
2. Si~y est normale on a
k() = LA, 7 @) = 1f5@)] pour tout t € T . (24)

3 Surfaces paramétrées dans R?

3.1 Rappel sur la différentiabilité

Rappelons qu’un sous-ensemble U C R™ est dit ouvert si pour tout u € U il existe € > 0 tel que B(u,e) C U, ou
B(u, €) désigne la boule ouverte de centre u et rayon e par rapport a la distance euclidienne standard. Rappelons
aussi que la différentielle en v € U d’une application f : U — R™ différentiable en u € U est (par définition)
Papplication linéaire d,, f : R™ — R™ satisfaisant la condition
| f(u+h) — f(u) —duf(h)]

1
ns0 1]

=0.

Si f est différentiable en v € U, alors toutes les dérivées partielles

of . | )
87%(“)*
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en u existent, et la différentielle d,, f de f en u est juste I’application linéaire associée a la matrice

_ ([ 9fi
Juf = <8xj (u)) 1<i<m

1Z5<n

appelée la matrice jacobienne de f en u. On va utiliser souvent la notation 9; f(u) pour la dérivée partielle %(u)
J
en u. Puisque les colonnes de J, f sont les dérivées partielles 9; f(u) on obtient

hy
ho n
duf : = Zh]ajf(u) 5
: =
h, 7

en particulier, pour 1 < j <n, on a
9;f(u) = duf(ej) ,

donc la dérivée partielle 0; f(u) est juste I'image par d,, f du j-iéme vecteur de la base canonique de R"™. Dans la
cas particulier d’une application & valeurs scalaires (donc dans la cas m = 1) on peut écrire

duf(h) = (Vuf,h)

ol

vuf = . ) = (Juf)T

désigne le vecteur gradient de f au point w.
Rappelons aussi que, si m = n, alors J, f est une matrice carrée, et sont déterminant j, f := det(J, f) s’appelle
le jacobien de f en wu.

Soient U, V deux sous-ensembles ouverts de R™. Une application ¢ : V — U est dite difféeomorphisme de
classe C* (k > 1) si elle bijective (donc inversible) différentiable, et 'application réciproque ¢! : U — V est
aussi différentiable de classe C*. D’aprés le théoréme d’inversion locale pour qu’une application bijective de classe
C* ¢ : V — U soit un diffeomorphisme de classe C* il faut et il suffit que I'application linéaire d,¢ : R® — R”
soit un isomorphisme linéaire pour tout v € V, soit (condition équivalente) que la matrice jacobienne J,¢ soit
inversible (c’est a dire j,(¢) # 0) pour tout v € V. Si c’est le cas, alors la différentielle (respectivement la
matrice jacobienne) de I'application réciproque ¢~ peut étre calculée avec la formule dy,(¢™1) = [dg-1(4)(¢)] 7"
(respectivement J, (¢~ ') = [Jy-1(4)(¢)]"!). On dit qu'un difféomorphisme ¢ : V' — U préserve l'orientation si
Ju® > 0 pour tout v € V.

Dans la suite, dans ce chapitre, la notion "différentiable" va toujours signifier "différentiable de classe C*°",
donc on va supposer que toutes les dérivées partielle d’ordre arbitraire des applications considérées existent et
sont continues sur leur domaine de définition.

3.2 Surfaces paramétrées. Plan tangent. Changement de variables. Champs vecto-
riels le long d’une surface paramétrée.

Nous commencons par la définition
Définition 3.2.1 Soit U C R? un sous-ensemble ouvert. Une application différentiable f : U — R? sera dite

réguliere en u = (uy,us) € U (ou immersion en u) si sa différentielle d,, f : R — R? est injective ; elle sera dite
réguliére (ou immersion) si elle est réguliere (immersion) en tout point u € U.

Définition 3.2.2 Une surface paramétrée dans R3 est une application différentiable réguliere (donc une immer-

sion) f: U — R3, ou U C R? est un sous-ensemble ouvert. Pour une telle application on définit le plan tangent
de f enu e U par

Tof = im(dyf) = {duf(h)| h € R2} = {hlalf(u) + hoda f (u)

h= ( Z; ) € R?} — Vect (91 f(u), Daf (u) .
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En notant S := im(f) (qui est un sous-ensemble de R?) on va dire aussi que f est une paramétrisation de
S. Remarquer que, par définition, T}, f est un sous-espace vectoriel de R3. La notion intuitive de plan tangent a
I'image im(f) C R? en f(u) correspond au sous-espace affine f(u)+T,(f), qui est le plan affine d’espace directeur
T, f qui passe par f(u). En géométrie différentielle c’est important d’avoir une structure d’espace vectoriel sur les
espaces tangents, ce qui explique notre convention. Remarquer que le plan vectoriel T, f s’identifie naturellement
(en utilisant la translation de vecteur f(u)) au plan affine f(u)+ Ty, f qui sera appelé le plan tangent affine de f
en ug.

Exemple : L’application f : B(0,1) — R? donnée par

Uy
flur,uz) = U2
1—u? —uj
est une paramétrisation de ’hémisphére supérieure de la sphére S(Ogs, 1) de centre Ogs et rayon 1. Nous avons
O1f(Ogz) = e1, O2f(Or2) = ez, donc le plan tangent Tp_, f est le plan horizontal vectoriel Vect(eq, e2) C R? (soit

0
le plan vectoriel d’équation x5 = 0). D’autre part le plan tangent a la sphére S(Ogs,1)en | 0 | (au "pole nord"
1
0
de la sphere) est le plan affine [ 0 | 4+ Vect(eq, e2), donc le plan affine d’équation x3 = 1.
1

Définition 3.2.3 Soit f : U — R3 une surface paramétrée dans R3. Un changement de variables de f est un
difféomorphisme ¢ : V. — U, o V C R? est un sous-ensemble ouvert. On va dire alors que f et f :== f o ¢ sont
reliées par le changement de variables ¢.

Définition 3.2.4 Soit f : U — R? une surface paramétrée dans R>. Un champ vectoriel le long de f est une
application différentiable X : U — R3. Un champ vectoriel X le long de f est dit

1. tangent, si X (u) € T, f pour tout u € U,
2. normal, st X (u) LT, f pour tout uw € U.

Un champ vectoriel X : U — R3lelong de f : U — R? définit pour chaque u € U un vecteur f(u), f(u) + X(u5
d’origine f(u) et sommet f(u)+ X (u) (donc obtenu en appliquant la translation de vecteur f(u) a X (u)). C’est
cette famille de vecteurs qui correspond & la notion intuitive de champ vectoriel le long de la surface paramétrée
f. Notre convention simplifie le formalisme, parce qu’on travaille seulement avec les vecteurs de R? qui sont
éléments de 'espace vectoriel R?, donc vecteurs d’origine Ops.

Flu), flu) + X (u)

Puisque 9; f(u) = dy(e;) il en résulte que les deux dérivées partielles 9;f : U — R? sont évidemment des
champs vectoriels tangents le long de f. Plus précisément, pour tout u € U la paire (01 f(u),02f(u)) est une
base de T, f parce que ces vecteurs sont les images de e1, es € R? par Iapplication linéaire injective d, f. Il en
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résulte que tout vecteur tangent £ € T, f se décompose d’une maniére unique comme & = £;0; f(u) + £202 f (u).
Si X : U — R? est un champ tangent le long de f on obtient pour tout « € U une décomposition de la forme

X(u) = & (u)or f(u) + &2(u)da f(u) , (25)

pour deux applications &;, & : U — R. C’est important de remarquer que la différentiabilité de X : U — R3
implique la différentiabilité des deux applications &; : U — R :

Proposition 3.2.5 Si X : U — R? est un champ tangent le long de la surface paramétrée f : U — R? alors les
applications &1, &2 : U — R définies par la décomposition (25) sont différentiables.

Démonstration: En appliquant (-, 01 f(u)) et (-, d2f(u)) & (25) on obtient

{51(U)<31f(U)731f(U)>+§2(u)<32f(U),31f(u)> = (X(w),01f(u))
§1(u)(01f(u), 0o f (w)) + Ea(u)(D2f (u), Oaf (u)) = (X(u),02f(w)) ~

donc (&1(u),&2(u)) est la solution du systéme linéaire associé¢ & la matrice de Gram G(01 f(u),d2f(u)) (voir
le chapitre 1.3) et aux seconds membres (X (u), 01 f(u)), (X (u),d2f(u)). Mais (01 f(u),02f(u)) est libre, donc
det(G(01 f(u),02f(u))) > 0 d’aprés le corollaire 1.3.6. En particulier le déterminant de ce systéme linéaire est
non nul, donc la solution (&;(u),&2(u)) est donnée par les formules de Cramer. Les formules obtenues pour &;(u)
sont des expressions rationnelles en (9; f(u), 9; f(u)), (X (u),d; f(u)), donc différentiables par rapport & u, parce
que les applications 9;f : U — R?, X : U — R? sont différentiables par hypothése.

|

Remarquons que pour tout u € U le vecteur n(u) = m&ﬂu) A Oaf (u) est normal a T, f (voir
les propriétés du produit vectoriel, chapitre 1.2) et unitaire. En laissant varier u dans cette formule on obtient
un champ vectoriel normal le long de f.

Définition 3.2.6 Le champ vectoriel n = m@lf AOyf + U — R? s’appelle le champ normal unitaire

standard (ou le champ normal de Gauss) de la surface paramétrée f : U — R3. Le repére mobile (01 f,02f,n) :
U — (R3)3 s’appelle le repére mobile de Gauss de la surface paramétrée f : U — R3.

Notons que, en général, le repére mobile de Gauss n’est pas orthonormal. En effet, on a bien ||n(u)|| =1 et
n(u) LT, f, mais, en général, la base (01 f(u),d2f(u)) n’est pas une base orthonormale du plan tangent T, f.

On va finir le chapitre avec une formule qui calcule I'aire de I'image d’une immersion injective :

Proposition 3.2.7 (l’aire d’une surface paramétrée). Soit f : U — R® une surface paramétrée définie par une
immersion injective f. Alors Uaire de 'image S = im(f) est donnée par la formule

AS) = [ 100 (ur,12) A0, ua) i

Dans cette formule la norme ||04 f(u1, u2) AO2 f (u1, u2)|| représente géométriquement aire du parallélogramme
(contenu dans le plan tangent T, f) engendré par les dérivées partielles 01 f(u1,uq), Oa2f(u1,us). Notons que
cet intégrale peut étre infinie. Dans les applications on a souvent une immersion f : U — R3 qui n’est pas
nécessairement injective, mais on nous demande I’aire de I'image f(K) pour un sous-ensemble compact (ou plus
généralement mesurable) K C U sur lequel f est injective. Alors on va utiliser la méme formule, en intégrant sur
K ; I'intégrale obtenue sera finie si K est compact.

3.3 La premiére forme fondamentale d’une surface paramétrée

Nous commencons par un

Rappel sur les formes bilinéaires : Soit T un espace vectoriel réel de dimension finie n. Une forme bilinéaire sur
T est une application ¢ : T'x T'— R qui est linéaire par rapport a chaque argument.

Si (v1,...,vy,) est une base de T' et ¢ : T' x T' — R une forme bilinéaire, alors la formule ¢;; = &(v;,v;)
définit une matrice carrée ® € M, ,(R), appelée la matrice de ¢ (ou la matrice des coeflicients de ¢) dans la
base (v1,...,v,). Le rang de cette matrice est indépendant de la base choisie et s’appelle le rang de ¢. Pour deux

vecteurs @ =}, §v;, Y = Y ;1;0; on obtient

Slw,y) = Y Emd(vi,vy) = > dis&nj -

i,j=1 i,j=1
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Soit (vf,...,v]) une autre base de T et P la matrice de passage de la base (v1,...,v,) a la base (vf,...,v}),
donc
v = Zpijvi , soit (vi,...,v),) = (vi,...,v,)P .

K2

Alors la matrice ' de ¢ dans la nouvelle base (v],...,v),) est donnée par
Oy = 0V}, 0)) = 0D paives 3 D1jve) = > Daibi (Vs 04) = Y PsiPtj bt - (26)
s t s,t s,t

Notons par PT la matrice transposée de P et par pZ, I'élément d’indices (i,s) de cette matrice. On obtient
= ZSJ pLosipij = (PT®P),; , donc I'égalité matricielle

o' =PTop. (27)

Une forme bilinéaire ¢ : T x T — R est dite symétrique si ¢(x,y) = ¢(y,x) pour tous x, y € T. Clest facile
de vérifier que ¢ est symétrique si et seulement si la matrice des coefficients de ¢ dans une base arbitraire est
symétrique.

Définition 3.3.1 Une forme bilinéaire symétrique ¢ : T x T — R est dite définie positive (ou produit scalaire
sur T) si ¢p(x,x) > 0 pour tout x € T et ¢(x,x) = 0 seulement pour x = Op. Un espace euclidien est un espace
vectoriel réel de dimension finie T muni d’un produit scalaire.

Si¢:T xT — R est une forme bilinéaire symétrique, alors 'application g4 : T — R donnée par g, (z) =
o(z, x) s’appelle la forme quadratique associée ¢. On alors l'identité

Br,9) = 3 (a5 + 1) — 4ole) ~ 46(1))

qui montre qu’une forme bilinéaire symétrique est déterminée par la forme quadratique associée.
Toute forme bilinéaire symétrique ¢ : T x T — R peut étre réduite & une forme diagonale avec éléments
diagonaux +1. Plus précisément il existe une base (vy,...,v,) de T telle que

p+q

p
SO &Gy mu) =Y mi— Y &y
i j i=1

Jj=p+1
Dans une telle base la forme quadratique g, se réduit a

p+q

p
%(Zfivi) = Zﬁf — Z & .
: =1

j=p+1

On a évidemment p + g = rang(¢). D’aprés le théoréme d’inertie de Sylvester la paire (p,q) est indépendante
de la base choisie (dans laquelle ¢ a une forme réduite) ; cette paire s’appelle la signature de ¢ (ou de la forme
quadratique g,,). Remarquer qu’une forme bilinéaire symétrique sur un espace n-dimensionnel est définie positive
si et seulement si sa signature est (n,0).

Soit [ : S — T une application linéaire et ¢ : T'x T'— R une forme bilinéaire sur 7. Alors la formule

P(u,v) = ¢(l(u), 1(v))

définit une forme bilinéaire symétrique sur S, qui s’appelle la forme induite par ¢ sur S via [. Remarquons que
cette forme est définie positive si ¢ est définie positive et [ est injective. Pourquoi la condition d’injectivité est
nécessaire ?

Revenons maintenant aux surfaces paramétrées.
Définition 3.3.2 La premiére forme fondamentale de la surface paramétrée f : U — R? est la forme bilinéaire

symétrique g, : Tof X Ty f — R définie par g,(z,y) = (x,y), donc est la forme bilinéaire symétrique induite sur
la plan vectoriel T, f C R® par le produit euclidien standard sur R3.
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Nous savons que (01 f(u), D2 f(u)) est une base de Ty, f, donc c’est naturel de considérer la matrice de g, dans

cette base. On pose donc
9ij(u) = gu(0i f(u), 0; f(u)) = (9i f (u), 0; f(u)) . (28)

Pour chaque paire (4, j) I'application g;; : U — R est évidemment différentiable; on obtient donc une ap-
plication différentiable G : U — My 2(R)sym dans l'espace des matrices carrées symétriques d’ordre 2, donnée

par
) g
G<“)(g£<u> gZ(u)) '

Remarquer que, en utilisant la terminologie introduite dans le chapitre 1.3

Remarque 3.3.3 La matrice G(u) est la matrice de Gram de la famille de vecteurs (01 f(u), 02 f(u)).

Soient & et n € T, f qu'on décompose en & = &0 f(u) + £202 f (w), n = m 01 f(u) + 1202 f (u) ; on obtient

Z 91] 5177] . (29>

1,j=1

Conclusion : Déterminer la premiére forme fondamentale d’une surface paramétrée f : U — R? revient a déter-
miner, pour chaque u € U, la matrice carrée symétrique G(u) = (gi;(u))1<i, j<2-

La premiére forme fondamentale d’une surface paramétrée est invariante par rapport a la compositions avec
les isométries de ’espace et les changements de variable. Plus précisément :

Proposition 3.3.4 (propriétés d’invariance de la premiére forme fondamentale) Soit f : U — R3 une surface
paramétrée
1. Soitb : R — R3, b(z) = Az+m0 une isométrie, ou A € O(3). Alors f=bof:U — R3 est aussi une surface
paramétrée et, en désignant par g, G, la premiére forme fondamentale en u de f et f respectivement, on
a pour tout u € U

(a) 3
Tuf = ATuf ’
(b)
gu(A€7 An) = gu(&vn) pour tous &, ne Tuf )
(c)

Gij(u) = gij(u) pour 1 <i,j <2, soit G(u) = G(u) .

2. Soit ¢ : V= U un changement de variable (donc un diffeomorphisme). Alors f =fog:V > R3 est aussi
une surface paramétrée et, en désignant par g., G, la premiére forme fondamentale de f, f enu € U et
v € V respectivement, on a pour tout v € V

(a) N
Tqb(v)f :va7

(b)

(c)

soit

gzg Z 0i¢s(v j(bt )gst(¢(v))v (30)

s,t=1

Avant de commencer la démonstration, remarquons qu’on peut écrire les formules compliquées (30) dans une

forme moins précise mais plus simple. Posons u := ¢(v) et notons la dérivée partielle 9;¢5(v) par %Z“ (notation

traditionnelle pour les dérivées partielles). Alors (30) devient

>, Au, Ou
~ S t
ij(v) = Z Bv; dv; gst(u) - (31)



Démonstration: 1. La régle de dérivation des applications composées donne

du.f = (df(u)b) odyf = Adu.f,

o l'expression Ad, f signifie la composition de l'application linéaire associée a A (désignée ici par le méme
symbole A) avec la différentielle d,, f. Ceci démontre (a). L’affirmation (b) résulte directement de (a) et des
propriétés connues des matrices orthogonales (voir 1.2.7 6). Pour montrer (c) nous utilisons la définition des
coefficients de la premiére forme fondamentale :

Gij(u) = (0:f (u), 0; f(w)) = (AD; f(u), AD; f(w)) = (Di f (), d; f(u)) .

2. La régle de dérivation des applications composées donne
dvf = d¢(v)f ody¢ . (32)

Mais d,¢ est un isomorphisme linéaire, im(d, f) = im(dg(v)f), ce que démontre (a). L’affirmation (b) est une
conséquence directe de (a). Pour (c¢) notons que (32) est équivalente a

0if(v) = 0ips(v)0s f(D(v)) 1 <d, <2, (33)
s=1

et (c¢) résulte immédiatement de la régle générale de transformation des coefficients d’une forme bilinéaire suite
a un changement de base (voir les formules (26), (27)). [ |

Notons que (33) peut étre écrite sous une forme plus simple, mais moins précise : utilisons les notations
classiques pour les applications (qui, intuitivement peuvent étre regardées comme correspondances entre variables)
donc écrivons f sous la forme z = x(u) (ou z € R3, u € U), f sous la forme z = z(v) (z € R?, v € V), et ¢ sous
la forme u = u(v). Alors les formules (33) deviennent

2

ox Ou, Ox
ov; Sz:; Ov; Oug

3.4 La seconde forme fondamentale d’une surface paramétrée

Pour une surface paramétrée f : U — R3 nous avons introduit le champ normal unitaire n. Puisque ||n(u)|| = 1
pour tout u € U, la correspondance u +— n(u) définit une application N : U — S(0gs, 1) C R?® a valeurs dans
la sphére standard S(Ogs, 1), qui s’appelle I’application de Gauss de f. Donc n = to N, out ¢ : S(Ogs, 1) — R3
désigne ’application d’inclusion.

Remarque 3.4.1 Pour tout v € U l'image de la différentielle d,n : R? — R? est contenue dans le plan tangent
Tuf, c’est a dire im(d,n) C T, f.

Démonstration: On a
im(d,n) = d,n(R?) = d,n(Vect(ey, e2)) = Vect(dyn(ey), dyn(es)) = Vect(dyn(u), dan(u)) ,
donc il suffit de montrer que 9;n(u) € T, f. Mais en dérivant par rapport a u; I'identité
(n(u),n(u)) =1,

on obtient
(Oin(u),n(u)) =0,

donc 9;n(u) appartient au supplémentaire orthogonal de n(u), qui est bien-évidemment le plan T, f. ]
Puisque n(u) LT, f = Vect(01 f(u), D2 f(u)) on a pour tout u € U I'égalité
(n(u), 05 f(u)) = 0 .
en dérivant cette égalité par rapport & u; on obtient

0,

ot 0;; f(u) = 851»26![% (u) désigne le dérivée partielle seconde de f par rapport & (u,, u;). On obtient donc la formule
importante

—(0in(u),0; f(u)) = (n(u), 0;; f(v)) pour tout u € U . (34)
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Définition 3.4.2 La seconde forme fondamentale en u de la surface paramétrée f : U — R3 est la forme
bilinéaire symétrique hy : Ty f X T f — R définie par

hu(€,m) = —(dun((duf) ' (€)),) -

La formule de définition de h, est évidemment bilinéaire, mais la propriété de symétrie n’est pas du tout
évidente.

Proposition 3.4.3 Soit f : U — R? une surface paramétrée, et hy, : Ty f x Tyf — R sa seconde forme fonda-
mentale en u € U. Alors

1. Les coefficients h;j(u) de h, dans la base (01 f(u), 02 f(u)) sont donnés par les formules
hij(u) = =(in(u), 9; f (w)) = (n(u), di; f(u)) . (35)

2. hy est une forme bilinéaire symétrique.

Démonstration: Par définition les coefficients h;j(u) de h,, dans la base (01 f(u), 02 f (w)) sont hj(u) = hy(0; f(u), 0; f(u)).
En utilisant la définition de h, et (34) on obtient

hij(u) = —(dun((duf) " (0:f (u))), 0;f (w)) = —(dun((duf) ™" (duf(e:), 0 f () =
= —(dun(e:), 0;f(u)) = =(Gin(u), 9; f(w)) = (n(u), di; f (u)) -

Rappelons que 0;; f (u) = 0;; f (u) par le théoréme de Schwartz sur la symétrie des dérivées partielles d’ordre 2

(Enoncer ce théoréme en précisant les hypothéses minimales sur la régularité de f qui impliquent cette propriété
de symeétrie). On a donc bien h;j(u) = hj;(u). [ |

La matrice des coefficients de la seconde forme fondamentale de f en w est donc la matrice symétrique

hi1(u)  hig(u)

H(u) = .

(u) <h21(u) ]’LQQ(U)

ol h;;(u) sont donnés par (35). Soit &, n € T, f. En le décomposant sous la forme & = £101f(u) + €202 f(u),

n =mn101 f(u) + n202 f (u) on obtient
2

hu(€m) = > hij(w)éim; - (36)

ij=1

Conclusion : Déterminer la seconde forme fondamentale d’une surface paramétrée f : U — R? revient a
déterminer, pour chaque u € U, la matrice carrée symétrique H(u) = (hi;(u))1<i j<2-

Définition 3.4.4 L’endomorphisme de Weingarten de f en uw € U est ’endomorphisme 1, : To,f — Ty f défini
par
ly = —dyno (dyf) " : Tuf = Tuf .

Remarque 3.4.5 Notons que, par définition, on a évidemment hy(€,1) = gu(lu(£),7).
Soit L(u) :== (l;;(u))1<i,j<2 la matrice de {,, dans la base (01 f(u),d2f(w)), donc

2
La(03f (W) = Ui ()9 f (u) -
i=1
La remarque 3.4.5 montre que

2
Z si(u)gss(u (37)
(pourquoi ?), donc H(u) = L(u)T G(u). Puisque G(u), H(u) sont symétriques, on obtient H(u) = G (u)L(u),
donc
L(u) = G(u) 'H(u) . (38)

La seconde forme fondamentale a aussi des propriétés d’invariance similaires & celles de la premiéres forme
fondamentale (voir la proposition 3.3.4), mais seulement par rapport a la composition avec les isométries de
Iespace et avec les changements de variable qui préservent l’orientation. L’explication est simple : la définition
du champ normal unitaire n qui intervient dans la définition de h,,, utilise la produit vectoriel, qui est SO(3)-
invariant, mais pas O(3)-invariant. Les étudiants intéressés sont invités & énoncer et démontrer les formules
d’invariance correctes par rapport aux isométries et changements de variable qui ne préservent pas ’orientation.
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Proposition 3.4.6 (propriétés d’invariance de la seconde forme fondamentale) Soit f : U — R?® une surface
paramétrée

1. Soitb: R3 — R3, b(z) = Az + x¢ une isométrie directe, ou A € SO(3), fi=bof:U —R3, et soient hy,
Gu la seconde forme fondamentale en u de f et f respectivement. Alors pour tout w € U on a
(a) _
hu(AE, An) = hu(§,n) pour tous §, n € T f

(b)

hij(u) = hij(u) pour 1 <1i,j <2, soit H(u) = H(u) .

it ¢ : V = U un changement de variable (donc un difféomorphisme) qui préserve lorientation, et posons
=fog:V = R3. Soientn:U — R?, n:V— R3 les champs normauz unitaires de f et f, et soient hy,
la seconde forme fondamentale de f, f enu € U et v € V respectivement. Alors pour tout v € V on a

(a)

2. So
f :
hy

n(¢(v)) = i(v) ,
(b) §
hoy = hw
(c) N
H(v) = (J,0)"H(6(v)) Ju6 ,
soit

hij(v) = Y 0i0(0)0;61(0)het(6(v)) - (39)

s,t=1

Comme pour la premiére forme fondamentale, remarquons que la formule (39) peut étre écrite sous la forme plus
simple :

2
hij(w) = > aufgﬂéhﬁ(u). (40)

Démonstration: Exercice. ]

Exemple : (la sphere) Considérons la surface paramétrée f : R x ]—%, 5 [ — R3 définie par

COS U1 COS U2

flur,uz) == | sinu; cosug
sin ug

0 0
L’image de f est S(Ogs, 1)\ 01, 0 , donc la sphére standard privées des deux poles.

1 -1
On a

— sin uq cos us — CcOS U1 Sin us

O f(u) = COS U1 COS Up , Oof(u) = | —sinugsinug ,
0 COS Us
donc

g11(u) = 01 f(u)|* = cos® uz , gr2(u) = go1(u) = (O1f(u), D2f (u)) =0,

goz(u) = ||0of (u)||* = sin® ug(cos® uy + sin® ug) + cos? uy = sin® uy + cos®uy = 1 .

G@:Cﬁwg)

Pour la seconde forme fondamentale commengons par le champ normal unitaire n :

et

1
100 (u) A2 f(w)]]

n(u)

O1f(u) AN O f(u) ,
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ou

—sinwu cosus —cosuySinug ej cos uq cos? usy
_ . . . I 2 _
O f(u) A Oof(u) = COSUL COSUy —sSinugsinus ey | = sinuq cos? usg =
0 COS U2 es (sin2 uy + cos> U1 ) COS Ug SiN Us

COS U1 COS Uo
= COS U2 sin uq cos usg
sin ug

Puisque up €] — 5, 5[ on a cosuy > 0, donc [|01 f(u) A 02 f(u)|| = cosus et

COS U7 COS U
n(u) = | sinwujcosus | = f(u) .
sin us

Nous obtenons
hij(u) = =(0in(u), 0; f(u)) = =(0: f (), 0; f (u)) = —gij ,
donc

H(u) = —G(u) pour tout u € R x ]—W W[ .

272
3.5 Courbes sur les surfaces. Courbures principales. Courbure de Gauss et cour-
bure moyenne

Soit f : U — R3 une surface paramétrée dans R3 et S := im(f) C R? son image. On appelle courbe paramétrée
sur S (ou plus précisément courbe paramétrée sur f) une courbe paramétrée de la forme ¢ := foy,ouy: I — U,
est une courbe paramétrée dans U C R? (donc implicitement une courbe paramétrée plane).

En posant y(t) = u(t) = (u1(t),u2(t)), le vecteur vitesse d’une telle courbe est donné par :

d(t) = (fo)(t) = (dy) /)Y (1) = (dy) ))(ur (t)er + up(t)ez) =
= uy (t)(dy ey f)(e1) + un(t)(dyo) f)(e2) = uy ()01 f (7()) + ua ()02 f (1(2)) - (41)

Le premiére forme fondamentale de f nous permet de calculer la longueur de ¢ := f o~ et de donner une

formule pour cette longueur qui fait intervenir seulement la courbe paramétrée plane v : I — U. Supposons que
I = [a,b]. Alors, d’aprés la défintion 2.1.10 on obtient

Proposition 3.5.1 La longueur d’une courbe paramétrée ¢ = f o~y : [a,b] — R® sur une surface paramétrée
f:U — R3 est donnée par la formule

b b b
I(e) = / I @lidt = [ /or (@ (), (B)dt = \/ S g ()l () ()t (42)

Soit maintenant (0 f, daf,n) : U — (R?)? le repére mobile de Gauss de f. Soit ug € U et zg = f(ug) € S son
image. La droite normale & f en ug est, par définition, la droite affine v, f qui passe par z( et est orthogonale
au plan tangent T, f. Si f est injective on peut utiliser la terminologie plus intuitive "la droite normale & S au
point z". Remarquer que, en effet, cette droite est la droite affine zy + Rn(ug), donc la droite affine d’espace
directeur Rn(ug) qui passe par zg.

Le but de cette section est d’étudier la courbure (en xg = f(ug) fixé) des courbes sur une surface paramétrée
obtenues en paramétrant U'intersection S N7 de S avec des plans affines variables m qui passent par la droite
normale v, f. Un tel plan s’appelle plan normal & f en wy s’écrit sous la forme m = xy + Vect(w, n(ug)), o
w € Ty, f est un vecteur tangent non-nul. Nous avons une famille & un paramétre (infinie) de plans normaux a
f en un point fixé ug € U.

En normalisant le vecteur w, on peut suppose qu’il est unitaire (c’est a dire ||w|| = 1) condition qui est
équivalente & g, (w,w) = 1. Rappelons que la différentielle d,, f définit un isomorphisme R? — T, f, donc on
peut écrire w d’une maniére unique sous la forme

W = dyy f(v) = dy, f(v1e1 + v2e2) = vidy, f(e1) + vady, f(e2) = 0101 f(uo) + v202 f (uo) ,

olt v = (v, v2) € R% La condition ||w]|| = 1 (soit (w,w) = 1) est équivalente a la condition

2
Z gij(uo)viv; =1, (43)

i,5=1
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qui définit une ellipse plane E,, C R? ayant Og= comme centre. Notons que (v, vs) sont les composantes de
v € R? et en méme temps les coordonnées de w € T, f par rapport a la base (91 f(uo), d2.f(ug)). Donc

Remarque 3.5.2 La différentielle d, f identifie Uellipse E,, C R? définie par l’équation (43) avec le cercle
Cuy C Ty f définie par Uéquation |w| = 1.

Pour w € Cy, on va noter par m, le plan affine normal & f en ug défini par m,, = o + Vect(w, n(uo)).

Vuo f

plans normaux

b e

Soit 7y | — €,[— U une courbe paramétrée dans U C R? qui satisfait les trois propriétés suivantes :
1. im(f o) C s

2. Yw(0) = ug, (f ow)'(0) = w,

3. La courbe paramétrée ¢, := f oy, est normale (c’est a dire ||c},(¥)|| = 1).

On peut construire une telle courbe de la maniére suivante : remarquons d’abord que I’équation implicite du
plan m,, est
by
bl(iL‘l - 1‘01) + bg(:l?z — 1?02) + b3(ZL‘3 — 1’03) =0oubi=1[b | = n(ug) ANw .
b3

Expliquer comment on a obtenu cette équation. Donc la premiére propriété de -, signifie que ~,, vérifie 'identité
Foform,=0,o0u F(x1,z2,23) = bi(x1 — zo1) + ba(x2 — zo2) + b3(x3 — To3).

Remarquons que la différentielle d,, (Fof) : R? — R est non nulle, parce que son noyau est (d,, f) ' (Rw) = Rv
(pourquoi?), qui est une droite vectorielle. Donc (au moins) l'une des deux dérivés partielles 91 (F o f)(uo),
02(F o f)(ug) est non-nulle. Supposons d5(F o f)(ug) # 0. Alors, en utilisant le théoréme des fonctions implicites,
on déduit que dans un voisinage de wug, I’équation (F o f)(u) = 0 est équivalente & une équation de la forme
uz = g(uq) pour une fonction différentiable g, donc il existe un intervalle ouvert I =]o, B[ qui contient ug; et une
fonction différentiable g : I — R telle que

(Fof)(tg(t) =0

La courbe paramétrée A : I — U donnée par A(t) = (¢, g(t)) vérifie donc la premiére propriété requise. Pour
assurer les autres deux propriétés il suffit de faire un reparamétrage pour assurer les autres propriétés requises
(voir la Proposition 2.1.9) ; on pose donc

o(t) = / I(f o A (7)dr .

formule qui définit un difféeomorphisme o : I — J, ou J est un intervalle ouvert qui contient 0; la courbe
paramétrée plane A o 0! passe par uy au moment ¢ = 0, et la courbe paramétrée f o Ao o~ ! dans R? est
normale, en particulier son vecteur vitesse au moment ¢ = 0 est unitaire, donc (puisqu’il appartient a la droite
vectorielle Rw) il coincide soit avec w, soit avec —w. Dans le premier cas on pose v,(s) = (Ao o~ 1)(s) pour
s €] —e,¢[, ot € > 0 est suffisamment petit, tel que | — ¢,[C J. Dans le deuxiéme cas le deuxiéme cas on pose
Yw(8) = Ao o~1(—s) pour s € — ¢,¢[. Remarquons la propriété dunicité suivante dont la démonstration reste
comme exercice pour les étudiants intéressés :
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Remarque 3.5.3 La courbe paramétrée v, satisfaisant les propriétés 1.-3. ci-dessus est essentiellement unique,
c’est a dire deuzx telles courbes paramétrées coincident sur un voisinage suffisamment petit de 0.

Notons que la courbe paramétrée c,, prend ses valeurs dans le plan m,,, donc on peut la regarder comme une
courbe plane. Remarquer que le plan directeur Vect(w, n(ug)) du plan normal 7, est un plan euclidien orienté
naturellement, parce que la base (w,n(up)) définit une orientation de ce plan. Nous avons donc une courbe
paramétrée réguliére ¢,, dans le plan affine orienté m,,, donc on peut définir d’'une maniére cohérente son repére
mobile de Frenet et sa courbure (voir la section 2.2). Dans la définition du repére mobile de Frenet on va utiliser
bien str I'isométrie linéaire Rz du plan directeur Vect(w, n(up)) qui correspond & la rotation d’angle 7 dans le

plan orienté Vect(w,n(up)) (le plan directeur de m,), et qui est donnée par la matrice ((1) _01) dans la base

(w,n(up)) (et dans toute base orthonormale directe de ce plan).

Notre but est de calculer la courbure de la courbe plane ¢, :| — €,e[— m, (qui paramétrise 'intersection
mw N.S) au point ¢ = 0.

Puisque ¢,, est normale on a fi(t) = c;,(t) € Vect(w,n(ug)), donc fa(t) = Rz fi(t) et ke, (1) = (f1(t), f2(t)) =
(cl(t), f2(t)), en particulier

e, (0) = (¢,(0), Rz f1(0)) = (¢,,(0), Rz ¢, (0)) = (¢, (0), Rgw) = (¢;,(0), n(uo)) -

En posant v, (t) = u(t) = (u1(t),u2(t)) = ui(t)er + ua(t)es (pour simplifier les notations) et en utilisant la
dérivation des fonctions composées et la régle de Leibnitz, on obtient

cw(t) = (f o) (8) = uh ()01 f (u(t) + un(t)0af (u(t)) , ci(t) = uy (E)ul ()00 f(u(t)) + us(t)uy (£) 021 f (u(t))+
+uy ()us () Oz f (ult)) + uy(t)us (£) Doz f (u(t)) + [uy ()01 f (u(t)) + ug ()02 f (u(t))] =

2

= 3 (O fwt) + S (O F () - (44)

1<i,5<2 i=1

Remarquons maintenant que le deuxiéme terme appartient a 7', f, donc est orthogonal a n(u(t)). En prenant
t = 0 et en remarquant que (u}(0),u5(0)) = +,,(0) = v = (v1,v2) on obtient :

Kc,w(0)=< > Uivjaijf(ut))vn(uo)>= D (0 f (o), n(ug)) vivy = Y hij(ug)vivy

1<i,j<2 1<i,j<2 1<i,j<2

ot les coefficients h;;(ug) sont ceux de la seconde forme fondamentale de f au point ug. Nous avons démontré

Proposition 3.5.4 La courbure au point t = 0 de la courbe normale plane ¢, = f o vy | — &,e][= T
construite antérieurement (qui paramétrise lintersection m, N S) et est associée ¢ un vecteur tangent unitaire
w = v101 f(ug) + v202f(ug) est donnée par la formule

/icw(O) == Z hij(’LLO)’Ui’Uj .
1<i,j<2
En utilisant le proposition 2.3.1 on obtient facilement :

Remarque 3.5.5 Si k., (0) # 0, alors la courbe paramétrée c,, admet un cercle osculateur au point 0, et le
centre de ce cercle osculateur se trouve sur la droite normale vy, f = f(uo) + Rn(ug) a distance Ry, = m de

fluo) et est donné par la formule

1 1
——n(uo) = f(uo) +
ke, (0) ( (o) Z1§i,j§2 hij(uo)viv;

Ge,, (0) = f(uo) + n(uo) -

Rappelons que la condition w est unitaire est équivalente a la condition (43). Nous voulons étudier le fonction
Cuy 2 W — £, (0), qui est une fonction réelle définie sur le cercle C,, C T, f. On s’intéresse notamment aux
points critiques et extrémaux et aux valeurs critiques et extrémales de cette fonction. La proposition 3.5.4 ci-
dessus montre que, en identifiant le cercle C,,, avec ellipse plane E,, définie par (43) (via la différentielle d,,, f)
cette fonction se réduit a la fonction

Ky By = {v € R?| Z gij(uo)viv; =1} = R
1<i,j<2
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donnée par

Koo (V) = Z hij(uwo)viv; .

1<i,j<2

Donc la fonction k,, qui décrit la fonction w — k., (0) introduite ci-dessus est la restriction de (la forme
quadratique associée a) la seconde forme fondamentale de f au point ug a Uellipse définie par la premiére forme
quadratique de f au point ug. La condition Zlgi,jgz 9i;vv; = 1 qui définit le domaine de définition E,, de ky,
est une liaison, donc une relation imposée au variables (v1,vz). Plus précisément, soit @ : R? — R la fonction
Q) = > 1< j<29ij(uo)viv; — 1 dont le lieu d’annulation est ellipse Ei,, et soit ¢ : R? — R la fonction
q(v) = Z1§i,j§2 hij(uo)viv; dont la restriction a E,, est notre fonction x,,. On s’intéresse aux points critiques
et extrémaux et aux valeurs critiques et extrémales de la restriction de ¢ au sous-ensemble de R? défini par la
liaison Q(v) = 0.

Pour étudier les points critiques et extrémaux et les valeurs critiques et extrémales d’une telle fonction on
peut utiliser la méthode des multiplicateurs de Lagrange pour les extrema liés, qui s’appuie sur la proposition
suivante :

Théoréme 3.5.6 (Le théoréme des multiplicateurs de Lagrange pour les extrema liés) Soit Q C R™ un sous-
ensemble ouvert de R™ et ¢ : Q = R, & : Q — R des applications différentiables sur 2. Supposons que d, P # 0
pour tout point x € ®~1(0), et soit H C Q Uhypersurface de Q0 définie par ’équation (la liaison) ®(x) = 0. Alors
pour un point xg € H les deux conditions suivantes sont équivalentes :

1. xg est un point critique de la restriction ¢|y,

2. 1l existe X € R (qui s’appelle le multiplicateur de Lagrange correspondant & ce point critique) tel que
Ay = Ay, D.

La notion générale de hypersurface sera introduite dans le chapitre 4.2 (voir la définition 4.2.3). Remarquer que
la condition dg,¢ = Ad;, P est équivalente a la condition de colinéarité

Viae® = AV, ®

entre les vecteurs gradients en zy des deux fonctions, soit & la condition de proportionnalité des dérivées partielles
en x :

8¢ o

oz, (z9) = )\a—xi(xo) Vie{l,...,n}.

La démonstration de ce théoréme en toute généralité ne fait pas ’objet de ce cours. Nous allons le démontrer
en utilisant une méthode élémentaire seulement dans le cas particulier qui nous intéresse, & savoir dans le cas
n = 2. Le cas général s’appuie sur la méme idée.

L’idée est simple : on va réduire notre probléme & I’étude des fonctions d’une seule variable réelle en utilisant
des paramétrisations locales de la courbe H = ®~1(0) C Q. Une paramétrisation locale de la courbe H = ®~1(0)
autour d’un point v € H est une courbe paramétrée réguliere p :]a, b[—  injective, telle que v € im(u) C H.

Un point v € H sera dit point critique (respectivement point de minimum local, point de maximum local) de
la restriction ¢|y si, pour une paramétrisation locale y :]a,b[— 2 de H autour de v telle que pu(t) = v, le point
t €la, bl qui correspond & v est un point critique (respectivement point de minimum local, point de maximum
local) de la composition ¢ o u. C’est facile de voir que cette condition ne dépend pas de la paramétrisation locale
choisie.

Puisque p est une paramétrisation locale de la courbe H on a ® o y = 0 donc, en dérivant en ¢, on obtient

(dv®)(p'(t)) =0 (45)

La différentielle d,® est une forme linéaire non-nulle (pourquoi?) qui s’annule sur le vecteur non nul p'(t).
Remarquons que, en général, pour un vecteur non-nul fixé y € R? la dimension de I’espace vectoriel Ann(y) des
formes linéaires R? — R qui s’annulent sur y est 1 (exercice). Puisque d,® # 0, cette forme linéaire sera un
générateur de l’espace Ann(p'(t)).

D’autre part, d’aprés notre définition, v est point critique de la restriction ¢|y si et seulement si (¢pop)'(¢) = 0.
Puisque (¢ o u)'(t) = (dyd) (1 (1)), cette condition est équivalente & la condition d,¢ € Ann(y/(t)) = R(d,®).

Conclusion : Un point v € H est point critique de la restriction ¢|y si et seulement si il existe A € R (qui
s’appelle le multiplicateur de Lagrange correspondant & ce point critique) tel que d,¢ = Ad,®.
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Dans notre cas on a = R ®(v) = Q(v) = doi<ij<o 9ii(uo)vivy — 1, ¢(v) = q(v) = 32 <, <o hij(uo)vivy,
donc

Q)W) = D gij(uo)wys+vy) = > (ga(uo)vsyitgij(uo)vjys) =2 > gij(uo)vsys = 2(G(uo)v, y) ,

1<4,5<2 1<4,5<2 1<4,j<2

(do)(y) =2 D hij(uo)vjy: = 2(H(uo)v, y) |

1<i,j<2

donc v € E,, est point critique de la fonction k., si et seulement si il existe A € R tel que H(ug)v = AG(ug)v.
La valeur critique correspondante sera alors

Ky (V) = q(v) = Z hij(uo)vjv; = (H(uo)v,v) = MG(ug)v,v) = A Z gij(uo)vju; =A-1=X.

1<ij<2 1<ij<2

Remarquer que 'équation H(ug)v = AG(ug)v admet une solution v € E,,, si et seulement si elle admet une
solution v € R?\ {Og=} (pourquoi?) et ga arrive si et seulement si det(H(ug) — AG(ug)) = 0. Cette remarque
montre que

Proposition 3.5.7 1. Un nombre A\ € R est valeur critique de la fonction Ky, : By, — R si et seulement si l'une
des conditions équivalentes suivantes est vérifiée :

Il existe v € E,, tel que (H(ug) — AG(ug))(v) =0,
ker(H(uo) - )\G(’U,o)) 7’5 {0R2}7
det(H(ug) — AG(ugp)) = 0.

A est valeur propre de la matrice G(ug) *H(ug),

SABRS IR I

A est valeur propre de l’endomorphisme de Weingarten Ly, : Tyuy f — Tuy f -

2. Si A est valeur critiqgue de la fonction Ky, @ Eyu, — R (donc si elle vérifie l'une de conditions équivalentes
ci-dessus), alors l’ensemble des points critiques de cette fonction qui correspondent & cette valeur critique est

ker(H(ug) — AG(ug)) N By, = ker (G(ug) "H(ug) — ALz) N Ey, .
donc Uintersection de Uellipse E,,, avec l’espace propre de la matrice G(ug) *H(ug) associé a la valeur propre \.

En utilisant la formule connue (38) remarquer que I'image du sous-espace ker(H(ug) — AG(ug)) dans T,,, f (via
du, f) est le sous-espace propre de ’endomorphisme [,,, associé a la valeur propre .

Corollaire 3.5.8 1. Le discriminant de ’équation du deuziéme degré det(H(ug) — NG (ug)) = 0 est positif,
donc les solutions A1, Ay de cette équation sont réelles.

2. On a

det(H(uo))
det(G(uo))

(uo)haz(uo) + g22(uo)hi1(uo) — 2912 (uo)h12(uo)

Athe = det(G(uo))

= det(luy) ) A1+ Ao = 21 = Tr(ly,)

ol lyy : Ty f = Tuo [ désigne Uendomorphisme de Weingarten du plan tangent T, f.

3. Si A\ = Ay = A alors la function kK, est constante A\, donc la courbure k., (0) de la courbe c,, en 0 est
indépendante de w € C,,,

4. Si A1 < Ao alors
(a) A1 est le minimum absolu de la fonction k., et Aa est le mazimum absolu de la fonction Ky, .

(b) A; sont valeurs propres simples, donc les espaces propres correspondants sont des droites vectorielles
l1, la en somme directe, et dont les images en Ty, f sont g,-orthogonales.

(¢) Pour chaque i € {1,2} on a deux points extrémauz qui correspondent a \;, & savoir les points d’inter-
section +v; de l; avec E,,. Les vecteurs w; = dy, f(v;) € Cuy C Tuof qui correspondent & ces points
extrémaux sont gy, -orthogonauz.

Démonstration: 1. Soit (71, T2) une base orthonormale du plan tangent T, f (par rapport a g, ) et soit P la matrice
de passage de la base standard (9; f(uo), 02f(up)) & la base orthonormale (71, 72). La formule de transformation
de la matrice d’une forme bilinéaire par rapport & un changement de base donne

G(u) = (P HY'LP ' =P Pt
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On a
det(H(ug) — AG(ug)) = det(H(ug) — A(PT)"*P~1) = det((PT)"Y(PTH(ug)P — A\L)P~!) =

= det(P) "2 det(PTH(ug)P — \I5) .

Il suffit de remarquer que la matrice PTH(ug)P est symétrique et de se rappeler que, en général, toutes les
valeurs propres d’'une matrice symétrique sont réelles. Pour les matrices de taille 2 on peut vérifier cette affir-
mation directement, en remarquant que le polynéme caractéristique d’une matrice symétrique (a;;)1<; j<2 est
X2 — (a11 + a2)X + (a11a22 — a3,), dont le discriminant est (aj; — ag2)? + 4a?, > 0. Remarquer que la matrice
PTH(ug)P est la matrice de h,, (et en méme temps la matrice de I’endomorphisme de Weingarten [,,) dans la
base gy,-orthonormale (71, 73).

2.0n a
det(H(uo) — AG(ug)) = (h11(uo) — Agr1(uo))(haz(uo) — Agaz(uo)) — (hiz(ue) — Agia(uo))? =

= det(G(u))A” — A (g11(u0)h22(uo) + goa(ug)yh11(uo) — 2g12(ue)h12(uo)) + det(H(ug))

donc il suffit de se rappeler les identités qui expriment le produit et la somme des racines d’une équation du
deuxiéme degré en fonction des coefficients. D’autre part, les équations du deuxiéme degré det(H(ug) —AG(ug)) =
0, det(PTH(ug)P — M3) = 0 sont équivalentes, et la deuxiéme équation est juste ’équation caractéristique de
I'endomorphisme de Weingarten I, donc elle s’écrit : A2 — Tr(l,, )\ + det(l,,) = 0.

3., 4. La fonction k,, est continue sur la courbe E,,, qui est un sous-ensemble compact de R?. D’aprés le théoréme
des bornes, il en résulte que k,,, atteint son minimum absolu m et son maximum absolu M sur E,,, ; en utilisant
des paramétrisations locales et le théoréme sur les points extrémaux intérieurs, on voit que tout point ol K,
atteint I'une de ces valeurs extrémales sera nécessairement un point critique de k,,, donc {m, M} C {A1, A2}.
D’autre part on a évidemment A\;, Ao € [m, M]. Les deux relations impliquent {m, M} = {A1, Aa}. Ceci montre
3. et 4. (a). Pour 4.(b) remarquer que les images d,,, (I;) sont les droites propres de ’endomorphisme I,,,, dont la
matrice dans une base g,,-orthonormale (71, 72) est symétrique. Mais on sait que, en général, les espaces propres
d’une matrice symétrique sont orthogonaux. [ |

Définition 3.5.9 Les valeurs critiques A1, A2 de la fonction K, s’appellent les courbures principales de la surface
paramétrée  au point ug. Si A1 # Ao alors les droites propres Rwy, Rwsy correspondantes s’appellent les directions
principales de la surface paramétrée f au point ug. Le produit

det(H(uo))

K(UQ) = >\1A2 = m

= det(ly,)

s’appelle la courbure de Gauss de f au point ug, et la moyenne arithmétique

A+ A2 gni(uo)haa(uo) + g22(uo)hii(uo) — 2g12(uo)haz(ug) 1
2 2 det(G (ug)) 2

H(ug) :

s’appelle la courbure moyenne de f au point ug.

Si K(ug) # 0, alors les courbures principales A; de f au point ug sont non-nulles. Dans ce cas le centres
de courbure principauz sont les centres de courbure qc, des courbes c,, (1 < i < 2) associées auz directions
principales, donc sont donnés par

oo, = F(u0) + +nlug) -
i \;

La notation H (ug) est la notation standard utilisée dans la littérature pour la courbure moyenne. Nous avons
utilisé une notation similaire, & savoir H(ug), pour la matrice de la seconde forme fondamentale en ug, donc il
ne faut pas confondre les deux notions.

Les courbures principales et la courbure moyenne sont invariantes par rapport aux changements de variable
qui préservent I'orientation et par rapport aux compositions avec les isométries directes de R3. La courbure de
Gauss est invariante par rapport au changements de variable arbitraires et par rapport aux compositions avec
les isométries arbitraires de R3. Enoncer rigoureusement et démontrer ces propriétés d’invariance en utilisant les
propriétés d’invariance connues des formes fondamentales.

Remarquer que la définition donnée pour la courbure de Gauss suggére qu’elle dépend effectivement des deux
formes fondamentales. Pourtant, le "Teorema Egregium" (le "théoréme remarquable") de Gauss, qui sera expliqué
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et démontré plus tard, montre que la courbure K (u) d’une surface paramétrée dépend seulement de la premiére
forme fondamentale g(u), plus précisément K (u) est donnée par une formule algébrique qui fait intervenir seule-
ment la fonction g : U — My 2(R) et ses dérivées partielles d’ordre 1 et 2.

Le résultat suivant (énoncé sans démonstration) nous donne une premiére interprétation géométrique de la
courbure :

Proposition 3.5.10 (Interprétation géométrique du signe de la courbure de Gauss) Soit f : U — R une surface
paramétrée et ug € U tel que K (ug) # 0. Si K(ug) > 0 alors l’image S = im(f) est localement convere autour de
ug, c’est a dire il existe un voisinage Uy de ug dans U tel que f(Upy) se trouve d’un méme coté du plan tangent
affine f(ug) + Tuo f- St K(ug) < 0 alors les courbes ¢y, Cu, qui correspondent aux directions principales se
trouwvent localement (dans un voisinage de 0) dans des demi-plans opposés par rapport au plan tangent affine
fug) + Ty f, donc S a localement autour de f(ug) la forme d’une "selle de cheval.

Le théoréme suivant trés important, dont la démonstration dépasse le programme et les buts de ce cours, montre
que la condition K = 0 a une interprétation géométrique intéressante, & savoir cette condition signifie que la
surface paramétrée considérée est localement euclidienne.

Définition 3.5.11 Une surface paramétrée est dite localement euclidienne si tout point uwg € U admet un
voisinage ouwvert Uy C U et un changement de variables ¢ : Vo — Uy telle que la nouvelle paramétrisation
fo = fo¢ = Uy — R3 est une isométrie locale, c’est a dire l'une des conditions équivalentes suivantes est
vérifiée :

1. dyfo : R? — T, (fo) est un isomorphisme linéaire isométrique pour tout v € Vp,

2. la matrice de la premiére forme fondamentale de fy coincide avec la matrice unité I en tout point v € Vy,

3. fo préserve la longueur des courbes, c’est a dire pour toute courbe paramétrée v : [a,b] — Vi on a
I(fooy) =1(v) -

Notons que tout cylindre et tout cone (paramétrés d’une maniére arbitraire) est une surface localement
euclidienne.

Théoréme 3.5.12 (Interprétation géométrique de la condition K = 0) Soit f : U — R3 une surface paramétrée.
Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

1. K(u) =0 pour tout u € U, c’est & dire la courbure de Gauss est identiquement nulle,

2. f est localement euclidienne au sens de la définition 3.5.11.

La partie difficile (et surprenante) du théoréme est 'implication 2. = 1. En effet, notre définition de la cour-
bure de Gauss suggére qu’elle dépend des deux formes fondamentales de f tandis que la condition 2. concerne

seulement la premiére forme fondamentale. D’autre part on va voir dans le chapitre suivant que, d’aprés le Teo-
rema Egregium de Gauss la courbure de Gauss dépend seulement de la premiére fondamentale et de ses dérivées.

Pour conclure ce chapitre étudions un exemple intéressant de surface paramétrée pour laquelle on va déter-
miner les courbures et les directions principale, la courbure de Gauss et la courbure moyenne.

Exemple (voir le cours de Boris Thibert [T]) :

Considérons deux nombres réels 0 < r < R et le tore de révolution T obtenu en faisant tourner un cercle de
rayon r autour de ’axe Ozs tel que le centre du cercle mobile décrit un cercle de rayon R dans le plan x;0z5.
Un tel tore est paramétré par 'immersion f : R x R — R3

(R 4+ rcosu) cosv
flu,v) = (R4 rcosu)sinv
rsinu
Calculer laire de cette surface.
Que représentent géométriquement les courbes Cy = {f(0,v)| v € R} et Cy = {f(u,0)] u € R} ?

Montrer que les vecteurs tangents a ces courbes au point d’intersection m = f(0,0) sont orthogonaux.

Ll e

Calculer en tout point (u,v) € [0,27[x[0, 27| la premiére et la seconde forme fondamentale h(u,v), ainsi
que les courbures principales, directions principales et les vecteurs unitaires w;, wo correspondants.
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5. Calculer la courbure de Gauss K (u,v) et la courbure moyenne H (u,v). Déterminer les points (u,v) € R xR
pour lesquels

(a) K(u,v)>0,

(b) K(u,v) <0,

(¢) K(u,v) =0,
et dans chaque cas préciser 'ensemble T, C T (respectivement T C T, To C T) des points images
m = f(u,v) € T qui correspondent a ces points. Interpréter géométriquement ces résultats.

Solution :

1. En utilisant la proposition 3.2.7 et en tenant compte que la restriction de f sur [0, 27[X [0, 27| est injective et
£([0,27[x[0,2n[) = T, on obtient

2 2m
AT) = / |01 f (u, v) A Do f (u, v)||dudv = / / |r(R + 7 cosu)|dudv = 47*rR .
[0,27[x[0,27[ 0 0

2. L’image du lieu défini par u = 0 correspond au cercle Cy de rayon R+ r dans le plan x10zy (plus précisément
le cercle extérieur de I'intersection T'N (210x3)) et 'image du lieu défini v = 0 est le cercle Cy de centre (R, 0,0)
et rayon r contenu dans le plan z10xs3.

3. Les deux cercles C; et Co s’intersectent au point m = (R + r,0,0). Un vecteur tangent a la courbe Cy
au point m est 92 f(0,0) et un vecteur tangent a la courbe Cy au point m est 91 f(0,0). Calculons ces dérivées
partielles 9; f (u,v) :

—rsinucosv —(R+ rcosu)sinw
O f(u,v)=| —rsinusinv , Oaf(u,v) = (R + rcosu)cosv
T COS U 0

On remarque que pour tout (u,v) € R x R, on a g12(u,v) = (01 f(u,v),02f(u,v)) = 0, donc ces deux vecteurs
sont toujours orthogonaux. En particulier, les vecteurs tangents aux deux cercles C7 et Co au point d’intersection
m = f(0,0) sont orthogonaux.

4. Les coefficients de la premiére forme fondamentale sont :

—rsinwucosv —rsinwucosv
g11(u,v) = (01 f(u,v), 01 f(u,v)) = < —rsinusinv |, | —rsinusinv > =r%, gia(u,v) =0,
rCcosu T COS U
—(R +rcosu)sinv —(R+rcosu)sinv
g22(u,v) = (02 f (u,v), Do f(u,v)) = < (R+rcosu)cosv |, (R4 rcosu)cosv > = (R +rcosu)?,
0 0

On note n(u,v) le vecteur normal standard (de Gauss) au point (u,v), donc :

1
B Half(uav) A 62f(u,v)\|

O1f(u,v) A Oaf (u,v) .

n(u,v)
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Mais
COS U COS ¥
O f(u,v) A Do f(u,v) = —r(R +rcosu)

cosusinv ,
sinu

et la norme de ce vecteur est r(R + r cosu), donc

— COSUCOSV
n(u,v) = | —cosusinv
—sinu

Pour les coefficients de la seconde forme fondamentale on obtient
—7 COS U COS ¥ — COS U COS V
hi1(u,v) = (O11.f(u,v), n(u,v)) = —rcosusinv | ,| —cosusinv =r,
—rsinu —sinu
— COS U COSV
,| —cosusinv =0,

—sinu

rsinwusinv

hi2(u,v) = (O12f (u,v), n(u,v)) = < —rsinucosv

— (R, cosu) cos v

haa(u,v) = (OG22 f(u,v),n(u,v)) = < —(R+ rcosu)sinv
0

La matrice de I’endomorphisme de Weingarten l,, , : Ty f — Ty f dans la base (01f(u,v),daf(u,v)) est
diagonale, & savoir :

L(u,v) = Glu, o) Huw,o) = (7 0 o N -(" y
U, V) = u, v u,v) = 0 (R+TCOSU)2 0 (R+rcosu)cosu | 0 (R—I—TCOSU)_ICOSU '

Donc les directions principales sont R f (u,v), ROs f(u,v), les vecteurs unitaires correspondants sont

— COS U COS ¥
—cosusinw = (R+rcosu)cosu .
—sinu

1 —sinu cosv —sinv
wy = ——=————01f(u,v) = | —sinusinv , Wy = ——————02 f(u,v) = cosv
1017w, )] s 102 (o] )

5. Les courbures principales, la courbure de Gauss et la courbure moyenne sont :

det H(u,v) cos u
det G(u,v) r(R+rcosu)’

M=7r"1, da=(R+rcosu)tcosu, K(u,v) =AMy =

1
H(u,v)zﬁ(/\l—i—)\g): (R+ 27 cosu).

2r(R+ rcosu)

Notons que le signe de la courbure de Gauss K (u, v) coincide avec le signe de cos(u) donc

T 3w

K(u, 0= }
(u,v) > u € 5 o

——,5[4-22#, K(u, )<0<:>ue}

5 |:+QZ7T,K(’LL’U)—O<:>U€2+Z7T.

L’ensemble Tj des points de 7' correspondant au paires (u,v) avec cosu = 0 (soit u € § 4 Zm) est

Rcosv
Ty = Rsinv ,
+r
qui est la réunion de deux cercles horizontaux de rayon R, qu’on va noter C'y, qui sont situés dans les plans
horizontaux x3 = =+r. Interprétation géométrique : Soit I' C R? le cylindre infini ayant Ox; comme axe et le
cercle C(0, R) C x10x5 comme base. Plus précisément I' est défini par 1’équation 2 + x2 = R%. Remarquer que

To=TNT.

Soit T'y Dextérieur du cylindre T' (donc Pensemble ouvert de R? défini par 23 + 23 > R?), et I'_ l'intérieur du
cylindre I' (donc I'ensemble ouvert de R? défini par 27 + 23 < R?). On obtient

T, =T,NT,T =T_NT.

En particulier, les points du tore T auxquels T a localement la forme d’une "selle de cheval" sont précisément
les points qui se trouvent a 'intérieur du cylindre I', donc (intuitivement) vers la partie intérieure du tore par
rapport aux cercles Cy.
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3.6 La convention de sommation d’Einstein

En géométrie différentielle on utilise souvent la convention de sommation d’Einstein, qui permet d’écrire
des formules compliquées sous une forme compacte. Cette convention nous permet de supprimer les signes de
sommation X dans la plupart des formules de géométrie différentielle. Pour utiliser cette convention nous devons
respecter la régle suivante :

Si nous avons un produit de variables numérotées par des indices inférieurs et supérieurs et on veut faire
une sommation par rapport & un indice qui varie de 1 & un nombre naturel connu, on va faire figurer cet indice
une fois en position supérieure et une fois en position inférieure. Un tel indice est dit indice muet et dans la
présence d’un tel indice dans un produit on sous-entend la sommation sur toutes les valeurs que peut prendre cet
indice. Un indice non muet est dit indice réel et ne peut apparaitre qu’une seule fois dans le terme en question.
L’expression en question va dépendre de cet indice, donc si un indice réel i varie (disons) de 1 a m, il s’agit de la
i-éme expression dans une suite de m expression similaires. Par exemple dans I'expression X;Yj Iindice j est un
indice muet (de sommation) tandis que ¢ est un indice réel. En utilisant la convention de sommation de Einstein,
et en supposant que ¢ variede 1 A met jde 1 an, on a X}Yj = Z;‘L=1 X;Yj, donc il s’agit de 1’i-éme élément

de la suite finie de sommes . . .
Lori er .
DXV XY Y XY
j=1 j=1 j=1
Regardons en détail quelques exemples :

Exemple 1 : Soient V, W deux espaces vectoriels de dimension m, n respectivement, soit (fi,..., fm,) une
base de V' et (g1,...,9,) une base de W et u : V' — W une application linéaire. Les coefficients de la matrice A
de f par rapport a ces bases sont donnés par les formules :

u(f;) = alg; -

A remarquer :

1. L’indice de sommation j varie de 1 & n, et cet indice est un indice muet. Conformément a la convention
de Einstein, on ’a écrit une fois en haut et une fois en bas. D’aprés cette convention c’est inutile d’écrire le
symbole de sommation Z?:I, parce que la dimension de W est connue n, donc on sous-entend que j varie de 1
a n. On peut utiliser n’importe quelle lettre pour cet indice, le résultat sera bien str le méme, a savoir la somme
algy + a?ga + - + algy. Par contre, l'indice i varie de 1 & m et est un indice réel, il apparait une seule fois en
méme position & gauche et & droite, et ’expression ag g; dépend effectivement de cet indice : il s’agit de I'image
de I'iéme vecteur de la base (f1,..., fm)-

2. Les éléments de la matrice associée a une application linéaire sont indexés en utilisant un indice supérieur
(Pindice de ligne) et un indice inférieur ('indice de colonne).

Exemple 2 : En utilisant les notations de 'exemple précédent, soit v € V et w € W. En décomposant ces
vecteurs par rapport aux bases (fi,..., fm), (g1,-..,gn) on obtient :
v=0'f;, w:wjgj .

Remarquer que, afin de respecter la convention de Einstein, nous sommes obligés d’utiliser des indices supérieurs
pour les coordonnées d’'un vecteur par rapport & une base. Dans les formules ci-dessus ¢ et j sont des indices
muets, et nous n’avons pas de indices réels. En appliquant I'application linéaire v au vecteur v = v* f; on obtient

u(v) = u(v'f;) = viu(fy) = viaggj = a{vigj .

Remarquer que dans cette formule i et j sont des indices muets (de sommation) qui varient de 1 a m et de 1 &
n respectivement. Remarquer aussi que, en écrivant le résultat sous la forme (alv%)g; on voit que, en notant par

w? la jéme coordonnée de f(v) par rapport a la base (g1, ..., ¢g,) on obtient
w = alvt,
et dans cette formule j € {1,...,n} est indice réel et i € {1,...,m} est un indice muet (de sommation).

Exemple 3 : En utilisant les notations de ’exemple 1, supposons que V', W sont des espaces vectoriels réels et
soit ¢ =V x W — R une forme bilinéaire. Alors l'expression de ¢ par rapport aux bases (f1,..., fim), (91,--+,9n)
sera

p(v, w) = pyv'w! |
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ounie{l,...,m}, j€{l,...,n} sont des indices muets. Il s’agit donc d’une somme double, par rapport & deux
indices :
(bijviwj = Z d)ijviwj .

1<i<m

1<j<n
Remarquer donc que les éléments de la matrice d’une forme bilinéaire sont indexés par deux indices inférieurs. La
convention de sommation de Einstein, en plus de simplifier les formules, a donc un autre avantage important : elle
nous permet de reconnaitre plus facilement 'interprétation correcte d’une expression en regardant la position des
indices : un symbole du type v’ suggére la i-éme coordonnée d’un vecteur (par rapport & une base), un symbole
du type f; suggere le i-éme vecteur d’une famille de vecteurs (par exemple d’une base), un symbole du type
aj» suggére I’élément d’indices (7, j) de la matrice associée & une application linéaire et un symbole du type ¢;;
suggere ’élément d’indices (7, j) de la matrice associée & une forme bilinéaire.

Exemple 4 : Soit A = (a}) € M, ,(R) une matrice réelle d’ordre n et B := A~! son inverse. Alors la re-
lation BA = I,, devient ‘ ‘
vy

ol 4, j sont des indices réels et k est un indice muet. Par contre si nous avons une matrice réelle d’ordre n donnée
sous la forme ® = (¢;;), alors ce sera naturel d’écrire la matrice inverse ¥ = ®~! sous la forme ¥ = (¢¥/) et la
formule ¥® = I,, devient
N

ot de nouveau ¢, j sont des indices réels et k est un indice muet (de sommation). Par exemple, si g;;(u) sont
les coefficients de la premiére forme fondamentale d’une surface paramétrée f : U — R3 au point u € U,
alors g% (u) vont désigner les coefficients de la matrice inverse donc on obtient une application différentiable
G U = Mao(R)sym, G (u) = (9" (u)) telle que g**gx; = 0%. Nous aurons donc

11 _ 1 22 _ 1 12 _ 1
g (u) = mgw(u) ; g7 (u) = mgll(u) , 9 (u) = —mgu(u) .

3.7 Les formules de Gauss et Codazzi-Mainardi. Teorema Egregium.

Dans ce chapitre, pour simplifier les notations et les formules on va utiliser la convention de sommation
d’Einstein et on va désigner par des indices inférieurs les dérivées partielles. Par exemple, pour une application
différentiable ¢ : U — R™ on va utiliser les notations

0 0? o3
Y = ﬂ/J:aTqﬁ- , Yij = ijw:aTéwuj s Vijk 3=5¢jk¢=W§%M~
Remarquer que, pour respecter la convention de Einstein, nous avons utilisé des indices supérieurs pour les
coordonnées d’un point v € U.

Soit f : U — R? une surface paramétrée dans R?, n : U — R? son champ normal unitaire, gij : U — R,
hij : U — R les coefficients de la premiére et la seconde forme fondamentale de f et g/ : U — R les coefficients de
la matrice inverse G~ de G = (g;;)1<i,j<2 (voir I'exemple 3 de la section 3.6). On va commencer par le théoréme
suivant qui donne des formules explicites pour les dérivées partielles d’ordre 2 de f et les dérivées partielles du
premier ordre de n.

Théoréme 3.7.1 On a les identités
fie = Thfithun ot T =g9(fir, f;) = 39"9(9ijk + Giki — Iwij) »
(46)
ni = —g"hifi .

Dans la définition de I‘ﬁk on a utilisé les notations

09ij . 99g;k . Ogri

Gijk "= 7 15 Yjki = & 5 Gkij — = .
J ouk T out ’ J ou’

En général, pour désigner les dérivées partielles d’une application dont le symbole contient déja des indices infé-
rieurs (par exemple g;; : U — R), les indices de dérivation seront écrits aprés une virgule.

45



Démonstration: Puisque (f1(u), fa(u),n(u)) est une base de R? pour tout v € U on peut décomposer les dé-
rivées partielle du deuxiéme ordre f;; par rapport & cette base et obtenir des formules du type

fik = Vi1 + ain | (47)

avec des coefficients inconnus 'yék, a;r, : U — R. Le probléme est donc de déterminer ces coefficients. Remarquons
d’abord que, en utilisant la symétrie des dérivées partielle du deuxiéme ordre on obtient les propriétés de symétrie
évidentes :
%l‘k = “Yfm y Qik = Qi -

En prenant le produit scalaire des deux membres avec n et en utilisant (f;,n) = 0, (n,n) = 1 on obtient
aik = {fir,n) = hix. En prenant le produit scalaire avec f; on obtient v}, (fi, f;) = (fir, f;), donc vipgi; = (firs f3)-
On multiplie & gauche et & droite par ¢’° et on fait la somme par rapport & j en respectant la convention
d’Einstein. On obtient %l,kgljgjs = (fik, f5)¢°%. Mais g;;¢°% = &7, donc 'yékgljgjs = 7, et la relation obtenue
Vik91397° = (fir, f5)g’* devient

Ve = 9% (Fis fi) - (48)
D’autre part, en dérivant par rapport & u” les identités g;; = (f;, f;) on obtient
Gij k = (fmfj) + <fiafjk> (49)
et les permutations circulaires des indices donnent :
ik = (fiir fe) + {f5, fra) (50)
ki = (frj> fi) + (frs fiz) (51)

Donc, en tenant compte de la symétrie des dérivées partielles du second ordre, on obtient
1
Gijk + Giki — Gkig = 2(fir, £3) 5 {fir, [5) = i(gij,k + ik — Gkirj) -

1l suffit de remplacer (fir, f;) par 3(gijk + 9jki — 9ri,;) dans (48) et on obtient v, = I'f; ce qui achéve la
démonstration de la premiére formule de (46). Pour démontrer la deuxiéme formule notons que, en dérivant
l'identité (n,n) = 1 par rapport a u® on obtient (n;,n) = 0, donc pour tout u € U le vecteur n;(u) est orthogonal
a n(u) donc appartient a lespace tangent T, f dans lequel nous avons la base (f1(u), fa(u)). On a donc une
décomposition de la forme

n; = b fi

ot les coefficients b¥ sont des fonctions différentiables U — R. Le produit scalaire des deux membres avec f;
donne

(ni, f5) = b (fu f) -

D’autre part nous savons (voir les sections 3.3, 3.4) que

hij = —(ni, ;) s {fr, [i) = grt

donc b¥gy; = —h;;. Nous multiplions les deux membres de cette égalité par g7!, nous faisons la somme par rapport
& j en utilisant la convention de Einstein et en tenant compte que gx;g’! = dL. On obtient bl = —g¥h,;, c’est a
dire bf = —g"hy;. |

Définition 3.7.2 Les coefficients Fék définis dans (46) s’appellent les coefficients de Christoffel de deuziéme
espéce. Les coefficients de Christoffel de premiére espéce sont définis par

1
Pinj = 5(Gisk + Gjni = Grij) -

Remarquons les identités
1 lj 1 l
Ui =97 Vikj » Ting = Thij 5 Uiy = Dy

donc les coefficients de Christoffel de deuxiéme espéce sont symétriques par rapport auz indices inférieurs, et les
coefficients de Christoffel de premiére espéce sont symétriques par rapport aux premiers deuz indices.

Ecrivons la premiére formule de (46) pour les paires d’indices (i, j) et (i, k) :

fij = Féjfl +hign , fie =T fi + han (52)
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En dérivant la premiére formule de (52) par rapport a u* et la deuxiéme formule par rapport & u/ on va obtenir
les dérivées partielles du 3me ordre f;;, et fir; respectivement. Mais le théoréme de symétrie de Schwartz se
généralise pour toutes les dérivées partielles donc on a f;;r = fir;. En comparant les coefficients de f; dans les
deux membres de I'égalité f;jz = fir; on obtient une identité trés importante qui fait apparaitre les dérivées
partielles des coefficients de Christoffel. En comparant les coefficients de n dans les deux membres de 1’égalité
fij = fir; on obtient une deuxiéme identité trés importante qui fait apparaitre les dérivées partielles des
coefficients h;; de la seconde forme fondamentale.

Théoréme 3.7.3 (Conditions d’intégrabilité) Pour une surface paramétrée f : U — R? nous avons les identités :

Ui =T + (I‘ﬁj = I‘ﬁkI‘Z-‘) = glm(hl-jhkl — highji) (Uéquation de Gauss) . (53)

hij e — hir,j + I’éjhlk — Fékhlj =0 (I’éguation de Codazzi-Mainardi) . (54)

Démonstration: Puisque (fi(u), fo(u),n(u)) est une base de R? pour tout u € U on a décompositions de la
forme

fijke = Afjifm + Bijrn

En dérivant I'égalité f;; = Féj fi+hi;n par rapport & u® et en tenant compte de formules connues ny = —hi "™ fm,
on obtient facilement
T =T+ TLTR — highug™
La propriété de symétrie fijp = fir; implique A7 = A7 donc I, + LTy — hijhug™ = T 4+ T4 T —
hikhﬂglm, ce qui démontre I’équation de Gauss.
Pour calculer le coefficient B;;;, de n dans la décomposition de f;;; on utilise la méme méthode mais on tient
compte que le coefficient de n dans fj; est hjx. On obtient

Bijr = Féjhlk + hijx

et la propriété de symétrie B;;;, = B;i; nous donne I'équation de Codazzi-Mainardi.

D’une maniére similaire, on peut écrire la deuxiéme formule de (46) pour les indices i et j
ni = —g"hifi , nj=—g"hi;fi . (55)

Remarque 3.7.4 En dérivant la premiére formule de (55) par rapport & j et la deuxieme par rapport o i
on obtient les dérivées partielles n;; et nj; respectivement. Le théoréme de symétrie de Schwartz nous donne
ni; = nji, et en comparant les coefficients de f; dans les deux membres de cette égalité on obtient une deuwieme
démonstration de ’équation de Codazzi-Mainardi. En comparant les coefficients de n dans les deuxr membres de
légalité n;; = nj; on obtient I’égalité évidente —h“glkhkj = —hjlglkh;mv (obtenue par une simple permutation des
indices de sommation I, k).

Définition 3.7.5 Soit f : U — R? une surface paramétrée. Les composantes du tenseur de courbure de f sont
les fonctions Ry = glmRiT?k :U — R ou

. l 1
v =00 = T 5 + (03,0 — T L0y -
Le tenseur de courbure de f au point u € U est lapplication 'application multilinéaire
Ry, T f xTyuf xTyf xTuf =R

donnée par _ ' o
Ru(& fin' fr. & [, 0" fr) = Ruje(u)€n'¢Iu® .

Remarquons que le tenseur de courbure de f a 2* = 16 composantes qui sont définies en utilisant seulement les
coefficients de la premiére forme fondamentale de [ et ses dérivées partielles du premier ordre (qui interviennent
dans les coefficients de Christoffel) et second ordre (qui interviennent dans les dérivées partielles des coefficients
de Christoffel). L’équation de Gauss nous permet d’exprimer ces composantes en utilisant les coefficients de la
seconde forme fondamentale et de démontrer quelques propriétés de symétrie de ce systéme de fonctions.

Corollaire 3.7.6 Soit f : U — R? une surface paramétrée.
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1. Les composantes du tenseur de courbure s’expriment en termes des coefficients de la seconde forme fonda-
mentale :
Rijr = hijhig — haghyp (56)

2. Nous avons les propriétés de symétrie
Rijr = —Rik; = —Riijr = Rjkar (57)
donc Ry est antisymétrique par rapport aux permutation des premiers et des derniers deux indices, et est

symétrique par rapport & la permutation des paires (i,1), (4,k).

3. Toutes les composantes du tenseur de courbure (et donc le tenseur de courbure en intégralité) en uw € U
sont déterminées par

Ri212(u) = —Rop12(u) = —Ri291(u) = Ra121(u) = det (H(u)) ,
ot det(H(u)) = hyy(u)hoz(u) — hia(u)? est le déterminant de la seconde forme fondamentale de f en u.

En lisant de droite a gauche la formule (56) on constate qu’on peut exprimer le déterminant de la seconde
forme fondamentale en termes des coefficients de la premiére forme fondamentale (et de leurs dérivées partielles
du premier et second ordre), donc on obtient facilement un résultat surprenant qui a joué un role trés important
dans le développement de la géométrie différentielle : il s’agit de Teorema Egregium (le théoréme remarquable)
de Gauss

Théoréme 3.7.7 (Teorema Egregium) La courbure de Gauss K(u) d’une surface paramétrée f : U — R? s’ex-
prime en termes des coefficients de la premiére forme fondamentale et de leur dérivées partielles du premier et
second ordre. Plus précisément nous avons

K = ey

Pourquoi ce théoréme est-il si important ? Il est important parce qu’il montre que la courbure de Gauss est
un invariant métrique intrinséque, ce qu’on va expliquer maintenant. En s’inspirant de la définition 3.5.11 on va
dire que

Définition 3.7.8 Deur surfaces paramétrées f : U — R3, f : U — R® sont isométriques (au sens riemannien)
s’il existe un difféomorphisme ¢ : U — U telle que l'une des deuz conditions équivalentes suivantes est satisfaite :

1. les coefficients des premiéres formes fondamentales de f et f o ¢ coincident, c’est  dire

¢!
ou’

! k
(u)%(u) Yu € U.

gij(u) = Gur(d(u))

2. pour toute courbe paramétrée v : I — U on al(fo~y)=1(fodor).

La premiére condition requiert que, aprés un changement de variables, les coefficients des premiéres formes
fondamentales des deux surfaces coincident. La deuxiéme condition requiert qu’il existe un changement de va-
riables ¢ : U — U tel que les longueurs de deux courbes paramétrées (sur les deux surfaces) qui se correspondent
(via ¢) coincident.

Si f et f sont injectives alors un tel difféomorphisme ¢ définit une bijection ® := fogo f~1: im(f) — im( f)
qui préserve la longueur des courbes paramétrées, donc dans ce cas la condition de la définition 3.7.8 requiert
Pexistence d’une bijection différentiable entre les images S = im(f), S = im( f) qui préserve la longueur des
courbes paramétrées sur ces surfaces. Dans ce cas on va dire que S et S sont isométriques (au sens riemannien)
et que ® : S — S est une isométrie (au sens riemannien) entre les deux surfaces. C'est cette terminologie qui
correspond & notre intuition géométrique pour la notion de isométrie entre les surfaces.

Par exemple c’est facile de trouver deux surfaces S, S isométriques telle que S soit contenue dans un cone et
S soit contenue dans un cylindre (ou dans un plan), bien que les "formes géométriques" des deux surfaces sont
radicalement différentes. Et bien, le Teorema Egregium a comme conséquence immeédiate :

Corollaire 3.7.9 Soient f : U — R3, f .U — R3 deus surfaces paramétrées isométriques (au sens riemannien)
et ¢ : U — U un difféomorphisme satisfaisant l'une des conditions équivalentes de la définition 3.7.8. Alors, en
désignant par Ky : U — R, K7 : U — R les courbures de Gauss de f et f on a Kf(u) = Kf(qﬁ(u)) pour tout
uel.
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Donc, pour deux surfaces isométriques (au sens riemannien) les deux courbures calculées dans des points
correspondants coincident.

On conclut cette section par une propriété simple concernant le tenseur de courbure d’une surface paramétrée.

Proposition 3.7.10 (Propriétés de symétrie et d’invariance du tenseur de courbure) Soit f : U — R® une
surface paramétrée et Ry, : T, f X Ty f X Ty f X T, f — R son tenseur de courbure au point uw € U. Alors

1. Ru(fi, fi. s fx) = Rijr(u),
2. Ry(X,) Y, Z,W)=-R, (Y, X, ZW)=—-R,(X, YW, Z) = R,(Z,W, X,Y) pour tous X, Y, Z, W € T, f.
3. Soit ¢ : V. — U un changement de variables, f = fogp:V = R? et R, le tenseur de courbure de f ay

point v € V.. Alors Ry,) = Ry pour tout v € V.

La démonstration de la troisiéme affirmation s’appuie sur 'identité

) 09" 9" 0¢7 Og
Rigjin(v) = Rivjon () 5 55 7 507 9ok

ot, a droite, nous avons une somme par rapport aux indices muets i/, I, 5/, k' (donc une somme de 2* = 16
termes). Cette identité résulte facilement de la premiére affirmation du corollaire 3.7.6 en utilisant la propriété
d’invariance de la seconde forme fondamentale par rapport aux changements de variables.

3.8 Dérivation covariante et lignes géodésiques

Soit f : U — R? une surface paramétrée d’image S := im(f), et soit ¢ = f o v une courbe paramétrée sur S,
ou v : I — U CR? est une courbe paramétrée dans U.

Définition 3.8.1 Un champ de vecteurs tangents le long de v est une application différentiable X : I — R? telle
que X (t) € Ty f pour tout t € I.

Donc donner un champ de vecteurs tangents le long de ~ signifie associer (d’'une maniére différentiable) a
chaque t € I un vecteur tangent a f au point y(t). Si f est injective ceci revient intuitivement, a associer a chaque
t € I un vecteur tangent a la surface S au point ¢(t) = f(v(¢)). Dans ce cas on va utiliser aussi la terminologie
(plus intuitive) "champ de vecteur tangents a S le long de ¢".

Soit X : I — R est champ de vecteurs tangents le long de ~. Puisque (f1(7(t)), f2(7(¢))) est une base du plan
tangent T',(;) f on peut décomposer X (t) sous la forme

X(t) = A1) + M) L01) = @) i)

ou dans la derniére expression nous avons utilisé la convention de Einstein.

Soit f : U — R3 une surface paramétrée. Pour tout v € U on va désigner par pr, : R® — T, f la projection
orthogonale de R? sur le plan tangent T, f de f au point u. Puisque la projection d’un vecteur v € R? sur la
droite normale & f en u est (n(u),v)n(u) (pourquoi?) on a évidemment pr, (v) = v — (n(u),v)n(u). D’autre part,
en utilisant la base (f1(u), f2(u),n(u)) de R? et Porthogonalité n(u) LT, f on obtient la formule

pr, (@' fi(u) + n(u)) = @ fi(u) . (58)

Définition 3.8.2 Soit X : I — R3 un champ de vecteurs tangents le long de . La dérivée covariante de X est
le champ de vecteurs tangents le long de v donné par la formule

VX dx
T

Remarque 3.8.3 Soit f : U — R? une surface paramétrée et X, Y : I — R? deux champs de vecteurs tangents
le long de v : 1 — U. Alors

VX VY

%<X(t),y(t)> - <dt,Y(t)> - <X(t), dt> :
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En effet, le régle de dérivation de Leibniz donne

d dX dY
@<X<t>,y<t>> - <dt7y<t>> +(x0.5 )
En décomposant X = pr, (£X) + <d—)f >n('y(t)) et en tenant compte que (n(y(t)),Y (t)) = 0 (parce
que Y(t) € Ty f) on obtlent <dd)t(,Y( )) = Y (t)). Le méme argument donne (X (¢), 4X) = (X (), ¥X). m

On va donner maintenant une formule explicite pour la dérivée covariante d’un champ de vecteurs tangents le
long d’un chemin. En dérivant la décomposition X () = £4(t) f;(y(t)) de X (t) par rapport a la base (fi(t), f2(t))
et en utilisant I’équation de Gauss on obtient par la formule (52)

X _ dg!
dt T dt

dr*

0) + €0 filr(1) = o

dt

ChO®) + €0

(Tl fi + hirn) (4(1)) =

!
= (% + T 0 ) A 0) + ha ) O Dnta(e)
En tenant compte de (58) on obtient la formule

l
T (L e ) o) (59)

Définition 3.8.4 Un champ de vecteurs tangents le long de vy est dit paralléle si % = 0, c’est a dire si les
composantes £ : I — R de X wvérifient le systeme d’équations différenticlles linéaires du premier ordre (sans
second membre)

de! dyk

B ThmEn =0, 1e 1,2} (60)

Ecrivons ce systéme différentiel linéaire du premier ordre sous la forme standard utilisée dans la théorie

générale des systémes différentiels. Posons al(t) = —Fﬁk(w(t))% et soit A(t) la matrice carrée d’ordre 2 définie

1
par A(t) :== (al(t))1<ii<2. Notons £(t) = (gzgti) € R2. Alors le systéme différentiel (60) devient

¢'(t) = A@)S(t) - (61)

Le théoréme fondamental d’existence et unicité des solutions d’un systémes différentiel linéaires du premier ordre
(sans second membre) affirme

Théoréme 3.8.5 Soit I 5t — A(t) € M, ,(R) une application de classe C". Alors l'ensemble S des solutions
€: 1 — R" du systéeme différentiel (61) est un sous-espace vectoriel de dimension n de C"t1(I,R™) et pour tout
to € I Vapplication evy, : S — R™ donnée par evy, (§) = &(to) est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Donc, pour tout vy € R™ il existe une unique solution £ : I — R™ du systéme (61) qui satisfait la condition
initiale £(tp) = vo.

Corollaire 3.8.6 Soit f : U — R? une surface paramétrée, soit v : I — U une courbe paramétrée de U et ty € I.
Alors pour tout vo € Ty1y)f il existe un unique champ X : I — R™ de vecteurs tangents le long de v qui est
paralléle et tel que XV (tg) = vo.

On dit que le champ X donné par ce corollaire est obtenu (& partir de vy) par transport paralléle le long de ~.
Supposons maintenant que I = [tg, 1] et posons ug = y(tg), u1 = y(t1). Le transport paralléle le long de v nous
permet de définir un isomorphisme linéaire isométrique

F('Y) Tuof = Tuy f

qui s’appelle lisomorphisme défini par transport paralléle le long de . Cet isomorphisme est défini de la maniére
suivante : Pour un vecteur vy € Ty, f le vecteur tangent I'(y)(vg) € Ty, f est la valeur X (¢1) du champ X"° de
vecteurs tangent le long de 7 qui est paralléle et satisfait la condition initiale X (ty) = vg. Le fait que I'(7y) est
isométrique résulte facilement de la remarque 3.8.3.

50



Définition 3.8.7 Soit f : U — R? une surface paramétrée et ¢ = f o~ une courbe paramétrée sur S = im(f),
ot 7y : [to, t1] = U est une courbe paramétrée dans U. On dit que ¢ est une géodésique de f si Vfiit(t) =0, donc si
le champ tangent t +— c(t) € Ty f (le champ tangent vitesse) est paralléle.

Remarque 3.8.8 Soit f : U — R3 une surface paramétrée .

1. Une courbe ¢ = f o~y sur S :=1im(f) est une géodésique si et seulement si v est une solution du systéme
différentiel d’ordre 2

d2’}/l . d'yi d’}/k

T T —0 e 12 (62)

2. Sic= fory est une géodésique alors lapplication t — || (t)| est constante. Autrement dit, toute géodésique
est une courbe & vitesse de norme constante.

La premiére affirmation résulte directement de la condition explicite de parallélisme mentionnée dans la
1
définition 3.8.4 en remplagant ¢/(t) par ‘%. La deuxiéme affirmation résulte facilement en dérivant la fonction
t= || @))* = (c(t),c(t)) et en utilisant la remarque 3.8.3.
|

En utilisant la théorie générale des équations différentielles ordinaires on obtient le résultat suivant concernant
Pexistence et I'unicité locale des géodésiques :

Proposition 3.8.9 Soit f : U — R3 une surface paramétrée, soit S = im(f) son image et soient tg € R, ug € U
et vg € Ty, f- 1l existe € > 0 et une géodésique c = f oy : [tg—e,to + ] = S satisfaisant les conditions initiales
v(to) = ug et ' (tg) = vg. Deux telles géodésiques coincident sur Uintersection de leur domaines de définition.

Pourquoi on introduit et on étudie les géodésiques d’une surface paramétrée 7 On va voir que les géodésiques
correspondent précisément aux points critiques de la fonctionnelle d’énergie sur I’espace des courbes & extrémités
fixes. Les géodésiques sont aussi des points critiques particuliers de la fonctionnelle longueur sur le méme espace ;
les exemples les plus simples de géodésiques sont les courbes qui minimisent cette fonctionnelle, comme par
exemple les petits arcs (paramétrés a vitesse de norme constante) des grands cercles sur une sphére. On va
expliquer briévement et sans démonstrations ces propriétés importantes.

Soit f : U — R3 une surface paramétrée, I = [tg,t;] un intervalle fermé fixé, et soient ug, u; € U appar-
tenant & la méme composante connexe par arcs de U. Nous notons par C,, ,, 'ensemble des courbes paramé-
trées v : [to,t1] — U telles que v(to) = wo, v(t1) = wi. Une élément de C,, 4, s'appelle courbe paramétrée
(ou chemin) dans U & extrémités fixes ug, u1. Une famille & un parameétre (7s)se]—c,c[ de Cyp,u; (donc une fa-
mille & un parameétre de chemins définis sur I & extrémités fixes ug, uy) est dite différentiable si I'application
| —&,e[X[to, t1] D (s,t) — 7s(t) € U est différentiable.

Nous définissons les applications
L: Cuo,u1 — R+ s E: Cuo,u1 — R+ s

données par

L(y)=1l(for)= /tl |(f o) (t)|dt = / \/g” t)47(t)dt (la fonctionnelle longueur) ,
£(y) = % /t 1(F o) (8)]|2dt = % /t G (Y)Y (3 (1)t (la fonctionnelle énergie) .

Le théoréme suivant donne une interprétation géométrique des géodésiques. Les étudiants intéressés par la géo-
meétrie différentielle sont invités a réfléchir a la démonstration et de consulter la littérature.

Théoréme 3.8.10 Soit f : U — R3 une surface paramétrée et soit v € Cyy.u,- Les conditions suivantes sont
équivalentes :

1. ¢c== f o~ est une géodésique,
2. 7 est un point critique de la fonctionnelle d’énergie sur Cy, v, , c’est a dire pour toute famille différentiable

a un parametre (Vs)sej—c,e[ de Cugu, telle que yo = on a

d

s S:Og(fYS) =0,
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3. ||| est constante et v est un point critiqgue de la fonctionnelle longueur sur Cyqy vy, ¢’est & dire pour toute
famille différentiable a un parameétre (vs)se)—c,c| de Cugu, telle que yo =y on a

d

ds s:oﬁ(%) =0.

Corollaire 3.8.11 Supposons que ||| est constante et v est un point de minimum absolu de la fonctionnelle
longueur L sur Cyy 4, - Alors ¢ := f oy est une géodésique de la surface paramétrée f.

Une telle géodésique s’appelle géodésique minimisante qui joint les points f(ug), f(u1). Une telle géodésique
n’existe pas toujours.

Exemple : Soit 2 C R3 la sphére de centre Ogz et rayon 1, soit N := (0,0,1) et considérons la paramétri-
sation f : R? — S2\ {N} donnée par I'inverse de la projection stéréographique, c’est & dire

1 2u;
U) = — 2u
SRR Vo

On peut montrer qu'une courbe paramétrée ¢ = f o~ sur S2\ {N} est une géodésique de f si et seulement
si ||¢|| est constante et im(c) est contenue dans un grand cercle de S2. Une géodésique peut parcourir un grand
cercle plusieurs fois.

Considérons deux points a, b € S? \ {N} qui sont proches I'un de I'autre et tels que le grand cercle qui les
contient ne passe pas par N. Une paramétrisation a vitesse de norme constante du petit arc (de grand cercle)
qui joint a et b définit une géodésique minimisante, tandis qu'une paramétrisation a vitesse de norme constante
du grand arc (de grand cercle) qui joint a et b définit une géodésique non-minimisante.

Soient a, b € S? tels que N se trouve sur le petit arc du grand cercle qui les contient. Ce petit arc définit bien
une géodésique minimisante de S? qui joint @ & b (par rapport & une paramétrisation convenable), mais cet arc
n’est pas contenu dans im(f) = S?\ {N}. On a besoin d’une paramétrisation de la sphére dont I'image contient N
pour "détecter" cette géodésique, par exemple I'inverse de la projection stéréographique de centre S = (0,0, —1)
dont I'image est S? \ {S}. Dans cette situation on constate qu’il n’existe aucune géodésique minimisante de la
surface paramétrée donnée f qui joint a et b.

On peut définir la notion de géodésique pour une surface non-paramétrée de R3 (voir la chapitre suivant).
La sphére S? (en intégralité) est une telle surface. En utilisant ce formalisme on constate que les géodésiques
de la sphere sont les arcs de grands cercles (ou les grands cercles en intégralité) paramétrés a vitesse de norme
constante. Sur une surface fermée (comme c’est le cas de S?), si on fixe deux points, il existe toujours (au moins)
une géodésique minimisante qui les joint.

4 Sous-variétés dans R?. Surfaces compactes et le théoréme de Gauss-
Bonnet

4.1 Introduction

Nous avons vu que la sphére S? C R? peut étre munie de plusieurs paramétrisations, par exemple ’application
réciproque de la projection stéréographique S?\ {N} — R? ou la paramétrisation obtenue en regardant la sphére
comme surface de révolution particuliére. D’autre part on peut montrer facilement qu’il n’existe aucune immersion
injective f : U — R? telle que f(U) = S2, donc la sphére S? n’est pas I'image d’une immersion injective. Nous
avons besoin de plusieurs immersions injective pour couvrir la sphére, par exemple on peut prendre les applications
réciproques des deux projections stéréographique S? \ {N} — R?, §%\ {S} — R2.

Ces remarques montrent que la théorie des surfaces paramétrées n’est pas adaptée a ’étude globale des surfaces
de R?; cette théorie est intéressante pour comprendre la géométrie locale des surfaces. Par exemple, pour montrer
que la courbure de la sphére S(g, R) de centre ¢ € R? et rayon R est K = # (donc constante) il suffit de trouver
pour tout z € S(g, R) une paramétrisation f : U — R3 avec x € im(f) C S(q, R) telle que la courbure de
Gauss de f est constante #. Donc la courbure de Gauss a un caractére local et peut étre étudiée en utilisant les
paramétrisations locales. Par contre, si on s’intéresse par exemple & 'aire totale d’une surface, o de l'intégrale de
la courbure de Gauss sur la surface, il s’agira d’une propriété globale de la surface, donc nous devons introduire
et étudier ces notions sans faire appel aux paramétrisations locales. Dans ce chapitre nous allons introduire et
étudier les surfaces (non-paramétrées) de R3, en particulier les surfaces compactes.

Avant de donner les premiéres définitions rappelons quelques notions fondamentales de topologie.
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Soit & € R™. Un sous-ensemble V' C R™ g’appelle voisinage de x s’il existe & > 0 tel que B(x,e) C V.
Remarquons qu’un sous-ensemble U C R™ est ouvert (voir la chapitre 3.1) si et seulement si il est un voisinage
de u pour tout w € U. Un voisinage ouvert de = est un ouvert U C R" tel que z € U.

Soit A C R™. Un point z € R” est dit point adhérent & A si pour tout € > 0 on a B(x,e) N A # (), donc si tout
voisinage de z coupe A. L’ensemble des points adhérents a A s’appelle [’adhérence de A et est désigné par A. On
a évidemment A C A. Un sous-ensemble F' C R™ est dit fermé si 'une des conditions équivalentes suivantes est
vérifiée

1. F = F, donc tout point adhérent & F est élément de F.

2. Le complémentaire R™ \ F est ouvert.

3. Pour toute suite (z,)nen de F qui converge dans R™ on a lim,, o, z, € F.

Un recouvrement ouvert de A est une famille (finie ou infinie) (U;);e; de sous-ensembles ouverts U; de R™ telle
que A C Ui€ ; Ui. Un sous ensemble K C R™ est dit compact si tout recouvrement ouvert (U;);c; de K admet un
sous-recouvrement fini, donc il existe Iy C I fini tel que (U;);er, soit encore un recouvrement de K.

L’espace R™ est un espace métrique et, d’aprés un résultat fondamental de topologie, la compacité dans les
espaces métriques est équivalente & la compacité séquentielle. Donc un sous-ensemble K C R"™ est compact si et
seulement si il est séquentiellement compact, c’est a dire si toute suite de K admet une suite extraite convergente
dans K. Puisque R™ est un espace normé de dimension finie on peut montrer que

Proposition 4.1.1 Un sous-ensemble K C R™ est (séquentiellement) compact si et seulement si K est fermé et
borné.

Donc K est compact si et seulement si K = K et il existe M € R tel que pour tout x € K on a |jz|| < M.
Soit A C R™, B C R". Une application ¢ : A — B est dite

1. continue en a € A, si pour tout € > 0 il existe J. > 0 tel que ¢(B(a,d.) N A) C B(p(a),€),
2. continue, si ¢ est continue en tout point a € A,

3. homéomorphisme si ¢ est continue, bijective et ¢~! : B — A est aussi continue.

En utilisant le fait que tout 'image d’un compact par une application continue est compacte, on peut démon-
trer facilement la proposition suivante :

Proposition 4.1.2 Soit A CR™, B C R" et ¢ : A — B une application continue est bijective. Si A est compact,
alors o1 est continue, donc ¢ est un homéomorphisme.

Soit A C R™. Une séparation de A est une paire (U, V) d’ouverts de R™ tels que A C UUV, ANU # 0,
ANV #£Pet ANUNV =(. A est dit conneze ’il n’admet aucune séparation. Intuitivement "connexe" signifie
étre constitué "en un seul morceau". Un sous-ensemble A C R"™ est dit conneze par arcs si pour toute paire
(x0,21) € A x A il existe une application continue ¢ : [0,1] = A (donc un "chemin continu") telle que ¢(0) =
et ¢(1) = z1. Donc A est connexe par arcs si tous deux points de A peuvent étre joints par un chemin continu
dans A. Notons que

1. tout sous-ensemble connexe par arcs est connexe,
2. un sous-ensemble ouvert U C R"™ est connexe si et seulement s’il est connexe par arcs.

La composante connexe (respectivement la composante connexe par arcs) dans A d’un point z € A est le
sous-ensemble connexe (respectivement connexe par arcs) maximal C tel que 2 € C' C A. Tout sous-ensemble
A C R" se décompose en réunion disjointe de ses composantes connexes (connexe par arcs). Par exemple le
complémentaire S? \ E de I'équateur E := 5% N (R? x {0}) dans S? a deux composantes connexes, a savoir les
deux hémisphéres.

Soit A C R™. Un sous-ensemble B C A est dit ouvert dans la topologie induite de A (ou dans la topologie de
A regardé comme sous-espace de R™) s’il s’écrit sous la forme B = ANU, oa U C R™ est un ouvert. B est ouvert
dans la topologie induite de A si et seulement si pour tout b € B il existe un voisinage ouvert U, de b dans R"
tel que U, N A C B. Par exemple S? \ E est un ouvert dans la topologie relative de S?, mais il n’est pas ouvert
dans R3.

4.2 Plongements et sous-variétées de R?

Définition 4.2.1 Soit U C R™ et uw € U. Une application différentiable f : U — R"™ est dite
1. submersion en u si d,f est surjective, donc si on a rang(J,f) = n.

2. submersion si elle est submersion en tout point u € U.
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3. immersion en u si la différentielle d, f est injective, donc si on a rang(J, f) = m.
4. immersion st elle immersion en tout point u € U.
Remarquer que les conditions " f est une submersion en u", " f est une immersion en u" sont des conditions

ouvertes, i.e. si f est une submersion (immersion) en u € U, alors il existe un voisinage ouvert U’ de u en U tel
que que f soit une submersion (immersion) sur U’.

Une immersion injective f : U — R™ définit une bijection continue U — f(U), mais en général cette bijection
continue n’est pas un homéomorphisme, donc I’application réciproque f(U) — U n’est pas nécessairement conti-
nue. Remarquer que application réciproque f(U) — U est continue si et seulement si pour toute suite (uy)nen
de U telle que (f(un))nen converge dans R™ vers un point f(v) € f(U) on a lim, o u, = v.

Le dessin ci-dessus montre un exemple d’immersion injective f :]a,b[— R? pour laquelle 'application réci-
proque f(]a,b[) —]a, b[ n’est pas continue. Pourquoi ?

Définition 4.2.2 Un plongement f : U — R™ d’un ouwvert U C R™ dans R™ est une immersion injective qui
induit un homéomorphisme U — f(U).

Le dessin ci-dessus nous donne donc un exemple d’immersion injective qui n’est pas un plongement.

Définition 4.2.3 1. Un sous-ensemble M C R? est dit sous-variété de dimension m si pour tout point x € M
l'une des conditions équivalentes suivantes est vérifiée :

(a) II existe un voisinage ouwvert V.C R? de x, un ouvert U C R™ et un plongement f : U — RY tel que
fU)y=vnM.

(b) Il existe un voisinage ouvert V.C R? de x, un voisinage ouvert W de Oga dans R? et un difféomorphisme
O:V =W CR? tel que
S(VNM)=WnN(R™ x {Oga-m}) .
(c) Il existe un voisinage ouvert V C RY de = et une application différentiable F : V — RY=™ telle que
(i) VO M= F~1(0) et
(ii) F est une submersion en tout point v € V N M = F~1(0).
2. 8i M C R? est une sous-variété de dimension m =d — 1, on va dire que M est une hypersurface de R<.
3. Si M C R? est une sous-variété de dimension 2, on va dire que M est une surface de R?.

4. 8i M C RY est une sous-variété de R qui est compacte en tant que sous-ensemble de RY, on va dire que
M est compacte, ou fermée.

Remarque 4.2.4 Les trois conditions (a), (b), (¢) dans la définition 4.2.3 sont équivalentes.

Démonstration: (a) =(b). Soit f : U — R? un plongement tel que f(U) = V N M. En composant f a droite
avec une translation si nécessaire on peut supposer que Ogm € U et f(Ogm) = z. Considérons une matrice
A € Mg q_m telle que la matrice (Jo,. f A) € Mg q(R) soit inversible. Pour trouver une telle matrice il suffit
de compléter la famille libre formée par les m colonnes de la matrice jacobienne Jy,, f & une base de R?. La
différentielle en Oga = (Ogm,Oga-m) de Papplication ¥ : U x R4=™ — R? définie par W(u,v) = f(u) + Av est
bijective, donc d’aprés le théoréme d’inversion locale il existe un voisinage ouvert W C U x R4™™ de Oga, un
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voisinage ouvert V' C V de & = W(0pa) tel que ¥ induit un difféomorphisme W — V. Il suffit de poser ® := U1,

(b)= (c) Il suffit de poser F := prga—m o ®, oil prga—m désigne la projection R? — R4~™. Remarquons que
I’application F' ainsi obtenue est une submersion sur tout son domaine de définition.

(c) =(a) Soit x € M. Supposons que (c) est vraie, et soit V un voisinage ouvert de = et F' : V — R4™™ une
application différentiable telle que VN M = F~1(0) et F est une submersion en tout point v € VN M = F~1(0).

En composant F' & droite avec 'isomorphisme défini par une permutation convenable des coordonnées on
peut supposer que les derniéres d — m colonnes de la matrice jacobienne J,F' sont linéairement indépendantes.
Ecrivons tout point y € V sous la forme y = (y1,y2) avec y1 € R™, yp € R¥™™. D’aprés le théoréme de la fonction
implicite, on déduit que, dans un voisinage suffisamment petit V' = U; x Uy de x = (21, z2) dans R? équation
F(y1,y2) = 0 est équivalente a une équation de la forme yo = g(y1) pour une fonction différentiable g : Uy — Us.
11 suffit de poser f(u) :== (u,g(u)). [ |

Si C R? este une sous-variété de dimension m et F : V — R%™™ est une submersion F : V — R4™™ telle que
VN M= F~Y0), on dit que F = 0 est une équation implicite locale pour la sous-variété M. Il existe des sous-
variétés intéressantes qui peuvent étre définies en utilisant une seule submersion, par exemple la sphére $4=1 ¢ R¢

est définie par ’équation F' =0 out F: R?\ {0} — R est la submersion définie par F(z) = Zle 2 —1=0.

Définition 4.2.5 Soit M C R? une sous-variété de dimension m de R®. Une paramétrisation locale de M est
une application bijective f : U — V, ou U C R™ est ouvert et V.C M est un ouvert dans la topologie induite,
telle que la composition U — V < R soit un plongement U — RY. L’application réciproque o = f~1:V — U
d’une paramétrisation locale s’appelle carte locale, ou systéeme local de coordonnées de M.

Six €V on va dire que f : U =V (respectivement o : V. — U ) est une paramétrisation locale (respectivement
carte locale) de M autour de x.

Une application F' : M — R" est dite différentiable si pour toute paramétrisation locale f : U —V C M, la
composition F o f: U — R" est différentiable.

Si M est une sous-variété de dimension m de R? alors, par définition, pour tout point z € M il existe une
parameétrisation locale (donc aussi une carte locale) autour de z. Si f : U — V C M, f :U — V C M sont
deux paramétrisation locales, alors f_l(f/), f‘l(V) sont des ouverts de R™ et Iapplication f~!o f : f_l(f/) —
f ~1(V) est un diffeomorphisme, qui s’appelle l’application de changement de paramétrisations (ou l'application
de changement de cartes).

Définition 4.2.6 Soit M une sous-variété de dimension m de R% et x € M. Le sous-espace tangent T, M est
défini par
T, M =1im(d,f) ,
ot f est une paramétrisation locale autour de x et f(u) = x. Le sous-espace normal N, M est le supplémentaire
orthogonal N M = T, M~*.
La premiére forme fondamentale de M est la famille (gy)zenm 0%, pour tout x € M, on a a noté par

G T M X T, M — R

le produit scalaire sur Ty défini par la restriction o TyM x Ty M du produit scalaire standard de R®.
Un champ tangent (respectivement normal) sur M est une application différentiable X : M — R telle que
pour tout x € M on a X (x) € T, M (respectivement X (x) € Ny M ).
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Notons que lespace tangent T, M (et donc aussi N, M) ne dépend pas de la paramétrisation locale choisie,
mais seulement de = et de M. Pourquoi?

Définition 4.2.7 Un ensemble A de cartes o : V,, — U, de M s’appelle atlas si UaeA Vo = M. Un atlas A
de M s’appelle atlas orienté si toute application de changement de carte Boa™! : a(Vg) — B(Va) (pour a,
B € A) préserve Uorientation. Une sous-variété M est dite orientable si elle admet un atlas orienté. Dans ce
cas on appelle orientation de M une classe d’équivalence d’atlas orientés de M, deux atlas orientés A', A" étant
considérés équivalents si leur réunion AU A" est un atlas orienté. Une sous-variété orientée de R est une
sous-variété de R? munie d’une orientation, donc une paire (M,0) ot, M est une sous-variété de R et o une
orientation de M .

Soit (M, ©) une sous-variété orientée et A un atlas orienté qui définit 'orientation fixée 0. On va dire qu’une
carte locale B3 : V — A est compatible avec l'orientation o si application de changement de carte Soa™! : a(V3) —
B(V,,) préserve lorientation pour toute carte locale a € A. L’ensemble des cartes locales compatibles avec o est
encore un atlas orienté de M, & savoir I'atlas orienté maximal qui contient A. Si 5 :V — A est compatible avec
0, on va dire aussi que la paramétrisation locale associé 37 : U — V C M est compatible avec o.

Une orientation © d’une sous-variété M de dimension m définit une famille (0,)car, OU O, est une orientation
de I’espace tangent T, M C R? (voir le chapitre 1.3) : 0, est définie par une base (vy,...,v,,) de T, M ayant la
propriété que, pour une paramétrisation f : U — V C M compatible avec 0, la base (d,f)~(v1,...,vm) (ol
f(u) = x) est une base directe de R™.

Définition 4.2.8 Soit (M, 0) une sous-variété orientée de dimension m de R et x € M. Nous définissons une
forme m-linéaire alternée
Vg : TpM x -+ x T, M — R

m fois

par vg(vi,...,vm) = det(v)), ot (vi,...,v™) sont les coordonnées de v; par rapport G une base orthonormale du

sous-espace T, C R compatible avec orientation 0. La famille v = (Va)wenm S’appelle la forme de volume de
(M,0).

Dans la terminologie de la géométrie différentielle moderne, v est une forme différentielle de degré m sur M. En
utilisant les propriétés de la matrice de Gram (plus précisément la démonstration du Corollaire 1.3.6) on obtient
facilement la formule suivante qui exprime la forme de volume d’une sous-variété orientée en coordonnées locales.

Remarque 4.2.9 Soit f: U — V C M une paramétrisation compatible avec 0. Alors

vOLf(u), - O f () = y/det(gij(u)) ot gij(u) = (0if(w),d;f(u)) .

Si A est un atlas orienté de M on obtient facilement un atlas non-équivalent (donc une autre orientation de M)
en composant les cartes de A avec des difféomorphismes ¢ : U’ — U qui changent 1’orientation de R™ (donc dont
le jacobien est négatif en tout point). Si M est orientable et conneze alors M admet exactement deux orientations.

Pour les hypersurfaces la notion de orientation a une interprétation géométrique importante :

Remarque 4.2.10 Soit M C R? une hypersurface. Alors
1. M est orientable si et seulement si elle admet un champ normal unitaire.
2. Si M est orientable, les données suivantes sont équivalentes
(a) Une orientation de M.
(b) Un champ normal unitaire sur M.
Démonstration: 1. Si A est un atlas orienté de M alors on définit un champ normal unitaire sur M de la maniére

suivante : soit x € M, a : V — U € A une carte locale autour de z et f := a~! : U — V la paramétrisation
locale associée. On pose

1
o) A A D flu)]

(voir le chapitre 1.2). En utilisant la propriété 9. de la Proposition 1.2.6 et la fait que le jacobien de I"application
de changement de carte est positif, on déduit que pour toute autre carte & : V — U € A autour de x on a

n(zx) ONfw) A ANOg—1f(u) ou u = a(zx)

O f(@) A ADg_1f(@) € RLD f(u) A+ ADg—1f(u) ou it = &) ,
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donc les vecteurs unitaires obtenus en normalisant les deux produits vectoriels
OLf(w) A= A Baa f(u) , Ouf(@) A+ A Ba-1 f(@)

coincident. Ceci montre que n(x) ne dépend pas de la carte locale autour de z choisie, donc nous avons défini
d’une maniére cohérente une application n : M — R? qui est évidemment différentiable, et telle que n(u) est un
vecteur normal unitaire pour tout = € M. Réciproquement, soit n : M — R? un champ normal unitaire sur M.
Une carte « : V,, — U, est dite compatible avec n si, en posant f = a1, la base (fi(u),..., fa_1(u),n(u)) est
directe pour tout u € U,. C’est facile de voir que I’ensemble des cartes compatibles avec n est un atlas orienté
de M.

La deuxiéme affirmation est proposée comme exercice. [ |

Exemples : La sphére, le tore, le cone, le cylindre, les surfaces quadriques, toutes le surfaces de révolution
sont des surfaces orientables de R3. Le ruban de Mdbius (voir la figure ci-jointe) n’est pas orientable. Expliquer
pourquoi. Essayer de construire un champ normal unitaire au ruban de Mobius.

Remarque 4.2.11 On peut montrer que toute surface compacte de R est orientable. Par contre, dans R* il
existe des surfaces non-orientables compactes, par exemple Uimage d’un plongement dans R* du plan projectif
réel.

Définition 4.2.12 1. Soit M C R% une surface.

(a) La premiere forme fondamentale de M est la famille (gz)zcpr 00 pour tout © € M on a a noté par
e TpoM x T, M — R le produit scalaire sur T, défini par la restriction a T, M x T, M du produit
scalaire standard de R?.

(b) La courbure de Gauss de M est Uapplication K : M — R définie par K(z) = Ks(f~'(z)), ou
[:U =V C M est une paramétrisation de M autour de x, et Ky : U — R3 est donnée par la formule

Ri212(u)
K =
1) = GG
(voir la définition 3.7.5).
2. Soit (M, 0) une surface orientée dans R3.
(a) La seconde forme fondamentale de (M, 0) est la famille (hy)zenr 00 pour tout x € M on a a noté par

hy : ToM X T, M — R application bilinéaire symétrique donnée par la seconde forme fondamentale
en u = f~1(x) d’une paramétrisation locale f : U — V C M compatible avec l’orientation o.

(b) Les courbures principales et la courbure moyenne de (M,0) en x € M coincident, par définition, avec
les courbures principales et la courbure moyenne en u = f~1(x) associées & une paramétrisation locale
f:U—=V C M compatible avec ’orientation o.
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Remarque 4.2.13 1. En utilisant la formule donnée par le Teorema Egregium, nous avons introduit la courbure
de Gauss pour une surface de R% pour d > 3 arbitraire. Si d = 3 on peut utiliser la formule alternative

_ det(H(u))

K= GG )

2. D’apres les propriétés d’invariance connues pour les deux formes fondamentales, les courbures principales
et la courbure de Gausse d’une surface paramétrée, les définitions 4.2.12 sont cohérentes, donc indépendantes des
paramétrisations locales (autour de x) choisies. Pour la courbure de Gauss

3. Il faut souligner que nous avons besoin d’une orientation fixée de M C R® pour donner un sens a la
deuxiéme forme fondamentale et aux courbures principales de M.

4.3 Intégration sur les sous-variétés. Décompositions lisses en cellules. Le théoréme
de Gauss-Bonnet

Soit M une sous-variété de dimension m de R%. En utilisant la premiére forme fondamentale de M on peut
définir un structure d’espace mesurable sur M et une mesure |v| sur cet espace. Notons que pour introduire ces
structures on n’a pas besoin d’une orientation de M.

On dit qu’'un sous-ensemble E C M est mesurable au sens de Lebesgue (respectivement au sens de Jordan)
si pour toute carte « : V,, — U, de M, 'image a(E NV,,) est mesurable au sens de Lebesgue (respectivement au
sens de Jordan). Si E C M est mesurable au sens de Lebesgue alors on définit son volume v(E) de la maniére
suivante

1. S’il existe une carte o : V,, — U, de M telle que E C V, alors on pose

[V|(E) = /(E) v/ det(gi5(w)) dus ... duy, , (63)

ol g;; sont les coefficients de la premiére forme fondamentale de la paramétrisation f = ™!,

2. Dans le cas général E se décompose en réunion £ = |J,.; £; d’une famille finie ou dénombrable de sous-
ensembles mesurables tels que pour tout ¢ € I il existe une carte «; : V,,, = U,, avec E; C V,, et pour
7 7&] on a |V|(E1 ﬁE]) =0.
Alors on pose

VI(E) =) [VI(E:) € Ry U {oo}

icl
ou chaque terme |v|(E;) & droite est calculé en utilisant (63).

En utilisant les formules de transformation des coefficients de la premiére forme fondamentale et le théoréme
de changement de variables pour les intégrales dans R™, on peut démontre facilement que ces définitions sont
cohérentes, donc fournissent un élément |v|(E) € Ry U {oo} qui est indépendant des cartes choisies.

Dans les exemples concrets on peut calculer souvent la mesure |v|(E) d’un sous-ensemble E C M en utilisant

une seule carte. Il suffit de trouver une carte o : V,, — U, de M telle que |v|(E \ V,) = 0, donc une carte qui
contient E' & un sous-ensemble négligeable (pour la mesure de Lebesgue) prés. Alors

W|(B) = /(EW et () dus (64)

Exemple : Par exemple, la projection stéréographique o : S9!\ {N} — R?~! est défini sur le complément
d’un singleton qui est négligeable. Alors

lv|(8471) = /]Rd_1 \/det(gi;(w)) duy ... dug—1 ,

ol g;;(u) sont les coefficients de la premiére forme fondamentale de la paramétrisation
f=o01:RIE 5 G\ (N}

Remarque 4.3.1 Tout sous-ensemble compact K C M est mesurable au sens de Lebesgue et |v|(K) est fini.
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La méme méthode nous permet de définir l'intégrale

/ plv| € R
K

pour toute fonction continue ¢ : M — R et sous-ensemble compact K C M.
1. Si K C V,, pour une carte « : V, — U, on pose

[ ebl= [ (o nyfden(an(w) dur...dun
K a(K)

ou fi:=a"l

2. Dans la cas général, on peut trouver une décomposition

k
K =|J K,
j=1
de K comme réunion d’une famille finie de sous-ensembles compacts K tels que tout j € {1,...,k} il existe

une carte o : Vi, — Uy, avec Kj C V,,; et pour i # j on a |v|(K; N K;) = 0. Alors on pose

k k
o= [ el =3 [ (o f)yfdet(glyw) dun..dun
/K ; K; ; o (Kj) ! .

ol fj = «q; Let gil sont les coeflicients de la premiére forme fondamentale de la paramétrisation f;.

Les mémes arguments (les formules de transformation des coefficients de la premiére forme fondamentale et le
théoréme de changement de variables pour les intégrales dans R™) montrent que ces définitions sont cohérentes,
donc fournissent un nombre [ ¢|v| € R qui est indépendant des cartes choisies.

Soit M une sous-variété de RY. Un arc plongé dans M est l'image ¢ := im(vy) d’une immersion injective
v :[0,1] = M < RZ Les points 7(0), (1) s’appellent les extrémités de ¢ (ou de 7).

Définition 4.3.2 Soit M C R? une surface compacte dans R:. Une décomposition lisse en cellules de M, c’est
la donnée d’une famille finie C d’arcs ¢; = im(vy;) plongés dans M appelés arétes tels que

1. deux arétes ne se coupent qu’en leurs extrémités ;

2. pour chaque composante conneze C du complémentaire de la réunion des arétes, il existe une carte o : V. —
U de M telle que C CV et a(C) soit un polygone convexe dans le plan.

Soit C = (¢;)1<i<a une décomposition lisse en cellules de M avec A arrétes. Une composante connexe C du
complémentaire de la réunion des arétes s’appelle face de C et un extrémité d’un arc ¢; s’appelle sommet de C.
On désigne par S le nombre des sommets et par F' le nombre des faces de C.

Un résultat important de topologie affirme :

Théoréme 4.3.3 Soit M C R? une surface compacte. Alors
1. M admet une décomposition lisse en cellules.

2. La somme alternée S — A+ F associée a une telle décomposition C est indépendante de C et coincide avec un
invariant topologique de M qui s’appelle la caractéristique de Fuler-Poincaré de M et est notée par x(M).

La signification exacte de I'affirmation "x(M) est un invariant topologique de M" est la suivante : Si M C R,
S C R”™ sont deux surfaces compactes homéomorphes (c’est a dire deux surfaces compactes telles qu’il existe un
homéomorphisme ¢ : M — S) alors x(M) = x(5).

Exemple : 1. Soit $2 C R3 la sphére standard. Considérons une décomposition de I’équateur E C S? en réunion
de trois arcs de cercle. Ces arcs de cercles définissent une décomposition lisse en cellules de S? qui a 3 sommets
et 2 faces (les deux hémisphéres). Donc x(S?) = 3 — 3 + 2 = 2. On obtient le méme résultat en utilisant la
décomposition lisse en cellules donnée par l'identification naturelle entre S? et un tétraédre régulier ayant le
centre en Ors. Cette décomposition a 4 sommets, 6 arétes et 4 faces.

2. La caractéristique d’Euler-Poincaré d’un tore T, & g trous (voir la figure ci-jointe) est x(Ty) = 2(1 — g). En

particulier pour le tore de révolution T' étudié dans les exercices sur la courbure de Gauss on obtient x(7") = 0.
Le théoréme de Gauss-Bonnet énoncé ci-dessous est un résultat fondamental : il établit une liaison entre les

propriétés métriques d’une surface compacte (plus précisément sa courbure) et ses propriétés topologiques.
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Théoréme 4.3.4 (Théoreme de Gauss-Bonnet) Soit M C R? une surface compacte et K : M — R sa courbure
de Gauss. Alors

Klv| =2mx(M) .
M

Une démonstration élémentaire de ce théoréme est présentée dans le cours de Géométrie Différentielle pour
M2 de Pierre Pansu, chapitre 5 :

http://www.math.u-psud.fr/%7Epansu/web_dea/resume_dea_04.html

http://www.math.u-psud.fr/7Epansu/web_dea/chapitreb.pdf
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