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Motivation historique

Structure C* | Structure complexe | Propriété

5° CP! projective
Ts Te Kiihler
Ty x 8 TE x CP! Kihler

Théoréme (Blanchard 56) : Tg x §* admet une structure com-

plexe :

t
(i) non kihlerienne
(ii) non déformation de la structure complexe produit Tg xCP*.

g :

" Probléme 1 : Trouver des surfaces complexes Mg telles qu'on puisse
munir le produit Mg % § d'une structure complexe qui n'est pas une
déformation de la structure produit (i.e. Mc x CP')?
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Fibré twistoriel d'une 4-variété riemannienne orientée

Notation : (M, g, w) 4-variété (réelle) riemannienne orientée.
Définition : Le fibré twistoriel est le fibeé - T(M,g.w) — M :

7 (m) = {J € O(TuM)/ P = —1d et J >> n} ~ 8%

)

Propriétés : (i) Fibré lisse localement trivial,
(it) Groupe structural S0(3)
'y (iii) Y, b+ 7(M, o) —m (M, h, w)
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Structure presqué complexe canonique sur 7(M, g, w)

N(m) = {J EO(TuM)/ 2 =—1Id et J >> u} ~§

G = 1

M, i ur)

SR

TrnM /
(M. g, 10) , :

Remarque : Cette structure presgque complexe dépend beaucoup de
la métrique g et de l'orientation w sur M.
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Résumé

(M, g, w) : 4-variété riemannienne arientée.
(M, g, w) : G-variblé réelle munie d'une spe canonique.
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(M. g, w)

B

Théoréme (AHS, 78) : 7{M, g, w) complexe <=+ g ASD (W = 0).

Remarque : Si la signature de (M, w) est nulle alors :

g ASD <= g est localement conformément plate.



Reformulation du probléme 1

Probléme 1 : Trouver des surfaces complexes Mg telles qu'on puisse
munir le produit My x 8% d'une structure complexe qui n'est pas une
déformation de la structure produit 7

Méthode : Classifier les 4-variétés (M, g, w) telles que -
(i) (M, g,w) = M x &
(ii) M admet une structure complexe.
(iii) 7(M, g, w) complexe (i.e. g riemannienne ASD).

Remarque : Sous les hypotheses (i), (ii) et (iii) :

a) (M, g, w) n'est jamais Kihler (Hitchin 1981),

b) (M, g, w) n'est jumais biméromorphe 4 une variété Kihler
(Campana 1991). !

e) 7(M, g, w) n'est jamais une déformation de Mg xCP'.



- Résultats existants

Probléme 1 : Classifier les 4-variétés (M, g, w) telles que :

(i) M admet une structure complexe : Mg
(it) 7(M, g, w) =~ M x §
(iii) T({ M, g, w) complexe.

Cas des métriques i courbure scalaire nulle : Hitchin (74)

a) les tores
b) les surfaces hyperelliptiques
c) les surfaces K3.

Cas des métriques hermitiennes - Boyer (86)
-_———_—_!=

a) les tores

b) les surfaces hyperelliptiques

c) les surfaces K3

d) certaines surfaces de Hopf bien précises.
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*  Resolution du probléme 1

Rappel : Classifier les 4-varittés (M, g, w) telles que :
(i) 7(M, 9, w) =~ M x 8%,
(i} M admet une structure complexe.
(i) (M, g, w) complexe {i.e. g remannienne ASD).

Théoréme1 : 5i (M, g, w) satisfait (i), (i), (iii) alors c'est
a) une surface K3
b) un tore
¢) une surface hyperelliptique
d) une surface de Hopf
e) une surface minimale spin de dimension de Kodaira un.

Réciproquement dauns les cas a, b, ¢ ot d il existe toujours une mé-
trique riemannienne anti-autoduale,
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Classification de Kodaira

13

Surfaces complexes minimales | o Bpin
Surfaces rationnelles Fou 9
Hopf primaires | 0 oui diffeormorphe 4 8! x §°
Hopf secondaires | () ? quotient de Hopf primaires
Surfaces d'lnoue | 0 7
Classe VII] | < o
Surfaces réglées de genre 1 D | celles de forme d'intersection paire
Surfaces réglées de genre g1 #(1-3)
Tores {0 oui
Surfaces hyperelliptiques | 0 1
Surfaces K3| 0 oui (Kg = Op)
f
Surfaces d'Enriques | 0 non (7 # 0[16})
Surfaces de Kodaira primaires | 0 oui (Kg = Og)
Surfaces de Kodaira secondaires | 0 ? quotient de Kodaira primaires
s Proprement elliptiques 0 certaines seulement
Surfaces de type géréral | 5 o



Démonstration du théoréme 1

Surfaces complexes & fibré twistoriel trivial :

Les surfaces de Hopf (3g ASD)

{ Les surfaces réglées de genre un spin (#g ASD)
Les surfaces d'Inoue (g ASD)

s tores

Les surfaces hyperelliptiques

Les surfaces de Kodaira (#g ASD)
Les surfaces K3

%=1 Los surfaces proprement elliptiques spin (donner des contraintes)

'
Théoréme Goldman-Kamishima (81-86)

(M, g) localement conformément plat i M —§' T § xS
: my virtuellement résolulile

.



Surfaces complexes a fibré twistoriel trivial

Théoréme £ : Les surfaces complexes 4 fibré twistoriel trivial sont

Les surfaces réglées de genre un
dont, la forme d'intersection est paire
Les surfaces de Hopl

Les surfaces d’Inoue

Kod(M) = o0 :

Les tores

Les surfaces hyperelliptiques
Les surfaces de Kodaira

Les surfaces K3

Kod(M) =0

Kod(M) =1 : Les sutfaces minimales qui sont spin.

Kod(M) = 2 . Aucune surface,
f
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(Genéralisation

Probléme 1 : Trouver des surfaces complexes Mg telles qu'on puisse
munir le produit My % §° d'une structure complexe qui n'est pas une
déformation de la structure produit (i.e. Mg x CPY)?

Probléme 1 bis : Peut-on trouver plusieurs structures complexes
différentes sur Mg x 8°7

Probléme 1 ter : et sur Mg x X, 7



Prolongement

(idées de Lebrun et d'Hitchin)

une surface K'3

Proposition 3: 5 {M,g]eﬂ::{ un tore T

une surface de Hopl quaternionigque

alors ¥m € B, 3J,, une structure complexe sur M x 8% telle que :

a) (M x 8§, J,,) non biméromorphe 4 une variété Kahler
b) Ju v'est pas une déformation de J, si p # m.

Remarque : Cetle proposition reste vraie avec M x X, Oi £, est
une surface de Riemann de genre g > 0.
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- Nouveau probléme

Probléme 2 : Trouver des 4-variétés réelles Mg sans structure com-
plexe dont le produit Mg % 8 admet une structure complexe.

Méthode : Trouver une famille de 4-variétés (M, g, w) telles que :
(1) 7(M, g, w) = M x 8.
(ii) M n'admet pas de structure complexe.
{iii) 7(M, g, w) complexe (i.e. § ASD).



" Petites remarques

Corollaire : Pour toute d-variété hyperbolique orientable f1, le pro-

duit Jf x §' est une d-variété parallélisable sans structure complexe.

Proposition (Yau 1976) : La variéts (T RP*) x 8" est une d-variéié
parallelisable sans structure complexe,

Remarque : Le corcllaire reste vrai pour un fibré en cercle 8' au-
dessus de I,
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