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SUR LES SOUS-GROUPES NILPOTENTS DU GROUPE DECREMONAJULIE DÉSERTIAbstra
t. We des
ribe the nilpotent subgroups of the group Bir(P2(C)) of birationaltransformations of the 
omplex proje
tive plane. Let N be a nilpotent subgroup of 
lass
k > 1; then either ea
h element of N has �nite order, or N is virtually metabelian.1. Introdu
tionDans [7℄ Ghys montre que tout sous-groupe nilpotent de Diffω(S2) est métabélien et endéduit que si Γ est un sous-groupe d'indi
e �ni de SLn(Z), ave
 n ≥ 4, alors tout morphismede Γ dans Diffω(S2) est d'image �nie. Nous étudions i
i, via des te
hniques 
omplètementdi�érentes, les sous-groupes nilpotents du groupe des transformations birationnelles duplan proje
tif 
omplexe ; 
e groupe, que nous noterons Bir(P2(C)), est aussi appelé groupede Cremona.Nous dirons qu'un groupe est nilpotent fortement de longueur k (n. f. de longueur k)s'il est nilpotent de longueur k et non virtuellement de longueur k − 1. Rappelons que legroupe de Jonquières est le sous-groupe des transformations birationnelles qui préserventla �bration rationnelle y = 
te (voir 2.1).Théorème 1.1. Soient N un groupe n. f. de longueur k > 1 et ρ un morphisme inje
tifde N dans Bir(P2(C)). Le groupe N véri�e l'une des propriétés suivantes :

• N est virtuellement métabélien ;
• N est de torsion.Corollaire 1.2. Soit G un groupe 
ontenant un sous-groupe n. f. de longueur k > 1 sanstorsion et non virtuellement métabélien. Alors il n'existe pas de représentation �dèle de Gdans le groupe de Cremona.En parti
ulier nous avons, dans l'esprit de [13℄, la 
onséquen
e suivante : soit Γ un sous-groupe d'indi
e �ni de SLn(Z) ; dès que n ≥ 5 le groupe Γ ne se plonge pas dans Bir(P2(C)).Notons que nous avions obtenu un résultat plus pré
is (n ≥ 4) dans [4℄ mais en utilisantdes te
hniques plus 
omplexes. 2. Quelques rappels2.1. Sur le groupe de Jonquières. Si fS est une famille de transformations bira-tionnelles, alors 〈fS〉 est le groupe engendré par la famille fS . Dans une 
arte a�ne (x, y)1



2 JULIE DÉSERTIde P
2(C), si f est un élément de Bir(P2(C)) nous notons f par ses deux 
omposantes

(f1(x, y), f2(x, y)).Tout groupe de transformations birationnelles qui préserve une �bration rationnelle estisomorphe au groupe J de Jonquières, i.e. isomorphe à PGL2(C(y)) ⋊ PGL2(C).2.2. Dynamique et distorsion. Soit X une surfa
e 
omplexe 
ompa
te. Le premier degrédynamique d'une transformation birationnelle f : X 99K X est dé�ni par :
λ(f) := lim sup

n→+∞

|(fn)∗|1/noù f∗ désigne l'appli
ation linéaire induite par f de H1,1(X,R) dans lui-même ([5℄) et | . |une norme sur End(H1,1(X,R)). Ce nombre est minoré par 1 (voir [6, 11℄).Dé�nition. Soit S une surfa
e 
omplexe 
ompa
te. La transformation birationnelle
f : S 99K S est dite virtuellement isotope à l'identité s'il existe une surfa
e X, une transfor-mation birationnelle η : S 99K X et un entier k > 0 tels que ηfkη−1 soit un automorphismede X isotope à l'identité.Deux transformations birationnelles f et g sur S sont dites simultanément virtuellementisotopes à l'identité si le 
ouple (η,X) est 
ommun à f et g.Rappelons le résultat suivant dû à Diller et Favre.Théorème 2.1 ([5℄, théorème 0.2). Soit f une transformation birationnelle. Supposonsque λ(f) = 1 ; alors f satisfait une et une seule des 
onditions suivantes :

• la suite |(fn)∗| est bornée et f est virtuellement isotope à l'identité ;
• la suite |(fn)∗| est à 
roissan
e linéaire, f laisse une unique �bration rationnelleinvariante et n'est pas 
onjuguée à un automorphisme ;
• la suite |(fn)∗| est à 
roissan
e quadratique et f est, à 
onjugaison birationnelleprès, un automorphisme qui préserve une unique �bration elliptique.Dé�nition. Soient G un groupe de type �ni, {a1, . . ., an} une partie génératri
e de G et

f un élément de G.(i) La longueur de f , notée ‖f‖, est le plus petit entier k pour lequel il existe une suite
(s1, . . . , sk) d'éléments de {a1, . . . , an, a

−1
1 , . . . , a−1

n } telle que f = s1 . . . sk.(ii) La quantité lim
k→+∞

‖fk‖/k est la longueur stable de f (voir [3℄).(iii) Un élément f de G est distordu s'il est d'ordre in�ni et si sa longueur stable estnulle.Remarque 2.2. Soit 〈f, g, h | [f, h] = [g, h] = id, [f, g] = h〉 un groupe de Heisenberg ; legénérateur h est distordu.Lemme 2.3 ([4℄). Soient f un élément distordu d'un groupe de type �ni G et τ un mor-phisme de G dans Bir(P2(C)). Le premier degré dynamique de τ(f) vaut 1.



SUR LES SOUS-GROUPES NILPOTENTS DU GROUPE DE CREMONA 32.3. Automorphismes isotopes à l'identité et surfa
es minimales.Lemme 2.4 ([4℄). Soient f et g deux transformations birationnelles sur une surfa
e Svirtuellement isotopes à l'identité. Supposons que f et g 
ommutent ; alors f et g sontsimultanément virtuellement isotopes à l'identité.Remarque 2.5. Un automorphisme f d'une surfa
e S isotope à l'identité �xe 
haque
ourbe d'auto-interse
tion négative ; pour toute suite de 
ontra
tions ψ de S vers unmodèle minimal X de S, l'élément ψfψ−1 est don
 un automorphisme de X isotope àl'identité.Rappelons que les surfa
es minimales sont P
1(C) × P

1(C), P
2(C) et les surfa
es deHirzebru
h Fn, n ≥ 2. Dans des 
artes a�nes bien 
hoisies Aut(P1(C)×P

1(C)) 
oïn
ideave

(PGL2(C) × PGL2(C)) ⋊ (y, x)et Aut(Fn) se dé
rit, pour n ≥ 2, 
omme suit ([1℄ 
hapitre 5, [10℄) :

{(

αx+ P (y)

(cy + d)n
,
ay + b

cy + d

)

|

(

a b
c d

)

∈ PGL2(C), α ∈ C
∗, P ∈ C[y], degP ≤ n

}

.3. Sous-groupes nilpotents de groupes d'automorphismes de surfa
esminimalesDans la suite du texte, 
haque fois que nous dirons que N est 
ontenu dans le groupe deJonquières il sera sous-entendu que 
'est à 
onjugaison près.Soit N un groupe nilpotent ; posons N(0) := N et N(i) := [N,N(i−1)] pour i ≥ 1.Proposition 3.1. Soient N un sous-groupe n. f. de longueur k de Bir(P2(C)) et S unesurfa
e minimale. Supposons que N(k−1) ne soit pas de torsion et soit, à 
onjugaisonbirationnelle près, un sous-groupe de Aut(S). Alors N est, à 
onjugaison birationnelle etindi
e �ni près, 
ontenu dans le groupe de Jonquières.Avant de démontrer 
ette proposition rappelons l'énon
é suivant que nous utiliserons àplusieurs reprises :Théorème 3.2 (Théorème des répliques de Chevalley). Soient G un sous-groupe de Liealgébrique de GLn(C) et g un élément de G. Les parties semi-simple et nilpotente de gappartiennent à G.Démonstration. Remarquons que, puisque N n'est pas virtuellement de longueur k − 1, legroupe N(k−1) n'est pas �ni.1. Commençons par 
onsidérer le 
as où S = P
2(C). Le groupe N(k−1) est, à 
onjugaisonprès, 
ontenu dans l'un des groupes suivants :

a. {(x+ α, y + β) | α, β ∈ C}; c. {(αx, y + β) | α ∈ C
∗, β ∈ C} ;

b. {(αx, βy) | α, β ∈ C
∗}; d . {(αx + βy, αy) | α ∈ C

∗, β ∈ C}.



4 JULIE DÉSERTINous allons 
onsidérer 
es éventualités au 
as par 
as.1.a. Soient g = (x + α, y + β) un élément non trivial de N(k−1) et f une transformationbirationnelle qui 
ommute à g. Quitte à 
onjuguer g par (y, x) nous pouvons supposerque α 6= 0 ; alors f 
ommute, à 
onjugaison près, à (x + 1, y + β) et est don
 du type
(x+ b(y), ν(y)). Il en résulte que N est un sous-groupe de :

{(x+ b(y), ν(y)) | b ∈ C(y), ν ∈ PGL2(C)} ⊂ J.1.b. Supposons que N(k−1) 
ontienne un élément (αx, βy) non périodique ; soit h unefon
tion rationnelle satisfaisant h(αx, βy) = h(x, y). Si α et β sont 〈〈 non résonants 〉〉,alors h est 
onstante. S'il existe deux entiers p et q premiers entre eux tels que αpβq = 1,la fon
tion h est invariante par 〈(αx, βy)〉 Z

, où l'adhéren
e est prise au sens de Zariski ;
e groupe est engendré par le �ot du 
hamp :
χ := qx

∂

∂x
− py

∂

∂y
.Les niveaux de h sont les traje
toires de χ don
 h = h(xpyq). Nous en déduisons 
e quisuit.Soit f = (f1, f2) une transformation birationnelle qui 
ommute à (αx, βy) ; alors f 
om-mute à 〈(αx, βy)〉

Z. Si α et β sont 〈〈 non résonants 〉〉, f est de la forme (γx, δy) et N est
ontenu dans le groupe de Jonquières. S'il existe p et q deux entiers premiers entre euxtels que αpβq = 1, alors f 
ommute à tous les (λx, µy) satisfaisant λpµq = 1, i.e. f estdu type (xa(xpyq), yb(xpyq)). Les entiers p et q étant premiers entre eux, il existe deuxentiers u et v tels que uq − pv = 1. À 
onjugaison près par (xuyv, xpyq) la transformation
f est de la forme (c(y)x, ν(y)) ; par suite N est un sous-groupe de J.Supposons que tous les éléments de N(k−1) soient périodiques ; 
omme N(k−1) n'est pas�ni, nous parvenons au même résultat en 
onsidérant l'adhéren
e de Zariski de N(k−1).1.
. Le groupe N(k−1) n'étant pas �ni, nous avons l'alternative suivante :

• N(k−1) 
ontient un élément de la forme (αx, y + β) ave
 β 6= 0 ;
• {α ∈ C

∗ | (αx, y) ∈ N(k−1)} n'est pas �ni.Considérons le premier 
as. Soit f dans N ; le groupe G = {g ∈ N(k−1) | fg = gf},qui 
ontient (αx, y + β), s'identi�e à un sous-groupe algébrique d'un groupe linéaire. Lethéorème des répliques de Chevalley assure alors que f 
ommute à (x, y + β
α ) ; ainsi fest du type (ν(x), y + b(x)) et

N ⊂ {(ν(x), y + b(x)) | ν ∈ PGL2(C), b ∈ C(x)} ;quitte à 
onjuguer par (y, x) nous 
onstatons que N est in
lus dans J.Pour la deuxième éventualité, voir 1.b.1.d. Puisque N(k−1) n'est pas �ni, nous avons l'alternative suivante :
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• ou bien N(k−1) 
ontient un élément du type (αx+ βy, αy) ave
 β 6= 0 ;
• ou bien {α ∈ C

∗ | (αx,αy) ∈ N(k−1)} n'est pas �ni.Considérons la première éventualité ; le théorème des répliques de Chevalley assureen
ore qu'un élément qui 
ommute à (αx + βy, αy) 
ommute à (x + β
αy, y). Nous endéduisons que N est un sous-groupe de J.Dans le se
ond 
as nous obtenons, par 1.b., que N est 
ontenu dans le groupe de Jon-quières.2. Etudions le 
as où S = P

1(C) × P
1(C). À indi
e �ni près, nous pouvons supposer que

N(k−1) est un sous-groupe abélien de PGL2(C) × PGL2(C) ; il en résulte que N(k−1) estin
lus, à 
onjugaison près, dans l'un des groupes suivants :
{(x+ α, y + β) | α, β ∈ C}, {(αx, y + β) | α ∈ C

∗, β ∈ C}, {(αx, βy) | α, β ∈ C
∗} ;le 1. permet don
 de 
on
lure.3. Pour �nir nous nous intéressons au 
as S = Fn, n ≥ 2. Notons π la proje
tion de

Aut(Fn) sur PGL2(C) ; puisque le groupe π(N(k−1)) est abélien, nous pouvons supposer, àindi
e �ni près, que N(k−1) est 
ontenu dans l'un des groupes suivants :
a. {(αx + P (y), y) | α ∈ C

∗, P ∈ C[y]};

b. {(αx+ P (y), y + β) | α ∈ C
∗, β ∈ C, P ∈ C[y]};

c. {(αx+ P (y), βy) | α, β ∈ C
∗, P ∈ C[y]};Considérons 
ha
une de 
es éventualités.3.a. Supposons que N(k−1) soit un sous-groupe de {(x+ P (y), y) | P ∈ C[y]}. Soit g dans

N(k−1) \ {id} ; à 
onjugaison près, g s'é
rit (x+ 1, y) et 1.a. permet de 
on
lure.Supposons que N(k−1) 
ontienne un élément g de la forme (αx+P (y), y) ave
 α 6= 1. Si αest d'ordre �ni q, alors gq est du type (x+Q(y), y) et nous 
on
luons 
omme pré
édemment.Si α est d'ordre in�ni, g est 
onjugué à (αx, y) et 1.
. assure que N est in
lus dans le groupede Jonquières.3.b. Un élément (αx+P (y), y+ β) de N(k−1), ave
 β 6= 0, est 
onjugué à (αx, y + β) ; par1.
. nous obtenons don
 que N est un sous-groupe de J.3.
. Si {β ∈ C
∗ | βy ∈ π(N(k−1))} est �ni, il existe dans N(k−1) un élément de la forme

(αx + P (y), y) et 3.a. permet de 
on
lure. Supposons don
 que g désigne un élément de
N(k−1) du type (αx+P (y), βy) ave
 β d'ordre in�ni. Si βi−α 6= 0 pour tout 0 ≤ i ≤ degP ,la transformation g est 
onjuguée à (αx, βy) et, par 1.b., nous avons le résultat annon
é.Reste à 
onsidérer le 
as où il existe un unique i tel que βi − α = 0 (l'uni
ité résulte dufait que β est d'ordre in�ni) ; g est alors 
onjugué à (βix + γyi, βy). Il s'en suit qu'unetransformation birationnelle qui 
ommute à g 
ommute à (βix, βy) (théorème des répliquesde Chevalley 〈〈 adapté 〉〉) ; nous 
on
luons à l'aide de 1.b. �



6 JULIE DÉSERTI4. Dynamique et groupes nilpotents de génération finieLemme 4.1. Soient N un groupe nilpotent non abélien de longueur de nilpoten
e k et
ρ un morphisme inje
tif de N dans Bir(P2(C)). Nous sommes dans l'une des situationssuivantes :

• ou bien pour tout g dans ρ(N), nous avons λ(g) = 1 ;
• ou bien N(k−1) est de torsion.Démonstration. Soient f dans N et g dans N(k−2) ; 
onsidérons l'élément h dé�ni par h =

[f, g]. Supposons que h soit non périodique. Puisque N est de longueur de nilpoten
e k,nous avons [f, h] = [g, h] = id. La remarque 2.2 et le lemme 2.3 assurent que le premierdegré dynamique de ρ(h) vaut 1.Montrons que pour tout ℓ dans N, nous avons λ(ρ(ℓ)) = 1.La transformation ρ(h) satisfait l'alternative suivante ([5℄) :
• ρ(h) préserve une unique �bration rationnelle ou elliptique ;
• ρ(h) est virtuellement isotope à l'identité.Dans le premier 
as, ρ(ℓ) laisse, par 
ommutation, une �bration invariante don
 ρ(ℓ)est de premier degré dynamique 1. Considérons la se
onde éventualité ; plaçons nous surla surfa
e S où ρ(h) est un automorphisme et notons en
ore ρ(h) (resp. ρ(ℓ)) le 
onjuguéde ρ(h) (resp. ρ(ℓ)). Supposons λ(ρ(ℓ)) > 1. Notons G = 〈ρ(h)〉

Z

⊂ Aut(S) ; 
omme
ρ(h) est d'ordre in�ni G est un groupe de Lie abélien qui 
ommute à ρ(ℓ) : 
e
i 
ontredit
λ(ρ(ℓ)) > 1.1Supposons que tous les 
ommutateurs du type [f, g] où f désigne un élément de ρ(N)et g un élément de ρ(N(k−2)) soient périodiques ; alors ρ(N(k−1)) étant abélien, il est detorsion. �Exemples. 1. Posons H0 = 〈(−x,−y)〉 et pour tout j ≥ 1 :

αj = βj = exp(iπ/2j), gj = (y, cjy
2j+1 + x),

ϕj = g2
1 ◦ . . . ◦ g2

j , Hj = ϕj〈(αjx, βjy)〉ϕ
−1
joù cj appartient à C

∗. Alors H = ∪j≥0Hj est un groupe abélien dénombrable dont tousles éléments sont périodiques ([8, 12℄).2. Le groupe N = 〈(exp(−2iπ/p)x, y), (x, xy), (x, exp(2iπ/p)y)〉 est nilpotent de longueur
2 et N(1) = 〈(x, exp(2iπ/p)y)〉 est de torsion.Lemme 4.2. Soient N un groupe n. f. de longueur k > 1 et ρ un morphisme inje
tif de
N dans Bir(P2(C)). Supposons que N(k−1) ne soit pas de torsion. Le groupe ρ(N) satisfaitl'une des propriétés suivantes :

• ou bien ρ(N) préserve une �bration rationnelle ou elliptique ;
• ou bien les éléments de ρ(N(k−1)) sont virtuellement isotopes à l'identité.1 Ce dernier argument est dû à S. CANTAT.



SUR LES SOUS-GROUPES NILPOTENTS DU GROUPE DE CREMONA 7Démonstration. Soit h un élément non trivial de N(k−1) ; le lemme 4.1 assure que λ(ρ(h)) =
1. D'après [5℄ ou bien ρ(h) est virtuellement isotope à l'identité, ou bien ρ(h) préserve uneunique �bration F rationnelle ou elliptique. Plaçons nous dans 
ette se
onde éventualité ;
omme ρ(N) 
ommute à ρ(h), tout élément de ρ(N) préserve F (
'est l'uni
ité). �Rappelons que tout sous-groupe d'un groupe nilpotent de génération �nie est nilpotentde génération �nie ([9℄, théorème 9.16).Proposition 4.3. Soit N un groupe n. f. de longueur k non abélien et de génération �nie.Soit ρ un morphisme inje
tif de N dans Bir(P2(C)). Supposons que ρ(N(k−1)) ne soit pasde torsion et que ses éléments soient virtuellement isotopes à l'identité ; alors ρ(N) est, àindi
e �ni et 
onjugaison près, 
ontenu dans le groupe de Jonquières.Démonstration. Le groupe ρ(N(k−1)) est de génération �nie ; notons {a1, . . . , an} une partiegénératri
e de ρ(N(k−1)). Comme ρ(N(k−1)) est abélien le lemme 2.4 assure que les aisont simultanément virtuellement isotopes à l'identité. D'après la remarque 2.5 le groupe
〈aq

1, . . . , a
q
n〉 est, à 
onjugaison près, 
ontenu dans le groupe d'automorphismes d'une surfa
eminimale ; la proposition 3.1 permet de 
on
lure. �Proposition 4.4. Soient N un groupe n. f. de longueur k > 1 de génération �nie et ρ unmorphisme inje
tif de N dans Bir(P2(C)). Supposons que ρ(N(k−1)) soit de torsion. Alors

ρ(N) véri�e l'une des propriétés suivantes :
• ρ(N) laisse une �bration elliptique ou rationnelle invariante ;
• ρ(N) est �ni.Démonstration. Le groupe N(k−1) est un groupe abélien, de génération �nie, dont tousles éléments sont périodiques don
 �ni. Il existe une surfa
e M et une transformationbirationnelle η : P

2(C) 99K M telles que ηρ(N(k−1))η−1 soit in
lus dans Aut(M). Soit
S le quotient de M par ηρ(N(k−1))η−1 ; notons S̃ la désingularisée de S. La surfa
e
S̃ est unirationnelle don
 rationnelle (voir [2℄). Par suite N1 := N/N(k−1) se plonge dans
Bir(P2(C)) ; notons ρ1 
e plongement. Le groupe N1 est nilpotent de longueur de nilpoten
e
k − 1. D'après le lemme 4.1 nous avons l'alternative suivante :a. pour tout g dans N1 nous avons λ(ρ1(g)) = 1 ;b. N

(k−2)
1 est de torsion.a. D'après le lemme 4.2 et la proposition 4.3, le groupe ρ1(N1) préserve une �brationelliptique ou rationnelle ; montrons qu'il en est de même pour ρ(N). Notons p la proje
tionde M sur S et F la �bration invariante par ρ1(N1). La �bration F = F ◦ p est invariantepar ρ(N) ; à tout élément f de ρ(N) nous pouvons don
 asso
ier νf dans Aut(P1(C))satisfaisant : F ◦ f = νf ◦ F . Soit ν le morphisme dé�ni par :

ν : ρ(N) → PGL2(C)

f 7→ νf



8 JULIE DÉSERTIComme ρ(N) n'est pas virtuellement abélien, ker ν n'est pas �ni ; la �bre générique de
F a don
 un groupe d'automorphismes non �ni. Il en résulte que F est rationnelle ouelliptique.b. Si N

(k−2)
1 est de torsion, N2 = N1/N

(k−2)
1 se plonge dans Bir(P2(C)) ; notons ρ2 
eplongement. Nous pouvons alors reprendre le même raisonnement... ainsi :

• ou bien il existe 1 ≤ i ≤ k − 1 tel que ρi(Ni) soit virtuellement 
ontenu dans legroupe de Jonquières et, par suite, ρ(N) l'est aussi ;
• ou bien Nk−1 est de torsion don
 �ni et N aussi.

�5. Con
lusionRemarque 5.1. Un sous-groupe nilpotent non �ni de PGL2(k), ave
 k = C ou C(y), estné
essairement virtuellement abélien.Avant de donner une preuve du théorème 1.1 nous établissons un énon
é pour les sous-groupes nilpotents, non abéliens et de génération �nie de Bir(P2(C)).Théorème 5.2. Soient N un groupe n. f. de longueur k non abélien, de génération �nie et
ρ un morphisme inje
tif de N dans Bir(P2(C)). Le groupe ρ(N) véri�e l'une des propriétéssuivantes :

• ρ(N) préserve une �bration elliptique ou rationnelle ;
• ρ(N) est �ni.Démonstration. L'énon
é dé
oule des lemmes 4.1, 4.2, des propositions 4.3 et 4.4. �Nous allons, pour �nir, démontrer le théorème 1.1.Démonstration du théorème 1.1. Notons k la longueur de nilpoten
e de ρ(N). Considérons

Σ l'ensemble des sous-groupes n. f. de longueur k et de génération �nie de ρ(N). Si tousles éléments de Σ sont �nis alors ρ(N) est de torsion ; sinon Σ 
ontient un élément G qui nesoit pas �ni. D'après le théorème 5.2, ρ(G) préserve une �bration elliptique ou rationnelle
F . Dans les deux 
as les éléments de G(k−1) préservent F �bre à �bre. Soit f dans G(k−1) ;en utilisant la 
ommutation de f à ρ(N) nous observons l'alternative suivante :

• ρ(N) laisse aussi la �bration F invariante,
• f préserve deux �brations distin
tes �bre à �bre.On 
onstate que dans le premier 
as N est virtuellement métabélien. En e�et ungroupe de transformations birationnelles de P

2(C) qui préservent une �bration elliptiqueest virtuellement métabélien. Si F est rationnelle, alors ρ(N) est, à 
onjugaison près, unsous-groupe de J. Notons π la proje
tion de J sur PGL2(C) ; le groupe π(ρ(N)) est unsous-groupe nilpotent de PGL2(C), il est don
 virtuellement abélien (remarque 5.1) : nouspouvons don
 supposer que π(ρ(N(i))) = {id} pour 1 ≤ i ≤ k. En parti
ulier N(1) est un
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 virtuellement abélien (toujours par laremarque 5.1).Dans la se
onde éventualité f est périodique. Si 
ela a lieu pour tout 
hoix de f dans
G(k−1) alors G est virtuellement de longueur k − 1. �Exemple. Les groupes suivants sont des sous-groupes nilpotents non abéliens et non �nisde J :

〈(x+ αβ, y), (x+ αy, y), (x, y + β)〉,

〈(x+ 1, y), (x+ y, y), (x+ a(y), y − 1)〉où α, β appartiennent à C
∗ et a à C(y).Referen
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