ETUDES DE FONCTIONS Eric OLIVIER, Alain THOMAS

Etude des variations d’une fonction

3
x
On considere Papplication f : 2 — — — 22% — x définie pour tout = € R. On se propose

d’étudier les variations de 'application ¢ : [0; 7] — R telle que

.3
é(z) = f(sin(z)) = w — 2sin?(x) — sin(z).
QUESTION 1
La dérivée de f(z) est woovvevrrieriiinnnns .
Le signe de f'(x) st .oocooveviviiiiinnnnn, pour z € [0; 1].

Rappeler la formule de dérivation des fonctions composées: (fog)' () = .oovvviviiiiiiinnnnn .

D’apres cette formule, ¢'(x) = .oooovviiiiiinnenn. :

QUESTION 2

Remplir le tableau de variations de la fonction ¢:

X

¢' ()

()



Etude des variations d’une fonction

On pose f(x) = y/x(1 — ) pour tout x réel pour lequel cela a un sens. On se propose
d’étudier les variations de ’application

v = () = f(e") = Ver(l —e)

sur le domaine de R ou ¢(z) est bien définie.

QUESTION 1
La fonction f est définie sur ...........cccoeeeeeiis et la fonction ¢ sur .........ccccoeeeeil .
La dérivée de f(x) €St .oovovevriiiiiniis pour tout T € ..ocooiiiiiiie :

Dong, par la formule de dérivation des fonctions composées, @' () = ...coovevveerrenn.

pour tout & € ....ooiiiiiiiiiiiinn. .

QUESTION 2

Remplir le tableau de variations de la fonction ¢:
x
¢'(z)

(z)




Analyse des fonctions appliquée a ’optimisation

Le plan est rapporté au repere othonormé (O; 7, 7)) Pour tout —1 < 2 < 1, on note
M, (resp M) le point du cercle trigonométrique d’abscisse x et d’ordonnée positive (resp.
négative). Par définition f(x) est 'aire du triangle M; M, M.

i

QUESTION 1

Pour tout —1 < x < 1, exprimer f(x) en fonction de H,M; et de H,M,:

(ax + b)(cx + d) |

V1—22

Calculer f’(z) et le mettre sous la forme

F(x) = o
QUESTION 2
Remplir le tableau de variations de la fonction f:
x
f'(z)
f(x)

L’aire du triangle est donc maximale quand H, est le milieu du segment ......................... ,

et elle vaut ..oooovveeeiiini, .



Analyse des fonctions appliquée a ’optimisation

Le plan est rapporté au repere othonormé (0;7,7). Pour tout 0 < € < 7, on

note My (resp M) le point du cercle trigonométrique tel que (7;OM9) = 6 (resp.
—
(7; OM,) = —60 ) modulo 27. Par définition ¢(6) est laire du triangle MyMyMj.

\Me

/M‘e

QUESTION 1

Pour tout 0 € [0; 7], exprimer () en fonction de cosf et sin§:

¢©'(0) s’annule pour cosf = .........ccoeiiennnnn. , c’est dire pour 0 = ... :

QUESTION 2

Remplir le tableau de variations de la fonction :
0
'(0)
w(0)

L’aire du triangle est donc maximale quand 0 = ......................... ,

et cette aire vaut .......ooooveeeiiinnn.. .



Caractérisation d’une fonction classique I

On cherche déterminer toutes les applications f définies sur R et satisfaisant les trois
conditions suivantes:

@t
3) f(0)=1.

On se propose de démontrer que f est nécessairement dérivable en tout point, et de trouver
une expression de f(x) (on pourra utiliser les résultats sur les équations différentielles
linéaires du premier ordre).

QUESTION 1
Soient zy et x deux éléments distincts de R. En posant a = xg et b = x — xg et en utilisant
I'hypothese (1), exprimer M en fonction de a, b et f:
T — 29
f(@) = flao) _
a e
f(@) = f(=o)

Avec I'hypothese (2), on en déduit lim ——————— = ... .
) T — X

dont la solution générale est ...........cccceennn. (avec C' constante).

Compte tenu de 'hypothese (3), C' = ....ccooiviinnnnnn et f(T) = v .



Caractérisation d’une fonction classique II

On cherche déterminer toutes les applications f définies sur |0; +o0[ et satisfaisant les
trois conditions suivantes:

(1) Va,b €]0;+oo[, f(ab) = f(a)+ f(b);
@) i H
3) f(1)=0.

On se propose de démontrer qu’alors f est nécessairement dérivable en tout point x € ]0; 400,
et de trouver une expression de f(z).

QUESTION 1
Soient zy et x deux éléments distincts de ]0; +oo[. En posant a = xg et b = P70 ot en
Lo
utilisant I’hypothese (1), exprimer @) = f(wo) en fonction de a, b et f:
r — Ig
f(z) = f(@o)

r — Tg

Avec I'hypothese (2), on en déduit lim @) = f(xo) T TOURTOR )
T—Io r — 29

d’ou l'existence de f'(xg) = .coovevieeiiiicninnn (en fonction de x).

On a donc f(z) = ooevieiiii, pour tout z €]0; 00|, d’out on déduit



