TRICONOMETRIE Eric OLIVIER, Alain THOMAS

Calculs de trigonométrie I

Etant donné un nombre réel f, on note
A =sinf + cos .
On se propose d’exprimer les quantités
B =sinfcosf et C =sin'f+cos'd

en fonction de A.

QUESTION

Calculer A? en fonction de B:

et en déduire B en fonction de A:
B= i, )
C+2B%estlecarré de .....cccovvvvvvvvnn. )

On en déduit C en fonction de B:

puis C' en fonction de A:

C= i, .



Calculs de trigonométrie I1

Etant donné un nombre réel 6, on note A = sinf + cosf et on pose successivement
B =sinfcosf; C = (sinf—cosh)?; D = (sin®f—cos?0)(sin®f—cos®f); E = sin®O+cos” 0.

On se propose d’exprimer les quantités B, C, D, FE en fonction de A.

QUESTION 1
D’apres 'exercice précédent, B = .......cccoeeevvvnnnn. )
Calculer C en fonction de B:
C = i, ,
et en déduire C en fonction de A:
C = i, )

QUESTION 2

Factoriser sin? § — cos? 8 et sin®§ — cos® § par sin @ — cos §:

SinZ20 —cos20 = cooiiieeiii et Sin®0 — cos® 0 = .oovoeiieee )

En déduire D en fonction de A, B, C:

puis D en fonction de A:

D= i, .

QUESTION 3
Développer D de facon a I'exprimer en fonction de E, A, B:
D= .. :

En déduire

E= i, (en fonction de A, D), puis E' = ...oooovvviiieneenn. (en fonction de A).



Sinus de la somme de deux angles

Soient a et 3 deux nombres réels strictement positifs tels que 0 < a + 3 < 7/2. Le plan
, PN . ;1 - — .

étant rapporté a un repere orthonormé direct (O, 7', 7 ), on note A et B les points du
cercle trigonométrique tels que

(7; O—/l) =a (mod27m) et (Oﬁ7 O-B)) =0 (mod 2m)

Soit H la projection orthogonale de B sur la droite (OA) et C' le point d’intersection de
(BH) avec 'axe des abscisses (voir figure ci-dessous).

S

NB : Dans cet exercice, on notera A(M N P) 'aire du triangle déterminé par les trois
points M, N, et P.

Question — Compléter le raisonnement permettant d’exprimer sin(a+ ) en fonction des
sinus et cosinus de « et 5.

QUESTION 1
Comme OC = ......cccooieniin. (en fonction de OH et «)
et comme OH = ... (en fonction de ),
on tire : OC = ....cccooiviiiini, (en fonction de « et 3) et donc :
AOCB) = oo, (1)
QUESTION 2
D’une part, A(OHB) = ...cccoeevinnn. : (2)



tan o = .o (en fonction de HC' et f3), d’ot HC' = ....ccoevviiiinnn,
et A(OHC) = oo : (3)

QUESTION 3
Du fait que A(OHB) + A(OHC') est aire du triangle ............cccce.e.n. :

on déduit de (1), (2) et (3) que

sin(a 4+ ) = oo :



Calcul de trigonométrie 111
Etant donné  un nombre réel, on se propose de linéariser cos® 0 (c’est a dire, exprimer
cos® § en fonction de cosnf et sinnf, pour n =1,2,...) de deux manieres différentes.
Question 1 — En développant cos 360 (a 'aide de la formule du cosinus de la somme).

Question 2 — En utilisant les nombres complexes (formules d’Euler).

QUESTION 1
On a: cos30 =cos(f +20) = ..ooccoviniinnns. )
d'ott: cos30 = ... (en fonction de cos @ et sin )
soit @ cos30 = ... (en fonction de cos# uniquement),
d’oll on tire cos®§ = .......cocoeveiennnn. .

QUESTION 2

1 3

Par les formules d’Euler, cos® § = §< ......................... )

et, en développant, cos® 0 = ......c..ccoecvveini.. :

En utilisant & nouveau les formules d’Euler, cos® 0 = ... .



Relations métriques dans le triangle

L’unité de longueur du plan étant fixée, on considere un rectangle ABC'D de largeur
AB = 2 et de longueur BC' = 20. Soit O le milieu du segment AB. Si p est un nombre
réel compris entre 1 et /202 4+ 12, le cercle de centre O et de rayon p coupe le segment
BC' en un point R et le segment AD en un point S.

o

On note ORQ.S le secteur du disque de centre O et de rayon p, délimité par les segments

Yy

OR et OS. On note aussi PRQ)S la portion de ce disque délimitée par le segment RS

Y

et 'arc de cercle RQS . Dans cet exercice, on s’intéresse la portion du rectangle ABC'D

~~

qui est a gauche de 'arc RQ.S , soit

Y

S = ABRS + PRQS .

On notera aussi § = (@, O‘I—)%), de sorte que dans le triangle rectangle OPR on a la
relation

1
sinf = —.
p
Notation — Etant donnée X une portion du plan, on note A(x) laire de y; ainsi, par

exemple, A(ABCD) = 40 unités d’aire.

Question 1 — Trouver une expression de A(X) en fonction de 6 seul.



Question 2 — On se propose de trouver une valeur de p pour laquelle ¥ couvre a peu
pres la moitié du rectangle ABCD.

QUESTION 1
Comme OP = ....ccccccovvvinies (en fonction de p et 0), il vient
A(ABRS) = oo : (1)
D’autre part, A(ORQS ) = .ooooviiiiiiiiinne et A(ORS) = oo, donc
A(PRQS ) = oo (2)
On déduit de (1) et (2) que A(X) = coevviiiiiieinen. (en fonction de p et )
et, COMMe P = ..ccoevirreririrnne. (en fonction de 6), A(X) = .ocoviiiiiinnen, :
QUESTION 2
Pour # = 0,1 radians on a A(X) >~ ..ooooiviiiiiiinn. et P i, .



