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DEVOIR SURVEILLE N°3, CORRIGE

Exercice 1.

1. Une suite (u,)nen converge vers 400 si et ssi
VM €R,3N € N,Vn > N,u, > M.
2. Une suite (up)nen n’est pas majorée si et ssi

VM € R,3n € N,u,, > M.

3. Soit (uy)nen une suite croissante non majorée. Alors, pour tout M € R, il existe N € N tel que
uy > M. Or la suite est croissante, donc pour tout entier n > N, on a u, > uy > M. La suite
(un)nen tend donc vers +oo.

4. Soit € > 0. On a alors § > 0. La suite (uy)nen converge vers 1, il existe donc Ny € N tel que, pour
tout entier n > Ny, |u, — 1] < 5. De méme, la suite (u,)nen converge vers 2, il existe No € N tel que,
pour tout entier n > N, |v, — 2| < §.

On pose N = max(Ny, Ny). Pour tout entier n > N, on a donc n > Nj et n > Ny et donc

e €
|(un +vn) =3[ = [(un = 1) + (v =2)| S fup =1 +]on =2 < S+ 5 ==

Exercice 2.

1. i Soit (z1,22),(y1,92) € X x X tels que ¢(z1,22) = ¥(y1,y2). On a alors (f(z1),9(z2)) =
(f(yl),g(yg)) et donc f(x1) = f(y1) et g(x2) = g(y2). Or les applications f et g sont injectives,
donc z1 = y1 et 2 = y2. On a donc (z1,22) = (y1,y2). L’application ¢ est injective.

(a) Soit (y1,y2) € Y xY. La fonction f étant surjective, il existe 1 € X tel que f(z1) = y1. De méme,
g étant surjective, il existe z2 € X tel que g(x2) = y2. On en déduit que ¥ (x1,z2) = (y1,y2) et
I’application 1 est surjective.

(b) D’apres les deux questions précédentes, si f et g sont bijectives, alors ¢ l'est aussi. On a de plus,
pour tout (y1,y2) € Y x Y, ¢(f~ (y1),97 " (y2)) = (f(f‘l(m)),g(g‘l(yﬂ)) = (y1,2) et donc

v Hy1,y2) = (ffl(y1),971(y2))~

2. 1. Supposons que f est injective et prenons z,y € X tels que §(z) = d(y). On a alors (f(z),g(x)) =
(f(y),g(y)) et donc f(z) = f(y). Par injectivité de f, on en déduit que = = y.
Si g est injective, on raisonne de méme.

ii. Les surjectivités de f et g ne sont pas suffisantes pour déduire celle de §. Par exemple, on peut
prendre X =Y = {1,2}, f: X — Y D’application identité et g: X — Y définie par g(1) = 2
et g(2) = 1. On a alors 6(1) = (1,2) et §(2) = (2,1). Les éléménts (1,1) et (2,2) ne sont jamais
atteints.

Exercice 3.

k
1. Sin € N s’écrit agag_1 - - - ag, c’est que 'on a n = Za,-l()i. Or 10 =1 [9], on a donc
i=0
k k
n= Zaill = Zaz 9]
i=0 i=0

On en déduit 2011 =2+14+2=4[9].



2. Zero est évidemment la plus petite puissance de 2011 qui soit congrue & 1 modulo 9. Mais si on
veut faire avancer le probléme, on peut constater que 20111 = 4 [9], 20112 = 42 = 16 = 7 [9],
20112 = 20112 x 2011 = 7 x 4 = 28 = 1 [9]. La plus petite puissance non nulle de 2011 congrue & 1
modulo 9 est donc 3.

3. On a 2012 = 3 x 670 4 2 et donc 20112012 = (20113)670 x 20112 = 1670 x 7= 7 [9).

Exercice 4.

1. Pour tout n € N, on a

Uy, + Up+1 1

1
Un+4+1 = Unp+2 + §Un+1 - T + iunJrl = Up+1 + §un = Up.

La suite (v, )nen est donc constante égale a vg = uy + 4.
2. Pour tout n € N, on a up41 + %un = v, =u; + Q.

3. On cherche o, q € R tels que, pour tout n € N, on ait “u:%aa =gq. Or

U 1 — &
ol Ty = Upt1 — @ = q(u, — a)
Up — Q
(') 1
— u1+?—§un—a=qun—qa
Uug 1
— alg—1)+u + 5 = u,(q+ 5)
ug
Pour que cette derniere égalité soit toujours vérifiée, on peut prendre g = —% et a = % = %
4. La suite (u, — a)pen étant géométrique de raison ¢ = —%, on a, pour tout n € N, u, —a = ¢"(ug — ).
Or ug —a=ug — % = 2%02%1. On en déduit que

1 nQUO—Q’U,l +u0—|—2u1
Uy = )
3 3

5. On a |—%| < 1 donc lim,_, 4 o (—%)n = 0. On en déduit que (—%)n % converge vers 0 quand n
uo+2u;
Tt

tend vers 400 et donc que la suite (uy,),en converge vers

Exercice 5.




2. Ladroite (AB) passe par A = (1,0) et est dirigée par le vecteur ﬁ = (1, 3). Une équation paramétrique
de (AB) est donc
(AB) = {(1+ X,3)\)[A e R}.

Un point M = (z,y) est sur (AB) si et ssi les vecteurs AM = (x—1,y) et AB = (1, 3) sont colinéaires,
c’est-a-dire, si et ssi leur déterminant (ou produit croisé) 3(x —1) —y s’annule. Une équation cartésienne
de (AB) est donc

(x,y) € (AB) <= 3x—y—3=0.

On peut lire au passage que le vecteur = (3,—1) est un vecteur normal pour (AB).

Puisque la droite 0 est orthogonale & (AB), le vecteur 7 ci-dessus est un vecteur directeur pour A.
De plus, C € A. Une équation paramétrique de A est donc

A={(B+3X3-))|rxeR}.

Un point M = (z,y) est sur A si et ssi les vecteurs CM = (r—3,y—3) et AB = (1, 3) sont orthogonaux,
c’est-a-dire, si et ssi leur produit scalaire (z — 3) 4+ 3(y — 3) s’annule. Une équation cartésienne de A
est donc

(x,y) €A <= z+4+3y—12=0.

3. On note H = (AB) N A. Le cercle C est alors le cercle de centre I et de rayon IH = |ﬁ|
Or H € (AB) donc il existe A € R tel que H = (14+A,3)). Et H € A, donc (1+, 3)) satisfait I’équation

cartésienne de A, c’est-a-dire 1+ A+ 9\ — 12 = 0. Cela donne \ = %. On en déduit que H = (%, %)

Orl= (%, %) On a donc ITH = \/(% — %)2 + (ﬁ — %)2 = \/%. Une équation cartésienne pour C est

10
donc

2 2
3 3 18 y 9
(:c7y)66<=>(x—2> +<y—2> — 5 =0 = 2?4y’ =3 -3y + 5 =0



