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PLANCHE 8

POLYNOMES. FRACTIONS RATIONNELLES.

Polynémes

Exercice 1. Soient a, b des réels, et P(X) = X* 4+ 2aX3 4+ bX? + 2X + 1. Pour quelles valeurs de a
et b le polynéme P est-il le carré d’un polynéme de R[X]?

Exercice 2. Déterminer (\, i) € C? pour que X2 + 2 divise X% + X3 + X2 + uX + 2.

Exercice 3. Trouver les racines dans C des polynomes suivants:
i) X?+X+1 i) X% —7X?%+14X -8 iii) X6 +1
iv) X4+ X2 +1. v) X3+ X2+ X +1 vi) X3 + ¢, pour c € R.

Ecrire la décomposition en polynémes irréductibles dans C des polynomes ci-dessus. En déduire leur

décomposition en polynémes irréductibles dans R.
Exercice 4. Considérons le polynéme X2 + bX + ¢, et ses deux racines \; et \g.

1) Exprimez en fonction b et ¢ la somme des racines A; + A2. Faire de méme pour le produit des racines
A1,

u+v=3

2) On cherche a résoudre le systeme d’équations { 5
uv = —

a) Montrer que u et v sont les deux racines du polynémes X2 — 3X — 2.

b) Résoudre le systeme d’équations.

ut+v=1+1

3) Appliquer la méme méthode pour le systéme { )
uv =1

Exercice 5. Polynémes bi-carrés
Voici un exemple de polynéme de degré 4 dont on sait trouver les racines. Ce sont les polynomes bi-carrés
qui sont de la forme:

P(X)=X"+bX?*+c

4) Poser Y = X2. Trouver un polynéme Q de degré deux tel que Q(Y) = P(X). Quelles sont les racines
de Q 7

5) En déduire les racines de P.
6) Applications: Quelles sont les racines de X* —3X2 +1 ? Et celles de X® —3X2 +27?

Exercice 6. Division euclidienne



7) Effectuer la division euclidienne de P par @ pour les polynémes P et @ suivants:

) P=X3+1,Q=X%+1 iy P=X*-1,Q=X>-1

i) P=X>+3X2+3X+1,Q=X%2-1

8) Les polynémes P et @ ci-dessus sont-ils premiers entre eux dans R[X] ?

9) Pour les polynomes ci-dessus qui sont premiers entre eux, trouver U et V € R[X] tels que U P+V Q =
1.

Exercice 7. Trouver les restes des divisions euclidiennes de
(X =3+ (X —2)" -2

par (X — 3)(X — 2), (X —3)%, (X —2)% et (X — 3)%(X — 2)2.

Exercice 8. Quelles sont les racines du polynoéme :
X XX-1 XX -1)(X-2 XX-1)...(X—-n+1
X XKD XOD(X-2) XK1 )
1 2! 3! n!
Exercice 9. Soit P € C[X] de degré n. On note, pour p < n, u, la somme des racines de pP®),
Démontrer que ug, ..., u,_1 forme une progression arithmétique.

Exercice 10. Soit, pour n > 0, P, (X) = > 1_, %

1. Démontrer que P,, admet n racines simples.

2. Démontrer que, si n est impair, une et une seule de ces racines est réelle, et que si n est pair, aucune

des racines n’est réelle.

Exercice 11. Polynémes de Chebyshev

Les polynémes de Chebyshev sont définit par récurrence de la maniére suivante:

Py=1 ,Pi=X
VTLZ ]., Pn+1 :2XPn—Pn,1

10) Calculer PQ,P37P4.
11) Déterminer (par récurrence) le degré de P, et son coeflicient dominant.
12) Rappeler la formule permettant d’exprimer cos(26) en fonction cos(f). Comparer avec Pa(cos(f)).

13) Montrer par récurrence que Vn € N, V0 € R, P, (cos ) = cos(nb).

Fractions rationnelles

Exercice 12. Décomposer en éléments simples les fractions rationnelles suivantes :
L 1 0 X2 +2X +5 X3
X3 -X TOX2-3X+2 X -1D)(X -2)(X -3)
4 2X?2+1 5 X341 6 X' 41
(X2 -1)2 T(X—1)3 T(X +1)2(X241)



Exercice 13.

1
XX +1)(X+2)

1. Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle

1

2. En déduire la limite de la suite (S,,) suivante : S > CESCEk

Exercice 14. Donner une primitive des fonctions suivantes :
2 1
1. z+— L 2. z+— ————
24+r+1 2 4+4x+5
3+ 22 2¢ —1
3. z— —/— 4. = —0
?24+x+1 (x +1)2

CALCUL DE LA SOMME DES 5.

On se propose de calculer
n
1
li —
Jim >
k=1
en suivant un raisonnement original de Carl Friedrich Gauss, mathématicien allemand du début du

XTIXCME gidcle.

Soit donc n € N*.
1. Montrer que, pour tout x € R, sin(2n + 1)z = Im(cosz + i sinx)?"+1.

En déduire que
n

sin(2n + 1)a = E Cot(—1)F sin®* ! g cos®™ 2k
k=0

1
tanz’

2. On pose, pour tout z € R\ $Z, cotanz =

Soit P, le polynéme défini par
GRS

Montrez que, pour tout z € R\ gZ,

sin(2n + 1)x
Tlx = Pn(COtaHQZL').

sin

3. Montrez que les nombres cotan? pour k =1,...,n sont tous distincts et sont les racines de P,.

s
2n+1
4. Si un polyndéme de degré n qui possede n racines distinctes s’écrit

P(X)=an X" +an 1 X" +... + a1 X +ap,

exprimez la somme de ses racines en fonction de a,, et a,_1.



En déduire la valeur de

n 5 km
Zcotan 5 1T
k=1 n+

5. Montrez que
™ 2 1 2
VmE]O,E{, cotanx§—2§1+cotan xT.
T

6. En déduire un encadrement de

k=1
7. Calculer
li -~ 1
'!L—l)r-‘(r-loo ﬁ



