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Exercice 1 Sur 8 points

Soit f : R% — R une application.

1. (a) (1 point) Soit xy € R et £ € R. Donner la définition de lim f(x) =1

T—xTo
(b) (1 point) Donner la définition de f continue sur RY .

On considére maintenant

f:{Ri%R’g:{Ria R

r o~ 1 x  +— cos(x)

2. (a) (2 points) Soit zy € R*.. Montrer qu’il existe 7 €]0, z¢[ tel que
1 1 20 —x
Vo €lzg —n,xo+nf, |- — —| < |720|-
T X xg
(b) (1 point) Montrer, en revenant a la définition, que f est continue sur R .
3.

(a) (2 points) Montrer que g n’a pas de limite en +-oc0.

(b) (1 point) Montrer que f.g a une limite en +oo.

Exercice 2 Sur 4 points

Soit f: [1,4+o0o[— R la fonction définie par f(z) = vz2 + 1 — V22 — 1. Déterminer, si elle existe :
1. (2 points) La limite a droite en 1 de f.

2. (1 point) La limite en +oco de f.
3. (1 point) La limite en o0 de (z — zf(x)).

Exercice 3 Sur9 points

1. Soita € Ret f : [a,+oo[— R une application croissante. On suppose que f est majorée sur [a, +00],
c’est-a-dire qu’il existe M € R tel que
z € [a,+oo[= f(z) < M.
On veut montrer que f a une limite finie en +o0.

On note

A= {f(z); x € [a, +ool},
I’ensemble image de [a, +o00[ par f.

(a) (1 point) Montrer que A est un sous-ensemble non vide de R.

(b) (1 point) Montrer que A admet une borne supérieure dans R.
(c) (2 points) En déduire que

lim f(x)=supA.

xr—r—+00

Tournez SVP

Aix-Marseille Université, LI, 2012 -2013

Analyse I



(d) (1 point)
i. Donner I’exemple d’une application f bornée sur R et qui n’admet pas de limite en +o0.
ii. Donner I’exemple d’une application f croissante sur R et qui n’a pas de limite finie en +o0.

2. Application : On désigne par E(z) la partie entiere d’un nombre réel x. Soit f, I’application définie sur

[0, 400 par | L |
f@) :ogngE(x)?k :1+§+?+.”W'
(a) (1 point) Caleuler f(0), f(3), f(5).
(b) (1 point) Montrer que f est croissante.
(c) (1 point) Montrer la propriété suivante :
» <o vnen
0<k<n2k =77

(d) (1 point) En utilisant le résultat démontré dans la question 1, en déduire que f a une limite finie en
+o00.
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