Aix-Marseille Université 2012-2013

Analyse I

PLANCHE 1 : LIMITES, CONTINUITE

Parties majorées, minorées - borne supérieure, borne inférieure

Exercice 1 e

Soit a, b € R. Montrer les implications suivantes :

I. Ve>0,lal <e)=a=0.
2. (Ve>0,a<b+e)=a<hb
3. Ve>0,]la—bl<e)=a=h.
Rappel : Pour les exercices suivants, on rappelle que si A est une partie non vide et majorée de R, il existe un

nombre réel, noté sup(A), qui est le plus petit des majorants de A. De méme, si A est une partie non vide et
minorée de R, il existe un nombre réel, noté inf(A), qui est le plus grand des minorants de A.

Exercice 2

Soit A est une partie non vide et majorée de R. On pose —A = {—a, a € A}. Montrer que — A est une partie non
vide et minorée R. Comparer inf(—A) et sup(A).

Exercice 3 e

Soit A et B deux parties non vides de R t.q. A C B. On suppose que B est majorée. Montrer que A est majorée
et que sup(A) < sup(B). Cette derniere inégalité est-elle nécessairement stricte si I’inclusion de A dans B est
stricte ?

Exercice 4

Soit A et B deux parties non vides et majorées de R. On pose A + B = {a + b, a € Aetb € B}. Montrer que
A + B est majorée et comparer sup(A + B) et sup(A) + sup(B).

Exercice 5 e
Soit A une partie non vide de R.

1. On suppose que A est majorée et on pose a = sup(A). Montrer qu’il existe une suite d’éléments de A qui
converge vers a.

2. On suppose que A n’est pas majorée. Montrer qu’il existe une suite d’éléments de A qui converge vers
I’infini.

Exercice 6 e

1. Montrer que toute suite convergente dans R est bornée (c’est-a-dire majorée et minorée).

2. Montrer que toute suite croissante et majorée est convergente dans R.
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Exercice 7 [Moyennes harmonique et arithmétique]
1. Montrer que, pour tous a,b € Rtelsque 0 < a < b,ona:

2ab < a+b
a+b 2

a < < b.

2. Soit ug, vy € R tels que 0 < ug < vg. On définit, par récurrence, les suites (uy, )nen et (Up)nen par :

2UpVp, Uy, + U,
Upt+1 = o Ung1 = =
(a) Montrer que les suites (uy, )nen et (vy,)nen sont bien définies (c’est-a-dire que u,, + v, 7# 0 pour tout
n € N) et que les suites (U, )nen et (vy)nen sont convergentes (dans R).
(b) Montrer que lim,, 4 oo Uy, = limy—5 400 Un.
(c) Vérifier que la suite (u, v, )nen est constante.

(d) Donner la limite commune aux suites (ty, )nen €t (Up)neN-

Limites de fonctions

Exercice 8 e
Soient [ € R, a € R, (uy,)nen une suite et f une application de R dans R. Ecrire a I’aide des quantificateurs les
phrases suivantes :

1. La suite (4, )nen ne tend pas vers [ quand n tend vers +oo.
2. La suite (uy,)nen tend vers +o0o quand n tend vers +oo.
3. f(z) ne tend pas vers [ quand x tend vers a.

4. f(z) ne tend pas vers [ quand z tend vers +o0.

Exercice 9 [Limite, limite a droite et limite & gauche] o
Soienta € Ret! € R. Soit f une application définie sur A = R\ {a} a valeurs dans R.
1. Montrer que f admet  comme limite en a si et seulement si f admet (en @) [ comme limite a droite et comme
limite a gauche.
2. Montrer que f admet [ comme limite a gauche en a si et seulement si f vérifie la condition suivante :

Pour toute suite (z,,),en de points de A,

Zn T a, quandn — 400 = lim f(x,) =1,
n—-+4o0o

ou “z, 1T a quand n — 400" signifie “a = lim,,_, 4 o0 T, €t Ty 41 > T, pour tout n € N".

3. Reprendre les questions 1 et 2 avec [ = +oo et avec [ = —oc.

Exercice 10 [Opérations sur les limites] o
Soient a,b € R, a < b. On pose I =]a, b[. Soient f et g deux applications de I dans R et [, m € R. On suppose
quel =limg_,q 250 f(x) et m =1lim, 4 554 9(T).

1. Montrer que limy_,q, o>q(f + g)(x) =1+ m.

2. On suppose que m # 0. Montrer qu’il existe ¢ €]a, b[ tel que pour tout = €]a, ¢, g(x) # 0. Montrer que

. flx) 1
e @) T m
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3. On suppose que m = 0,1 > 0 et que pour tout z € I, g(x) > 0. Montrer que lim;_,4 z>q % = +o00.

4. Onprendicia =0,b=1, f(z) = sln( -) et g(x) = x. Les applications fg et f/g (qui est bien définie sur
I) ont-elles une limite a droite en 0 ?

Exercice 11 e

I. f(z)= ] — 1,1[. Quelle est la limite & droite de f en 1?

2. f(x) =+vx+5—+x—3pourzx € [3,+00[. Quelle est la limite de f en +o0 ?

3. f(#)=va?+x+1—(x+1)pourxz € R. Quelle la limite de f en 400 ?

4. f(z) = 73;2_?412 pour z €]0, 1[. Quelle est la limite & gauche de fen1?

5 f(x)= Hi:\/iv;kﬁ pour z €0, 1[. Quelle est la limite a droite de f en 0 ?

6. f(z) = m(hjﬁﬁ) pour z € R . Quelle est la limite en +00 ?

7. f(x) = 111318) pour z €] — 7, 7. Quelle sont les limites (respectivement a droite et & gauche) en —7 et
m?

8. f(x) = tan(z) —sin(z) pour z € [—2,2] \ {0}. Quelle est la limite en 0 ?

sin(x) ( cos(22)—cos(z) )
9. f(x) =2z In(x + /z) pour x € R’ . Quelle est la limite (a droite) en 0 ?
10. f(z) = (2? — 1) In(72® + 422 + 3) pour x €] — 1, +o0[. Quelle est la limite (a droite) en —1?
11. Soita > 0. On définit f par f(z) = (1+2)? ﬂﬁ) pour x €]0, 1. Quelle est la limite (a droite) de f en 0?
12. f(x) = (14 sinz)= pour z €]0, 1[. Quelle est la limite (a droite) de f en 02

Exercice 12 [Limite en +o0c] e
Soit f : R — R définie par f(z) = sin(z) pour tout € R. La fonction f admet-elle une limite en +o00 ?

Exercice 13 [Fonction périodique admettant une limite]

Soit f une application de R dans R. On suppose qu’il existe T' > 0 tel que f(z + T') = f(z) pour tout x € R
(on dit alors que f est périodique de période T"). On suppose de plus que f admet une limite finie, notée [, en +oco.
Montrer que f est une fonction constante.

Exercice 14 [Point fixe d’une application croissante]
Soit I = [0, 1] et soit f une application croissante de I dans I. On pose A = {x € I, f(x) < z}. Montrer que :
1. A#0,
2.z€A= f(zx)e A
3. A possede une borne inférieure a € 1.
4. fla) =

(Toute application croissante de [0, 1] dans [0, 1] admet donc un point fixe.)

Exercice 15 e

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I et soit xy un point de /. On suppose que f admet une limite

a > 0 en zo. Démontrer qu’il existe n > 0 tel que si [x — zo| < nalors |f(x)| > 5.

Exercice 16 e

On définit f par f(x) = bm(r) pour x # 0 et f(0) = 1. Lapplication f a-t-elle une limite en 0 ? une limite &
droite en 0 ? une limite a gauche en(?
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Exercice 17 e

Pour z € R, on note E(z) = sup{n € Z; n < x}. On définit f par f(z) = v — /= — E(x) pour tout x # 0.
Soit n € Z, L’application f a-t-elle une limite en n ? une limite a droite en n ? une limite a gauche en n ?

Continuité en un point, prolongement par continuité

Exercice 18 e
Soit f: R\ {1/3} — Rtelle que f(z) = 2243,

X

Pour tout & > 0 déterminer « tel que, || < o = |f(x) + 3| < &. Que peut-on en conclure sur f ?

Exercice 19 e
Soit f la fonction définie sur R par f(z) = % et soit @ > 0. Montrer que pour tous réels x,y € [a,+0oo], on a

lf(z)=fy)] < \;ca;?m En déduire que f est continue sur Ja, +oco[. Que peut-on dire de la continuité de f sur R ?

Exercice 20

Soit a € Ret e > 0. Trouver > 0 tel que [z — a| < 1 = |sin(z) — sin(a)| < €. Que peut-on en déduire sur la
fonction sinus ?

Exercice 21 o

Etudier la continuité sur R des fonctions suivantes :

L. f(z ):sin( )sin (1) siz # 0et f(0) =

2. g(x) = Sm(I si x n’est pas un multlple demet g(x) =0sizest;
3. j(z) = zE(x);
k(z) = E(z) sin(nx).

Exercice 22 [Fonction continue, non nulle en un point] e

Soit f une fonction de R dans R et a € R. On suppose que f est continue en a et que f(a) # 0. Montrer que f est
non nulle sur un intervalle ouvert contenant a.

Exercice 23 [Prolongement par continuité]

Pour z €]0, 1], on pose f(z) = Tn(a) - Peut on prolonger f par continuité en 0 eten 17

Exercice 24 [Prolongement par continuité] e
Soit f I’application de R \ {—1, 1} dans R définie par :

23 =222 —x 42
1—|z|

fz) =

1. La fonction f est-elle continue en 0 ?
2. Calculer lim,_, 1 f(x) etlim, 1 f(z).

3. Existe-t-il une fonction g définie et continue sur R et qui est égale & f sur R\ {—1,1}?
Continuité sur un intervalle - théoreme des valeurs intermédiaires

Exercice 25 o

Pour quelle valeur de « la fonction f, définie ci-apres, est-elle continue sur R ?

x3:28 :
fla) = { asiz = 2.

Aix-Marseille Université, L1, 2012 -2013 4 Analyse 2




Exercice 26 [Fonction lipschitzienne]

Soit f : R — Retk € Ry. On suppose que |f(x) — f(y)| < k|z — y| pour tout =,y € R. Montrer que f est
continue (sur tout R).

Exercice 27 o

Soit f une application continue d’un intervalle I C R dans R. On suppose que f ne s’annule pas sur /. Montrer
que f garde un signe constant sur /.

Exercice 28 [Polynome de degré impair] e
Montrer que toute fonction polyndme de R dans R, de degré impair, s’annule en au moins un point.
Exercice 29 e

Montrer que le polyndme z3° + 14217 — 725 — 7 admet au moins une racine dans I’intervalle |0, 1[.

Exercice 30 [Fonction dont I’image est discrete] o

Soit f : R — R une fonction continue (c’est-a-dire continue en tout point de R). On suppose que f(z) € {0,1},
pour tout z € R. Montrer que f est constante. [utiliser le théoréme des valeurs intermédiaires.]

Exercice 31 On dit qu'une fonction f définie sur un intervalle I de R et a valeurs dans R est uniformément
continue sur [ si
1. Montrer que |/z — \/y| < /| —y|, pour tout z,y € R, . En déduire que I’application = — /z est
uniformément continue sur R .
2. Montrer que si f: I — R est uniformément continue sur I, alors f est continue sur /.

3. Montrer que I’application = % n’est pas uniformément continue sur 0, 1].

Exercice 32 e

soit f I’application de [—1, co[ dans R définie par f(z) = \/ﬁ pour tout z > —1. Montrer que f est bijective
de [—1, co[ dans ]0, 1] et donner une formule explicite pour sa fonction réciproque.

Exercice 33 [Fonctions monotones]

Soit a,b € R, a < bet I =]a,b]. Soit f une application strictement croissante de I dans R. On pose A =
{f(z), x € I}, « = inf A et 8 = sup A. (Si A est non minorée, on pose inf A = —co. Si A est non majorée, on
pose sup A = +00.)

1. Montrer que lim,_,, f(x) = « (on pourra distinguer les cas &« € R et &« = —o0). Montrer que lim,,_,;, f(z) =
B.

2. Soit ¢ € I. Montrer que f admet une limite a droite en ¢, notée f;(c), et une limite & gauche en ¢, notée
f4(c). Montrer que fy(c) < f(c) < fale).

3. On suppose que fy(c) = f4(c) pour tout ¢ € I (avec fy et f, définies a la question précédente). Montrer
que f est continue et que f est bijective de |a, b[ dans ]« 3].

Exercice 34 [Existence d’un maximum] e

Soit f une fonction continue de R, dans R,. On suppose que lim, . f(z) = 0. Montrer que f admet un
maximum (c’est-a-dire qu’il existe a € R t.q., pour tout z € Ry, f(z) < f(a)).

Exercice 35 [Injectivité et continuité donne monotonie]

Soienta,b € R, a < b, etsoit f [a, b] — R continue et injective. Montrer que f est monotone. [Utiliser le théoreme
des valeurs intermédiaires. |
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Exercice 36 e
Soit f et g deux fonctions de [0, 1] dans R, continues et t.q. f(0) = g(1) = 0 et g(0) = f(1) = 1. Montrer que :

YA e Ry, Jz€[0,1], f(x) = Ag(x).

Exercice 37 [Valeur intermédiaire]

Soit f une fonction continue de [0, 1] dans R.
1. Montrer que pour tout ¢ € [0, 1], 'ensemble {s € [0,1] t.q. f(s) = M} est non vide.

Pout ¢ € [0, 1], on pose ¢(t) = inf{s € [0,1] t.q. f(s) = M}
2. Soitt € [0, 1], montrer que (t) € [0,1] et que f(p(t)) = M.
3. Montrer que si f est strictement croissante, ’application ¢ ainsi définie de [0, 1] dans [0, 1] est continue.

4. Donner un exemple de fonction f pour lequel la fonction ¢ n’est pas continue.
Exercice 38 [Continuité de “max" et “min"]

1. Montrer que, pour tout ,y € R, max{z,y} = (z +y + |z — y|) et min{z,y} = 3(x +y — |z — y|).
2. Soit f et g deux applications de R dans R. On définit les applications fTget f L g de R dans R par :

(fTg)(x) = max{f(z),9(x)}, (fLg)(x) =min{f(z),g(x)}, pourz € R.
Soit a € R. On suppose que f et g sont continues en a. Montrer que f T g et f_Lg sont continues en a.

Exercice 39 [Convexe implique continue]

Soit f une application de R dans R. On suppose que f est convexe, c’est a dire que f(tx + (1 —t)y) < tf(z) +
(1 —t)f(y) pour tout ¢ € [0,1] et pour tout z,y € R.
On pose o = f(1) — f(0), 8 = f(0) — f(—1) ety = max{|al, [5]}.
1. Soit z €]0, 1]. Montrer que Sz < f(z) — f(0) < ax. [Utiliser le fait que z = ¢1 + (1 — ¢)0, avec t = z, et
O0=tx+ (1—1t)(—1),avect = 1_%1.]
2. Soit z €] — 1, 1[. Montrer que | f(x) — f(0)| < y|z|. En déduire que f est continue en 0.
3. Montrer que f est continue en tout point de R.

Exercice 40 [Borne supérieure atteinte] o
Soit f une application continue de R dans R, . On suppose que lim,_,~ f(x) = 0. Montrer que {f(x), €
R} est majoré et qu’il existe a € R tel que f(a) = sup{f(x), z € Ry}.
Exercice 41 [Exercice sur les valeurs intermédiaires]
Soit f une application continue de [0, 1] dans R t.q. f(0) = f(1). Soit n € N*. pour 2 € [0,1 — 1], on pose
g(x) = f(z +3) = f(@).
1. Montrer que >_7— g(£) = 0.
2. Montrer qu’il existe zo,z; € [0,1 — %] t.q. g(xo) < 0Oetg(zy) > 0.
3. Monter qu’il existe z € [0,1 — 1] t.q. f(z + 1) = f(=).
Exercice 42 [Point fixe]

Soit f une fonction continue de [0, 1] dans [0, 1] et vérifiant
Vry,x2 € [0,1], [21 — 22| < |f(z1) — f(22)].
1. Montrer que f est injective.
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2. Montrer que {f(0), f(1)} = {0,1}.

3. Montrer que f est surjective.

4. Montrer que f admet un point fixe.
Exercice 43 [Equation fonctionnelle]

Soit f une fonction définie sur R, & valeurs dans R et vérifiant I’équation fonctionnelle suivante :

Pourtout z,y € Ry, f(z+y) = f(z)f(y).

1. Montrer que f est a valeurs positives ou nulles.
2. Montrer que si f(0) = 0 alors f est identiquement nulle.
Dans ce qui suit on suppose que f n’est pas identiquement nulle.
3. Calculer f(0).
4. Soitz € R etn € N*, exprimer f(nx) et f(Z) en fonction de f(x) et n.

5. Soitz € Ry et p, ¢ deux entiers naturels strictement positifs. On pose r = 2 En calculant f(g(rz)) de deux
maniéres différentes, exprimer f(rz) en fonction de f(x) et r.

6. Dans cette question on suppose qu’il existe o > 0 tel que f(a) = 0.

(a) Construire une suite (x,,) de réels strictement positifs convergeant vers 0 et tellle que f(x,,) = 0 pour
toutn € N.

(b) Montrer que la fonction f est nulle sur RT*.
Dans ce qui suit on suppose que f est a valeurs strictement positives.

7. On suppose dans cette question que f est continue a droite sur R. Montrer qu’il existe un réel a tel que
f(x) = e* pour tout zz € R,..

8. On suppose que f est continue a droite en 0, montrer que f est continue a droite en tout point de R et
conclure qu’il existe un réel a tel que f(z) = e®* pour tout z € R.

9. On suppose qu’il existe deux réels A, B vérifiant 0 < A < B tels que f soit majorée sur [A, B].
(a) Montrer que sur [0, B — A], f est minorée de borne inférieure strictement positive.
(b) Montrer que f est continue a droite de 0.

(c) Montrer qu’il existe un réel a tel que f(x) = e** pour tout z € R__.
q q p +

Exercice 44 [Croissance et continuité]

Soient a,b € R tels que a < b et soit f une fonction croissante de ]a, b[ dans R. Montrer que f est continue si et
seulement si I'image f(]a, b[) est un intervalle.

Exercice 45 [Théoréme des Valeurs Intermédiaires (TVI)]

Soit f une fonction continue de [0, 1] dans [0, 1].

1. Montrer qu’il existe 72 € [0, 1] tel que f(z2) = (22)2. [On pourra considérer la fonction g(z) = f(z) —x2.]
2. Soit n € N*. Montrer qu’il existe x,, € [0, 1] tel que f(z,) = (x,)".
3. On suppose maintenant que f est strictement décroissante. Pour n € N* et x € [0, 1], on pose h,(x) =
fz) =™
Soit n € N*. Montrer que h,, est strictement décroissante sur [0, 1] et qu’il existe un unique z,, € [0, 1] tel
que f(zn) = (zn)".
Montrer que, pour tout n € N*, h,, 11 (x,) > 0. En déduire z,, 11 > x,.

Montrer que la suite (z,,)nen+ est convergente et que lim,,, ©,, = 1. Quelle est la limite de (x,,)"™ quand
n — 4o00?
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Exercice 46 [Valeur intermédiaire]
Soita > 0, 5 > 0.

Soit f une fonction continue de [0, o dans R, t.q. f(0) < O et lim< f(z) = +o0.
r—a,r<a
Soit g une fonction continue de R dans R, t.q. g(0) < 0 et g(3) > 0.

Montrer qu’il existe « €]0, min(«, 8)[ t.q. f(z)(x — 8) — g(z) = 0. [On pourra distinguer les cas § < a, 8 > «
et 5 =a.]
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