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COURS : GEOMETRIE

1 Produit scalaire

Dans cette section, nous nous placons dans R? ou dans R3.

Définition 1. Soit 7 := (z1,y1) et Uy = (z2,y2) (resp. Uy = (z1,y1,21) et Uy = (22,2, 22)) deux
vecteurs de R? (resp. RS). On appelle produit scalaire de 71 et 72 le nombre réel 71.72 = X1%2 + Y192
(resp. 71~72 = T2 + Y1Y2 + 2122)-

Proposition 2. Soit 71, 72, 73 trois vecteurs et X\ un nombre réel, alors
7. 71.72 = 72.71 5
. 71.(72 + /\73) = ﬁ1.72 + )\71.73.

Démonstration. Donnons la preuve dans le cas de R?, la preuve dans R?® étant totalement similaire.

On note u; := (w1,91), Uy = (w2,12) et Us = (73,93).
On a alors, d’une part, 71.72 =21T2 +Y1Y2 = Tox1 + Yoy1 = 72.71 ; et, d’autre part, 71.(72 + )\73) =

(3%7 y%-(l“z + Az3, Yo + Ayz) = 21 (22 + Ax3) + y1 (Y2 + Myz) = 2120 + Yiye + M@173 + yiys) = U1 U +
AU 3. O

Proposition 3. Pour tout vecteur U, on o U. W = || |2
Si deuz vecteurs W et U sont orthogonauz, alors U.T =0.
Démonstration. C’est essentiellement une conséquence du théoreme de Pythagore. Montrons le résultat dans
R3, la preuve dans R? étant similaire mais plus simple.
—
On note U := (x,9,2), O lorigine de R3, A := (x,y, 2) le point tel que OA = U, B:= (z,9,0) le projeté de

A sur le plan horizontal et C' := (z,0,0) le projeté de B sur I'axe des abscisses.

Les triangles OBA et OCB sont respectivements rectangles en B et et en C.
D’apres le théoreme de Pythagore, on a donc L

12| = ||OA|]? = ||OB|? + || AB| |2

et

IOB|]? = ||OC]P? + || BT

Or [|OC||2 = 22, ||BC||? = y2 et ||ABJ|2 = 22. On en déduit
7P =2+ +22 =W 0.

On considére maintenant, deux U et W orthogonaux et on pose A et B tels que WI U et (ﬁ .
Le triangle AOB est donc rectangle en O et on a HEHQ = ||O—z>4||2 + HO?H2 = ||7|]? + ||7||2 Or,
AB—=0B-0A="7-1. Donc, d’apres ce qui précéde, HEHQZ(?—ﬁ) (V-W)="V. T -7 7—
U+ U = |||+ ||T? - 2% On en déduit que 7.7 = 0. O

Proposition 4. Soit U et U deuz vecteurs non nuls et a Uangle entre euz. Alors 0.0 = || ||.]|7]|. cos(a).
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Démonstration. On commence par poser U = Hﬁll et U = II?II de sorte a manier des vecteurs unitaires.

Puisque I'on a changé que les longueurs des vecteurs, on a toujours un angle o entre @’ et ¥'. On considere
maintenant @’ un vecteur unitaire, orthogonal & ', dans le plan (O, , 7) de sorte que ¥’/ = cos(a)ﬁ' +
sin(@)w’. On a alors @' 0" = U’ .(cos(a) W’ + sin(a)wW’) = cos(a)|| || + sin(a) @@’ = cos(e). On en
déduit @7 = (/[T || 0)-(|T|F") = [T\ |.(2"F") = [|[L||.|[ 7] cos(a). O

Corollaire 5. Le produit scalaire de deux vecteurs non nuls est nul si et ssi les deux vecteurs sont orthogo-
NauL.

Définition 6. On dit que deux vecteurs 71, Us (resp. trois vecteurs 71, U, 73) forment une base
orthonormée de R? (resp. R?) s’ils sont unitaires et deux & deux orthogonaux; autrement dit si, pour tout
; ; 1 sii=j

je{1,2 ci,je{1,2,3), Wil =6 & =

i,7 € {1,2} (resp. i,5 € { P, WU 7 avec 0] 0 sinon

Proposition 7. Toute base orthonormée est une base; c’est-a-dire que tout vecteur s’écrit comme combi-

naison linéaire des éléments d’une base orthonormée.

De plus, si (x1,y1) et (z2,y2) (resp. (x1,y1,21) et (x2,ya, 22)) sont les coordonnées de deux vecteurs U1 et
o dans une base orthonormée, alors 1.72 = x122+y1y2 (resp. 71.72 = 21Z2+Y1y2 +2122). Autrement

dit, le produit scalaire ne dépend pas du choir d’une base orthonormée.

Démonstration. Donnons la preuve dans le cas d’une base orthonormée (717 72) de R?, la preuve dans R?
étant totalement similaire.

Soit ¥ un vecteur non nul de R2. Avec 71 et 72, nous avons donc trois vecteurs dans un espace de
dimension 2, il existe donc nécessairement une relation non triviale entre ces trois vecteurs. C’est-a-dire,
il existe (o, 3,7) € R?\ {(0,070)} tel que a¥ + BU1 + v W2 = 0. Supposons par 'absurde que a = 0.
On a alors 571 + 772 = 0 et donc 0 = (571 + 772)@1 = BU1. Uy + 772.71 = 5”71“2 =0 et
0= (671 +772).U2 = BUL U+ U2 U = 'y||72\|2 = 7. Mais alors (a, 8,7) = (0,0,0) ce qui contredit
la non trivialité du triplet («, 8,7).

On a donc a # 0 et donc T =2,y +y72 avec T = 7% ety :=—

2R

Avec les notations de ’énoncé, on a maintenant

V1, = ($171 + y172)-(33271 + y272)
= DU U+ a1y U W+ e U Wy + Y1y o U

= 122+ Y1Y2.

2 Produit vectoriel

Le contenu de cette section est spécifique & R3. I1 n’existe pas de produit vectoriel de deux vecteurs dans les
autres dimensions.

2.1 Définition et premieres propriétés

Définition 8. Soit Wy := (z1,y1,21) et Uy = (79,92, 22) deux vecteurs de R®. On a appelle produit
vectoriel de Uq et s, noté w1 A Uz, le vecteur ((y122 — 21Y2), (2122 — T122), (T1Y2 — ylxg)).

Remarque 9. Pour se souvenir de l'ordre des termes, on peut écrire verticalement et de fagon cyclique les
coefficients de 71 a gauche et ceux de ug a droite. Le i°™¢ coeflicient de 71 A 72 s’obtient alors en suivant
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un v en partant de la (i + 1)®™¢ ligne :

T T2 1 T2 € T2

yl><m Y1 Y2 Y1 Y2

21 22 21 22 21 22

N

T To T T2 T X2
~ Pl

Y1 Y2 Y1 Y2 Y1 Y2
N

Proposition 10. Soit 71, 72, 73 trois vecteurs et X\ un nombre réel, alors

1. ﬁl/\ﬁgz—ﬁg/\ﬁl;
. 71/\(724-)\73) 271/\724-)\71/\73.

Démonstration. On note wq := (x1,y1,21), Uy = (22, Y2, 22) €t Us = (z3,ys, 23)-
On a alors, d’une part,

71 A 72 = ((9122 — 21Y2), (2122 — T122), (T1Y2 — y1$2))
= —((2922’1 — 22y1), (2221 — T221), (T291 — yzﬂh))
= oA ;

et, d’autre part,
Wy A (W +AW3) = (21,41) A (@2 + Azs, y2 + Ays)

( y1(z2 + Azz) — z1(y2 + Ay:s)), (Zl($2 +Ax3) — 1(22 + )\23)), (x1(y2 + Ayz) — y1 (w2 + )\ws)))
((

(Y122 — 2192), (21702 — w1 22), (T1Y2 — y1$2)) + )\((ylz:s — 2193), (2123 — 123), (T1Y3 — ylxd))

Ui AUs+ AU A Us.

O

Proposition 11. Soit @ et U deuz vecteurs, alors W AU est soit nul, soit orthogonal simultanément a 0

et .

Démonstration. On note (z,y,z) et («',y',2') les coordonnées de @ et ¥. On a alors

w(uNT) = (2,9,2).(y7 = 2y), (z2' — 22'), (zy — ya'))
= a(y? —2y) +ylza’ — ') + 2(xy’ — ya'))
= (ayz’ —zy2") + (z29 — z29) + (yza' — yza')
= 0.

On montre de méme que .(7 A ¥) = 0. O

2.2 Identité de Lagrange et corollaires

Proposition 12 (Identité de Lagrange). Pour tous vecteurs U et 7, on a

1T AT+ (2.0 = 12?7
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Démonstration. On note (z,y, z) et (a',y’, 2’) les coordonnées de U et ¥. On a alors

NZ AT = (WAD)(dAT)
(( yz —zy'), (22’ — 22), (xy — y2')).((y2' = 2y'), (22" — 22), (xy/ — y2'))
= (2 —2y)’ + (22" — 22)” + (ay —y2')?
— < Z Ol2ﬁ/2> _ < Z aﬂa/ﬁl> :
a,Be{z,y,2} a,Be{z,y,z}
a#B a#p
(W) = (z2' 4 yy + 22)?
= ( > aﬁoz’ﬁ’) ;
o,Be{z,y,2}
_ ( Z a2a/2> + ( Z a/BOé//B/) :
ac{z,y,z} a,Be{z,y,z}
a#p
IZIPNTIP = (@ 4y +22) @+ + 27
— Z a2ﬁ/2
a,Be{z,y,2}
— ( Z 020/2> + < Z 02,3/2).
ae{z,y,z} a,Be{z,y,z}
a#p
En sommant ces trois égalité, on obtient I’identité de Lagrange. O

Proposition 13. Soit U et U deuz vecteurs non nuls et o langle entre eux. Alors

I AT =[] T]].| sin(e)].

Démonstration. D’apres Dégalité de Lagrange, on |7 A 7|12 = ||2|2]| V|2 — (¥.7)2. Or d’apres la Prop.
4, .V = ||| V]]. cos(a). On a donc ||@ A V|2 = H7||2||7||2(1 — cos?(a)) = [ ]12|| 7|2 sin?(a). On
en déduit || A || = ||Z]].]| V]| sin(a)]. 0O

Corollaire 14. Le produit vectoriel de deuxr vecteurs mon nuls est nul si et ssi les deux vecteurs sont co-
linéaires.

Corollaire 15. Deux vecteurs (x1,y1) et (x2,y2) du plan sont colinéaires si et ssi x1ys — y122 = 0.

Démonstration. On plonge R? comme le plan horizontal de R? passant par I'origine. Les vecteurs deviennt
(21,91,0) et (z2,y2,0). Leur produit scalaire donne (0,0, z1y2 — y122). Le corollaire précédent permet de
conclure. ]

Remarque 16. On appelle cette valeur déterminant des deux vecteurs. Elle peut étre vue comme une regle
de trois sur les coordonnées des vecteurs.

Proposition 17. Si U et U sont deuz vecteurs mon colinéaires, alors (7,7,7 A 7) forme une base de
R3.

Démonstration. 1l s’agit de montrer que tout vecteur de R? s’écrit comme combinaison linéaire des vecteurs
7, T et W A V. Soit donc W un vecteur de R3. Avec 7, T et WA 7, cela fait quatre vecteurs dans
un espace de dimension 3. Il existe donc une combinaison non trivial oW + U + 77 +0UNT =

avec (a, 8,7,8) # (0,0,0,0). Supposons par 1’absurde que o = 0. Alors BU+~AT +0U AT =0et on a
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0=(UAT).BUAAT+UAV)=6(d AV)(UANT)=06||d AT|? et donc § =0 car, ¥ et U étant
non colinéaires, UNY # 0. Mais alors ﬂ7 + 77 = 0, ce qui n’est possible que pour § = v = 0 puisque 0
et U sont non colinéaires. Mais alors v = B =7 =0 =0 et la combinaison entre ﬁ, 7, T et W est trivial,

ce qui est contraire a notre hypothese. Donc a # 0 et on a bien W= —gﬁ — %7 — 37 AT O
Proposition 18. Soit A, B et C trois points de R®. Alors Aire(ABC) = @.
Démonstration. B
L’aire d’un triangle est égale a la moitié du produit de la longueur d’un coté avec }
la hauteur issue du sommet opposé. Or si on note a I’angle entre les vecteurs A |
et @, la hauteur issue de B, sommet opposé au coté [AC| vaut ||AB||.|sin(a)]. |
|
L’aire du triangle vaut donc ”’ﬁlul’ﬁg“'lsm(a)l = ”A‘B)gﬁ“ O o !
° |
A c

3 Droites et plans (et cercles aussi un peu)

3.1 Définitions et équations paramétriques

Définition 19. Soit X un sous-ensemble de R? (resp. R?) et A un ensemble. On appelle équations pa-
ramétriques de X par A toute fonction f: A — R? (resp. f: A — R?) telle que, pour tout M € R? (resp.
M € R3)

MeX < INeA,M=f(N).

3.1.1 Droites

On se donne A et @ un point et un vecteur de R? ou R3.
Définition 20. On appelle droite passant par A et dirigée par ¥ ensemble Dy 5 = {M|AM et v colinéaires}.

Proposition 21. La droite D,  est paramétrée par R via
Dyw = {A+ AU\ €R}
avec
(zo + Aa,yo + Ab) st A = (zo,y0) et U = (a,b) sont dans R?

A+ =
(20 4+ Aa,yo + Ab, 20 + Ae)  si A= (x0,90,20) et U = (a,b,c) sont dans R3

Démonstration. Donnons la preuve dans le cas de R?, la preuve dans R?® étant totalement similaire.

Par définition, on a

AA]\7[ et W colindaires

INER,AM = \T

INER, (z —x0,y — o) = Aa,b)
INER, (z,y) = (zo + Aa, yo + D).

M = (may) € DA,7

rree
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3.1.2 Plans

On se donne A := (xg, Yo, 20), Uy = (a1,b1,c1) et Us = (az, bz, c3) un point et deux vecteurs non colinéaires
de R3.

Définition 22. On appelle plan passant par A et dirigé par U1 et Wy Pensemble
Pa i, a, = {M|AM est combinaison linéaire de Uy et Uo).
Proposition 23. Le plan Py, =, est paramétré par R? via
,PA,71,72 = {A —+ )\171 —+ )\272|A1,)\2 c R}
avec

A+ M1+ AWy = (0 + Arar + Aaag, Yo + Miby + Aaba, 20 + Aier + Aaca).

Démonstration. Par définition, on a

—
M= (2,y,2) € Pam,w, == I, M €RAM =N+ Ao
< A, M ER, (2 — 20,y — Yo, 2 — 20) = Ai(a, b1, c1) + Aa(az, bz, c2)
<= d, A eR,(z,y,2) = (o + AMar + Aeaz, Yo + Aib1 + Aabo, 20 + Ac1 + Aaca).

O

3.2 Vecteurs normaux et équations cartésiennes

Définition 24. Soit X un sous-ensemble de R? (resp. R?). On appelle équation cartésienne de X toute
fonction g: R? — R (resp. g: R? — R) telle que, pour tout M € R? (resp. M € R3)

MeX < g(M)=0.

3.2.1 Droites

On se donne A := (x0,y0) et 7 un point et un vecteur de R2. Ce qui suit n’est pas valable pour une droite
dans R3.
Proposition 25. II existe un unique, a multiplication par un scalaire prés, vecteur w satisfaisant
—

MeD Aw = AM 17w
Démonstration. Montrons d’abord qu’un tel vecteur existe. Pour cela, on pose K
gonal & . Sia et bsont les coordonnées de 7 on pourra, par exemple, prendre 7 = (—b,a). On remarque
que, 7 nétant pas colinéaire a 7 les vecteurs U et 7 forment une ba base de R?. Vérifions ons que 7 satisfait
I'équivalence. Si M est un point de D4 =, alors il ex1ste A € R tel que AM AU et donc AM W =Ad.7 =
0. Réciproquement, supposons que M soit tel que AM n = 0. Puisque (7 n) forment une base de R?, il
existe A, i € R tels que AM = AU + 7. Or 0 = AM .7 =AU +p7) A =AUTA +pn. 7 = ,uH_>H2.
Cela implique que = 0 et donc que AM = )\7, autrement dit que M € Dy .

un vecteur non nul ortho-

Montrons maintenant que si 7' est un vecteur satisfaisant I’équivalence ci-dessus, alors 7' est colinéaire &
7. Puisque (7, 7) forment toujours une base de R2, il existe A, i € R tels que W =\U + uﬁ). Mais alors,
en prenant B tel que AB = W, ona B € Dy 7 et donc 0 = AB. = U.AU + pit) = M| 2|2 On en
déduit que A = 0 et donc que 7@/ = pu7. O
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Définition 26. On a appelle vecteur normal & D4 5 tout vecteur T satisfaisant I’équivalence de la propo-
sition précédente.

Proposition 27. Si (a,b) est un vecteur normal a D4 =, alors il existe c € R tel que

M= (z,y) €Dy v < ar+by+c=0.

Démonstration. D’apres la proposition précédente, on a

AM L (a,b)

(x — 20,y — yo)-(a,b) =0
(z —z0)a+ (y —yo)b=0
ax + by — axg — byg = 0.

M = (Jf,y) € ,DA77

rree

Il suffit donc de prendre ¢ = —azy — byp. O
Proposition 28. Si ax + by + ¢ = 0, avec a,b,c € R, est une équation cartésienne pour la droite D,y -,

alors (a,b) est un vecteur normal pour Dy .

Démonstration. Puisque A € Dy 5, on a axg + byo + ¢ = 0 et donc ¢ = —awg — byp. Pour tout point
M = (z,y),ona

MeDyw < ar+by+c=0
<~ ar+by—axg—byy =0
<~ alx—x)+bly—y) =0
—
<~ (a,b) L AM.
O
3.2.2 Plans
On se donne A := (zg, Yo, 20) €t 71, Uy un point et deux vecteurs non colinéaires de R3.
Proposition 29. II existe un unique, a multiplication par un scalaire prés, vecteur K satisfaisant
—
MePyw, =, < AM L [
Démonstration. Montrons d’abord qu’un tel vecteur existe. Pour cela, on pose o= U1 A Us # 0. On

remarque que, W1 n'étant pas colinéaire a U 5, les vecteurs 71, U et 7 forment, en vertu de la proposition
17, une base de R3. Vérifions que 77 satisfait I'équivalence. Si M est un point de Paw, 1, alors il existe
A1, A2 € R tel que Iz\? = )\171 + )\272 et donc Xﬁﬁ = MU+ /\272.7 = 0. Réciproquement,
supposons que M soit tel que mﬁ =0. Puisc&)(ﬁl, Us, 7) forment une base de R2, il existe Ay, Ay, u € R
tels que AM = )\171 + )\272 + [Lﬁ Or 0= 14]\4-%> = ()\17 + )\272 + ﬂﬁ)ﬁ = )\171.%) + )\272.%) +
,uﬁﬁ = ,uHﬁ)H2 Cela implique que ¢ = 0 et donc que AM = MU+ )\272; autrement dit que M €
Paty s

Montrons maintenant que si 7' est un vecteur satisfaisant I’équivalence ci-dessus, alors 7' est colinéaire &
7. Puisque (71,72,7) forment toujours une base de R3, il existe A1, Aa, 0 € R tels que 7/ = \ W1 +
)\272 + uﬁ. Mais alors, en prenant By et By tels que A—Bl> = 71 et A—B; = 72, ona By, By € Py, =, et
donc 0 = AB,. 7' = T1.(M T 1+ A TotpuT) = Tr1.(MT1+AeTWa) et de méme To.(M T 1+ @) = 0. Le
vecteur \; 71 + Ao 72 est donc simultanément orthogonal a 71 et a ug, tout en étant dans le plan engendré
par 71 et 72. On a donc )\171 + )\272 =0 et donc 7' = uﬁ. O
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Définition 30. On a appelle vecteur normal a P, -, w, tout vecteur 7 satisfaisant 'équivalence de la
proposition précédente.

Proposition 31. Si (a,b,c) est un vecteur normal a Py <, <,, alors il existe d € R tel que

M = (z,y,2) € Paz,w, < ax+by+cz+d=0.

Démonstration. D’apres la proposition précédente, on a

M = (z,y,2) € Pawiw, /W/[ 1 (a,b,c)
<~ (r—0,Y— Yo0,2 — 20)-(a,b,¢) =0
— (z—mp)a+ (y—yo)b+ (2 —20)c=0
<~ axr+by+cz—axg— byy —czo = 0.

Il suffit donc de prendre ¢ = —azy — byy — czp. O

Proposition 32. Siax + by + cz +d = 0, avec a,b,c,d € R, est une équation cartésienne pour le plan
Pa iy ity alors (a,b,c) est un vecteur normal pour Py =, <, -

Démonstration. Puisque A € Py, w,, on a axg + byo + czo +d = 0 et donc d = —azo — byo — czp. Pour
tout point M = (z,y, z), on a

MePyw, v, = avrt+byt+cz+d=0
<~ ar+by+cz—arg—byys—czp=0
— alx—x0)+bly—yo)+c(z—20)=0
—
<~ (a,b,c) L AM.

3.3 Cercles

Soit A := (20, yo) un point de R? et r € R
Définition 33. On appelle cercle de centre A et de rayon r Uensemble C4 - := {M € R?|M est a distance r de A}.

Proposition 34. L’équation (z — x¢)? + (y — yo)> — r*> = 0 est une équation cartésienne de Cy,.

Démonstration. On a

M est & distance r de A

M= (z,y) —
— |JAM|? =
s
<~

[(x = z0,y — yo)||> —r* =0
(. —20)* + (y —y0)> —r* = 0.

Proposition 35. Le cercle C4,, est paramétré par R via

Cay= {(:co + 7 cos(6),yo + rsin(0)) ‘0 € R}.
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Démonstration. Considérons M € R? dont les coordonnées sont de la forme (zq+ 1 cos(6), yo +rsin(d)) avec
—
6 € R. Alors un calcul direct montre que ||AM||? = r2.
Réciproquement, considérons M = (z,y) € Ca,. On a alors (z — 20)?> + (y — y0)®> — r*> = 0 et donc
(x—a;o)Q + (y*yr))Q — 1.
T T

Mais alors (9”_—Ta"°)2 =1- (y;yo) < 1 et donc ’x 3:0‘ < 1. 1l existe donc 6 € R tel que & —50 = cos(6).

On a alors (y_Ty“)2 =1- (I:,I°)2 1 — cos?(f) = sin?(0) et de fait ¥ —0 = esin(d) avec ¢ = 1 ou
e = —1. On pose alors 6 := £0. On a alors & —%0 = cos(f) et =¥ = sin(f). On en déduit que (z,y) =
(zo + 7 cos(6), yo + rsin(6)). O

Remarque 36. On peut remplacer I'espace de parametres R par n’importe quel intervalle de largeur 27.

4 Barycentres

Soit (A;);cy- une suite de points de R? ou R? et (a);c. une suite de nombres réels.
Théoréme 37. Soit n € N* tel que Zai #£ 0. A 1l existe un unique point G tel que ZaiGAi =0.
j i=1

On a alors, pour tout point M, (Z%) m = ZaiAZ—M

Démonstration. On pose G le point tel que Alii =

n
s
- - E a;A1A;. On a alors, pour tout point M,
=1 "1
i=2

n

iaiG’—]% = ZO&ZG’—]%
i=1 i=1

i=1

= (iazG—Al)) + (i%ﬂ) < azAz )
i=1 i=1 i=1
= - (im) RJF <iaiAl > (ioﬁAv >
i=1 i=2 i=1
= —iaim + (imﬁ) + <iazm>
i=2 i=2 i=1
i=1

*_) ﬁ
En particulier, en prenant M = G, on obtient ZaiGAi =0.

i=1

Montrons 'unicité du point M. Pour cela, on suppose que le point G’ vérifie la méme propriété. On a alors

—
= < Z%‘AiG/ = ﬁ, et donc G = G". O
=t
Gx -0
Définition 38. Soit n € N* tel que ZO" # 0. On appelle 'unique point G vérifiant Zoz GA 0 le
=1 =1
barycentre des points Ay, --- , A, affectés des coefficients aq, - - - , ;. On le note Bar((Al, a1); 5 (Ap, an)).

Si tous les coeffcients sont égaux, on parle alors d’isobarycentre.
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Remarque 39. L’ordre des points A; et des coefficients «; n’importe pas. Seul importe la correspondance
entre points et coefficients, ainsi que la somme des coefficients, qui doit étre non nulle.

n
Proposition 40. Soit n € N* tel que Zai #0etAeR*. Ona
i=1

Bar((A1,1);- -+ (An, an)) = Bar((A1, Aar); -« -5 (An, Aaw)).

Remarque 41. La notion de barycentre est invariante par multiplication de tous les coefficients par un méme
scalaire. On dit que c’est une notion homogene en les coefficients. En particulier, quitte a diviser tous les
coeffcients par 2?:1 «;, on peut supposer que la somme des coefficients est égale a 1.

Démonstration. Cela provient de

S0l =T = Y raGA =T,
i=1 i

=1
et de 'unicité du barycentre. O
n+p n+p
Proposition 42. Soit n,p € N* tels que Zai #0 et Z a; #0. On a
i=1 i=n+1
n+p
Bar<(A1,0<1);"'%(AmOén)% (Bar((An+1,an+1)5"'?(An+paan+p))’ Z ai)) = Bar((A1, 1); -5 (Angp, ngp))-
1=n+1
Démonstration. On note G' = Bar((Ap41, ant1)i - (Antp, @ngp)). On a alors
n+p n n+p
0 > —  ——
S aGAi =T (ZaiGAi> + ( > ai(GE +G’Ai)>
i=1 i=1 i=n+1
n n+p n+p
s — e
= (ZaiGAZ) + ( > ai> GG + ( > G’AZ-)
i=1 i=n+1 i=n+1
n N n+p -
= < aiGAi> + ( > ai) GG
i=1 i=n+1
et I'unicité du barycentre permet encore de conclure. O

n

Proposition 43. Soit n € N* tel que Zai # 0. En notant, pour tout i € [1,n], (xs,y:) (resp. (zi,yi,2i))
i=1

les coordonnées de A; dans R? (resp. R?), on a

Bar((Al,al);~-~;(An,an)):( ZTL @ ST
=1 """ i=1 &

Z?:1 Q;T; E?:1 a;Y; Z?:l aizi> )

(resp. Bar((A1, on);- 3 (An, ) —( ST S S
i=1 % i=1 i i=1 i

n . . n . . n . . n . . n L
Démonstration. En notant G 1= ( Zist @it 2y v ns R? Doicg Qi Doy QiYi Doiog Qi ns
o e ) dans BT ou (S i, S San ) dans
n

, : . — =
R3, un calcul direct montre que 1’on a bien ZaiGAi =0. O
i=1
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5 Transformations du plan et nombres complexes

Chaque point du plan correspond & un nombre complexe. Toute transformation du plan peut donc étre vue
comme une application de C dans C. Le but de cette partie est de traduire sous forme complexe toutes les
transformation usuelles du plan.

5.1 Transformations fixant ’origine

Proposition 44. L’homothétie hy centrée en l'origine et de rapport k € R* correspond a lapplication
(z— kz2).

La rotation rg d’angle 8 € R autour de l’origine correspond a (z — €92).

La symétrie so par rapport & laze réel correspond a (z — Z).

—
Démonstration. Par définition, ’application hj envoie le vecteur OA sur le vecteur k@i Au nombre com-
plexe z, elle associe donc le nombre complexe kz.

—
L’application ry envoie, quant a elle, le point A sur le seul point B tel que OA et O? soient de méme
longueur et forment un angle 6. Cela signifie que |z4| = |z5| et que Arg (2—‘;) = Arg(zp) — Arg(z4) = 6. On
a donc z—f = ¢ et donc zg = €2 4.
L’assertion sur la symétrie axiale a déja été vue. O

Corollaire 45. La symétrie centrale sp autour de l’origine s’écrit z — —z.
La symétrie aziale sg par rapport a la droite passant par l'origine et formant un angle 6 € R avec l'axe réel
s'éerit (z — €%9%).

Démonstration. Que ce soit en interprétant sp comme une rotation d’angle m ou une homothétie de rapport
—1, on obtient le résultat.

1

Avec les notations ci-dessus, la symétrie sy peut se décomposer ' en sy = rgosgor_g. D’apres ce qui précede,

cela donne
—i0

2 s e 0,y e—if, — il 0 2i0—

F ewe zZ=e""7Z.
O]

Corollaire 46. Toute application de la forme (z — az) avec a € C* correspond a la composition d’une
homothétie et d’une rotation, toutes deux centrée en l’origine.

0 sous forme polaire. La multiplication par a peut alors étre décomposée en

0

Démonstration. On écrit a = re
d’abord une multiplication par 7, i.e. une homothétie de rapport 7, puis une multiplication par e
rotation d’angle 6. O

, 1.e. une

5.2 Transformation ne fixant pas nécessairement 1’origine

Proposition 47. Si w représente le vecteur U, alors la translation tw de vecteur o séerit (z = z4w).

Démonstration. Si la translation t envoie A sur B; c’est que /@ = 7 et donc que 2p — 24 = W. O

1. cela correspond & tourner le plan de sorte & rendre horizontale la droite par rapport a laquelle on veut faire la symétrie,
faire la symétrie et enfin remettre le plan & sa place en faisant la rotation inverse
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Corollaire 48. Soit A le point d’affize z4.
L’homothétie hay de centre A et de rapport k € R* s’écrit (z — kz+ (1 — k)za).
La rotation v 49 de centre A et d’angle 0 € R s’écrit (z — ez + (1 —e%)z4).

Démonstration. Dans les deux cas, on peut procéder de deux manieres.
lére méthode : dans l'esprit de la preuve du corollaire 45, on peut écrire la transformation comme la
composée de
1. la translation ¢ ;3 qui ramene A en l'origine ;
ii. une tranformation qui cette fois fixe I'origine ;
iii. la translation ¢53qui renvoie l'origine en A.
Dans le cas de I'homothétie, cela donne par exemple :

z = z—za v klz—z4) & k(z—za)+za=kz+(1—-k)za.

2nde méthode : on peut reprendre la démonstration de la proposition 44 en remplacant l'origine par A.
Dans le cas de la rotation, cela donne par exemple :

L’application 74 ¢ envoie le point M sur le seul point M’ tel que AM et AM’ soient de méme longueur

et forment un angle 6. Cela signifie que |zpr — za| = |2a — 28| et que Arg (%) = 6. On a donc
EM!ITRA 0 __ ,i0 _
P = e et donc zpp = e (zp — 24) + 24.

O

Corollaire 49. Toute application de la forme (z — az+b) avec a € C* et b € C correspond a la composition
d’une homothétie, d’une rotation et d’une translation.



