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Analyse 1

Planche 1 : Suites réelles

1 Suites numériques - Propriétés - Suites monotones

Exercice 1. Soient les suites définies par u,, = % et v, = #
1. Vérifier qu’elles sont bornées.

2. Montrer que leur quotient n’est pas borné.

Exercice 2. & Ecrire avec les quantificateurs la définition d’une suite divergente.

Exercice 3. Montrer qu’une suite d’entiers convergente est stationnaire a partir d’un certain rang.
Exercice 4. & Montrer que toute suite convergente est bornée.

Exercice 5. & Montrer que si (u,) est une suite arithmétique de premier terme a et de raison r,
alors u, = a+nr, Yn € N.

Exercice 6. & Montrer que si (uy) est une suite géométrique de premier terme a et de raison r,
alors u, = ar™, Vn € N.

Exercice 7. Soit (uy) une suite géométrique de premier terme a et de raison r # 1. On suppose
que a et r sont strictement positifs.

1. Montrer que u, >0, Vn € N.
2. Montrer que la suite (In(u,)) est une suite arithmétique de premier terme In(u,) et de raison
In(a).

1

Exercice 8. & Montrer que la suite (u,)nen définie par u, = (—1)" + - n’est pas convergente.

Exercice 9.
1. Ecrire avec les quantificateurs que la suite (uy,) vérifie lim u,, = +o0.

2. En déduire que si (uy) est une suite réelle qui tend vers +oo et (vy,) est une suite bornée, alors
leur somme est une suite qui tend vers +oo.

Exercice 10. Montrer que si une suite (u,) est convergente alors la suite (Ju,|) est convergente.
La réciproque est-elle vraie ?

Exercice 11. Montrer que la somme d’une suite convergente et d’une suite divergente est diver-
gente.

|

n!
Exercice 12. & Montrer que lim —- =0 en appliquant la définition de la convergence et en
n—oo N

précisant N, qui intervient dans cette définition.
Exercice 13. Les suites suivantes, sont-elles monotones ? bornées ? convergentes 7

(@) an = nD", (i) by = cos % (iii) ¢ = sin % (iv) dy = cos =,
n



1 SUITES NUMERIQUES - PROPRIETES - SUITES MONOTONES PLANCHE 1 - 2

n?2+2n+1

, n . 2"
nZ_3 (vi) fn = on’ (vii) gn = L (viii) hy = —.

(v) en =
Exercice 14. & A partir de la définition de la limite d’une suite, démontrer les égalités suivantes :

1)y on + 1
@ tim T2 0, @) im L 2o (i) tim In(inn) = oo,

n—oo N n—oo N+ 1 n—00

Exercice 15. Les suites suivantes sont-elles convergentes ?

(=nr
. n o n_ . o/nmw L 1
(i) an = (—=1)"n, (zz)bn—1+n+181n(2), (zm)cn—<1—|—n> .

Exercice 16.

1. Montrer que si la suite (a,,) est bornée et si la suite (b,) vérifie lim b, = 0, alors lim a,b, = 0.
n—oo n—oo

2. Calculer les limites suivantes :

N1 nooo. N o 1+240..4n
(1) nh_)rrolomsm(3n+1), (17) nh—>nolon3—_|_1

(sinv/n + 1 —siny/n).

cos(n!),  (iii) li_>m
n—oo

Exercice 17.

1. Montrer que si lim a, =, alors lim |a,| = |I|.
n—oo n—oo
2. Montrer que si a,, # 0 et lim |a,| = +o00, alors lim — = 0.
n—00 n—oo Qy,

Exercice 18. &

1. Soit (a,) une suite a termes non nuls et telle que lim,, ‘azf | = g. Montrer que si ¢ < 1, alors
lim a, = 0.
n—oo
2. Calculer les limites des suites suivantes :
2" y 2"n! (n!)?

(1) an = —,  (i0) bp = ——, (i) cn = (2n)]

Exercice 19. Pour tout n € N* on pose
n n n n

un:n2—|—1+n2—|—2+n2+3+”'n2—|—n

, 2 . )
Démontrer que pour tout n € N* on a < uy < ng—ﬂ En déduire la convergence de la suite

Exercice 20. Pour tout n € N* on pose

sin(1 sin(2 sin(3 sin(n
W, ) sy o)

_n-
n24n

Uy =

n n n n

En encadrant wu,, démontrer que la suite (u,) converge.

Exercice 21. [La constante d’Apéry]

Soit pour tout n € N*
11 1
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1. Déterminer la monotonie de la suite (u,)

2. Montrer que pour tout n € N* on a u, <2 — %

3. Justifier que la suite (u,) converge. Que peut-on dire de sa limite ?

Exercice 22. & Soient (u,) et (vy,) les suites définies tout n € N* par u, =1+ 51+ 3 + -+ +

1 n!
et v, =Un + 57-

1. Démontrer que (uy) et (v,) sont adjacentes.
2. En déduire que (u,) et (v,) convergent vers une méme limite.

3. En calculant uqg et v1g donner un encadrement de la limite commune de ces deux suites.

2 Calculs de limites

Exercice 23. & Posons us =1 — 2% et pour tout entier n > 3,

- (-2) (-8 (-2)

Calculer u,,. En déduire que 'on a limu,, =

—_

5.
Exercice 24. & Déterminer les limites lorsque n tend vers l'infini des suites ci-dessous; pour
chacune, essayer de préciser en quelques mots la méthode employée.

1 1 _1\n—1
1.1;—7;7;...;¢;...
23 n

2.2/1;4/3;6/5;...;2n/(2n —1); ...
3.023;: 0,233; ... 0,233--.3; ...

1 2 n—1
batat ot
5 (n+1)(n+2)(n+3)
. 3
o [LE345+ 4+ (@n-1) 2m+1
) n+1 2
L (1)
Tn—(—1)"

2n+1+3n+1
8§, ——

2n + 3n
9. (1/24+1/4+1/8+---+1/2") puis V2; \/2v2; \/2¢/2V2; ...
o, (1-tp oL G
’ 39 27 3"
11. (Vn+1-/n)
19. ns21n(n')

nc+1

1 1 22 32 N 2
13. Démontrer la formule 1422432+ . .4n? = 6n(n—|—1)(2n+1) ; en déduire lim S 3+ o :
n—oo n
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Exercice 25. Calculer les limites suivantes :

1)2 12— (n—1)2 241

@ tim OFD Gy PED =Dy g YRR Gy i 2SR
n—oo  2n? n—oo (n+1)2 + (n —1)2 n—oo n+1 n—oo 3n + sinn
i 437l 4 2. gn Ny LT2Hetno o T 1+447+...+(Bn-2)
O By e W) BT Ty = ’

1 1 1

(vid) lim L-2+43-4+.. =2 (i) lim Lty+itoto

n—o0 n?+1 noool4 i+ 14 4+

Exercice 26. Calculer les limites des suites suivantes :

(i) an=n—Vn2+5n, (i) by =Vn2+n—vn2—n, (i) ¢, = V/n* +n2— V/nt —n2,

‘ _Vn?+5-n _\/712—1—\/71—}— —Vn2—vn—-1 , I Ymon 2/ 1)
(w)dn—\/m_na (v) en = W_\/ﬁ ) (m)fn_\/( +1) \/< 1)2,

(vii) gn = #, (viii) hy = n(V/n3 +n —n).

V8n3 —n —n

Exercice 27. Calculer les limites des suites suivantes en appliquant le théoréeme des gendarmes :

(i)a,=V2-3"4+4-7, (i) b, = V3n+sinn, (iii)c, = \/Qn—i—( n) . () dy, = \nlgn::zw’

(v) e, = V/2n3 — 3n? 4 15, (vz)fn—\/l—i——i—...—i—, (vii) gn = V1F + 26 + . 4 nk.
n

2

3 Suites extraites. Valeurs d’adhérence. Limite sup, limite inf.

Exercice 28. & Soit (up)nen une suite de R. Que pensez-vous des propositions suivantes :
1. Si (up)n converge vers un réel | alors (ugy,)n €t (u2p+1)n convergent vers [.
2. Si (u2n)n et (u2nt1)n sont convergentes, il en est de méme de (uy)y.
3. Si (u2n)n €t (ugn41)n sont convergentes, de méme limite [, il en est de méme de (up)p.-

. . . . R 2nm
Exercice 29. Soit ¢ un entier au moins égal a 2. Pour tout n € N, on pose u,, = cos —.

1. Montrer que Vn € N, up g = up.

2. Calculer upq et upg+1. En déduire que la suite u, n’a pas de limite.

Exercice 30. & [Calcul des valeurs d’adhérence d’une suite]

1. Calculer les valeurs d’adhérence, la limite inf et la limite sup de la suite (u,) définie par

sin 2
() wn =5 S 4 (1),
(b) un = (=1)"(1+ 7).
(c) un = cos(%). Comparer I’ensemble des termes (valeurs) de cette suite avec I’ensemble
de ses valeurs d’adhérence.
(d) up = 12— E(I). Comparer 'ensemble des termes (valeurs) de cette suite avec I'ensemble
de ses valeurs d’adhérence.
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2. Introduire la notion de valeur d’adhérence pour une suite dans C. Déterminer les valeurs
d’adhérence de la suite complexe (z,) définie par

(a) 20 =" + (50" + (2)™"

(b) 2z = (FEBY 4o (—1 +i7) + .

Exercice 31. Soit (uy,) est une suite réelle croissante qui admet une suite extraite majorée. Montrer
que (uy) est majorée (donc convergente).

Exercice 32. & En utilisant des suites extraites, établir la divergence des suites suivantes :

u, =n~HED" 4, = cos(my/n), wn, = /n — E(v/n)

Exercice 33. & Montrer qu'une suite de nombres réels (u,) est non majorée si et seulement si
(up) admet une suite extraite qui diverge vers +oo.

Exercice 34. Soit (uy) une suite de nombres réels telle que les suites extraites (uap), (u2n+1) et
(usy,) convergent. Montrer que la suite (u,) converge.

Exercice 35. Soient (uy) et (v,) les suites définies par u, = " cos() et v, = 2L sin(4).

Calculer les limites supérieures et inférieures des suites (uy), (vpn) et (upn + vy).

Exercice 36. Déterminer les limites supérieures et inférieures des suites (u,,) et (v,) définies par
— n 1
{ (1 + 71“71)1?)1) si n=2p
Up =

p
(1+3)7 si n=2p+1.

Exercice 37. Montrer que pour toutes suites réelles bornées (u,) et (v,) on a

lim sup(u,, + v,) < limsup(u,) + limsup(vy,) -
n—oo n—oo n—oo

Est-ce que cette inégalité reste vraie pour les suites non-bornées ? Attention au cas lim sup(u,,) = oo,
n—oo

lim sup(vy,) = —oo.
n— oo

Exercice 38.
1. Soit (uy,) une suite convergente de R et soit [ sa limite.

(a) Montrer que si {n € N| u,, <[} est infini, alors (u,) admet une suite extraite strictement
croissante.

(b) Montrer que si {n € N| u,, > [} est infini, alors (u,) admet une suite extraite strictement
décroissante.

(¢) Que peut-on dire de la suite (uy,) siles deux ensembles {n € N| u,, < I} et {n € N|u,, > {}
sont finis ?

2. Montrer que toute suite dans R admet une suite extraite monotone.

3. Soit (up) une suite dans R. Montrer que toute valeur d’adhérence de (uy,) est la limite d’'une
suite extraite monotone.
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Exercice 39. Déterminer les limites inférieures et supérieures de la suite (u,) définie pour tout

n € N* par u; = 0, ug, = % et ugpi1 = % + ugy,.

Exercice 40. [L’ensemble des valeurs d’adhérence d’une suite bornée]
Soit (uy) une suite bornée et (v,) une suite convergente dont tous les termes sont des valeurs
d’adhérence de (uy,). Montrer que lim,,_,~, v, est aussi une valeur d’adhérence de (uy,).

Exercice 41. Soient (uy), (vn) deux suites dans K (ot K désigne I'un des corps R ou C). Notons
par A (respectivement B) l’ensemble des valeurs d’adhérence de (u,), respectivement (v,). En
utilisant les suites (uy, ), (v,) construire une suite (w,) dont I’ensemble des valeurs d’adhérence soit
AUB.

Exercice 42. [Suites bornées denses dans un intervalle]
Soit a €]0, co[. Pour € R posons ¢, (z) := min{z — ka| k € Z, ka < z} € [0, al.
1. Remarquer que pour ¢1(z) = x — E(x), puis ¢.(r) = a(Z — E(2)).

2. Supposons que a € Q.

(a) Montrer que I'ensemble V' des valeurs de 'application N — [0, a| définie par n — ¢4 (n)
est fini. Préciser le cardinal de cet ensemble.

(b) Montrer que ’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (¢4(n)) est ensemble fini V.

(c) Donner un exemple de suite bornée dans R qui a exactement 2014 valeurs d’adhérence.
3. Supposons que a € R\ Q.

(a) Montrer que I'application N — [0, a[ définie par n — ¢, (n) est injective.

(b) Montrer que la suite (¢4(n)) admet une suite extraite convergente dans [0, a].

(¢) Montrer que pour tout € > 0 il existe m, n € N tels que 0 < |pg(m) — @q(n)| < e.

(d) l’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (p4(n)) est [0, al.
4. Préciser 'ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (uy,) définie par u,, = sin(n).

5. Préciser I’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (v,,) définie par v,, = tan(n).

Exercice 43. [Suite bornée telle que limy, o0 (Un4+1 — upn) = 0]

1. Soit (uy,) une suite bornée de R telle que limy,, o0 (un4+1 — upn) = 0. Montrer que 1’ensemble

des valeurs d’adhérence de (u,) coincide avec U'intervalle |lim inf u,,, lim sup u, |.
Nn—00 n—00

2. Donner un exemple d’une suite suite bornée et divergente (u,) de R telle que li_>m (Upt1 — up) = 0.
n—oo

4 Suites récurrentes

Exercice 44. & Soit la suite (u,) définie par récurrence par : up > 2, upy1 = u2 — 2.
1. Montrer que u,, > 2 pour tout n € N.
2. On suppose que la suite (u,) converge. Quelle est sa limite [ 7
3. Montrer que la suite (u,) est croissante.

4. En déduire la nature de la suite (u,) (convergente ou pas).

Exercice 45. Soit f : R — R lapplication définie par f(x) = arctanx.

1. Montrer que f a un seul point fixe xg et préciser ce point.
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2. Est-ce que f est une contraction ?

3. Montrer que pour tout x € R la suite récurrente (u,) dans R définie par ug = =, up+1 = f(up)
converge Vvers I.

Exercice 46. Soient a, b € R avec a < b et f : [a,b] — [a,b] continue et croissante.
1. Montrer que la suite récurrente définie par ug = b et u, 41 = f(uyn), est décroissante.

2. En déduire que la suite (u,,) est convergente.

Exercice 47. [Méthode de Héron]
Soit @ > 0. On définit la suite (uy)n>0 par ug un réel vérifiant uy > 0 et par la relation

1 a
Un+1:§ Un+u7 .
n

On se propose de montrer que (uy,) tend vers /a.

1. Montrer que

2
Up+1 —a =

2. Montrer que si n > 1 alors u, > /a puis que la suite (u,),>1 est décroissante.
3. En déduire que la suite (u,,) converge vers /a.

4. En utilisant la relation u, 112 —a = (tny1 —+/@)(Un11++/a) donner une majoration de uy, 11 —+/a
en fonction de u, — v/a.

5. Si u; — /a < k et pour n > 1 montrer que

2n—1

- sl

6. Application : Calculer /10 avec une précision de 8 chiffres aprés la virgule, en prenant ug = 3.

Exercice 48. Soit f : R — R définie par f(z) = = + sin(x).
1. Faites le graphe de f,
2. Montrer que f([0,7]) = [0, 7].
3. Préciser 'ensemble des points fixes de f.
4

. Soit k € Z. Montrer que pour tout = € [2km, (2k + 1)7] on a = < f(z) € [2km, (2k + 1)7] et
pour tout = € [(2k+ 1)m, (2k +2)7] on a z > f(x) € [(2k + 1)7, (2k + 2)7].

5. Montrer que pour tout z € R la suite récurrente (u,(x)) associée & f de terme initial ug(z) = =
est convergente.

6. Etudier I’application F': R — R donnée par

F(z) := lim uy,(z) .

n—oo

Exercice 49. Soit a et b deux nombres réels strictement positifs. On définit les suites (uyp) et (vy,)
par ug = a, vo = b, et pour tout entier n > 0 les relations u, 11 = %(un +Up), Unt1 = %(Un_t'_l + vp).

1. Montrer que pour tout n € N, les nombres u,, et v,, sont positifs et inférieurs au max(a, b).
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2. Etablir une relation simple entre wp4+1 — vpy1 €t uy — vp, et en déduire 'expression de u, — vy,
en fonction de n.

3. Montrer que les suites (uy) et (vy,) ont une limite commune [.

4. Etudier la suite (uy, + 2v,) et en déduire la valeur de I.

Exercice 50. Soient a, b € R tels que 0 < a < b. Posons ag = a, bg = b et pour n > 0

2a,bn,

apn+1 = ——5—
n an + by

1
s bn+1 = §(an + bn)

1. Montrer que les suites (a,) et (b,) convergent et ont la méme limite ! que l'on calculera en
fonction de a et de b.

2. Montrer que pour tout n € N on a

(bn - an)Q
b —a =
En déduire que pour tout n > 0 on a 0 < (bpy1 — apt1) < W et (b, —an) < 4a (%7“)271.

3. Application : trouver une valeur approchée de v/2 & 10™* pres.

4. Pour ag = 3, by = 5 calculer les valeurs exactes de as et by et en déduire un encadrement de
v/ 15 par deux rationnels.

Exercice 51. On considere la suite (u,) définie par uy = 0,5 et pour tout n € N u,11 = n%rQe“”.
Montrer par récurrence que pour tout n € N on a 0 < u, < 1. En déduire que pour tout n € N on
a Upt1 < ﬁ, puis la convergence de (uy,).

Exercice 52. On considere la suite (u,) définie par ug = 5 et pour tout n € N w,11 =2 — e .
Démontrer par récurrence que (uy,) est positive et décroissante. Conclure...

Exercice 53. & [Récurrences d’ordre 2]
Soient a € R, b € R\{0} et (u,) une suite dans R satisfaisant la relation de récurrence w2 = aup+1 + buy,.
L’équation caractéristique associée a cette relation de récurrence est 12 — ar — b = 0.

1. Montrer que :
(a) La suite (u,) est déterminée par les deux premiers termes ug, u1.

(b) Sil’équation caractéristique a deux racines réelles distinctes r1, ra, alors le terme général
de la suite (uy) est donné par u, = Ar{ + pry, ou A, u sont des constantes réelles.

(c) Si 7o est une racine double de I’équation caractéristique, alors le terme général de la
suite (up) est donné par u, = (A + pn)r{, ou A, u sont des constantes réelles.

(d) Si '’équation caractéristique a deux racines complexes 11 = pe?, ri = pe=® alors le

terme général de la suite (u,) est donné par u,, = p™ (A cos(n#)+ psin(nd)), ou A, u sont

des constantes réelles.

2. Dans chaque cas déterminer les constantes A, o en fonction de ug, w1. Indication : Si l’équation
caractéristique a deux racines complexes et p = 1, utiliser l’exercice 3.

3. Dans chaque cas étudier la convergence de la suite (u,).

4. Application : Soit (u,) une suite de Fibonacci, donc une suite qui satisfait la relation récurrence
Up+2 = Up+1 + Up. Donner la formule du terme général en fonction des termes initiaux ug,
up. Pour quelles paires (ug,u;) € R? la suite de Fibonacci associée est convergente ?
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Exercice 54. On considere la suite récurrente définie par u,11 = f(u,) ou f(z) = 22 + = et
U > 0.

1. Etudier f et le signe de f(z) — z. Quelles sont les limites possibles de (u,) ?

2. On suppose de plus que uy < 0,25. Montrer que u,, € [0;0,25] pour tout n € N, puis que (uy,)
est croissante. Conclure.

3. On suppose cette fois que ug € [0,25;0,75]. Montrer que (u,) est décroissante et minorée.
Conclure.

4. On suppose cette fois que ug > 0, 75. Montrer que (uy,) est croissante. Conclure.

Exercice 55. Soit f: R% — R* définie par f(z) =1+ % On considere la suite récurrente définie
par up4+1 = f(uy) et ug = 1.
1. Montrer que l'intervalle [1, 3] est stable par f. Que peut-on en déduire pour la suite (u,)?
Quel est le sens de variation de f sur Uintervalle [1,3]?
2. Montrer que la suite (ug,) est croissante et que la suite (uz,+1) est décroissante.
3. En déduire que (u2,) et (u2n,+1) sont convergentes et déterminer leur limite respective.

4. Quelle est la nature de la suite (uy,)?

Exercice 56. & [suite arithmético-géométrique]
Soit la suite (uy,) définie par u,4+1 = au, +boua € R\ {0,1} et b € R.

1. Quelle est la seule limite possible [ de la suite (u,) ?

2. Soit (vy,) la suite définie par v, = u,, — . Démontrer que (v,) est géométrique. En déduire la
convergence de la suite (uy,).

Exercice 57. Soient a et b deux réels, a < b. On considere la fonction f : [a,b] — [a, b], supposée
continue et monotone, et une suite récurrente (uy,), définie par :

up € [a,b] et Vn e N, upt1 = f(uy).

1. On suppose que f est croissante. Montrer que (uy,),, est monotone et en déduire sa convergence
vers une solution de I'équation f(z) = x.
2. Application :
4u, +5
up=4 et YneN, u = —.
0 n+1 Uy - 3
3. On suppose que f est décroissante. Montrer que les suites (u2y,)n €t (42,+1)n SOnt monotones et

convergentes.

4. Application : ug = % et Vn €N, upi1 = (1—uy,)?

Calculer les limites des suites (u2n)n €t (U2n+1)n-
5 Suites de Cauchy

n—1
Exercice 58. Soit (u,) une suite dans R telle que la suite (v,,) de terme général v,, = Z |ups1 — ug

k=0
est bornée. Montrer que (vy,) et (u,) sont convergentes.
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Exercice 59. Montrer en utilisant le critere de Cauchy que la suite v, = 1 + % + % +---+ % est
divergente.

Exercice 60. On considere une suite de nombres réels (uy) tels que pour tout n € N* on a
|tnt1 — tn| < Ek|tup — up—1|. Montrer a ’aide du critere de Cauchy que (uy,) est convergente lorsque
k€ 0,1].

Exercice 61.

1. Démontrer par récurrence sur p que pour tout p € N* et pour tout n € N on a

1 1 1 1 1
<

+ toh——— < .
(n+1)2  (n+42)2 (n+p?2 " n n+p

n
2. Montrer que la suite (u,) donnée par u, = — est une suite de Cauchy.

k2
k=1

Exercice 62. Montrer, en utilisant la défintion, que

1. la suite (u,,) définie par u, = (;BI" n’est pas de Cauchy.
2. la suite (uy,) définie par u, = w est de Cauchy.
Exercice 63. Soit x € R fixé. Montrer que la suite (u,) définie par u,, = E(ll(?: 2) 3 valeurs ration-

nelles converge vers x. En déduire que tout nombre réel (en particulier tout nombre irrationnel) est
la limte d’une suite de Cauchy & valeurs dans Q. Qu’est-ce qu’on peut dire de la suite (uy,,) lorsque

1. x est un nombre décimal (donc un nombre possédant un développement décimal limité) ?
2. x €Q7?

Exercice 64. Montrer que la suite (u,) définie par

n

Vn € N*, un:Z

1
h1@+gw

est de Cauchy.

6 Exercices complémentaires

Exercice 65. Soit (u,) une suite de nombres réels qui vérifie :

n-+p

vna pEN*7 0<“n+p<
np

Montrer que (uy,) converge vers 0.

Exercice 66. Calculer, suivant les valeurs de z, la limite des suites (uy,), u, = (cos(x))"™, = € R,
et (vy), vy, = cos(nlmzx), z € Q.

Exercice 67. Soit (u,) une suite de nombres réels. Une telle suite possede la propriété P1 (resp.
P2) 'l existe un indice h (resp. k) tel que up = sup,,cy un (resp. up = infp ey uy).
Montrer que si la suite (u,) est convergente, elle possede au moins I'une des propriétés P1 ou P2.
Donner un exemple de suite convergente qui possede les deux propriétés P1 et P2.

Exercice 68. & [Le nombre e comme limite d’une suite]
Soit (2 )nen- la suite dans R définie par z,, = (14 1)". Montrer que :
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b= (=) (=) (1= 2) s A1) (1-2) (1= 20)]
La suite (z,,) est croissante,

Pour tout n EN*ona @, <1+ 4+ g +... 53 =2 om

La suite (z,,) est bornée par 3.

La suite (zy,) est convergente. Soit ¢ la limite de cette suite.

Pour tout ne Nonal >3 %

La suite (s,,) de terme général s,, = > _, 7 est convergente et £ = lim sp,.

NS ok W N

8. {= liH(l) (1+ u)% au sens des limites de fonctions.
u—
9. l=e.
1 n
10. Calculer lim <1 — ) .
n—o00 n

Exercice 69. Soit (u,) une suite de réels positifs telle que pour tout n € Non a uy,42 < %(un + Upt1)-
Montrer que (u,) converge. Indication : On pourra commencer par étudier la monotonie de la suite
de terme général vy, = max(Up4+1, Up ).

Exercice 70. Soit (u,) une suite bornée telle que, pour tout entier n > 1, uy < 5(Up—1 + Upt1).
Montrer que la suite (u,,) converge. Indication : étudier d’abord la suite (vy,) définie par vy, = Up — Up—1.

Exercice 71. [Théoreme de Cesaro]

1. Montrer que si une suite (uy, )nen+ converge vers £, elle converge aussi en moyenne arithmétique
vers /, c’est-a-dire que la suite (z,,) de terme général z,, = W converge aussi vers
0. Indication : Traiter d’abord le cas £ = 0 puis s’y ramener en considérant la suite (vy,) de
terme général v, = u, — L.

2. La réciproque est-elle vraie 7 Donner un exemple.

3. Montrer que si limy, o0 tup = +00 (o limy,—y 00 4, = —00), alors la suite (z,,) de terme général
Ty = w a la méme propriété.

4. Soit (u,) une suite monotone. Montrer que (u,) converge vers ¢ si et seulement si la suite
(zn) de terme général x,, = “Huzttin converge vers (.

Exercice 72. Soit (uy)nen+ une suite de R% qui converge vers £. Montrer que lim {/ujus - u, = /.
n—o0

Indication : Réduire le probleme au théoréme de Cesaro en utilisant la fonction In. Attention au
cas £ = 0. Est-ce que le résultat reste vrai si lim = 4o00?
n—oo

Exercice 73. [Théoréme des intervalles emboités |
Soit (I,) une suite d’intervalles fermés I, = [a,, b,] telle que pour tout n € N on a I, 11 C I,.

1. Montrer que NpenI, # 0.

2. Quelle condition doivent satisfaire les suites (ay,), (b,) pour que l'intersection Nyenl, # 0 ait
un seul élément ?

3. Est-ce que le théoréme similaire est vrai dans Q (donc si on remplace les intervalles fermés
de nombres réels par des intervalles fermés de nombres rationnels) ?



