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COURS
APPLICATIONS

1 Définitions

Définition 1. Une application, c’est la donnée de trois choses :

1. un ensemble de départ A;
2. un ensemble d’arrivée B ;
3. un processus qui associe individuellement un élément de B & chacun des éléments de A.

Remarque 2. La notion de processus évoqué dans le troisieme point est une “simplification” de la vraie
définition. Formellement, il s’agit d’un sous-ensemble F C A x B vérifiant la propriété suivante : Va €
A, € B, (a,b) € F. Cela permet de définir I'image de a € A comme étant cet unique b € B. Mais pour
une premiere approche, il n’est toutefois pas forcément nécessaire de se perdre dans ce formalisme.

Graphiquement, on peut se représenter une application comme ceci :

A x— f(z) B

Les ensembles de départ et d’arrivée sont représentés comme des sacs ouverts vus de dessus, laissant ainsi
apparaitre leurs éléments comme des points. Le processus de transformation, par des fleches qui relient
chaque point de I’ensemble de départ & son point image. Par construction, il y a donc une unique fleche
qui part de chaque point de ’ensemble de départ. Du point de vue de ’ensemble d’arrivée, par contre,
plusieurs fleches peuvent pointer au méme endroit, et certains points peuvent ne pas étre pointé du tout.

Notation 3. Une application f sera notée :
A — B
z — f(z)
ot A est ’ensemble de départ, B ’ensemble d’arrivée et, pour tout x € A, f(x) est I’élément de B associé

ax.

Le processus de transformation pourra étre donné
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de maniere exhaustive : par une formule : par un mélange des deux :
a,b,c} — Z
{ } R R R - R
a = 1 } .
f: b = 5 g: e h: >0 — sin(z) .
— —x
z ? T¥a? <0 — x
c — 1

Dans le dernier cas, on pourra aussi écrire
R — R

h: N sin(z) six>0
T six <0

Parfois, la définition de la transformation (x — f (x)) pourra s’avérer plus sophistiquée. On pourra par

exemple rencontrer
N — 10,1]

b: I'unique solution entre 0 et 1
n = , .
de 'équation t” +¢t —1=10
Il arrivera que le processus de transformation ne soit pas donné explicitement. On notera alors f : A — B.

Dans le cadre des fonctions réelles (i variable et valeurs réelles), il arrivera également que les ensembles
de départ et d’arrivée soient sous-entendus ou laissés a la discrétion du lecteur. On pourra alors écrire
(x — f(ac)) Dans ce cas, on sous-entendra que ’espace d’arrivée est R, et que I’espace de départ est le
domaine de définition de f, c’est-d-dire le plus grand sous-ensemble I C R tel que f(x) soit défini pour
tout z € 1.

Ezxemples 4.
e Le domaine de définition de (;v — \/5) est R;.
e Le domaine de définition de (;v — %) est R*.
e Le domaine de définition de (z — tan(z)) est U |—Z +km, 2 + kn|.
kEZ
Pour toute application f : A — B, il est toujours possible de réduire A et de ne plus considérer ’appli-
cation que sur un sous-ensemble A" C A. On parle alors de la restriction de f a A’, que I'on note fj4

mais que l'on continuera parfois, par abus de notation, a noter f. A l'inverse, il est également toujours
possible d’étendre I’espace d’arrivée a tout ensemble qui contient B.

Voici quelques exemples d’applications importantes.

e Les fonctions réelles usuelles, par exemple :
Ry — Ry R* — R* R — R

x  — xr — = x +— sin(z)

e Les opérations usuelles sur les ensembles de nombres, par exemple :

NxN — N QxQ — Q RxR* — R CxN" — C

(n1,m2) +— ny+ng (x1,22) +— T122 (x1,29) — & (z,n) +—

n
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2 Opérations

Lorsque cela est bien défini, on peut vouloir effectuer deux processus de transformation successivement :

Définition 5. Soit f: A — B’ et g: B — C deux applications telles que 1’espace d’arrivée B’ de f
soit inclu dans I'espace de départ B de g. On définit alors l’application composée g o f par

A — C

of .
! x — g(f(x))

La composition g o f consiste a appliquer f puis g. L’ordre semble inversée dans la notation g o f mais
cela correspond au sens de lecture dans g( f (a?)) La condition B’ C B est essentielle pour que I'image
par g de f(z) ait toujours un sens.

Graphiquement, chaque fleche de go f correspond au recollement d’une fleche de f avec une fleche de g :

A z—(go f)(z) C

Ezemples 6.

e Sil’on consideére f : {véhicule motorisé} — {plaque d’immatriculation} et g : {plaque d’immatriculation} —
{départements}, alors g o f associe & tout véhicule son département d’imatriculation.

e Si f,g : R — R sont définies, pour tout x € R, par f(z) := 1+ 22 et g(x) := z + cos(z), alors
(go fi(z) = (1 + 22 + cos(1 + x2)) L’expression de g o f s’obtient en remplagant = par f(x) dans
I’expression de g.

e Si f est une fonction réelle et g 'application (x — %), alors go f est I'application (x — ﬁ) Mais
attention, g n’est définie que sur R*, donc pour que cela ait un sens, il faut absolument que f ne
s’annule pas.

Si f,g: A — B sont deux applications et que B est munie d’une opération % (on pourra penser & B =R

A — B

et x = 4+ ou .), alors on peut définir f * g: . Notamment dans le cas réel, cela
z — f(z)*g(x)

permet de définir les opérations suivantes :

Définition 7. Pour toutes fonctions f: I — R et g: J — R, on définit

e lasomme f+g:INJ— Rpar (f+g)(z):= f(x) +g(x);
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e le produit f.g: INJ — R par (f.g)(x) := f(x)g(x).

Sauf tres rares exceptions, toutes les fonctions réelles que 'on considérera dans ce cours s’exprimeront
a l'aide des fonctions usuelles et des opérations +, ., ¢ : (:L' — %) et o. Par exemple, la fonction f :

(x — %) peut se décrire comme ( exp + cos o\f) X (tolno(Id.Id)). Une telle décomposition est

essentielle pour déterminer le domaine de définition. Dans cet exemple, le produit n’est défini que si les
deux composantes sont définies ;

e la composante de gauche est une somme qui n’est définie que si chacun des termes est définies :

> le terme de gauche est exp, définie pour tout x € R;
» le terme de droite est la composé de cos avec Ve qui n’est définie qu’en les = € R tels que
Ve soit définie en z, il faut donc z € R, ;

— cos soit définie en /x, ce qui ne donne pas de condition ;

e la composante de droite est la composé de ¢ avec Ino(Id.Id) qui n’est définie qu’en les x € R tels
que

> lno(Id.Id), la composé de In avec Id.Id, soit définie en x, c’est-a-dire tels que

— le produit de Id par elle-méme soit définie, ce qui ne donne pas de condition ;
— In soit définie en 22, c’est-a-dire tels que 2 > 0 ou encore x # 0;

> . est définie en In(z?), c’est-A-dire tels que In(z?) # 0, ce qui donne x2 # 1 ou encore x # +1.

Au final, pour que f(z) soit définie, il faut que x € Ry, = # £1 et  # 0. On en déduit que le domaine
de définition de f est ]0,1{U]1, +o0].

3 Propriétés
Dans cette section, nous allons nous intéresser aux différentes configurations possibles de fleches par
rapport aux points de ’espace d’arrivée. Mais avant cela, donnons la définition suivante :

Définition 8. Soit f: A — B une application. On appelle antécédent de y € B par f tout élément
x € A tel que f(x) =y.

3.1 Injectivité

On veut interdire les configurations o plusieurs fleches pointent vers le méme point.

Définition 9. Une application f: A — B est dite injective si

Vr,y € A, f(z) = fly) =z =y.

La condition ci-dessus indique que si deux fleches arrivant au méme point partent nécessairement du
méme point, il s’agit donc de la méme fleche. Autrement dit, il ne peut pas y avoir deux fleches qui
pointent vers le méme point. Une fagon de reformuler cela est de dire que tout point de 'espace d’arrivée
possede au plus un antécédent par f. Notons que si un point de B n’a pas d’antécédent, alors il ne peut

pas étre écrit sous la forme f(x) et la condition ci-dessus n’indique rien & son sujet. Ce cas n’est donc
pas interdit.
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Méthodologie : Pour montrer qu'une application f: A — B est injective, on pourra revenir a la
définition et considérer deux points x et y (potentiellement égaux ou non) de A tels que f(z) = f(y) et
manipuler cette derniere égalité pour montrer que cela implique = = y.

Pour montrer qu’elle n’est pas injective, il suffira d’exhiber deux points distincts ayant la méme image.

Ezemples 10.

R\ {1} — R

1. L’application f: est injective. En effet, considérons z,y € R\ {1} tels que
T — Lﬂ
f(z) = f(y). On a alors
1 1
T 1= L—’—l = (z+1)(y—1) = (y+1)(z—1) = zy+y—z—1=yz+r—y—-1=2y=2x =z =y.
T — Yy —
R — R
2. L’application g: n’est pas injective car g(—1) = g(1).
r — x?

A : L’injectivité ou la non injectivité d’une application dépend fortement de son espace de départ, et

pas seulement du processus de transformation. En effet, on a vu que g ci-dessus n’est pas injective, mais
Ry — R

IR, : ) lest. De maniere générale, en en considérant une restriction, toute application peut
—

étre rendue injective : il suffit d’enlever de I'espace de départ tous les antécédents surnuméraires. Notons
toutefois que cela génere un choix arbitraire ; en effet, gr_ est également injective.

Voyons maintenant un critére simple d’injectivité.

Définition 11. Soit A, B C R deux sous-ensemble de R et f: A — B une application
On dit que f est croissante (resp. décroissante) si, pour tout z,y € A, x > y = f(x) > f(y) (resp.

flx) < f(y))-

On dit que f est strictement croissante (resp. strictement décroissante) si, pour tout z,y € A, x > y =

f(@) > f(y) (resp. f(x) < f(y))-
On dit que f est monotone (resp. strictement monotone) si elle est croissante ou décroissante (resp.
strictement croissante ou strictement décroissante)

Proposition 12. Toute application strictement monotone est injective.

Démonstration. Raisonnons par contraposé en montrant que si @ # y, alors f(z) # f(y). En effet, si
x # y, alors > y ou x < y. Quitte a intervertir leurs roles, on peut supposer que = > y. Mais alors si f
est strictement croissante, on a f(z) > f(y) et si f est strictement décroissante, on a f(x) < f(y). Dans
les deux cas, on a f(x) # f(y). O

3.2 Surjectivité

On veut interdire les configurations ou des points de ’espace d’arrivée ne sont pointés par aucune fleche.

Définition 13. Une application f: A — B est dite surjective si
Yy e B,z € A,y = f(x).
Une facon de reformuler cela est de dire que tout point de espace d’arrivée possede au moins un

antécédent par f. Notons que la condition ci-dessus n’interdit pas I'existence de plusieurs fleches pointant
vers le point considéré. Les notions d’injectivité et de surjectivité sont donc indépendantes.
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Méthodologie : Pour montrer qu'une application f: A — B est surjective, on pourra donner, pour
tout yo € B, une solution a 'équation f(x) = yo.

Pour montrer qu’elle n’est pas surjective, il faudra exhiber une valeur yo € B donné telle que I’équation
f(x) = yo n’a pas de solution.

Ezxemples 14.

R — [1,400]
1. L’application f: est surjective. En effet, pour tout yg > 1, on a
T 1+ a2

V1+a? =y

=
& 1+ =ydcaryy>1>0
<~

f(@) =wo

:cQZy(Q)fl

& z=4y/y2 —lcaryl —1>0.

Il y a donc au moins une solution (dans ce cas, il y en a méme deux).

R — R
2. L’application g: n’est pas surjective car, yg = —1, ’équation z2 = yy = —1 n’a pas
r — a?
de solution.

A : La surjectivité ou non d’une application dépend fortement de ses espaces de départ et d’arrivée, et
pas seulement du processus de transformation. En effet, on a vu que g ci-dessus n’est pas surjective, mais
R — Ry _ 1,400 — Ry
g: Pest et g1, ool : ne ’est plus.

r — a2 x — 22

Voyons maintenant comment transformer toute application en application surjective.

Définition 15. Pour tout application f: A — B, on définit 'image de f, notée Jm(f), par Jm(f) :=
{y € B‘El:v eAy= f(a:)}

A : il ne faut pas confondre I'image de f et I'image f(x) de = par f. Le second est un élément de
I’espace d’arrivée tandis que le premier est un sous-ensemble de I'espace d’arrivée. C’est le sous-ensemble
des éléments qui ont au moins un antécédent. Les propositions suivante sont donc immédiates.

Proposition 16. Une application f: A — B est surjective si et seulement si B = Jm(f).

. A — Jm(f)
Proposition 17. Pour toute application f: A — B, Uapplication f: est surjective.
z — f(2)

A : Lorsque f n’est pas surjective, 'application fest différente de f car elles ne possedent pas le méme

ensemble d’arrivée. C’est pourquoi on utilise une notation (légerement) différente. Il arrivera cependant
que, par abus de notation, on utilise la méme notation, méme apres modification de I’espace d’arrivée.

3.3 Bijectivité
Définition 18. Une application f: A — B est dite bijective si elle est injective et surjective.
D’apreés les sections précédentes, une fonction f est bijective si tout point de I'espace d’arrivée de f possede

au plus et au moins un antécédent par f. Cela revient a dire qu’il possede exactement un antécédent par
f. On a donc :
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Proposition 19. Une application f: A — B est bijective si et seulement si

Yy e B,z € A,y = f(z).

Méthodologie : Pour montrer qu'une application f: A — B est bijective, on pourra bien sir montrer
qu’elle est injective et indépendemment qu’elle est surjective. Une autre possibilité sera de montrer que,
pour tout yo € B, ’équation f(z) = yo posséde une unique solution x dans A.

Pour montrer qu’elle n’est pas bijective, on pourra ou bien exhiber une valeur yy € B telle que I’équation
f(x) = yo n’a pas de solution, ou bien deux valeurs distinctes z; # x5 € A tels que f(z1) = f(x2).

RA{1} — R\{2}

Ezxemple 20. f: est bijective. En effet, pour tout yg # 2, on a
ro—
fl@)=y & 2t =y,
& 2x+1l=y(x—1) carx#1
& 14y =x(yo —2)
& x= % car yo # 2.

Pour tout yo € R\ {2}, il y a donc exactement une solution et f est bijective.

Remarque 21. En étudiant I'injectivité, la surjectivité ou la bijectivité d’une application f: A — B, on
se pose les questions suivantes :

Injectivité Surjectivité Bijectivité
L’équation f(z) = yo L’équation f(z) = yo L’équation f(z) = yo
peut-elle avoir plusieurs solutions ? a-t-elle toujours des solutions ? a-t-elle toujours une unique solution ?

On s’intéresse donc toujours a la méme équation, mais en se posant des questions différentes.

Nous avons vu qu’une application strictement monotone est injective et que, quitte a modifier ’espace
d’arrivée, on peut la rendre surjective. Il s’ensuit le résultat suivant :

Proposition 22. Une application strictement monotone est une bijection sur son image.
Par ailleurs, il sera vu au second semestre, dans I'UE “Analyse I” que :
e une application dérivable sur un intervalle et dont la dérivé ne s’annule pas est strictement mono-
tone;

e une application dérivable est continue;

e l'image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.

De tout cela, on déduit que :

Proposition 23. Si I C R est un intervalle et f: I — R une fonction dérivable sur I avec f'(x) # 0
pour tout x € I, alors Jm(f) est un intervalle J CR et f: I — J est une bijection.
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De plus, J n’est déterminé que par les bords a < b de I dans le sens ot

[£(a), f(b)]

I fermé en b

%uvert %
[f(a)Jimsz f(m)[

Ifermé en a

%}er en a S ] limx—m, f(x)v f(b)]
f/>/ \ /Ijerme en b
\

I ouvert en b
ST limy g £(@), i,y £(o)]

[£(6), f(a)]

/Ifermé eK
I ouvert en b
Ifermé K e\ } lim, f(ﬂ?), f(a)]

f'<0

Touvert en a __— [f(b), HmeG f(I) [

/Ifermé en b
ﬁuvert nb
\]

limg, sy f(2),limg 4 f(2) [

Remarque 24. La conclusion de la proposition précédente reste vraie si f’ s’annule en un nombre fini de
points mais sans jamais changer de signe.

Ezemple 25. L’application f : x +— /1 + x? est dérivable sur Ry avec f/(z) = =z = 0 ne s’annulant

qu’en 0. De plus, on a f(0) = 1 et lim,_, o = +00. On en déduit que f : Ry — [1, +00[ est une bijection.
A : le raisonnement ci-dessus ne fonctionne que sur R, et, en effet, quand bien méme elle est définie

sur R, f n’est pas une bijection de R dans [1, +oo].

Nous terminons cette section par la remarque qu’il est toujours possible de modifier les espaces de départ
et d’arrivée d’une application pour la transformer en une bijection sur son image. A titre d’exemple, la

R — R - Ry — Ry
fonction f: n’est absolument pas une bijection, mais f: lest.
r — 2? r — a2

4 Application réciproque

Dans cette section, nous considérons une application f: A — B bijective.
Notation 26. On appelle fonction réciproque de f, notée f~!, I'application
B — A
A l'unique = € A
4 tel que y = f(x)

On remarquera que la condition “f bijective” est essentielle si on veut que le x tel que y = f(x) soit bien
définie de maniére unique.
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Graphiquement, une application réciproque est obtenu en renversant les fleches de la fonction initiale.
En effet, le fait qu’une application soit bijective signifie que tout point de I'espace d’arrivée possede une
unique fleche pointant dessus. En la remontant, on tombe sur I'unique antécédent du point en question :

A z— f(z) B A y— f(y) B

Parcourir successivement une fleche dans les deux sens mene alors a la propriété suivante :

Proposition 27. On a f~'o f = Ida, cad f—l(f(;p)) = 2 pour tout * € A, et fo f~' = 1dg, cad
f(f7'(z)) = = pour tout x € B.

Démonstration. Par définition et pour tout yo € B, f~1(yo) est 'élément z € A tel que f(x) = yo. On a
done f(f~"(y0)) = o-

De plus, pour yo = f(xg) avec zp € A, on a également, par unicité de la solution de I"équation f(x) = yo,
que f~*(f(z0)) = o O

Réciproquement, on a :

Proposition 28. Soit g: A — B et h: B — A deux applications tels que hog=1ds et goh =1dp.
Alors g est bijective et g~ = h.

Démonstration. Montrons que g est injective : soit z,y € A tels que g(z) = g(y). On a alors h(g(x)) =
h(g(y)), cad z = y.

Montrons que g est surjective : soit y € B, on a g(h(y)) = y donc h(y) est un antécédent de y par g.

L’application g est donc bijective et le dernier argument montre méme que h(y) est bien l'unique
antécédent de y par g, cad g~ (y). O

Remarque 29. Une application réciproque est définie par la résolution d’équations, & savoir f(x) = yo.
Lorsqu’aucune solution explicite (c’est & dire décrite a l'aide de fonctions connues au préalable) de ces
équations n’est connue, cela nécessite d’introduire une nouvelle fonction. C’est le cas de la fonction “racine

R+ — R+

carrée” définie comme la réciproque de 5 - A contrario, il peut arriver qu’une fonction
x

H
réciproque puisse étre décrite explicitement. Dans ’exemple les calculs menés montre que f~1(y) =
1ty
y—2"°

Remarque 30. L’application réciproque échange le role des espaces de départ et d’arrivée ainsi que les
notions d’image et d’antécédent. De fait, dans le cas réel, le graphe de f~! est obtenu & partir de celui de
f en faisant la symétrie par rapport a la droite diagonale croissante d’équation y = = car cette symétrie
échange les axes des abscisses et des ordonnées tout en respectant le signe de chacun.
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