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Introduction a I’analyse

MEMENTO
FONCTIONS USUELLES

1 Exponentielle et dérivés

1.1 Logarithme

Definition

On appelle logarithme (népérien) 'unique fonction In: RY —s R dérivable sur R* , vérifiant In'(z) = %
pour tout x € R% et In(1) = 0.

On appelle logarithme décimale I'unique fonction In: R} — R dérivable sur R, vérifiant In'(z) = %

pour tout x € R% et In(10) = 1.

A : dans certains livres, la notation log pourra étre utilisé pour le logarithme népérien et Log pour le
logarithme décimal. Vérifiez toujours la définition.

Dérivé et primitives Limites
— lim 1 =—
Domaine de dérivabilité : R? Jirg, In(e) = —oo
Dérivé : x — L — Jim In(z) = oo
Primitives : z — z(In(z) — 1) + c avec c € R — il_% z%In(z) = 0 pour tout a > 0
In(z
— lim (z) = 0 pour tout o >0
rz—oo ¢

Valeurs particulieres

— In(1)=0
— In(e) =1 avec e la constante de Néper

Graphe 39




1 EXPONENTIELLE ET DERIVES 2

Propriétés

— In est bijective de R} dans R

— In(ab) = In(a) + In(b) pour tous a,b € R,

— In (1) = —1In(a) pour tout a € R%

— In(a") = nln(a) pour tout a € R’ et tout n € N

1.2 Exponentielle

Definition

L’application exponentielle est définie comme la réciproque exp := In~!

logarithme.

: R — R% de I'application

Selon les livres, on pourra lui trouver, de maniére équivalente, les définitions suivantes :
— l'unique fonction définie et dérivable sur R dont la dérivé est égale a elle-méme et valant 1 en 0;
— l'unique fonction continue sur R transformant une somme en produit et valant la constante d’Euler

en 1;
oo xn
— la fonction sur R définie pour tout € R par exp(z) = E —
n!
n=0

Du fait de I'égalité entre ces deux fonctions, on note souvent e®, avec e la constante de Néper, pour
exp(x).

Dérivé et primitives Limites

Domaine de dérivabilité : R o Q:EI—noo exp(z) =0

Dérivé : x — exp(z) — lim exp(z) = oo

T—>0o0
Primitives : x — exp(x) 4+ ¢ avec ¢ € R — xgl;noo z® exp(z) = 0 pour tout a >0
exp(z
— lim L():oopomrtouta>0

. o r—oo ¢
Valeurs particuliéres

— exp(0) =1
— exp(1l) = e avec e la constante de Néper
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Propriétés

— exp est bijective de R dans R*

— exp(a+b) = exp( ) exp(b) pour tous a,b € R%

— exp(—a) = Cxp(a) pour tout a € R7.

— exp(na) = (exp(a )) pour tout a € R* et tout n € N
— exp (In(a)) = a pour tout a € R%.

— In (exp(a)) = a pour tout a € R

1.3 Fonctions puissances

Definition

Pour tout a € RY et tout b € R, on note ab = ebna)

Sib e N*| il s’agit de la mise en puissance usuelle, a ce détail pres que cette derniere est définie pour tout
a €R.
Si b est de la forme % avec n € N* | il s’agit de la racine n

iéme

Pour tout étude analytique, on se rameénera a 1’étude des fonctions logatithme et explonentielles en

utilisant la forme ebn(@)

Propriétés

— ab*¢ = a%a® pour tous a € R% et b,c € R
— a7" = Z pour tous a € R} et be R
— gbe = (ab)c pour tout a € RY et b,c € R

2 Fonctions trigonométriques directes

2.1 Sinus tan(z) |- - - - - -
Definition sin(z)

Pour tout « € R, on note sin(x) 'ordonnée du point obtenu apres ! -
avoir parcouru une distance |z| sur le cercle unité en partant de !

(1,0) et en suivant le sens trigonométrique si z > 0 et le sens des cos()

aiguilles d’une montre sinon. Cela correspond_egalement au point
M du cercle unité tel que les vecteurs OA et OM forment un angle
égale a = radians modulo 27, avec O l'origine du plan et A le point
de coordonnées (1,0).




2 FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES DIRECTES

Dérivé et primitives Valeurs particuliéres
. e Lare, s — sin(0) =0
Domaine de dérivabilité : R . ( T)r 1
brivé — sin(§) = 3
Dérivé : x — cos(x) .0 25
Primitives : ¢ — —cos(z) + ¢ avec ¢ € R —osin(f) =%
— sin (%) = V3
3) 7 2
— sin (g) =1
Limites
. sin(x
i S2(2)
z—0 xT
Graphe 14
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Propriétés

— sin(z + 27) = sin(z) pour tout z € R
— sin(—x) = —sin(z) pour tout z € R
— sin(m — ) = sin(x) pour tout z € R

2.2 Cosinus

Definition

Pour tout « € R, on note cos(z) I’abscisse du point obtenu aprés avoir parcouru une distance |z| sur le
cercle unité en partant de (1,0) et en suivant le sens trigonométrique si > 0 et le sens des aiguilles
d’une montre sinon. Cela correspond également au point M du cercle unité tel que les vecteurs OA et
OM forment un angle égale a x radians modulo 27, avec O 'origine du plan et A le point de coordonnées

(1,0).
Dérivé et primitives Limites
1—
iy L)
z—0 x

Domaine de dérivabilité : R
Dérivé : x — —sin(z)
Primitives : x — sin(x) + ¢ avec ¢ € R



2 FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES DIRECTES )

Valeurs particuliéres — cos(§) = §
- Ty 1
— cos(0) =1 Zzz Eg; (2)
3 — =) =

—eos(F) =¥ ’

Graphe
0 s : 4 s L o

Propriétés

— cos(x 4 2m) = cos(x) pour tout x € R
— cos(—x) = cos(z) pour tout x € R
— cos(m — x) = —cos(x) pour tout x € R

2.3 Tangente
Definition

Pour tout 2 € R\ { + kr|k € Z}, on note tan(z) 'abscisse de I'intersection de la droite verticale passant
par (1,0) et la droite passant par l'origine et le point obtenu apres avoir parcouru une distance |z| sur
le cercle unité en partant de (1,0) et en suivant le sens trigonométrique si > 0 et le sens des aiguilles
d’une montre sinon. Cela correspond également au point M du cercle unité tel que les vecteurs OA et
OM forment un angle égale & z radians modulo 27, avec O l'origine du plan et A le point de coordonnées
(1,0).

sin(x)

Une autre définition équivalente est de poser tan(x) =

cos(z) *
Dérivé et primitives Valeurs particuliéres
— tan(0) =0
Domaine de dérivabilité : R\ {Z + kn|k € Z} an( )r 1
. 2 ) — tan (%) = 5=
Dérivé : z — 1+ tan®(z) = 35 V3
Primitives :  — —log( cos(z)) + ¢ avec ¢ € R — tan(§) =1
— tan (%) =3
Limites
t
L1 CO

x—0 €T
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Graphe 20

15

10 A

Propriétés

tan(z 4+ 7) = tan(z) pour tout z € R\ {Z + kn|k € Z}
tan(—x) = — tan(z) pour tout z € R\ {3 + kn|k € Z}
tan (5 — ) = gy pour tout z € R\ {&F |k € Z}

Formulaire

cos?(z) + sin®(x) = 1 pour tout z € R

sin (3 — x) = cos(z) et cos (5 — x) = sin(z) pour tout z € R

sin(z) = 13_22, cos(z) = 1+t2 et tan(z) = 24> pour tout z € R\ {kr|k € Z}, avec t = tan (%)

) =
(a +b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b) pour tous a,b € R
cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b) pour tous a,b € R
+b) = % pour tout a,b € R tels que a,b,a+b ¢ {Z —l—kﬂ"k €Z}
sin(2z) = 2sin(x) cos(x) pour tout z € R
cos(2z) = cos?(z) — sin?(x) = 2cos?(x) — 1 = 1 — 2sin?(x) pour tout z € R
tan(2z) = 1212?1(22) pour tout « € R\ {£F|k € Z\ {4k|k € Z}}
2} et cos(a)—cos(b) = —2sin (%E) sin (252) pour tous a,b € R

cos(a)+cos(b) = 2cos (4F2) cos (252
sin(a) + sin(b) = 2sin (252) cos (252) et sin(a) — sin(b) = 2 cos (24F2) sin (252) pour tous a,b € R

| l\D

3 Fonctions trigonométriques réciproques

3.1

Arcsinus

Definition

On appelle arcsin : [—1,1] — [f%, g] la fonction réciproque de la fonction sin : [fg, g] — [-1,1].



3 FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES RECIPROQUES

Dérivé et primitives

Domaine de dérivabilité : | — 1,1]
1
V1—z?
Primitives : z — x.arcsin(z) + V1 — 22 + ¢ avec ¢ € R

Dérivé : x —

Graphe 2
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Propriétés

— arcsin est bijective de [-1,1] dans [, Z]
— arcsin(—z) = —arcsin(z) pour tout z € [—1,1]
)) = x pour tout x € [—1,1]
) = { r — 2km size [~ +2km, 5 +2kr| aveck € Z
k+V)r—2 size|f+2k 2+2k7r] avec k € Z
1,1]

— cos (arcsin(z)) = V1 — 22 pour tout z € [—

— sin (arcsin(z
— arcsin( sin(z
3.2 Arccosinus
Definition

On appelle arcos : [—1,1] — [0, 7] la fonction réciproque de la fonction cos : [0, 7] — [—1,1].

Dérivé et primitives

Domaine de dérivabilité : | — 1, 1]
—1
iz
Primitives : « — z.arcos(z) — v1 — a2 + c avec c € R

Dérivé : x —
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Graphe 3.5 4
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Propriétés

— arcos est bijective de [—1, 1] dans [0, 7]

— arcos(—x) = m — arcos(z) pour tout z € [—1,1]

— cos (arcos(x)) = z pour tout z € [—1,1]

~ arcos(cos(x)) = { x —2km  siz € [2km, (2k + 1)7] avec k € Z

2kr —x  sixz € [(2k — 1), 2kn] avec k € Z

— sin (arcos(z)) = V1 — 22 pour tout z € [—1,1]
— arcsin(x) + arcos(z) = 5 pour tout x € [~1,1]

3.3 Arctangente
Definition

On appelle arctan : R — ]—g, 3 [ la fonction réciproque de la fonction tan : ]—g, 5 [ — R.

Dérivé et primitives

Domaine de dérivabilité : R
Lo g 1
Dérivé : x — T4z2
Primitives : « — z.arctan(z) — In(v/1 + 22) 4+ c avec ¢ € R



4 FONCTIONS HYPERBOLIQUES DIRECTES

Graphe

1.5 4
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Propriétés

— arctan est bijective de R dans ]—g, g[

arctan(—x) = — arctan(z) pour tout x € R

tan (arctan(z)) = & pour tout = € R

arctan (tan(z)) =z —krsiz € [-3 +km, 5 +kr| aveck€Z
M — x

sin (arctan(z)) = i pour tout z € R

1

— cos (arctan(z)) = iz bour tout z € R

— arctan(z) + arctan (1) = signe(z).Z pour tout z € R*

4 Fonctions hyperboliques directes

4.1 Sinus hyperbolique

Definition

On appelle sinus hyperbolique la fonction sh : R — R définie par sh(zx) :=

Elle est parfois également notée sinh.
Dérivé et primitives

Domaine de dérivabilité : R

eT_e™ T

2

pour tout z € R.

Limites

— lim sh(z) = o0

Dérivé : x +— ch(z) — lim In(z) = —o0
Primitives : © — ch(z) + c avec c € R ~ lim sh(z) 1
z—0 €T

Valeurs particuliéres

— sh(0) =0
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Graphe 30 4
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Propriétés
— sh est bijective de R dans R
— sh(—a) = —sh(a) pour tous a € R

4.2 Cosinus hyperbolique

Definition

e“+e” *
2

On appelle cosinus hyperbolique la fonction ch : R — R définie par ch(zx) :=
Elle est parfois également notée cosh.
Dérivé et primitives Limites

Domaine de dérivabilité : R o zlinolo sh(z) = oo

Dérivé : x — sh(x) — xEIPOO In(z) = oo
Primitives : # — sh(z) + ¢ avec c € R " lim ch(z) -1 1
z—0 x? - 2

Valeurs particulieres

— ch(0) =1

pour tout z € R.

10
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Graphe 30 4

Propriétés

— ch est bijective de R, dans [1, 00|
— ch(—a) = ch(a) pour tous a € R

4.3 Tangente hyperbolique

Definition

On appelle tangente hyperbolique la fonction th : R — R définie par th(z) := Zﬁgg = g;g:i pour tout
z eR.

Elle est parfois également notée tanh.
Dérivé et primitives Limites

Domaine de dérivabilité : R o }5{}0 sh(z) =1

Dérivé : z— 1 — th2(aj) = chzil(x) — zgr_noo In(z) = -1
Primitives : = — In (ch(z)) 4 ¢ avec ¢ € R ~ im th(x) _
z—0 x

Valeurs particuliéres

— th(0) =0
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Graphe 14
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Propriétés

— th est bijective de R dans | — 1, 1]
— th(—a) = —th(a) pour tous a € R

4.4 Formulaire

— ch?(x) — sh®(z) = 1 pour tout z € R
— ch(z) + sh(z) = e* et ch(z) — sh(z) = e pour tout z € R
— (ch(z) + sh(x))n = ch(nz) + sh(nz) pour tout € R et tout n € N

— sh(z) = 2, cos(z) = }"'7;2 et th(z) = 13_—22 pour tout = € R, avec t = th (%)
— sh(a + b) = sh(a)ch(b) + ch(a)sh(b) pour tous a,b € R
— ch(a +b) = ch(a)ch(b) + sh(a)sh(b) pour tous a,b € R
— th(a+b) = 1+(th)(z)tthh((bg) pour tout a,b € R
— sh(2x) = 2sh(x)ch(x) pour tout x € R
— ch(2z) = ch®(z) + sh?(z) = 2ch®(z) — 1 = 1 4 2sh*(z) pour tout = € R
— th(2z) = 111};1(272)1) pour tout x € R
(
(

+ ch(b) = 2ch (2£2) ch (252) et ch(a) — ch(b) = 2sh (L) sh (452
=D,

)
— sh(a) + sh(b) = 2sh (2£2) ch (%52) et sh(a) — sh(b) = 2ch (%E2) sh (252

5 Fonctions hyperboliques réciproques

5.1 Argsinus hyperbolique
Definition

On appelle argsh : R — R la fonction réciproque de la fonction sh.

) pour tous a,b € R
) pour tous a,b € R

12



5 FONCTIONS HYPERBOLIQUES RECIPROQUES

Dérivé et primitives

Domaine de dérivabilité : R
1
241
Primitives : z — x.argsh(z) — Va2 + 14 c avec c € R

Dérivé : x —

Graphe 3

Propriétés

— argsh est bijective de R dans R
— argsh(—x) = —argsh(z) pour tout 2 € R
— argsh(z) = In(x + V22 + 1) pour tout x € R

5.2 Argcosinus hyperbolique
Definition

On appelle argch : [1, +0o[— R la fonction réciproque de la fonction ch : Ry — [1, 400

Dérivé et primitives

Domaine de dérivabilité : |1, 4+o0[
1
z2—1
Primitives : ¢ — z.argch(z) — Va2 —1+cavec c € R

Dérivé : x —

13
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Graphe 39
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Propriétés

— argch est bijective de [1, +oo[ dans Ry
— argch(z) = In(z + Va2 — 1) pour tout = € [1,+o0]

5.3 Argtangente hyperbolique
Definition

On appelle argth :] — 1, 1[— R la fonction réciproque de la fonction th : R —] — 1,1].

Dérivé et primitives

Domaine de dérivabilité : | — 1,1]
Dérivé : @ — =

Primitives : # — z.argth(z) + In (V1 — 22) + c avec c € R

Graphe 4+




6 QUELQUES FORMULES

Propriétés

— argth est bijective de | — 1,1 dans R
— argth(—x) = —argth(z) pour tout = €] — 1,1]

— argth(z) = 3In (}f—i) pour tout x €] — 1,1]

6 Quelques formules

an+1

— 1+a+a2+-~-+a":Zak: pour tout a € R\ {1} et tout n € N
k=0

a—1

n n
— (a+b)" = a*b"* pour tout a,b € R et tout n € N
(a+1) ;(k) b
— (a+0b)? =a®+2ab+ b?
— (a+1b)* =a®+ 3a®b+ 3ab® + b*
— (a+b)* = a* + 4a®b + 6ab? + 4ab> + b*
n—1
— a"=b"=(a— b)z a®b"~*=1 pour tout a,b € R et tout n € N
k=0
— a2 - =(a—-0b)(a+D)
— a® - b3 = (a—b)(a® + ab + b?)
— a* —b* = (a — b)(a® + a®b + ab® + b3)

- 1
- 1+2+3+...+n:2kzwpourtoutnEN
k=1 2

15
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