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CUPGE
Introduction a I’analyse

PLANCHE 1 - ENSEMBLES & LOGIQUE

Exercice 1. Soit A :={1,2,3} et B := {0, 1,3}. Décrire exhaustivement AU B, ANB, A\ B, AAB et
A x B.

Exercice 2. Soit A :=]—00,3], B :=]—2,7] et C :=] — 5, +00[. Déterminer ANB, AUB, BNC, BUC,
A\ B, A%, AN B (AUB)E, (ANB)U(ANC) et AN(BUC).

Exercice 3. Soit A, B et C, trois sous-ensembles d’'un méme ensemble E. Montrer que

1. (AUB)UC =AU(BUCQC),(ANB)NC=ANn(BNQC), (AAB)AC = AA(BAC);
2. AUBNC)=(AUB)N(AUC), AN(BUC)=(ANB)U(ANC);

3. (AUB) = AN BE (AnB)t = ACUBE;

4. AAB = (A°nB)U(ANBY);

5. (A\B)\C=A\(BUC), (A\B)N(C\D)=(ANC)\ (BUD);

6. (ANB)A(ANC) = AN (BAC), (AUB)A(AUC) = AL N (BAQO).

Exercice 4. Soit A, B, C et D quatre ensembles.

1. Montrer que (A x B)N(C x D) =(ANC) x (BN D).
2. Montrer que (A x B)U(C x D) C (AUC) x (BU D). Trouver un cas d’inclusion stricte et un cas
d’égalité.
Exercice 5. Soit A, B et C trois ensembles tels que AUB C AUC et AN B C AN C. Montrer que
BcC.

Exercice 6.

1. Parmi les propositions suivantes, déterminer celles qui sont vraies et celles qui sont fausses :
(a) Vx e R*,Jy € R, a2y > 0.
(b

)
) Jy € R, Ve € R* 2y > 0.
(¢c) IxeR,Vy e R, (x +y >zy) = (y > 0).
)
)

(d) Jz e R, Vy e R, (z +y > zy) = (y > 0).
(e) Ve eR,(z €Q) < (Fk e N kx € Z).

2. Ecrire la négation des propositions précédentes.
Exercice 7. Soit A C R un sous-ensemble de R.

1. Montrer que si A possede un majorant, alors il en possede une infinité.



2. Montrer que si A possede un plus grand élément, alors il est unique.

3. Montrer que si elle existe, sup(A) est unique.

Exercice 8. Soit A := {(71)” + ﬁ ‘ n e N}.

1. Montrer que A est bornée.
2. Déterminer sup(A) et inf(A).

3. Déterminer si A posseéde un plus grand élément et/ou un plus petit élément.

Exercice 9. Montrer que A C R est bornée si et seulement si il existe M € Ry tel que Vo € A, |z| < M

Exercice 10. Soit A C R un sous-ensemble majoré de R. Montrer que sup(A) est 'unique majorant «
de A vérifiant V5 < o,z € A, x > .

Exercice 11. Soit A et B deux sous-ensembles non vides de R tels que V(a,b) € A x B,a <b.
Montrer que sup(A) et inf(B) existent et que sup(A) < inf(B).

Exercice 12. Soit n € N* et A := {(m1+-~'+xn) (i—l——{—i) ’xl,...,xn>0}.

1. Montrer que A est minoré.
b
2. (a) Montrer que, pour tout a,b >0, § + 2 > 2.

b) En déduire que, pour tout 1,...,xn >0, (x1+ - +xp) (L + -+ L) > n2.
que, p )

x1 T

(c) En conclure que inf(A4) = n?



