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CUPGE
Introduction a I’analyse

PLANCHE 2 - APPLICATIONS

Exercice 1.

1. On considere les applications suivantes :

N - R N - N N — N
f: on g: h: 9
noe n — 3n n — n°+1

Lorsque ceci a un sens, donner ’expression de fog, go f, hog, go h.

2. On considere les applications

* * *
;B2 R , B - R
: : i :

roeg == |

Montrer que go f = —g.

Exercice 2.
On considére les fonctions suivantes :

xT

frax—/1—]z—1] g:x—In(x —v3—1x) h:mHm

In (exp(scz) — 1) Cos(;p)ex In(sin(z))

1 .
k‘.xr—>\/cos2(x)sm(\/§) Z.IHW) mexe 1 + tan(z)

1. Décomposer-les en sommes, produits, inverses et composés de fonctions élémentaires.

2. Déterminer leur domaine de définition.

Exercice 3.
On considere les fonctions suivantes :

5 N — N Z — 7 R\{1} — R
: g: h:
n — n+1l n — n+1l x — ;—fl
R? — R? R — R 10,400 — ]1,400]
k: l: m:
(@,y) — (@+y,z-y) z — /(I +e”) o 5
R — R R — Rji N — N
n: p: q:
x +— ch(z)— 2sh(x) r — |z|—= n — 3"-2"

1. Déterminer celles qui sont injectives et/ou surjectives.

2. Pour celles qui sont bijectives, déterminer leur application réciproque.



Exercice 4.
Soit A, B et C trois ensembles, f: A — B et g: B — C deux applications et on note h =go f: A — C
I’application composée.

1. Montrer que si f et g sont injectives, alors h est injective.
2. Montrer que si f et g sont surjectives, alors h est surjective.
3. Montrer que si h est injective, alors f est injective.

4. Montrer que si h est surjective, alors g est surjective.

Exercice 5.
Résoudre dans R les équations suivantes

(ﬁ)x — Jjﬁ 22I+1 _ 3:B — 3£E+1 _ 22:2.

Exercice 6.

1. Montrer que pour tout z,y > 0, on a /ry < %

2. En déduire que pour tout «, 8 > 1, on a y/In(a) In(g) < In (\/aﬁ).

Exercice 7.

1. Rappeler la définition géométrique du cosinus et du sinus.

2. (a) Justifier géométriquement que cos(x + 27) = cos(x), cos(x + m) = — cos(x), cos(—x) = cos(zx)
et cos (% — z) = sin(z) pour tout z € R.
T

(b) En déduire que sin(z+27) = sin(z), sin(z+7) = — sin(x), sin(—z) = —sin(z) et sin (5 — z) =
cos(z) pour tout = € R.

Déterminer I'’ensemble des x tels que tan (g — x) = tanl(z).

(c)
3. (a) Justifier géométriquement que cos(z — y) = cosx cosy + sinz siny pour tout z,y € R.
(b) En déduire cos(z + y), sin(x + y) et sin(x — y) en fonction de cos(x) et sin(y).
)

En déduire tan(z + y) et tan(x —y) en fonction de tan(z) et tan(y) en précisant les valeurs de
z et y qui conviennent.

4. (a) Pour tout = qui convient, donner trois formules pour cos(2z) et sin(2z) en fonction de cos(z)
et sin(z) et une formule pour tan(2z) en fonction de tan(z).

5. Pour tous p et ¢, montrer les formules

_ p+q pP—q . .. pt+q . p—gq
cosp + cos q = 2cos cos ——, cosp — cosq = —2sin sin ——,
. . ptq p—q . .. P—q pPtg
sin p 4 sin g = 2sin €08 —5—, sinp — sing = 2sin cos —5—

6. Montrer que, avec t = tan £ et pour des valeurs de z que 'on précisera, on a
) 2 )

1—¢? . 2t 2t
m, sinx = tanx =

CoOST = — s, .
1+ ¢2 1—1¢2




Exercice 8.
Résoudre les équations

cos (237— ‘%T) = cos (% —J:) coS (233—!—%) = sin (m—i—gf)
cos(2x) + v/3sin(2z) = —1 tan3z = tanz
1+ cos(z) + cos(2z) + cos(3z) =0 cos(z) + sin?(z) = 1.

Exercice 9.
Soient A, B € R. Montrer qu’il existe r € R et ¢ € R tels que, pour tout z € R,

Acosx + Bsinx = rcos(z — ¢).

Exercice 10.

Montrer que, pour tout € [~1,1], on a arcsin(z) 4 arccos(z) = 7.

Exercice 11.
Calculer

. ATy . (187 . Al . (1
arcsin | sin [ — arccos | sin [ — sin [ arcsin | = cos [ arcsin( = ) .
3 5 5 5

Exercice 12.
Calculer, pour tout x tel que ce soit défini,

cos (arccos(z)) sin (arcsin(z)) cos (arcsin(z)) sin (arccos(z))
cos (arctan(z)) sin (arctan(z)) tan (arccos(z)) tan (arcsin(z))
Exercice 13.
1. Soient a,b > 0 tels que ab < 1. Déterminer un nombre ¢ € R tel que arctan ¢ = arctan a + arctan b.
2. Résoudre arctan(2x) + arctan(z) = 7.
Exercice 14.

1. Pour tout z,y € R, calculer cosh(x) cosh(y), sinh(z)sinh(y) et cosh(z) sinh(y).

2. En déduire des expressions de cosh(z + y), cosh(x — y), sinh(z + y) et sinh(z — y) en fonction de
cosh(z), sinh(x), cosh(y) et sinh(y).

3. En déduire des expressions pour cosh(z) + cosh(y), sinh(z) 4 sinh(y) et cosh(z) + sinh(y).

4. Montrer que, avec t = tanh (%) et pour des valeurs de x que ’on précisera, on a

142 2t 2t
cosh(x) = 11_77 sinh(z) = T tanh(x) = e
Exercice 15.
1. Montrer que, pour tout z € [1,00[, on a sinh (argsh(z)) = V2% — 1.

2. Montrer que, pour tout z € R, on a cosh (argsh(m)) =V +1.

3. Montrer que, pour tout = €] — 1, 1[, cosh (argth(z)) = \/11_? et sinh (argth(z)) = liﬂ



Exercice 16.
Résoudre dans R, argsh(z) + argth (z) = argsh(v2 — 2?).

Exercice 17.
Pour tout « € Ry, on pose a; := arccos (m)
1. Montrer que 0 < o, < 7.

2. Montrer que 1+ tan?(a,) = cosh?(z).

3. En déduire que, pour tout = > 0, on a arccos (COS}’ll(z)) = arctan (sinh(w)).



