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Géométrie affine et euclidienne
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Introduction

Géométrie au college : raisonnez de téte ne suffit pas, il faut faire des dessins. Mais raisonner sur des figures peut
&tre trompeur, il faut formaliser les choses.

Démarche inverse : sur les dessins, les points sont faciles et les vecteurs plus abstraits ; dans le formalisme, on
prendra le contre-pied car les vecteurs sont linéaires donc plus facile (existence d’un zéro absolu) et les points
seront plus abstraits.

Linéaire vs affine : dans I’espace, on rend égalitaire tous les points, on oublie la spécificité de zéro (ou inversement,
tout le monde peut étre zéro) ; dans les formules, on rajoute des termes constants aux combinaisons linéraires.

1 Géométrie affine

On travaille a priori sur un corps K quelconque, mais on pensera surtout au cas K = R.

1.1 Espaces et sous-espaces affines

L’essence du caractere “affine” réside dans le fait qu’a deux points, on peut associer un vecteur, et que les vecteurs
sont linéaires. La définition va donc se baser la-dessus.

Définition 1. Soit E un espace vectoriel, on appelle espace affine d’espace directeur E tout ensemble non vide &
muni d’une application
ExE — E

(xy) — X

vérifiant les conditions suivantes :

1. Vxe&EVuecE,Alye &y =u;

2. Vx,y,z€ &, x_>y + 7% =% (relation de Chasles).
La premiere condition indique que, une fois un point base donné, I’ensemble des points est en bijection avec
I’ensemble des vecteurs.

La seconde condition indique que ce choix d’un point base n’a pas de conséquence car changer de point correspond
a tout “translater” par un méme vecteur.

Cela peut pousser a donner une définition alternative d’un espace affine.

Définition 2. Soit E un espace vectoriel, on appelle espace affine d’espace directeur E tout ensemble non vide &
muni d’une action fidele et transitive de E sur &.
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Rappel 3.

e [’action (a droite) d’un groupe commutatif G sur un ensemble X est une application . + . : X XG — X
vérifiant

»VxeX, x+0=x;

" Vx€eX, V81,8 €G,(x+g1)+ g =x+(g1+82).

On dit que I’action est transitive si Yx,y € X, g € G,y = x + g.

On dit que I'action est libre si Vg € G,(Ax € X, x + g = x) = (g = 0).

On dit que I’action est fidele si Vg € G, (Yx € X, x + g = x) = (g = 0).

Si une action est transitive, alors fid¢le = libre = (Vx,y € X,A!lg € G,y = x + g).

Démonstration.
18 = : Soit x € X tel que x + g = x. Alors, par transitivité, pour tout y € X, il existe h € G tel que y = x + h
etona

y+g=x+h+g=x+h+g)=x+@g+h=x+g9+h=x+h=y.

2Me = :six+ g =y=x+g,alors

X+ (@ —8)=(+g)+(=g)=(+g)+(—g)=x+(g-g)=x+0=x
et donc g; — g» = 0, c’est-a-dire g; = g, par liberté. O

Proposition 4. Les deux définitions sont équivalentes.

ExXE — E
Démonstration. Sion se donne o alors on définit I’action de u € E sur x € & par x+u :=1"unique
(x,y) +— xy
y € Etel que Xy = u.
Si on se donne une action de E sur & alors, pour tout x,y € &, il existe u € E tel que x + u = y par transitivité, et ce
u est unique par liberté. On pose alors poser Xy := u. O

Dans tout ce qui suit, et sauf mention contraire explicite, & (et a I’occasion ¥, G, etc) sera un espace affine d’espace
directeur E (F, G, etc). On utilisera librement et indistinctement les notations @ et x + u.

Exemple 5. Tout espace vectoriel E est naturellement muni d’une structure affine par

EXE — E
(u,v) +— v—u.

Ainsi, pour tout n € N*, K" (R") est un espace affine de dimension #.

A T’inverse, tout espace affine n’est pas naturellement muni d’une structure vectorielle car cela nécessite de choisir
arbitrairement un point base.

Exemple 6. L'espace & := {f : R — R dérivable | ¥Yx € R, f/(x) — cos(x).f(x) = 1 + sin(x)} est un espace affine
d’espace directeur E := {f : R — R dérivable | VYx € R, f'(x) — cos(x).f(x) = 0}.

Exemple 7. Soit F C E un sous-espace vectoriel et x € &. Alors x + F := {x + u | u € F} est un espace affine
d’espace directeur F'.

Ce dernier exemple justifie la définition suivante.
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Définition 8. On dit que ¥ C & est un sous-espace affine si il existe F C E un sous-espace vectoriel et x € & tels
queF =x+F.

Proposition 9. Soit ¥ C & un sous-espace affine. Le sous-espace vectoriel F C E tel que ¥ = x + F pour un
certain x € & est déterminé de maniére unique par F = {Xy | xyeFl}

Remarque 10. Le point x, par contre, n’est pas unique, on peut, en effet, prendre n’importe quel point de 7.

Définition 11. On appelle espace directeur d’un sous-espace affine ¥ C & 1’unique sous-espace vectoriel F C E
tel que ¥ = x + F pour un certain x € &.
On dit que deux sous-espaces affines sont paralleles si I'un des deux espaces directeur est inclu dans I’autre.

Exemples 12.
e Deux droites paralleles dans le plan.
e Une droite et un plan paralleles dans 1’espace.

Proposition 13. Une intersection (quelconque) de sous-espaces affines de & et soit vide soit un sous-espace affine
d’espace directeur l'intersection des espaces directeurs.

Corollaire 14. Deux sous-espace affines paralléles sont soit disjoints soit inclus [’'un dans I’autre.

Définition 15. Soit X c & un sous-ensemble (non nécessairement affine) de E. On appelle, sous-espace affine
engendré par X, noté Aff(X) 'intersection de tous les sous-espaces affines de & contenant X. Cela correspond au
plus petit sous-espace affine de & contenant X.

Exemples 16.
o Les sous-espaces affines engendrés par un, deux, trois points.
o Les sous-espaces affines engendrés par les réunions de sous-espaces affines :

> deux droites dans le plan;
> deux droites dans 1’espace ;

> une droite et un plan dans I’espace.
Proposition 17. Soit F et G deux sous-espaces affines de & et H := Aff(F U G). Soit F, G et H les espaces
directeurs respectifs de ¥, G et H. Alors
1. VxeF NyeGH=F+G+kXy;

2. (H=F+G) o (VxeF VyeG e F+G) o (FNG#0).

Dans le cadre affine, et le cas échéant, on pourra vouloir parler de dimension.

Définition 18. Si E est un espace vectoriel de dimension n € N et & un espace affine d’espace directeur E, on dit
alors que & est de dimension #.

Tout sous-espace affines ¥ de & étant lui-méme un espace affine d’espace drecteur F, il hérite automatiquement
d’une dimension, a savoir celle de F.

Notation 19. On appelle droite tout sous-espace affine de dimension 1. En particulier, x # y € & étant donnés,
Aff({x, y}) est ’une unique droite contenant x et y. On la note (xy).

On appelle plan tout sous-espace affine de dimension 2.

Si & est de dimension finie, on appelle hyperplan tout sous-espace de dimension dim(&) — 1.
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Proposition 20. Soit F et G deux sous-espaces affines de & et H := Aff(F U G). Si € est de dimension finie, alors

1. siF NG+ 0, alors dim(H) = dim(¥) + dim(G) — dim(F N G);

2. siF NG =0, alors dim(H) = 1 + dim(F + G) ou F et G sont les espaces directeurs respectifs de F et G.
Exemples 21.

e Deux droites, sécantes ou paralleles, dans le plan.

e Deux droites, sécantes ou disjointes (paralléles ou non) dans 1’espace.

e Une droite et un plan, sécants ou paralleles, dans I’espace.

1.2 Applications affines

Définition 22. On dit que f : & — F est une application affine si elle respecte les structures affines, c’est-a-dire

5
sil il existe f : E — F tels que, de maniere équivalente, I’'un des deux diagrammes commutes :

EXE——F EXE—E& .
2 |
FXF ——>F FXF——-F

. _— = -
En traduction, cela donne Vx,y € &, f(x)f(y) = f(xy)ouVx e EYu e E, f(x +u) = f(x) + f ().

%
Proposition 23. Soit f : & — F une application affine. Il existe une unique application linéaire f : E — F,
appelée linéarisée de f, satisfaisant les commutations nécessaires.

Exemples 24.
e L’identité.
o Toute application constante.
e Translations par un élément de E.

e Projection de E @ F sur E selon F.

e Pour tout?‘> €End(E)ettoutxe &, f:{x+ur x+ ?(u)}. On pourra notamment penser :317 homothétie,
rotation ; on parlera alors d’homothétie ou de rotation de centre x.
Plus généralement, pour tout7 : E — F linéaire et tout couple (x,y) e EXF, f:{x+umry +7(u)} est
affine. Toute application affine peut en fait s’écrire sous cette forme.

Définition 25. On appelle forme affine toute application affine f : & — K.
Proposition 26. Une application f : & — F est affine si et seulement si il existe xy € & tel que I’application
= E — F
-
u +— flxo)f(xo +u)

soit linéaire. Il s’agit alors de la linéarisée de f.

Proposition 27. La composé de deux applications affines et affine, et son linéarisé est la composé des linéarisé.
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Proposition 28. Soit f : & — F une application affine. Pour tout xo € &, ona f = ‘f;(lxo) 07 oépounéy,:E-FE
(resp. £pxy) * F — F) est Uisomorphisme induit par le choix de I’origine xy (resp. f(xo)).

Proposition 29. Une application affine est injective (resp. surjective) si et seulement si sa linéarisée est injective
(resp. surjective).
De plus, si elle est bijective, alors son application réciproque est affine, de linéarisé I’inverse du linéarisé.

Définition 30. On note MA(E) (resp. GA(E)) I’ensemble des applications (resp. bijections) affines de & dans

lui-méme.

L’étude des points fixes d’un élément de MA(E) ve revétir un caractere essentiel. On a, en effet les propositions

suivantes :

Proposition 31. Pour tout xy € &, 'application qui envoie une application affine sur son linéarisé induit un

isomorphisme entre MA,,(E) := {f € MA(E) | f(x0) = xo} et End(E).

Démonstration. L’ application réciproque est obtenue en conjuguant par &, . O

Proposition 32. Soit f € MA(E). Pour tout x € &, il existe d’uniques u € E etfe MA(E) tels que f =t, 0 ]7 On
=

aalorsg = f.

Remarque 33. Pour tout f,g € MA(E) etoutx € E,onago f = (tug@(uf)) o(go f)

Proposition 34. Soit f : & = F une application affine. Alors

1. limage par f d’un sous-espace affine est un sous-espace affine ;
2. l’image réciproque par f d’un sous-espace affine est soit vide, soit un sous-espace affine.
Corollaire 35. Toute application affine préserve I’alignement des points.

Remarque 36. La réciproque de cette proposition est fausse car si F est une droite, alors toute application f : & —
¥ envoie tous points sur des points alignés. Néanmoins, nous verrons plus tard que si & et ¥ ont méme dimension
n > 2, etsi f est bijective, alors la propriété de préserver 1’alignement implique le caractere affine.

Proposition 37. Soir f : & — & une application affine. L’ensemble des points fixes de f est soit vide soit un
sous-espace affine.

Correction 1. Rajouter les exemples classiques d’applications affines

1.3 Barycentres & Convexité
1.3.1 Barycentres

Définition 38. Un systéme de points pondérés (de longueur k € N*) est un k—uplet S := ((x1, A1), .., (x, A4)) €
(& x K)* de couples points-poids.

Les éléments x1, . .., x; sont appelés les points de S et les éléments A4, ..., A, les coefficients de S.

On définit, sur I’ensemble des systemes de points pondérés, I’opération de concaténation * qui, a un k;—uplet et un
ky—uplet associe un (k; + kp)—uplet obtenu en les juxtaposant dans 1’ordre.

Exemple 39. ((x1, 1), (x2, 42)) * ((x3, 43))) = ((x1, A1), (x2, A2), (x3, 43))).
Remarque 40. Un systéme de points pondérés peut faire intervenir un méme point plusieurs fois. Un mé&me point

peut méme intervenir plusieurs fois avec le méme coefficient. Le systéme de points pondérés ((x, 1), (y,2), (x, 1))
est donc tout a fait valide, et il est différent de ((x, 1), (y,2)).
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Proposition 41. Soit S := ((x1, A1), ..., (xk, A)) un systéme de points pondérés. On considére I’application ¢ :
& — E définie par ¢p(x) = 2?:1 /liﬁ.

1. Si Y%, 4 =0, alors ¢s est constante.

2. Si Zf;l A; # 0, alors il existe un unique g € & tel que ¢p=(g) = 0.

Définition 42. Pour tout systéme de points pondérés S dont la somme des coefficients est non nul, on appelle
barycentre de G I’unique élément Bar(S) € & annulant 1’application ¢¢.
Si tous les coefficients valent 1, on parle d’isobarycentre.

Proposition 43. Soit S := ((x1, A1), ..., (xk, A)) un systeme de points pondérés dont la somme des coefficients est
non nulle, alors pour tout x € &, on a

Bar(S) = x + A%

k .
=14 =1

Remarque 44. Multiplier tous les coeflicients d’un systeme de points pondérés par un méme scalaire ne modifie
clairement pas le barycentre.
De méme, le barycenre d’un systeme de points pondérés S est invariant par permutation des termes de .

Exemples 45.
e Bar((x, 1)) = x pour tout 1 € K*.
e Le milieu de deux points a et b défini par Bar((a, 1), (b, 1)).
e Le centre de gravité d’un triangle abc défini par Bar((a, 1), (b, 1), (c, 1)).

Proposition 46. Soit S| et S, deux systemes de points pondérés. On note respectivement A1 et A, les sommes des
coefficients de S et S,. Si A1, Ay, Aj + Ay # 0, alors

Bar(S, * Sy) = Bar(((Bar(Gl),Al), (Bar(Gz),Az))).

Remarque 47. En vertu de cette derniere proposition, il est toujours possible de “réduire” un systeme de points
pondérés sans en modifier le barycentre, de sorte a ne faire intervenir tout point de & qu’au plus une fois. Le
coefficient associé a un point dans la forme réduite est alors égale a la somme de tous les coefficients attribués a ce
point dans la version non réduite.

La notion de barycentre est intimement liée au caractére affine. Cela se reflete sur les propositions suivantes,
caractérisant respectivement les sous-espaces affines et les applications affines.

Proposition 48. Un sous-ensemble F C & est un sous-espace affine ssi, pour tout systeme S de points de
pondérés par des coefficients dont la somme est non nulle, Bar(S) € 7.

Corollaire 49. Le sous-espace affine engendré par un nombre fini de points est égal a I’ensemble des barycentres
de systemes de points pondérés sur ces points.

Proposition 50. Une application f : & — F est affine ssi elle envoie tout barycentre de systeme de points pondérés
sur le barycentre de 'image du systéeme de points pondérés.

1.3.2 Convexité

Cette section ne concerne que le cas K = R.
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Définition 51. On dit qu’un sous-ensemble X C & est convexe s’il contient tous les barycentres de points de X
affectés de coefficients positifs non tous nuls.

Exemples 52.

e Pour tout x,y € &, on appelle segment [x, y] I’ensemble {Bar((x, ), (v, 1)) ‘ ALueR,A+u> 0}. Intuitive-
ment, cela correspond aux points de la droite (xy) situés “entre” les points x et y et cela forme un ensemble
convexe.

e Tout sous-espace affine est convexe.

e Les convexes de R sont exactement les intervalles fermés.
Proposition 53. Un ensemble X C & est convexe si et seulement si, pour tout x,y € &, [x,y] C &.
Proposition 54. Une intersection quelconque de sous-espaces convexes est convexe.

Définition 55. Pour tout sous-ensemble X C &, on appelle enveloppe convexe de X, notée Conv(X) I’intersection
de tous les sous-ensemble convexes de & contenant X. Cela correspond au plus petit sous-ensemble convexe de &
contenant X.

Exemple 56. L’enveloppe convexe de trois points définie “I’intérieur” d’un triangle.

Proposition 57. Pour tout X C &, Conv(X) est I’ensemble des barycentres de points de X affectés de coefficients
positifs non tous nuls.

Corollaire 58. Pour tout X C &, on a Conv(X) C Aff(X).

Proposition 59. L’image (resp. image réciproque) d’un sous-ensemble convexe par une application affine est un
sous-ensemble convexe.

1.4 Reperes et bases affines

On ne considérera, dans ce qui suit, que des espaces affnes de dimension finie et on notera ng, ou simplement n
lorsqu’il n’y a aucune ambiguité, la dimension d’un espace affine &.

1.4.1 Reperes affines

Définition 60. On appelle repere de & tout €lément (o0, ey, ..., ¢,) € & X E" telle que (ey, . .., e,) forme une base
de E.
Exemple 61. Le repére canonique de R” est (0, (1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1,0),(0,...,0,1)).

Proposition 62. Soit R = (0, e4,...,e,) une base de E. Pour tout x € &, il existe d’uniques A,...,A, € K" tels
que X = 0 + Y;—» A;e;. Plus précisement, I’application
K" — &
PR "
A, dy) — o+ X1 Aie;

est une bijection affine.

Définition 63. On appelle représentation paramétrique d’un sous-espace affine # C & toute application gg ol R
est un repere pour .

Exemples 64.
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e La droite dans R? passant par (xo, yo, 20) et dirigée par le vecteur (a, b, c) est paramétrisée par (1 — (xo +
Aa,yo + Ab, 79 + Ac)).

e Le plan dans R3 passant par (xg, yo,Z2o) et dirigé par les vecteurs non colinéaires (a, b, c) et (a’,b’,c’) est
paramétrisé par (A, p) — (xo + da + pa’, yo + Ab + ub’, 7o + Ac + uc’)).

Définition 65. Soit R un repere pour & et & C & un sous-espace affine. On appelle représentation cartésienne de
F c & tout couple (A, B) € Matg(ng — ng, ng) X K"~ matrice—vecteur tel que, pour tout X € K",

0
X .
rRX)eF e AX+B=0= =1 -
0
1 1

Exemples 66.
e Une droite dans R? est caractérisée par son équation ax + by + ¢ = 0.
e Un plan dans R? est caractérisé par son équation ax + by + cz +d = 0.

e Une droite dans R? peut étre décrite comme intersection de deux plans, lesquels peuvente étre caractérisés,
respectivement, par ax + by + cz+d = Oeta’x + b’y + ¢’z + d = 0. La droite est alors caractérisée par

X a b ¢ d o 0
a b C d N 4 . ’ ’ ’ ’ y
., y |+| , |=0ou,de manicre équivalente, par| a’ b ¢ d =10
a b c d Z
0 0 0 1 1
1
o [’espace & entier est décrit par 0.X + 0 = 0.
Définition 67. Soit & et ¥ munis, respectivement, de reperes Rg = (0g, €1, . . ., en,) et Re = (0F, fi,. .., fu,). Soit
f: &> F une application. On a appelle matrice de f dans les bases Rg et R# la matrice
b
Matf(R;r, Rg) = A :
bny
0 - 01
ol A est la matrice de7 dans les bases (ey, ..., ) et (fi,..., fu), etou (by,..., b, ) = <p§;(f(03)).

Proposition 68. Pour tout x € &, on a

X1 Y1
Mats(Rr,Re)| * |=
-xng )’nT
1 1

avec YR (Xi,. .., Xpg) = X et Or, (V1,5 .-, Ynp) = f(X).

Proposition 69. Soit & F et G trois espaces affines munis, respectivement, de reperes Rg, Ry et Rg. Alors pour
toutes applications f : & — F et g : F — G, on a Matgr(Rg, Rg) = Maty(Rg, RF).Mats (R, Rg).

Définition 70. Pour Rg et Ry, deux reperes de &, on note Mat(R, Rg) := Maty, (R}, Rg) la matrice dite de passage

N

qui calcule les coordonnées d’un point dans le repére R;; a partir des coordonnées de ce point dans le repére Reg.
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1.4.2 Bases affines

Définition 71. On dit que k+1 € N* points xo, ..., x; € & sont affinement libres si et seulement si dim (Aff({xo, . .., x})) =
k. On dit qu’ils engendrent & si et seulement si Aff({xg,...,x}) =&
On appelle base affine de & toute famille affinement libre de & engendrant &E.

Proposition 72. Toute base affine de & contient ng + 1 points.

Proposition 73. Soit xo, ..., x, € &. Ils forment une base affine de & si et seulement si (xg, XoX1, . .., XoX,) €St un
repere affine de &.
Proposition 74. Soit xy, ..., x, € & une base affine de &. Pour tout x € &, il existe d’uniques Ay, ..., A, € K tels
que

[ ] Z?:() /li = 1

e x = Bar((xo, A0), - . . , (%> ).

Définition 75. Avec les notations de la proposition précédente, on appelle (Ao, ..., A,) € K™*! coordonnées bary-
centriques de x dans la base ordonnée (xo, . .., X,).

Contrairement aux reperes affines, les bases ne mettent pas un point en avant. Les coordonnées barycentriques se
révéleront, par exemple, intéressantes pour traiter les propriétés d’un triangle dans le plan.

Proposition 76. Soit xo, ..., x,, € & une base affine de &.

e Une application affine f : & — F est :

> injective si et seulement si f(xp), ..., f(xn,) € F est affinement libre ;
~ surjective si et seulement si f(x), ..., f(x,,) € ¥ engendrent  ;
> bijective si et seulement si f(xp),...,f(xn,) € F est une base affine de F ; les coordonnées bary-
centriques de tout point f(x) € F dans la base ordonnée (f(xo), ..., f(x4,)) sont alors égales aux
coordonnées barycentriques de x dans (Xo, . . ., Xug).
e Sing = ng, pour toute base affine yy, . ..,y € F de F, il existe une unique bijection affine f : & — F telle
4 Y Yng q 1

que f(x;) =y; pourtouti € {l,...,ng}.

Proposition 77. Soit B := (xg,...,X,) une base ordonnée de &. Soit yi,...,yx € & et notons, pour tout i €
{1,...,k}, (X,..., ) les coordonnées barycentriques de y; dans B. Alors, pour tout w,...,u; € K tels que
Zf'{:l i = 1, les cordonnées barycentriques de Bar((yy, uy), . . ., Y, i) dans B sont

k k
Z,Ui/lf)’ S Z#iﬂi .
i=1 i=1

Correction 2. Rajouter notation (xy).
Correction 3. Rajouter criteres pour sous-espaces affines (contient les droites).

Correction 4. Rajouter criteres pour applications affines (alignements de points).

2 Géométrie euclidienne

Dans cette section, on ne considere plus que le cas K = R.
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2.1 Espaces euclidiens
2.1.1 Cas vectoriel

Définition 78. On appelle produit scalaire sur un espace vectoriel E toute forme bilinéaire symétrique définie

EXE — R
postive, c’est-a-dire toute application tels que
(u,v)  +— ulv)

e pour tout u € E, les applications (v — (u|v)) et (v — (v|u)) soient linéaires ;
e pour tout u,v € E, (ulv) = (vju);

e pour tout u € E \ {0}, (ulu) > 0.

On appelle espace vectoriel euclidien, tout espace vectoriel de dimension finie muni d’un produit scalaire.
Exemples 79.

e Sur R”, I"application ((x,- -+, Xx), 01, ,¥n)) = 2oy Xivi =t {(x1, -+, %)|(1, -+, ¥u))2 est un produit
scalaire. On I’appelle produit scalaire canonique sur R".

e Sur E := {f : [0,1] — R continues}, I’application ((f, g) — fol f(H)g(t)dr) est un produit scalaire. Cela ne
fait toutefois pas de E un espace euclidien car il est de dimension infinie.

Dans tout ce qui suit, et sauf mention explicite contraire, on considérera que E est un espace vectoriel euclidien de
dimension n € N*.

Notation 80. Pour tout u € E, on appelle norme de u la quantité |lu|| := +(u|u). Dans le cas du produit scalaire
canonique sur R”, on note ||u||,.

Remarque 81. Réciproquement, on peut déterminer le produit scalaire a partir de la norme en utilisant 1’une des
formules (ulv) = 2(llull® + IIVI? = llu = v[I*) ou (ulv) = (llu + vI[* — |lu — v|I*) qui se vérifient, pour tout u, v € E par
un calcul direct.

Définition 82. Soit u,v € E. On dit que u est unitaire si ||u|| = 1. On dit que u et v sont orthogonaux si {u|v) = 0.

Notation 83. Pour tout X C E, on note X* := {u € E | ¥v € X,uetv sont orthogonaux}. On dit que deux
sous-ensembles X, Y C E sont orthogonaux si ¥ € X* ou, de maniére équivalente, si X C Y*.

Proposition 84. Pour tout X C E, X* est un sous-espace vectoriel, et pour tout F C E sous-espace vectoriel, on a
FeF+=E.

Définition 85. On dit qu’une base (ey, - - - , e,) est une base orthonormée (BON) si, pour tout i, j € [[1, n]], {e;le;) =
0;j ou ¢ est le symbole de Kronecker ; autrement dit si tous les éléments de la base sont unitaires et deux a deux
orthogonaux.

Proposition 86. En notant (x| --- , x,) les coordonnées de x € E dans une BON donnée, on a pour tout u,v € E,
(ulvy = XL, uvi.

Corollaire 87. Tout espace euclidien de dimension n est isomorphe a R" muni de son produit scalaire canonique.

Proposition 88 (Cauchy—Schwarz). Pour tout u,v € E, on a [{u|v)| < ||ull.|Vl| avec égalité si et seulement si u et v
sont colinéaires.
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2.1.2 Cas affine

Définition 89. On appelle distance sur un ensemble X toute application d : X x X — R, telle que

e pour tout x,y € X, d(x,y) = d(y, x) ;

e pourtout x,y € X,d(x,y) =0 & x=y;

e pour tout x,y,z € X, d(x,y) + d(y,2) < d(x,2).
Exemples 90.

e Sur R, I’application ((x, y) > |x — y|) est une distance.

e Sur tout espace vectoriel euclidien, I’application ((&, v) + |lu — v||) est une distance. C’est la norme associée
au produit scalaire.

Définition 91. On appelle espace affine euclidien tout espace affine dont 1’espace directeur est un espace vectoriel
euclidien.

Proposition 92. Si & est un espace affine euclidien, alors I"application (x,y) v~ ||X3|) est une distance sur &.

Exemple 93. La structure affine canonique associée a un espace vectoriel euclidien E fait de £ un espace affine
euclidien dont la distance correspond a la norme associée au produit scalaire.

Dans tout ce qui suit,et sauf mention contraire explicite, on considérera que & est un espace affine euclidien de
dimension n dont ’espace directeur E est muni du produit scalaire ((«, v) +— (u|v})). On notera alors d(x,y) ou xy
la distance induite entre deux points x,y € E.

Définition 94. On dit que deux sous-espaces affines ¥, G c & sont orthogonaux si F et G sont orthogonaux. On
note alors ¥ 1L G.

Définition 95. On dit qu’un triangle abc de & est rectangle en a si et seulement si (ab) L (ac).

Remarque 96. La notion de perpendicularité existe en toute généralité, mais elle est, en générale, distincte de
I’ orthogonalité.

Définition 97. On dit qu’un repére (o, ey, - ,e,) est orthonormé si (ey, - - - , e,) est une BON de E.
Proposition 98. En notant (x; --- , x,) les coordonnées de x € & dans un repére orthonormé donnée, on a pour
tout x,y € &, d(x,y) = [l(x1 = y1,° 5 Xu = Yn)ll2-

2.2 Isométries

221 C toriel .
as vectorie ExEl LR

Définition 99. On dit que f € End(E) est une isométrie si le diagramme suivant commute : 7« fL / ;
1o
EXE
autrement dit, si f préserve le produit scalaire dans le sens ou, pour tout u, v € E, {(f(w)|f(v)) = (ulv).

Proposition 100.

e Une isométrie est bijective. I
E——R,

e Unmorphisme f € End(E) est une isométrie si et seulement si le diagramme suivant commute ¢ .
-1l

E
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e Si F C E est stable par une isométrie f, alors F* [’est aussi.

Définition 101. On appelle O(E) le groupe des isométries de E. Dans le cas de R" muni de son produit scalaire
canonique, on note O(n).

Proposition 102. Pour tout espace vectoriel euclidien, on a O(E) = O( dim(E)).

Pour un groupe, il est toujours intéressant de connaitre un systeéme de générateurs

Exemple 103. On appelle symétrie par rapport a un sous-espace vectoriel F' C E I’application sy : E — E définie
par sp := Idjr ® (-Idjr+). Une réflexion est une symétrie par rapport a un hyperplan. ce sont des isométries.

Proposition 104. Toute isométrie s’écrit comme produit d’au plus n réflexions.

Proposition 105. Soit B8 une BON. L’application f € End(E) est une isométrie si et seulement si elle envoie B sur
une BON. Réciproquement, pour toute BON B, il existe une unique isométrie envoyant B sur B'.

Corollaire 106. Soit 8 une BON. Un morphisme f € End(E) est une isométrie si et seulement si Matg(f) est
orthogonale, c’est-a-dire si et seulement si Math(f)Matg(f) = Id. On a alors notamment Matz_;1 f) = Mat’B(f).

Proposition 107. On a O(1) = {+1d} et, pour tout élément f € O(2), il existe une BON B tel que Matg(f) =

( ! _01 )ou (exclusif) Matg(f) = Ry := ( cos(9) - —sin(6) pour un unique 6 € [0, r].

0 sin(0)  cos(6)

Définition 108. On appelle rotation vectorielle toute isométrie de O(2) possédant une matrice de la forme Matg(f) =

[ cos(8) —sin(6)
o 1= ( sin@)  cos() ) dans un BON.

Proposition 109. Pour tout élément de O(n), il existe une BON B telle que

1

Matg(f) =

Ry,

pour certains 0y, --- ,0,, € [0,2n][.

2.2.2 Cas affine

Ex&—1-R,

Définition 110. On dit que f € MA(E) est une isométrie si le diagramme suivant commute : fx fl/ / ;
d

ExXE
autrement dit, si f préserve la distance dans le sens o, pour tout x,y € &, d(f(x), f)) = d(x, ).

-
Proposition 111. o Pour tout f € MA(E), f est une isométrie si et seulement si f € End(E) est une isométrie.

o Toute isométrie affine est bijective.
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Définition 112. On appelle Isom(E) le groupe des isométries affines de &.
Exemples 113.
1. Les translations.

2. Pour tout sous-espace affine # C &, on définit s# la symétrie orthogonale d’axe F par, en fixant 0 € F,
sg(0 + u) = o+ sp(u) pour tout u € E. Si ¥ est un hyperplan, on parle alors de réflexion. Ce sont des
isométries.

Proposition 114. Toute isométrie affine s’écrit comme produit d’au plus n + 1 réflexions.

Théoreme 115. Pour tout f € Isom(E), il existe un unique couple (u, @) € E X Isom(E) tel que

e o posséde au moins un point fixe ;

e [, et ¢ commutent;

o f=pot,.
H
On a alors u € Ker(f — 1d).

La démonstration de ce théoréme va s’appuyer sur deux lemmes :
- — —
Lemme 116. Soir f € O(E), Im(f —Id)* = Ker(f — Id).

Lemme 117. Soit f € MA(E) telle que Ker(? —Id)@Sm(7 —1d) = E, alors la conclusion du théoréme s’applique
avec ¢ € MA(E).

Proposition 118. Sin = 1, on a Isom(E) = {translations} U {réflexion par rapport a un point}.

Définition 119. Sin = 2, on appelle

- -
e rotation autour de a € & toute toute isométrie affine f telle que f(a + u) = a + f(u) avec f une rotation
vectorielle distincte de 1’identité ;

o symétrie glissée toute réflexion composée avec une translation parallele a I’axe de la réflexion.
Proposition 120. Sin = 2, on a Isom(E) = {translations} U {rotation} U {symétrie glissée}.

Définition 121. Sin = 3, on appelle

—
e rotation autour d’axe D C & toute toute isométrie affine f fixant D et telle que f . est une rotation
vectorielle distincte de 1’identité ;

e vissage toute composé d’une rotation avec une translation parallele a 1’axe de la rotation ;
o symétrie glissée toute réflexion composée avec une translation parallele a 1’axe de la réflexion ;

e anti-rotation toute composé d’une rotation avec une réflexion par rapport a un plan orthogonal a I’axe de la
rotation.

Proposition 122. Sin = 3, on a Isom(E) = {translations} U {vissage} U {symétrie glissée} U {anti-rotations}.



3 GEOMETRIE EUCLIDIENNE DANS LE PLAN 14

2.3 Orientation

Proposition 123. Le groupe GL(E) des automorphismes linéaires de E agit fidélement et transitivement sur les
bases de E. Autrement, pour tout couple (81, B,) de bases de E, il existe un unique f € GL(E) tel que f(B;) = B».

Définition 124. On définit la relation ~ sur 1’ensembles des bases de E par B ~ B, si et seulement si il existe
f € GL(E) tel que f(8B;) = B, etdet(f) > 0.

Proposition 125. La relation ~ est une relation d’équivalence possédant exactement deux classes d’équivalences.

Définition 126. Une orientation sur E, c’est le choix d’une des deux classes d’équivalence de la relation ~. On
appelle alors bases directes les éléments de cette classe et bases indirectes les éléments de 1’autre classe.

Notation 127. Une orientation sur E étant choisie, on notera BOND pour base orthonormée directe.

Définition 128. Une orientation sur &, ¢’est le choix d’une orientation pour E. On alors qu’un repére est directe si
la base de E sous-jacente est directe.

Définition 129. On appelle groupe spécial orthogonal de E le groupe SO(E) := Ker(detoz)).

Définition 130. On dit que f € Isom(&) est positive si? € SO(E). On dit aussi que f est un déplacement. On note
Isom* (&) le groupe des déplacements.

Remarque 131. Une isométrie est un déplacement indépendemment de tout choix d’orientation.
Proposition 132.

e Sin =1, Isom*(E) = {translation};

e sin =2, Isom*(E) = {translation} U {rotation} ;

e sin =3, Isom"(E) = {translation} U {vissage).

3 Géométrie euclidienne dans le plan

Dans toute cette section, on considérera que & est un plan affine d’espace directeur E.

On appellera rotation vetorielle tout élément de SO(E).

3.1 Angles
3.1.1 Angles orientés

Dans cette section, E n’est pas nécessairement orienté.
Lemme 133.
o Soit u,v € E deux vecteurs unitaires. Il existe une unique rotation vectorielle p,,, telle que p,,(u) = v.

o Soit (u,v), W' ,V') € E?* deux couples de vecteurs unitaires. Il existe une rotation vectorielle p telle p(u,v) =
W' ,V') si et seulement si p,, = Py -

Définition 134. On définit la relation v sur {(u, v) € E? | llull = VIl = 1} par (u,v)v(u',V') si et seulement si il
existe une rotation vectorielle p telle que p(u,v) = (1',V").
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Proposition 135. La relation v est une relation d’équivalence.
Définition 136.
e On note A(E) := {(M, v) € E2||lull = M| = 1}/v et on appelle angles orientés dans E ses éléments.

e Pour tout u,v € E \ {0}, on appelle angle orienté entre u et v, noté (u/7) la classe d’équivalence de (“—Z” ﬁ)
par v.

Proposition 137. L’application
{wvye B2 |l =M =1} — SOE)
(u, v) = Pw
induit une bijection de A(E) dans SO(E) qui induit une structure de groupe abélien sur A(E).
Proposition 138.
e Pour tout u,v,w € E\ {0}, ona (14,/7) + (m) = (u/,W).
e Pour tout u,v € \{0} et f € O(E), on a (f(u), fF(v)) = (u, v) si f € SO(E) et (f(u), f(v)) = (v, u) sinon.

Définition 139. On définit la relation O sur A(E) par (u,/?)D(u/’,V' ) si et seulement si (;\v) = (bﬁ ) ou (u,/V) =

(V).
Proposition 140. La relation O est une relation d’équivalence.
Définition 141.
e On note Ap(E) := A(E)[ et on appelle angles orientés de droites dans E ses éléments.

e On appelle angle orienté entre deux droites Dy, D, C E, noté (DT,\DZ), la classe d’équivalence de (uﬁz),
ou u; et up sont respectivement des vecteurs directeurs de D; et D,, par O.

e On appelle angle orienté entre deux droites affines D, D, C &, noté (2)17)2), I’angle orienté entre leurs
espaces directeurs.

Proposition 142. L’isomorphisme A(E) = SO(E) induit une bijection de Ap(E) dans SO(E)/y1q qui induit une
structure de groupe abélien sur Ap(E).

3.1.2 Mesures d’angle

Dans cette section, on fixe une orientation pour E.
Proposition 143. L’application

Rorz — Matz(2,2)

p s Ry = 095(9) —sin(0)
sin(d)  cos(9)
est un isomorphisme de groupe.

Corollaire 144. Pour toute rotation vectorielle p, il existe un unique 8 € Rh 7 tel que Matg(p) = Ry pour toute
BOND 8.
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Corollaire 145. L’application
Rhrz — SO(E) = AE)

0 — Lo

avec Matg(rhog) pour B une BOND, est un isomorphisme de groupe.
Définition 146.
e L’unique antécédent 6, par ¢ d’une rotation vectorielle p est appelée sa mesure d’angle.

e Pour toute rotation affine 7, on définit la mesure d’angle de r comme étant la mesure d’angle de 7. Par
convention, on définit de plus la mesure d’angle de I’identité comme étant O.

e [’unique antécédent 6,, par ¢ d’un angle (u,v) est appelée sa mesure.

Remarque 147. Le fait d’avoir choisi une orientation pour & permet d’associer a toute rotation un élément dans
] — m, 7] et non plus dans ]0, 7]. En changeant I’ orientation, on change le signe de toutes les mesures d’angle.

Définition 148. Pour tout u,v € E \ {0}, on définit 6,, la mesure de I’angle (u,/7) comme la mesure d’angle de la
rotation associée.

Proposition 149.

e Pour tout u,v,w € E\ {0}, ona6,, +0,,, = 6,,.

e Pour toutu,v € E\ {0}, on a Oy, = 6,y + 7.

e Pour tout u,v € \{O} et f € O(E), on a Oruyrwy = Ouw Si f € SOE) Orwyfy = =iy Sinon.
Proposition 150. Pour tout u,v € \{0}, (u|v) = ||ul|.||v|]| cos (0,)-
Proposition 151. L’isomorphisme  induit un isomorphisme 7 Rz — Ap(E).

Définition 152. L’unique antécédent par @ d’un angle de droites est appelée sa mesure.

3.1.3 Angles géométriques

Dans cette section, E n’est plus nécessairement orienté.
Définition 153.

e On appelle angle (resp. angle de droite) géométrique I’'image quotient d’un angle orienté (resp. angle de
droites) par la relation d’équivalence définie par (u, v) ~ (i, 1) si et seulement si (, v) = (i, V') ou (i, v) =
).

e On appelle angle (resp. angle de droite) géométrique entre deux vecteurs non nuls (resp. deux droites vec-
torielles ou affines) I’'image de leur angle (resp. angle de droite) orienté dans 1’ensemble des angles (resp.
angles de droite) géométriques.

Remarques 154.

e On aurait pu définir les angles géométriques en remplacant SO(E) par O(E) dans la construction des angles
orientés.

o Les angles géométriques perdent la structure de groupes des angles orientés.

Définition 155.
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e On définit la mesure d’un angle géométrique décrit par deux vecteurs u, v € E \ {0} par

65, := arcos (ﬂ) € [0,n].
[leel]-[Iv]]

o On définit la mesure d’un angle de droites géométrique décrit par deux vecteurs u, v € E \ {0} par

Kulv)| b
°S(||u||.||v||) € [O’ E]‘

Proposition 156. Si E est orienté, alors, pour tout u,v € E \ {0}, 65, = |6,,].

3.1.4 Résumé

Les angles n’ont pas besoin du choix d’une orientation pour étre défini, mais leurs mesures si.

angles angles de droites
orientés (u,v) (u,v) = (£u, +v)

mesure€ Rh, 7 | mesuree Rz
géométriques (u,v) = (v,u) (u,v) = (v, 2u)

mesuree€ [0, 7] mesuree [0, g]

3.2 Coniques
3.2.1 Distance entre point et sous-espace affine

Proposition 157. A une droite donnée, il passe une unique droite orthogonale passant par un point donnée.

Définition 158. Soit D c & une droite. On appelle projection orthogonale sur D ’application pyp : & = D qui a
tout x € & associe I'intersection de D avec 1’'unique droite passant par x qui lui est orthogonale.

Proposition 159. Pour toute droite D C &, I’application py est affine.
Définition 160. Pour toute droite D C & et tout point xy € &, on définit d(xy, D) := mizr)l d(xg, x).
X€
Proposition 161. Pour toute droite D C & et tout point xo € &, si x; € D, alors (d(xo,Z)) = d(xo,x{))) © X =
Po(x0).
Proposition 162. Pour toute droite D C & et tout point xo € &, on a xy € D si et seulement si d(xy, D) = 0.

Proposition 163. Pour toute droite D C & et toute isométrie f € Isom(8E) on a d(f(xy), f(D)) = d(xg, D).

3.2.2 Généralités sur les coniques

Définition 164. Soit D c & une droite, F € &\ D un point et e € R,.. On appelle conique de directrice D, de foyer
F et d’excentricité e I’ensemble

F:={x€8

d(x, F) = ed(x, D)} .
Si e < 1, on parle d’ellipse ; si e = 1, on parle de parabole ; si e > 1, on parle d’hyperbole.

Définition 165. Avec les notations de la définition précédente, on appelle axe focal de I 1a droite A orthogonale a
D et passant par F ; et parametre de I le réel p := ed(F, D).
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Proposition 166. A isométrie pres, les coniques sont classifiées par leurs excentricités et leurs paramétres.

Dans tout ce qui suit, I' est une conique de directrice D, de foyer F, d’axe focal A et de parametre p. On notera
aussi K := pp(F).

Proposition 167. L’axe focal A est un axe de symétrie pourT.
Proposition 168. I/ existe un repére orthonormé centré en F tel que

(x,y) €T &= (1 — e})x®> + y* + 2epx = p°.

>

Proposition 169. Pour toute parabole T, il existe un repére orthonormé tel que (x,y) e & x = 5

Corollaire 170. Pour tout couple de parabole, il existe une bijection affine envoyant I’'une sur I’autre.
Proposition 171. Pour toute ellipse T, il existe un repére orthonormé et des réels a > b > 0 tel que (x,y) € ' ©
G+ ()=

Définition 172. On appelle, respectivement, a et b le grand et le petit axe de T

Corollaire 173. Pour tout couple d’ellipse, il existe une bijection affine envoyant [’'une sur [’autre.

Proposition 174. Pour toute hyperbole T, il existe un repere orthonormé et des réels a > b > 0 tel que (x,y) €
re () -G =1

Corollaire 175. Pour tout couple d’hyperbole, il existe une bijection affine envoyant ’'une sur ’autre.

Corollaire 176. A GA(E) pres, il n’existe que trois coniques.

Définition 177. Dans un repére (O, u, v), on dit qu'un point x € &\ a pour coordonnées polaires (p, ) € R X Rh,
si ox = pcos Gu + p sin(H)v.

Proposition 178. En coordonnées polaires (p1,61) = (02, 6,) si et seulement si on a l’un des trois cas suivantes :

] pl :pZ:O;
e pp=pretb =6y;
o py=—pret =6, +m.

Proposition 179. 1 existe un repére orthonormé centré en F tel que

p

el e—=Sp=—"77-—.
©.6) L 1+ ecos(0)

3.2.3 Coniques bifocales

On suppose icique e # 0, 1.

Proposition 180. Toute ellipse et toute hyperbole posséde un second axe de symétrie A" paralléle a D bien que
distincte et ne contenant pas F.

Notation 181. On note, respectivement, 9’ et F’ I'image des D et de F par ce second axe de symétrie.
Proposition 182. La conique associée a 1, F’ et e est égale a T.
Proposition 183. Sie < 1, alorsT' c Conv(D U D’). Sie > 1, N Conv(D U D') = 0.
Proposition 184.
e Sie<l,alorsT={xe& | d(x, F)+d(x, F') = 2a}.
o Sie> 1, alorsT = {x € &|ld(x,F) - d(x, F')| = 2a).
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