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L3 - Parcours MG
Géométrie affine et euclidienne

Examen 2nde session
corrigé

Exercice 1.

1. Un ensemble & est un espace affine d’espace directeur E s’il est non vide et muni d’une application ¢: & X
& — E vérifiant

e VYxe& YueE,Alye & 9o(x,y)=u;
L4 V)C,y,Z € 8,(,0()(,)7) +¢(y,Z) = ()D(X’Z)-

2. Pour montrer que ¢ fait de R} un espace affine d’espace directeur R, il suffit de vérifier les deux points
ci-dessus.

Pour le premier, on fixe x € R} et u € R. On a alors, pour tout y € R,
ex,y)=us ln()—c) —us ln(z) =1In(e") © X e o y=xe™.
y y y

Or, xe™ > 0. L’équation ¢(x,y) = u en y admet donc bien une unique solution dans R .

Pour le second point, on fixe x,y,z € R}. On a alors

o(x,y) + ¢y, 2) = ln(g) + ln(g) =1In (f.z) = ln(g) = @(x, 2).

y 2

3. Le milieu de deux points a et b est définit comme le barycentre Bar((a, 1), (b, 1)). Il existe ssi 1 + 1 = 2 n’est
pas nul dans le corps considéré, c¢’est-a-dire si ce dernier n’est pas de caractéristique 2.

4. Dans un plan euclidien réel, une parabole est définie comme 1’ensemble des points situés a égale distance
d’une droite et d’un point donnés, le point n’étant pas sur la droite.

Exercice 2.

1. (a) L’enveloppe convexe de X est définie comme I’intersection de tous les ensembles convexes contenant
X, un ensemble étant convexe si tout barycentre a coefficients positifs de ses points est encore dans cet
ensemble.

(b) Notons Bar,o(X) I’ensemble des barycentres a coefficients positifs d’éléments de X. On procede par
double inclusion.

Conv(X) C Baryo(X) : Conv(X) étant, par définition, contenu dans tout ensemble convexe contenant
X, il suffit de montrer que Bar>y(X) est un ensemble convexe contenant X. Il contient bien X car
tout élément de X est le barycentre de lui-mé&me affecté du coefficient 1, et il est bien convexe par
associativité des barycentres. En effet, un barycentre a coefficient positifs d’élément de Bar,o(X)
est un barycentre de barycentres a coefficients positifs, or par associativité, cela peut étre décrit
comme le barycentre de la concaténation de tous les points pondérés considérés, lesquels sont bien
des éléments de X affectés d’un coefficient positif.

Conv(X) D Baryo(X) : Par définition, tout barycentre a coefficients positifs d’élément de X est dans
tout ensemble convexe contenant X et donc dans leur réunion, ¢’est-a-dire dans Conv(X).



2. (a) 1i. Par décomposition en facteurs irréductibles dans C[X], on a P(X) = @ Hle(X — 1)k avec a € C*.
Par dérivation d’un produit, on a donc

14 {
PX)=a) (kX -r)ft [ Jox-rph)
i=1 j=1

J#L

En divisant, on obtient alors }1)3(()(}? =2 Kk e qui donne bien le résultat une fois évalué en

i=1 X—r;?
z € C\ Rac(P).
ii. En évaluant la formule de la question précédente en r, on obtient 0 = Z, 1 r_’r Z, 1 klr(rr‘r;) En
prenant le conjugué de cette égalité, on obtient la relation voulue.

(b) Soit r € Rac(P’). Si r € Rac(P), alors r € Conv(Rac(P)). Sinon, on a d’apres la question 2.(a).ii.,
Zgl :

= |r = rif?

Autrement dit r est le barycentre des points r; affectés des coefficients - llz > 0. On a donc r €

Barso(Rac(P)) = Conv(Rac(P)). Dans les deux cas, on a bien r € Conv(Rac(P)) et donc Rac(P’) C
Conv(Rac(P)).

t

(r—r)=0

Exercice 3.

1. (a) Supposons que f est une symétrie et fixons x € E. L’appliaction f étant affine, elle préserve les bary-
centres. Notamment, elle envoie le milieu[ﬂde x et f(x) sur le milieu de f(x) et f(f(x)) = x, ¢’est-a-dire
sur lui-méme. Il s’agit donc d’un point fixe.

(b) Si f est une symétrie, on a vu qu’elle admet un point fixe, et la linéarisé d’une composé étant la
L o, ., -2 —2 - - — L.
composé des linéarisé, ona f o f = fo f =Idet f estdonc une symétrie.
i
Réciproquement, supposons que f fixe xo € Eetque f o f = Id. Par composition d’applications afines,

fo festaffine et on a, pour tout x € &, F(F(X)) = f(f(x0) + f 0 f(od) = xo + 1d(FR) = xo + ToX = x.
On adonc bien f o f = 1d et f est une symétrie.

2. Commengons par remarquer qu’en prenant n’importe quel x € 3Im(f), on obtient un point fixe pour f.
Fixons xo € & un tel point fixe et remarquons qu’alors h(xg) = Bar((xo, -1), (xo, 2)) = xo. Par propriété du
barycentre, on a pour tout x € &,

h(x) = Xo — Yo% + 2x0£ (%) = h(x0) — W) + 2F(x0) f(x) = h(xo) + (2 — IA)(ToH).

avec 27‘) ~1d linéaire. On en déduit que £ est linéaire avec = 27 - ﬁ Par ailleurs, f étant une projection,

- a9 — - - > - - - = - 2 2 > - 9 > >
ona fof=fof=Idetdonchoh =Qf-Id)o(2f-Id)=4fof—-4f+Id=4f—-4f+1d=1d.On
en déduit que—h> est une symétrie, et puisque % possede des points fixes, on en conclut que £ est une symétrie
d’apres la question 1.(b).

Exercice 4.

1. Soit m le milieu entre b; et b,. Sim = a, c’est que by, a et b, sont alignés dans cet ordre, et donc Hh—> i
102

0= b . Sinon, on pose D la droite passant par a et m. La réflexion r par rapport a D fixe a et m
201,020

car a,m € D et échange b; et b,. En effet, une réflexion préservant les distances, elle envoie b; et b, sur
I’intersection des cercles de centre a et rayon ab; = ab, et de centre m et rayon mb; = mb,. Mais deux

1. & est un espace affine réel, le corps de base n’est donc pas de caractéristique 2



cercles de centres distincts se rencontrent en au plus deux points, et ces deux cercles s’intersectent déja en
by et by. Ces deux points sont donc globalement fixés, mais ne peuvent &t étre chacun fixé car sinon, on aurait
bi,by € D, etdonc a, b; et b, seraient alignés. Mais alors la restriction ab1 = abz imposerait soit que b; = b,
ce qui n’est pas possible car les points sont distincts, soit que a = m, ce qu’on a supposé ne pas arriver.

Uge reﬂex1o; est un anti-déplacement, et renverse donc les angles. On a donc 9—» 5T = —HW’W =
— — =

s = 0— —.
bra,byb) baby,bra byby,bra

2. Par la relation de Chasles, on a

0— _>+9—>—>+9

bz —9—>_>+9—>—>+9

cacb ch,ab cacb 0 c—)+9_)—)+6—) = bgz ="

cb,ab abat ca,ac

3. (a) Siaetb sontsur un cercle centré en o, alors le triangle o, a, b est isocele en o et on a, d’apres la question

> . B o
1., Gao == 9;; i»- D’apres, la question 2., on a de plus 6’0—[;@ + 917&5{; + 9{7@; = m. On en déduit que
I ¥ R e ¥

(b) En appliquant la question précédente aux triangles oab et oac, on obtient b =7~ 26;0 Setbn o =
7 — 26— —. En faisant la différence, on trouve 6’-> =20-

.
ao,ac* ab,at

4. Sia, b, c et d sont alignés, alors, selon 1’ordre des points, on a 296_&67) =2X(xn)=0= 29[75[75

S’ils sont cocycliques, alors, d’apres la question précédente et en notant o le centre du cercle qui les contient,
on a 295’1;1; = 90_&’0—1; = 20‘7‘;’@;.

Exercice 5.
1. Il suffit de montrer que la matrice de f (ou de maniere équivalente, la sous-matrice extraite des trois premieres

lignes et colonnes) est unitaire, c¢’est-a-dire que le produit avec sa transposé donne la matrice identité. Cela
se vérifie par un calcul direct.

2. Lapplication f n’est un déplacement que si son déterminant vaut 1. Or

1 V6 V6 L ¥ L Y
N P hewenn| 2 (11 VB VB
—% i 3 = -2 "3 1 = |-z 2 0 |=-|3 3t 7 |=°L
2 2 2 4
_¥6 3 _1 _M 3 _¥o 3 4
4 4 1 4 4 4 4
3. Soit x = (x1,x2,x3) € R.On a
1 6 Ve |
4 4 x| X
_¥e _1 3 | N N
4 i 4 2 2
x)=x S =
! IR I
0 0 01 ! :
2x1 + \/gxz + \/EX3 —4 =4x =-2x1 + \/sz + \/Exg =4
=4 —\/_)Cl—X2+3X3=4X2 (54 \/EX1+SX2—3X3=O
—\/_X1+3XQ—)C3+4\/— 4x3 \/6x1—3x2+SX3=4\/6
Ly V6L +2L _ _ N6
hany [ 1exn=4V6 Y e
=3 \/_x1+5x2—SX3—O =3 =T+x2=T+T=T
—2x3 +2x3 = V6 =\/L6(3x3—5x2)—%—§=1
L application f a donc un unique point fixe, asaV01r 1 T’ %f .



4. Selon la classification des isométries et sachant qu’elle n’est pas un déplacement, f ne peut étre qu’une
symétrie glissée ou une anti-rotation. Mais 1’ensemble des points fixes d’une symétrie glissée est soit vide
soit égal au plan de symétrie. L’application f est donc une anti-rotation.

5. Les caractéristiques géométriques d’une anti-rotation sont I’axe et I’angle de sa rotation, ainsi que le plan de
réflexion.
Pour I’angle, on sait qu’il existe un repere orthonormée dans laquelle la matrice de f est
cos(d) —-sin(d) 0O |0
sin() cos(@) O |0
0 0 -1{0 |’
0 0 01

ou @ est I’angle de la rotation. On a donc, notamment, Tr(f) = 2cos(d). En calculant cette trace sur la
matrice donnée initialement, on obtient 2 cos(f) = 1 et donc § = +£3. Le signe de I’angle dépend du choix
d’une orientation pour le plan de réflexion.

L’axe de la rotation passe par le point fixe, il suffit donc d’en déterminer un vecteur directeur. Or, restreinte
a cette droite, f est la symétrie par rapport au point fixe, sa linéarisé est donc —Id, et il suffit donc de trouver
ﬁ

un vecteur propre de f associé a la valeur propre —1. On cherche donc (uy, uz, u3) € R* \ {0} tel que

1 V6 V6
2 4 4 up up 2u; + \/BMQ + \/6143 = —4u, \/6141 +uy+u3 =0
— % —% % U |=-\| u =4 \/6141 +ur — 3uz = 4uy =4 \/6141 —3u, —3u3 =0
_ 6 3 _1 us us \/6141 —3up + uz = 4us \/6141 —3uy; —3u3 =0
4 4 4

Lz‘—é—Lz \/61/!1 +uy +uz =0
duy +4u; =0

On peut prendre (u;, up, u3) = (0, —1, 1) et en déduire que 1’axe de la rotation est (1, %5, %ﬁ) +R.(0,-1,1).

Le plan de réflexion est le plan orthogonal a 1’axe de rotation, passant par le point fixe. Pour le caractériser
pleinement, il suffit donc de trouver deux vecteurs orthogonaux entre eux et avec (0,—1, 1), par exemple
(1,0,0) et (0, 1, 1). Le plan de réflexion est donc (1, 6 %) +R.(1,0,0) + R.(0, 1, 1),

Enfin, pour finir d’identifier f, il faut déterminer le signe de la rotation. pour cela, on fixe une orientation pour
le plan de réflexion en choisissant un repere orthonormé — par exemple ( (1, #, 3%6) ,(1,0,0), \/LE(O’ 1, 1)),

on le complete en un repere orthonormé positif de R3 — cela donne ( (l, %, %5) ,(1,0,0), %(O, 1,1), % O, -1, 1)),

et, a I’aide de la matrice de changement de repere, on écrit la matrice de f dans ce repére — on obtient :

1 V6 V6 1 V3
1 0 0| -1 3 e ¥ 1 0 0| -1 y ¥ 010
R T _¥6 _1 3 R T _¥3 1
0 5 = f 4{ i 1|0 0 5 ¥ ‘f _ 22 0
1 1 3 6 3 1 1 1 3 ’
0 % »| % -% 3 a0 -5 5| -F 0 0 -1[0
0 0 0 1 0 0 0] 1 0 0 0 1 0 0 01

a savoir la matrice d’une rotation d’angle —%.



