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L3 - Parcours MG
Géométrie affine et euclidienne

TD7 : ANGLES

Notations
Dans tout ce qui suit & (resp. ¥, G, etc) est un plan affine euclidien orienté d’espace directeur E (resp. F, G, etc)
muni du produit scalaire ((u, v) +— (u|v)). On note alors d(x, y) ou xy la distance induite entre deux points x,y € &.

Pour tout u,v € E \ {0}, on note (i, v) 'angle orienté entre u et v, 6,, la mesure de cet angle, (u,v)° I'angle
géométrique entre u et v et 65, la mesure de cet angle. Pour toutes droites D, D, C &, on note (Z)T?)z) I’angle
orienté entre D, et D, et Oy, p, la mesure de cet angle.

On appelle similitude vectorielle de rapport A € R* Toute application7 € End(E) telle que ||7(u)|| = kl|u|| pour

-
tout u € E. On appelle similitude affine (de rapport 1 € R*) toute application affine f € MA(E) telle que f soit
une similitude affine. On dit qu’une similitude est directe si son déterminant est positif et indirecte sinon.

Exercice 1. Soit u,v,u’,v' € E \ {0}. Montrer que 2(u, v) = 2(i, V) si et seulement si (R.u, R.v) = (R.i/, R.v').
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Exercice 2. Soit a, b, c € & Montrer que ab + ac* = bc + 2ab.ac cos (Ha—éa?).

Exercice 3. Soit a, b, c € & un triangle dont les sommets sont deux a deux distincts.
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1. Montrer que (c?;, cTc>) + (l?c), I;)z) + (a, 29) =7
— - .
2. Onnoted =a+ bc,e =c+ bcet fle milieude a et c.

(a) Montrer que la symétrie de centre f envoie a sur c et b sur d.
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(b) Montrer que (ab,ac) + (bc,ba) + (ca,cb) =m.
Exercice 4.

1. Montrer qu’une similitude directe préserve les angles et qu’une similitude indirecte renverse les angles.
2. Soit f € MA(E) préservant les angles. On fixe xy € Eetug € E \ {0}.

(a) Montrer qu’il existe une similitude directe g telle que g o f fixe xy, et g o f fixe uy.
(b) Montrer que, pour tout u € E \ {0}, il existe 4, € R} tel que g o f(u) = A,(u).
(c) Montrer g o f est une homothétie.

(d) En déduire que f est une similitude directe.

3. Soit f € MA(E) renversant les angles. Montrer que f est une similitude indirecte.

Exercice 5. Soit a, b et c, trois points distincts sur un cercle de centre o € &.

1. Montrer que (¢d, ¢0) = (ad, al) et en déduire que (04, 00) + 2(c0, ca) = .
g = =
2. Montrer que ((75, ob) + 2(cb, c_>0) =7

—

3. En déduire que (28, 0b) = 2(c4, cb).



Exercice 6.

1. Soit a et b, deux points distincts sur un cercle de centre o. Soit D la tangente au cercle en b, c’est-a-dire la
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droite orthogonale a (ob) passant par b. Montrer que (0a, 075) = 2((@),\ D).

2. Soit a,b,c,d € & quatre points distincts. Montrer qu’ils sont cocycliques ou alignés si et seulement si
((ca), (cb)) = ((da), (dD)).



